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Введение

Актуальность темы. Степень её разработанности. В связи с развитием
вычислительной техники методы вычислительной аэрогидродинамики получили
широкое распространение как в фундаментальных исследованиях, так и в прак-
тических приложениях. При проектировании летательных аппаратов благодаря
вычислительному эксперименту можно сократить объём трубных и лётных ис-
пытаний. При этом особенно остро встаёт вопрос требуемых вычислительных
ресурсов при проведениии параметрических исследований и процедуры оптими-
зации с использованием численного моделирования течений, которые получили
развитие в последнее время в области проектирования летательных аппаратов.

Для практического применения технологий вычислительной аэродинами-
ки применяются методы, основанные на численном решении уравнений Навье–
Стокса осреднённых по Рейнольдсу (RANS) или Фавру при расчёте сжимаемых
течений с замыканием в виде некоторой модели турбулентности [1––5]. Однако
моделирование некоторых типов турбулентных течений, например течения с от-
рывом пограничного слоя, с применением моделей на основе решения уравнений
RANS может быть недостаточно точным. Для более точного моделирования та-
ких течений можно использовать либо прямое численное моделирование (DNS)
[6––8], либо методы моделирования крупных вихрей (LES) [9––14].

В подходе прямого численного моделировании уравнения Навье–Стокса на-
прямую дискретизируются во всей расчётной области, поэтому с помощью DNS
можно получить наиболее точное описание турбулентного течения в рамках пред-
положения сплошной среды. В подходе DNS разрешаются все масштабы турбу-
лентного течения вплоть до мельчайших диссипирующих структур, размер кото-
рых оценивается масштабом Колмогорова. Однако количество узлов расчётной
сетки для трёхмерного по пространству моделирования DNS зависит от числа
Рейнольдса Re и пропорционально Re9/4, а количество шагов по времени оцени-
вается величиной Re3/4 [15]. Всё это приводит к большим затратам вычислитель-
ных мощностей и времени расчёта и ограничивает область применимости подхо-
да DNS только течениями с относительно малыми числами Рейнольдса.

В подходе моделирования крупных вихрей (LES) численно разрешаются
только относительно большие масштабы турбулентности, в то время как влияние
мельчайших вихрей на отфильтрованные по пространству величины описывается
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различными подсеточными моделями. Но и подход LES оказывается достаточно
дорогим для расчёта турбулентных пристеночных течений. Для LES с разрешён-
ным пограничным слоем (wall-resolved LES) число узлов сетки и вычислительные
затраты пропорциональны как Re1.8 и Re2.4 соответственно [16; 17]. В [18] при-
водятся ещё более строгая оценка на размер расчётной сетки – Re13/7. В практи-
ческих приложениях рассматриваются пристенные турбулентные течения с чис-
лами Рейнольдса Re ∼ 106 − 108, что приводит к невозможности применения в
качестве основных методов DNS и wall-resolved LES в ближайшее время.

Так как в подходе RANS моделируются все масштабы турбулентных струк-
тур, требования к расчётной сетке значительно снижаются. При этом, если под-
ходы DNS и LES рассматриваются только в нестационарной постановке, так как
турбулентность существенно нестационарное явление, то в случае RANS можно
рассматривать и стационарную постановку задачи, что так же значительно сокра-
щает требования к затратам вычислительных ресурсов.

Таким образом, для применения на практике всё ещё остаются актуальными
методы на основе решения уравнений RANS, так как являются хорошим компро-
миссом между точностью моделирования и затратами вычислительных ресурсов.

Как упоминалось ранее, в практических применениях часто рассматривают-
ся пристенные течения с большими числами Рейнольдса. Характерной частью та-
кого течения является пограничный слой, который формируется вблизи твёрдых
границ. Толщина пограничного слоя уменьшается с ростом Re. С уменьшением
толщины пограничного слоя уменьшаются и все характерные для него структуры
как среднего течения, так и масштабы турбулентных пульсаций. Поэтому для каж-
дого метода существуют требования к пристеночному разрешению для коррект-
ного моделирования турбулентного пограничного слоя. Эти требования выража-
ются в безразмерных автомодельных координатах, обозначаемых символом (·)+.
Для DNS характерный размер пристеночных ячеек в нормальном направлении
должен составлять ∆h+

y ≲ 1, в тангенциальных направлениях ∆h+
x,z ∼ 7 . . . 15.

Для LES характерный размер пристеночных ячеек в нормальном направлении
должен составлять ∆h+

y ≲ 1, в тангенциальных направлениях ∆h+
x,z ∼ 10 . . . 40.

Для RANS характерный размер пристеночных ячеек в нормальном направлении
должен составлять ∆h+

y ∼ 1, в тангенциальных направлениях может достигать
десятков тысяч.

Так как масштаб вязкой длины для больших чисел Рейнольдса очень мал,
то значительная часть узлов расчётной сетки приходится на пристенную область
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течения. Поэтому для снижения затрат вычислительных ресурсов получили своё
развитие различные методы пристеночного моделирования, в основе которых ле-
жит замена численного разрешения тех или иных структур течения в пристеноч-
ной области на менее вычислительно затратную математическую модель.

С целью уменьшения требований к пристеночному разрешению расчётной
сетки получили своё развитие методы пристеночных функций, где пристеночная
часть течения моделируется с помощью упрощённых моделей, зачастую одно-
мерных аналитических соотношений. Такой подход получил распространение как
в методологии RANS [19––22], так и в методологии LES под названием LES с
моделированием стенки (wall-modelled LES) [23––26]. Так как большая часть уз-
лов расчётной сетки располагается в пристенной области, то применение методов
пристеночных функций может существенно сократить требование к пристенно-
му разрешению расчётной сетки, а соответственно и требуемые вычислительные
ресурсы и время проведения моделирования.

Также можно выделить гибридные подходы RANS-LES [27––30], занимаю-
щие промежуточное положение по точности и вычислительным затратам между
методами RANS и LES, где в пристеночной области течения решаются осреднён-
ные уравненияНавье–Стокса, а во внешней области – LES. При этом переход меж-
ду областями может быть непрерывным как, например, в методах моделирования
отсоединённых вихрей (DES), так и строгим как в зональных подходах.

Существует множество методов пристеночных функций [19––22; 31––36].
Большая часть методов из них зависит как от способа дискретизации уравнений,
так и от характеристик используемой расчётной сетки, в том числе на размер
пристенных ячеек и их расположение. Такое построение метода может приво-
дить к повышенной зависимости получаемого решения от используемой сетки,
которая может быть немонотонной (увеличение ошибок при использовании бо-
лее подробных сеток), и зависимости от конкретной реализации, которая может
быть непрозрачна и неоднозначна. Особо выделяется метод пенализированных
пристеночных функций (метод ППФ) [35; 36], формулировка которого произво-
дится на уровне математической модели, а не уже дискретизованной модели. Ме-
тод пенализированных пристеночных функций сформулирован для преодоления
недостатков классических методов пристеночных функций. В частности, в мето-
де ППФ значительно уменьшено влияние сеточного разрешения на получаемое
решение, и устранены необходимость явной процедуры интерполяции решения в
точке сшивки из ближайших узлов расчётной сетки и связанная с ней неопреде-
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лённость, которая может снижать точность расчёта. В основе метода лежит диф-
ференциальная формулировка условия сшивки внешнего решения с пристеноч-
ной функцией и дальнейший перенос касательного напряжения из области сшив-
ки на поверхность тела. Описанная процедура реализуется через решение во всей
области дифференциального уравнения в частных производных для скорости тре-
ния (масштаба скорости в пограничном слое), которое основано на обобщении
метода характеристических штрафных функций. Такой подход обладает повы-
шенной гибкостью, что позволяет использовать его с различными аналитически-
ми зависимостями, в том числе и неравновесными пристеночными функциями.
Так же имеется возможность адаптировать положение точки сшивки под особен-
ности течения, что позволяет эффективно моделировать турбулентные течения с
особенностями: точки торможения, отрыва и присоединения потока и области от-
рывного течения. Метод ППФ был реализован и протестирован на узком классе
двумерных течений, рассматриваемых на структурированных расчётных сетках
[35––37].

Таким образом актуальность темы диссертации подтверждается:
– потребностью в эффективном и точном методе пристеночного модели-
рования для расчёта турбулентных течений с применением осреднённых
уравнений Навье–Стокса;

– целесообразностью устранения недостатков существующих методов
пристеночного моделирования;

– необходимостью расширения области применимости метода пенализиро-
ванных пристеночных функций.

Целью данной работы является разработка эффективной методики модели-
рования турбулентных течений на основе метода пенализированных пристеноч-
ных функций.

Для достижения поставленной цели решены следующие задачи:
1. Модификация метода ППФ для повышения точности решения задач с от-

рывами.
2. Повышение устойчивости разрабатываемой методики численного моде-

лирования пристеночных турбулентных течений.
3. Тестирование, верификация метода ППФдля численного моделирования

турбулентного пограничного слоя на модельных задачах.
4. Оценка эффективности применения метода ППФ на примере расчёта за-

дачи внешнего обтекания.
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5. Проведение сравнительного анализа с классическими методами присте-
ночных функций.

6. Параллельная реализация метода ППФ для расчёта на трёхмерных
неструктурированных сетках.

Научная новизна: В рамках диссертационной работы предложен новый
метод адаптации положения точки сшивки, основанный на учёте локального се-
точного разрешения. Благодаря учёту пристенного шага расчётной сетки обеспе-
чивается смещение точки сшивки в первый пристенный узел в областях повы-
шенного интереса, к которым относятся точки отрыва и присоединения потока,
области рециркуляционного течения и другие зоны неравновесного погранично-
го слоя, где наблюдается существенное отклонение от аналитических зависимо-
стях для профилей параметров течения, а соответственно к повышенным ошиб-
кам при расположении точки сшивки на уровне логарифмического участка для
равновесного течения, как было предложено в ранних работах по методу ППФ
[35]. В предложенном методе область адаптации положения точки сшивки опре-
деляется локальным значением скорости трения, а именно при значении мень-
ше порогового. В работе рассматривается несколько вариантов определения по-
рогового значения скорости трения: по локальному сеточному разрешению или
из комбинации учитывающей продольный градиент давления, кривизну поверх-
ности и оценку сил трения для рассматриваемого течения. Применение предло-
женного подхода позволяет значительно повысить точность применения метода
ППФ для расчёта течений с областями отрыва и присоединения потока по срав-
нению с более простым вариантом из работы [36]. Для повышения надёжности
применения метода ППФ для задач со сложной геометрией, конфигурацией тече-
ния и/или при использовании продвинутых формул адаптации положения точки
сшивки в работе предложен новый подход распространения адаптированного по-
ложения точки сшивки. Предложенная методика распространения направлена на
борьбу с непостоянством величин, используемых в определении положения точ-
ки сшивки, вдоль направления нормалей к твёрдой поверхности. Такое непосто-
янство нарушает предположения и приводит к повышенным ошибкам в матема-
тической модели. Метод распространения может быть использован для модели-
рования с применением метода ППФ на сетках с изменяемым положением узлов
в процессе расчёта, что может происходить при использовании методов сеточной
адаптации или движущихся границах.
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Также в работе предлагается и рассматривается новый подход искусствен-
ной анизотропной вязкости в методе ППФ для снижения численных осцилляций
расчёта на неструктурированных сетках. В ранних формулировках метода ППФ
[35; 36] обозначалась возможность добавления члена изотропной искусственной
вязкости в уравнение для скорости трения, но её применение не исследовалось.

В рамках диссертации впервые проведено сравнение методаППФс другими
методами пристеночных функций. Продемонстрированы на примере численного
моделирования преимущества метода ППФ, которые раньше выдвигались только
теоретически.

В диссертационной работе рассматривается применение метода ППФ для
расчёта задач внешнего обтекания. Впервые с использованием метод ППФ про-
изведён расчёт обтекания аэродинамического профиля NACA 0012 на широком
диапазоне углов атаки. На примере рассматриваемой задачи продемонстрирова-
на возможность применимость метода ППФ к задачам внешнего обтекания.

В диссертации представлена схема реализации в программном комплексе
NOISEtte метода ППФ для решения трёхмерных задач задач на неструктуриро-
ванных сетках. Реализация была успешно протестирована для решения задачи с
трёхмерной геометрией, что является первым применением метода ППФ для та-
кого класса течений.

Практическая значимость Практическая значимость диссертационной
работы заключается в том, что разработаны и реализованы модификации метода
ППФ, позволяющие проводить расчёты практически значимых задач турбулент-
ного обтекания с большей вычислительной эффективностью, то есть за меньшее
время и при меньших потребных расчётных мощностях при сохранении точности
получаемого решения, что подтверждается решением различных тестовых задач.
При этом метод ППФ свободен от недостатков классических методов пристеноч-
ных функций.

Методология и методы исследования. Основным методом исследования
в работе является численное моделирование течений вязкого совершенного газа
в рамках подхода RANS. В качестве модели турбулентности используется модель
Спаларта–Аллмараса [1].

Для аппроксимации конвективных членов используется конечно-объёмный
подход с использованием вершинно-центрированных контрольных объёмов. Для
реконструкции на гранях применяются квазиодномерные реконструкции семей-
ства EBR [38] с приближённым решением задачи распада разрыва методом Роу
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[39]. Вязкие слагаемые аппроксимируются с применением метода локальных раз-
биений сеточных элементов [40]. В работе для моделирования стационарных за-
дач применяется метод установления, где используется одношаговый неявныйме-
тод Эйлера первого порядка с одной итерацией по методу Ньютона для решения
образующейся на каждом шаге по времени системы нелинейных алгебраических
уравнений. Для решения линейной системы алгебраических уравнений, формиру-
ющейся на итерации метода Ньютона, применяется итерационный стабилизиро-
ванный метод бисопряжённых градиентов BiCGStab [41] с предобуславливанием
SGS.

Для метода ППФ используется конечно-разностная аппроксимация члена,
отвечающего за перенос и источниковые члены. Член искусственной вязкости ап-
проксимируется с применением метода Галёркина с кусочно-линейными базис-
ными функциями и диагонализацией матрицы масс. Аппроксимация по време-
ни уравнения для скорости трения в методе ППФ аналогична аппроксимации си-
стемы уравнений RANS. Метод ППФ реализован в виде модуля в программном
комплексе NOISEtte [42; 43], с помощью которого были проведены все расчёты
представленные в диссертации, с применением технологий параллельного про-
граммирования MPI и OpenMP на языке C++.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Разработан и численно реализован алгоритм адаптации положения точ-

ки сшивки решений, который расширяет область применимости разрабо-
танной методики численного моделирования пограничного слоя на зада-
чи с особенностями течений. Разработанный алгоритм основан на учёте
локальных характеристик течения и пристеночного шага расчетной сет-
ки.

2. Предложен метод повышения устойчивости численной реализации ме-
тода пенализированных пристеночных функций. За счет добавления на-
правленной искусственной численной вязкости в уравнение для расчета
скорости трения на обтекаемой поверхности подавляются численные ос-
цилляции, возникающие при расчете на неструктурированных сетках.

3. Проведён сравнительный анализ метода ППФ с классическим ме-
тодом пристеночных функций на примере решения тестовых задач.
Продемонстрировано существенное снижение зависимости результа-
тов расчётов от используемой расчётной сетки и повышение точности
результатов при использовании метода ППФ.
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4. Продемонстрирована применимость метода ППФ для расчёта задачи
внешнего обтекания и возможность снижения требований к пристеноч-
ному разрешению без существенной потери точности решения.

5. Метод пенализированных пристеночных функций численно реализован
для трехмерных задач и обобщён для параллельных вычислений.

Личный вклад автора. Автором диссертации был предложен метод ис-
кусственной анизотропной вязкости для метода ППФ, сформулирован алгоритм
адаптации положения точки сшивки в методе ППФ, основывающийся на локаль-
ном пристенном разрешении расчётной сетки и учитывающей продольный гра-
диент давления, кривизну поверхности и значение сил трения, предложены ме-
тоды распространения локального сеточного разрешения перед расчётом и рас-
пространения адаптированного положения точки сшивки во время расчёта. Все
предложенные модификации метода ППФ были имплементированы автором лич-
но. Вклад автора заключается в реализации метода ППФ для объёмных неструк-
турированных сеток. Автором лично были построены все используемые неструк-
турированные и объёмные расчётные сетки и все сетки для расчёта обтекания
профиля NACA 0012. Автором лично проведена основная часть представленных
в работе расчётов и анализ их результатов. Вклад автора является определяющим
при получении всех научных результатов, выносимых на защиту.

Достоверность полученных результатов обеспечивается сравнением ре-
зультатов моделирования с применением метода ППФ с результатами расчётов,
полученными с помощью протестированного на широком классе задач солвера
NOISEtte, без применения методов пристеночных функций и сравнением с ра-
ботами других авторов и экспериментальными данными. Результаты находятся в
соответствии с результатами, полученными другими авторами.

Апробация работы.Основные результаты работы докладывались на 6 кон-
ференциях:

1. VI Всероссийская конференция молодых ученых-механиков, Сочи,
04.09.2023 - 14.09.2023;

2. XXXIV научно-техническая конференция по аэродинамике, п. Володар-
ского, 29.02.2024 - 01.03.2024;

3. Новые горизонты прикладной математики, Москва, 18.04.2024-
19.04.2024;

4. “Супервычисления и математическое моделирование”; 20.05.2024-
24.05.2024, г. Саров (докладчик Жданова Н.С.)
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5. X российская конференция «Вычислительный эксперимент в аэроаку-
стике и аэродинамике», Светологорск, 16.09.2024-21.09.2024;

6. II Российская конференция «Новые горизонты прикладной математики»,
Москва, 17.04.2025-19.04.2025.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 8 пе-
чатных изданиях, 2 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК и ин-
дексируемых Web of Science и Scopus, 6 –– в тезисах докладов.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 5 глав и за-
ключения. Полный объём диссертации составляет 84 страницы, включая 30 ри-
сунков.Список литературы содержит 90 наименований.

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, кратко при-
водится степень её разработанности, описываются цели и задачи, поставленные
перед автором работы. Также приводятся позиции научной новизны, практиче-
ской значимости и положения, выносимые на защиту. Кратко описываются мето-
дология работы, степень достоверности полученных результатов и их апробация.
Приводится личный вклад автора.

В первой главе проводится обзор литературы по теме пристеночного моде-
лирования. Далее проводится обзор различных законов стенки, которые являются
неотъемлемой частью методов пристеночных функций.

Вторая глава посвящена описанию математической модели. В начале главы
приводится система осреднённых уравнений Навье–Стокса и её замыкание в виде
модели турбулентности Спаларта–Аллмараса. Далее приводится описание мето-
да ППФ, где кроме вывода основного в методе ППФ уравнения для скорости тре-
ния также рассматриваются формулировки различных стратегий адаптации под
особенности течения положения точки сшивки. В конце главы представлены тех-
ники распространения во всю область пристеночного разрешения и адаптирован-
ного положения точки сшивки, которые повышают надёжность применения ме-
тода ППФ.

В третьей главе приводится описание численного метода, применяемого
для дискретизации рассматриваемой математической модели.

В четвёртой главе приводятся детали программной реализации метода пе-
нализированных пристеночных функций в программном комплексе NOISEtte.

В четвёртой главе приводятся результаты расчётов на модельных задачах,
проводится их сравнение между собой и различными референсными данными.
Рассматриваются задачи об обтекании плоской пластины без градиента давления
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и с градиентом давления, благодаря которому формируется область рециркуляци-
онного течения. Рассматривается задача с течением в канале с объёмной неровно-
стью на его поверхности. Приводятся результаты расчётов обтекания аэродина-
мического профиля NACA 0012 с применением различных вариантов адаптации
положения точки сшивки.

В заключении представлены основные результаты диссертации их значи-
мость. Также рассматриваются возможные направления дальнейшего развития
темы.



14

Глава 1. Обзор литературы

1.1 Обзор методов пристеночного моделирования

Численное решение осреднённых по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса
[1––5] остаётся основным подходом для моделирования турбулентных течений
с большими числами Рейнольдса, которые представляют большой интерес для
практических приложений. Такой подход предлагает меньшие требование к при-
стеночному разрешению по сравнению с прямым численным моделированием
(DNS) [6––8] и моделированием крупных вихрей (LES) [9––14]. Несмотря на от-
носительно меньшие требуемые ресурсы, корректное численное моделирования
пристенных течений на основе решения уравнений RANS предъявляет высокие
требования к пристенному разрешению расчётных сеток. Данное требование за-
ключается в необходимости разрешения вязкого подслоя — тонкой (указать тол-
щину?) части у стенки пограничного слоя, где наблюдаются большие градиенты
параметров течения. Это приводит к увеличению количества узлов расчётной сет-
ки и усложнению её построения, ухудшению обусловленности задачи и ограни-
чению на допустимый шаг по времени. Всё это приводит к увеличению времени,
требуемого для проведения вычислительного эксперимента. Факторы связанные
с большим временем расчёта с развитием вычислительной техники постепенно
уходят на второй план. Однако для задач, где требуется проведение серий парамет-
рических расчётов, и задач численной оптимизацией с использованием методов
на основе RANS время единичного расчёта всё ещё остаётся важным ограничи-
вающим фактором. При этом построение качественных расчётных сеток требует
серьёзных затрат человеческого ресурса. (Может что-то написать про автомати-
зированное построение сеток) Так же при построении сеток могут проявляться
проблемы с точностью представления геометрии, которая может быть того же по-
рядка, что и требуемая для разрешения вязкого подслоя высота ячейки. В случае
сложностей с построением расчётных сеток наблюдается несколько путей разви-
тия, а именно: развитие автоматизированных построителей сеток, адаптация се-
ток во время расчётов. Однако перечисленные выше сложности можно преодолеть
или уменьшить с помощью применения методов пристеночных функций, которые
снижают требования к пристеночному шагу расчётной сетки.
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Приведённые выше ограничения особо остро стояли в начале развития ме-
тодов вычислительной гидродинамики, так как доступные вычислительные мощ-
ности были на порядки меньше, чем сегодня.

В методах пристеночных функций пристенная часть пограничного слоя не
разрешается расчётной сеткой и численным методом, а моделируется с примене-
нием менее ресурсоёмких методов. А именно производится согласование реше-
ния в некоторой точке, которая далее будет называться точкой сшивки, и исполь-
зуемой моделью пристенной части пограничного слоя. В текущем разделе будут
рассматриваться варианты согласования, в следующем разделе 1.2 будут рассмат-
риваться упрощённые модели пристенной части пограничного слоя, которые ис-
пользуются в методах пристеночных функций.

Методы пристеночных функций берут начало с работ Патанкара и Спал-
динга [19], где внешняя часть турбулентного пограничного слоя согласовывалась
с универсальным логарифмическим законом, модифицированным для учёта гра-
диента давления и переноса массы. Аналогичная схема применялась в [44] для
постановки граничных условий в конечно-разностной схеме при расчёте течения
Куэтта и течения в канале.

Одним из самых распространённых методов пристеночных функций явля-
ется метод согласования в первой пристеночной ячейке [20––22; 45]. Такой подход
применяется в случае ячейко-центрированных решателей (cell-centered). При этом
условие прилиания заменяется на условие непротекания для компоненты скоро-
сти, направленной по нормали к стенке, а на тангенциальную составляющую ско-
рости накладывается трение, полученное из условия согласования, например [20;
45]. Либо в центре первой пристеночной ячейкижёстко задаются граничные усло-
вия [21] соответствующие закону стенки. Схематично подход изображён на ри-
сунке 1.1а.

В случае вершинно-центрированных (node-centered) контрольных объёмов
можно построить аналогичные немного усложнённые схемы. Согласование про-
изводится на уровне первых сеточных узлов, лежащих не на стенке. При этом
появляется большая по сравнению с ячейко-центрированным подходом вариатив-
ность в формулировках, например параметры для сшивки можно вычислять либо
по среднему значению в рассматриваемых узлах [46], либо с помощью интерпо-
ляции в точку пересечения нормали к поверхности со стороной, не лежащей на
твёрдой поверхности, сеточного элемента [47]. Схематично подход изображён на
рисунке 1.1б.
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а) б)
Рисунок 1.1 –– Схемы реализации стандартного подхода к пристеночным функци-
ям: a) ячейко-центрированный подход [20] б) вершинно-центрированный подход

[46].

Ещё одним методом пристеночных функций является использование сме-
щённой границы [34; 48; 49]. В [48; 49] исходная твёрдая граница, для расчёта
которой была построена расчётная сетка, заменяется на виртуальную. Виртуаль-
ная стенка формируется на относительном расстоянии y+ = 11.06 по нормали к
исходной границе, направленной от расчётной области. Для поиска скорости тре-
ния решаются уравнения для uτ и ỹ. Для расчёта используется исходная сетка.
Этот подход был модифицирован в [50] заменой константы для относительного
расстояния на функцию от локального сеточного разрешения, что является бо-
лее разумным выбором, так как позволяет проводить расчёты на сетках с более
грубым пристеночным разрешением, чем изначальное значение. Среди недостат-
ков данного подхода можно выделить, то что даже при достаточно подробных
сетках в исходном и модифицированном подходе виртуальная граница распола-
гается не ближе y+ = 11.06. А именно в случае стремления сил трения к нулю,
что происходит возле точек отрыва и присоединения потока, виртуальная стен-
ка может располагаться на неограниченно большом расстоянии. В это же время
в случае сильных отрывов и других особенностей течений многие варианты за-
конов стенки становятся неприменимыми. Таким образом решение может быть
нефизичным. В подходе, описанном в [34] смещение стенки происходит на этапе
препроцессинга. Новая граница формируется смещением относительно исходной
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по нормалям в сторону расчётной области на фиксированное расстояние в исход-
ных ненормированных координатах, которое для каждой точки может быть своё.
Однако такой подход может быть трудноприменимым для расчёта обтекания тел
со сложной геометрией, где будут возникать особенности при выдавливании, на-
пример в углах, а также к потерям в представлении небольших деталей. Также
подходы со смещением границ могут затруднять подсчёт интегральных сил и мо-
ментов, так как площадь поверхности меняется.

В рамках развития методов моделирования крупных вихрей с моделирова-
нием стенки (WMLES) [25; 26; 51; 52] методы пристеночных функций также по-
лучили своё развитие. При прямом переносе метода пристеночных функций из
методологии RANS, где внешнее решение согласуется с пристеночной функцией
в первой пристенной ячейке, возникает достаточно большая ошибка из-за недо-
разрешённости вихревых структур. В [51; 52] было предложено сшивать решение
не в первой пристенной ячейке, а на некотором удалении, где пульсации достаточ-
но точно разрешены. Было продемонстрировано, что такой подход существенно
повышает точность моделирования течения. Применительно к моделированию
крупных вихрей согласование уместно проводить не только с простыми аналити-
ческими или численными зависимостями, но и с решением уравнений RANS на
вспомогательной сетке, что всё ещё может значительно сократить требования к
пристеночному разрешению и вычислительным ресурсам. Одним из недостатков
такого подхода является его зависимость от метода интерполяции в точку сшив-
ки, а также проблемы с распределением при параллельных вычислениях узлов,
необходимых для интерполяции, на другой расчётный узел. Авторы отмечают
возможность переключения граничного условия на условие прилипания с помо-
щью простого сенсора, основанного на локальном значении скорости потока.

Альтернативный подход, метод пенализированных пристеночных функций
(ППФ, или penalized wall function (PWF)) был недавно предложен в работах
[35––37]. Чтобы полностью устранить необходимость явного определения поло-
жения точки сшивки и/или методе интерполяции решение в эту область в мето-
де ППФ вводится вспомогательное уравнение для скорости трения. Это уравне-
ние обеспечивает согласование решения уравнений RANS и закона стенки. Усло-
вие согласования достигается с помощью локализованного источникового члена,
неявно определённого в слое сшивки как функция относительного расстояния до
стенки. Для постановки граничного условия с заданным трением для решения
RANS используется метод характеристических штрафных функций [53; 54] для
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переноса напряжения из внешней области пограничного слоя на стенку. Таким
образом в методе ППФ система дифференциальных уравнений с нелинейными
алгебраическими связями для условия сшивки сводится к системе уравнений с
дифференциальной обратной связью, обеспеченную членом характеристической
пенализации, что приводи к гибкой методике, которая может быть использована с
более общими законами стенки, например [31; 55] или более сложными стратеги-
ями согласования внешней части турбулентного пограничного слоя и решениями
пристеночных функций. В работе [37] была предпринят первыйшаг к обобщению
формулировке метода ППФ для учёта физики течения, а именно подстройки по-
ложения точки сшивки в областях малого трения на стенке. В работах [35––37] ме-
тод ППФ был адаптирован для модели Спаларта–Аллмараса и успешно применён
для расчёта модельных двумерных задач. Также была продемонстрирована сеточ-
ная независимость метода. В недостатки метода можно записать необходимость
решения вспомогательного уравнения, которое, всё же является линейным. При
этом алгоритм решения при использовании метода ППФ существенно не услож-
няется, так как работа идёт с дополнительным полем, инфраструктура для чего
имеется в любом гидродинамический солвере уравнений RANS.

С помощью двух последних описанных методов можно проводить класси-
ческое исследование на сеточную сходимость метода, без создания расчётных се-
ток с большим перепадом в размере ячеек, как в случае классического подхода.

1.2 Обзор пристеночных функций

В методах пристеночных функций часто используются аналитические за-
коны стенки для моделирования пристенной части турбулентного пограничного
слоя. Различные аналитические законы стенки были получены либо из теорети-
ческих соображений, либо для аппроксимации экспериментальных данных.

Существует две фундаментальные зависимости для продольной компонен-
ты скорости в пристенной части турбулентного пограничного слоя: логарифми-
ческая и линейная.

Логарифмический закон является одной из первых аналитических зависи-
мостей, полученных для описания турбулентного пограничного слоя: u+(y+) =

ln(y+)/κ+B, где κ– постоянная Кармана,B – константа интегрирования. Он был
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получен Карманом в [56] из гипотезы о малом влиянии турбулентной вязкости
в рассматриваемой области и подобия турбулентных пульсаций в окрестностях
любых двух точек. Логарифмическая зависимость может быть получена и из дру-
гих соображений. Прандтль [57] получил аналогичный закон из теории размер-
ностей и гипотезы о том, что длина пути смешения, а соответственно и значение
турбулентной вязкости пропорциональны расстоянию до стенки в пристеночной
области пограничного слоя. Из пересечения логарифмического участка и области
закона следа – внешней части пограничного слоя в работах [58; 59] независимо
была выведена логарифмическая зависимость.

При этом в вязком подслое, коротком участке вблизи стенки, где действие
турбулентный перенос мал по сравнению с молекулярным, действует линейная
зависимость скорости от расстояния: u+ = y+ [60]. Однако линейный закон в
методах пристеночных функций не используется, так как область его применимо-
сти практически совпадает с размерами пристенных ячеек расчётных сеток, когда
можно использовать условие прилипания для корректного численного моделиро-
вания течения.

В свою очередь логарифмический закон стенки может использоваться для
расчётов с применением методов пристеночных функций [19]. Однако он имеет
ограниченную область применимости. Так как логарифмическая зависимость не
описывает буферную область и область вязкого подслоя, то для успешного приме-
нения первые сеточные узлы, если применяются классические методы пристеноч-
ных функций, или точка сшивки при использовании методов типа [25; 26; 51; 52]
или метода ППФ должны располагаться на логарифмическом участке, который
ограничен снизу значением y+ ∼ 30, а граница сверху зависит от числа Рейнольд-
са и внешних параметров рассматриваемого течения. При этом логарифмический
участок может быть мал или отсутствовать, например, в начале обтекаемого тела,
где турбулентный пограничный слой ещё не успевает сформироваться. При вы-
ходе за логарифмический участок ошибка аппроксимации профиля продольной
компоненты скорости увеличиваются и уходит на бесконечность при приближе-
нии к стенке. Так как логарифмический закон стенки выведен для равновесного
пограничного слоя, он теряет свою применимость при рассмотрении течений, на-
пример, с большим градиентом давления или областей отрыва потока и присоеди-
нения потока, что представляет особый и зачастую ключевой интерес в задачах
внешнего обтекания.
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Многими авторами предпринимались попытки вывода единого закона стен-
ки, описывающего профиль продольной скорости в вязком подслое и в логариф-
мической области одновременно [61––66] и др. Например в [66] вывод произво-
дился из соображений, что закон стенки должен асимптотически соответсвовать
линейному закону на стенке и логарифмическому при стремлении на бесконеч-
ность и хорошо описывать данные из эксперимента с развитым турбулентным
течением в трубе [67]. Единые законы стенки всё ещё могут обладать недостатка-
ми, которые могут приводить к неустойчивостям в численном расчёте. Например,
композитный закон Кармана [61] является негладким, а соответственно обладает
разрывом в профиле соответствующей турбулентной вязкости. А в законе Рай-
харда [63] профиль турбулентной вязкости имеет участок с нефизичными отри-
цательными значениями. Однако в расчётах для уравнений RANS методы при-
стеночных функций применяются совместно с моделями турбулентности. В [68;
69] для моделей Спаларта–Аллмараса и k − ω SST Ментера показано, что про-
фили скорости для модели турбулентности отличаются как между собой, так и от
законов Райхарда [63] и Спалдинга [66]. Как отмечается в работах [21; 68; 69],
такое отличие приводит к повышенной сеточной зависимости решения при ис-
пользовании пристеночных функций, несогласованных с моделью турбулентно-
сти, совместно с классическим подходом, где точка сшивки внешнего решения с
пристеночной моделью располагается в первых пристеночных узлах или ячейках.
Такая сеточная зависимость проявляется в заметной немонотонной потере точно-
сти решения при использовании более подробных расчётных сеток, когда узлы
попадают в буферную область, где наблюдается наибольшая ошибка аппрокси-
мации профиля продольной скорости.

Одним из путей уточнения работыметодов пристеночныхфункция является
использование тонко настроенных для конкретной модели турбулентности зако-
нов стенки. В работах [68––70] приводятся пристеночные функции, настроенные
по отдельности для моделей Спаларта–Аллмараса и k −ω. Так в [68; 69; 71] для
аппроксимации профиля скорости смешиваются между собой логарифмический
закон, закон Райхарда и Спалдинга с использованием гиперболического тангенса.
В [70] приводится модификация универсального закона стенки из [72], являю-
щийся композитной функцией, где производится гладкое согласование линейного
и логарифмических законов в области переключения с помощью экспоненциаль-
ной функции. Использование согласованных с моделью турбулентности присте-
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ночных функций повышает точность решения и снижает сеточную зависимость
результатов.

Существует и другой подход уточнения аппроксимации профиля продоль-
ной скорости и других переменных для используемой модели турбулентности.
В работе [21] предлагается использовать аппроксимацию с помощью кубических
сплайнов решения полученного с требуемой моделью турбулентности без исполь-
зование методов пристеночных функций на подробной сетке с разрешённым по-
граничным слоем. Такой подход также повысил точность решения и сеточную
независимость применяемого метода.

В подходах пристеночных функций необходимо моделировать не только
продольную компоненту скорости вблизи стенки, но и параметры турбулентности
скорость диссипации энергии турбулентности ε или удельную скорость диссипа-
цииω [68; 69; 73]. Для таких переменных также можно использовать и табличное
представление, например в [21].

Если для решаемой задачи рассматривается теплообмен между потоком и
твёрдой поверхностью, необходимо рассматривать и температурный погранич-
ный слой с моделированием профиля температуры.

Для многих величин можно получить аналитические законы по отдельно-
сти для вязкого подслоя и логарифмического участка. В [73] предлагается уни-
версальный алгоритм построения законов стенки для произвольной величиныпри
известных зависимостях для вязкого подслоя и логарифмического участка турбу-
лентного пограничного слоя.

Перечисленные ранее многие аналитические зависимости получены из
предположений малости градиентов давления, продольного градиента продоль-
ной компоненты скорости и нормальной к стенке компоненты скорости. Суще-
ственное отклонение от данного предположения может приводить к значитель-
ным ошибка аппроксимации параметров течения с помощью пристеночных функ-
ций. В работах [20; 34; 55] с помощью численного интегрирования одномерной
модели производился учёт неравновесных эффектов. Использование такого под-
хода позволило значительно повысить точность получаемого решения по сравне-
нию с использованием равновесных законов стенки в различных задачах. В [31]
приводятся различные аналитические зависимости для модели k − ε, учитываю-
щие градиент давления, проницаемость стенки и свободную конвекцию вблизи
стенки.
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Глава 2. Математическая модель турбулентного обтекания твердых тел на
основе метода пенализированных пристеночных функций

2.1 Осреднённые уравнения Навье-Стокса и модели турбулентности

2.1.1 Осреднённые по Фавру уравнения Навье-Стокса

Осреднённые по Фавру уравнения Навье-Стокса для законов сохранения
массы, импульса и энергии для сжимаемых течений для термодинамически иде-
ального газа с моделируемыми турбулентными членами могут быть записаны в
следуещем общем виде (с гипотезой Буссинеска):

∂ρ

∂t
+

∂(ρuj)

∂xj
= 0, (2.1)

∂ρui
∂t

+
∂

∂xj
(ρuiuj) = − ∂p

∂xi
+

∂τ̂ij
∂xj

, (2.2)

∂ρe

∂t
+

∂

∂xj
[(ρe+ p) uj] =

∂

∂xj
[uiτ̂ij − qj] , (2.3)

где

p = ρRT, e =
1

2
uiui +

p

ρ(γ− 1)
, qj = −cp

(
µ

PrL
+

µT

PrT

)
∂T

∂xj
,

τ̂ij = 2µS̃ij + τij, τij = 2µT S̃ij,

S̃ij = dev(Sij) = Sij −
1

3

∂uk
∂xk

δij, Sij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

(2.4)

В уравнениях выше, ρ – осреднённая по Рейнольдсу плотность газа (жидкости),
p – осреднённое по Рейнольдсу давление, ρuj – поток массы, uj – осреднённая
по Фавру скорость, T – осреднённая по Фавру температура, e – осреднённая
по Фавру удельная полная энергия. Предполагается, что показатель адииабаты
γ = cp/cv ≡ 1.4 соответствует двухатомному газу. Параметр R – газовая посто-
янная, cv и cp – удельные теплоёмкости при постоянном объёме и давлении соот-
ветсвенно. Член qj – сумма молекулярного и турбулентного тепловых потоков, с
PrL = 0.72 и PrT = 0.9 – ламианрное и турбулентное числа Прандтля. Турбу-
лентная вязкость, обозначенная как µT , неизвестна и требует замыкания моделью
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турбулентности. Член τ̂ij – тензор суммы молекулярных напряжений и напряже-
ний Рейнольдса, когда τij – тензор напряжений Рейнольдса, Sij – тензор средних
сдвиговых напряжений, S̃ij – девиаторная часть Sij , δij – символ Кронекера. В
уравнениях выше и далее действует соглашение Эйнштейна для суммирования
по повторяющимся индексам. Для простоты рассматриваются течения с малыми
числами Маха, и молекулярная вязкость µ считается постоянной

2.1.2 Модель турбулентности

Для иллюстрацииметода пенализированных пристеночныхфункций для за-
мыкания уравнений (2.1)–(2.4) используется модель Спаларта–Аллмараса (СА)
[1]. Модель СА широко используется для моделирования течений аэродинамики,
в том числе течений с большим числом Маха с существенным влиянием сжима-
емости [74]. В стандартной модели Спаларта–Аллмараса [1] вводится дифферен-
циальное уравнение для модифицированной турбулентной вязкости ν̃, которое
записывается следующим образом

∂ρν̃
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+
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∂xj
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(2.5)

где турбулентная вязкость вычисляется

µT = ρν̃fv1,

и вспомогательные величины определены

fv1 =
χ3

χ3 + c3v1
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√
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]
, ft2 = ct3 exp(−ct4χ

2),

(2.6)
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ν – кинематическая молекулярная вязкость, δ(x) – расстояние в точке x до бли-
жайшей стенки. Для повышения устойчивости расчётов переменная S̃ ограничи-
вается снизу 0.3

√
2ΩijΩij . Постоянные коэффициенты полагаются равными сле-

дующим величинам: cb1 = 0.1355, cb2 = 0.622, σ = 2/3, κ = 0.41, cw2 = 0.3,
cw3 = 2, cv1 = 7.1, и cw1 = cb1

κ
+ 1+cb2

σ
. В работе используется “стандартная” вер-

сия модели СА без the trip term “ft1”, что делает член ft2 необязательным, то есть
полагается ct3 = 0.

При использовании модели СА без применения методов пристеночных
функций для ν̃ ставится на стенке следующее граничное условие:

ν̃|w = 0. (2.7)

Для внешних течений в свободном потоке полагается ν̃ = 3ν∞.

2.2 Метод пенализированных пристеночных функций

В разделе приводится подробный вывод уравнения для скорости трения uτ в
методе пенализированных пристеночных функций [35––37] с обобщением на слу-
чай трёхмерных течений. Также рассматривается постановка граничных условий
и модификация уравнений RANS для модели Спаларта–Аллмараса.

При моделировании пристенных течений с большими числами Рейнолдса
с использованием уравнений RANS [1––4] для получения корректного решения
необходимо разрешать вязкий подслой турбулентного пограничного слоя. Поэто-
му на пристенную область приходится значительное число узлов расчётной сетки.
Требуемые вычислительные ресурсы, связанные с высоким пристенным разре-
шением, могут быть существенно сокращены, когда подход RANS используется
с методами пристеночных функций [19; 20]. Экономия ресурсов достигается за
счёт замены интегрирования исходных уравнений RANS вплоть до твёрдой по-
верхности на модлирования с использованием упрощённых соотношений (закона
стенки). Это достигается путём замены условий прилипания на стенке условием
сшивки между законом стенки f(ỹ+) и внешней частью турбулентного погранич-
ного слоя:

u∥(x)
∣∣
δ(x)=δEL

= uτf
(
ỹ+
)∣∣

ỹ+=δ+EL
, (2.8)
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где u∥(x) =
∥∥u∥(x)

∥∥, u∥(x) = u − (u · n)n – параллельная стенке компонента
скорости в точке x, x̃ и ỹ – обобщённые координаты вдоль стенки в направле-
нии u∥(x) и по нормали к стенке соответственно, τw(x̃, t) – сдвиговое напряже-
ние на стенке в координате x̃ вдоль поверхности, uτ(x̃, t) = (τw/ρ)

1/2 – скорость
трения на стенке в точке x̃, δEL – расстояние из точки сшивки (EL) до стенки, и
δ+EL = uτδEL/ν – нормированное расстояние от точки сшивки до стенки. f(ỹ+)—
функция определяющая профиль скорости в нормированных координатах вязко-
го подслоя. Сначала рассмаривается формулировка метода ППФ для двухмерных
течений. Обобщение метода для трёхмерных течений будет приведено в конце
раздела.

Если задано внешнее поле скорости u∥(x), то условие сшивки (2.8) является
нелинейным уравнением для определения uτ, при этом точка сшивки может быть
определена как явно через растояние в исходных координатах δEL

δ(x) = δEL, (2.9)

так и неявно через нормированное расстояние δ+EL

δ(x) =
ν

uτ
δ+EL. (2.10)

В случае явного определения точки сшивки с помощью уравнения (2.9), линей-
ное приближение уравнения (2.8) для коррекции решения δuτ, например, для ис-
пользования в методе Ньютона при фиксированном расстоянии δEL может быть
записано, как

u∥(x)
∣∣
δ(x)=δEL

≈ uτf

(
uτδEL
ν

)
+

[
f

(
uτδEL
ν

)
+

uτδEL
ν

f ′
(
uτδEL
ν

)]
δuτ. (2.11)

Решение уравнения (2.11) для коррекции скорости трения δuτ принимает следу-
ющий вид:

δuτ ≈
u∥(x)

∣∣
δ(x)=δEL

− uτf
(
δ+EL
)

f
(
δ+EL
)
+ δ+ELf

′
(
δ+EL
) . (2.12)

В случае неявного определения точки сшивки с помощью уравнения (2.10), ли-
нейное приближение уравнения (2.8) для коррекции решения δuτ при фиксиро-
ванном δ+EL может быть записано, как

u∥(x)
∣∣
δ(x)= ν

uτ
δ+EL

+
∂u∥(x)

∂n

∣∣∣∣
δ(x)= ν

uτ
δ+EL

(
−νδ+EL

u2τ
δuτ

)
≈ uτf

(
δ+EL
)
+ δuτf

(
δ+EL
)
,

(2.13)
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где вектор нормали n определяется через функцию расстояния δ(x): n = ∇δ(x).
Отметим, что второй член левой части уравнения (2.13) возникает из-за изменения
расстояния δ(x) точки сшивки решения при изменении uτ для фиксированного
δ+EL. Решение уравнения (2.13) для коррекции скорости трения δuτ может быть
преобразовано к виду:

δuτ ≈
u∥(x)

∣∣
δ(x)= ν

uτ
δ+EL

− uτf
(
δ+EL
)

f
(
δ+EL
)
+ ν

u2
τ
δ+EL

∂u∥(x)

∂n

∣∣∣
δ(x)= ν

uτ
δ+EL

. (2.14)

В предположении, что в точке сшивки помимо условия (2.8) должно выполняться
условие сшивки производной тангенциальной компоненты скорости по направ-
лению нормали

∂u∥(x)

∂n

∣∣∣∣
δ(x)= ν

uτ
δ+EL

=
u2τ
ν
f ′ (δ+EL) , (2.15)

уравнения (2.12) и (2.14) для коррекции скорости трения δuτ эквивалентны, поэто-
му в дельнейшем обсуждении метода будет использоваться формулировка (2.12)
в силу её простоты и константности знаменателя в случае, когда точка сшивки
задается неявно через условие (2.10).

При использовании сильной формулировки условия сшивки уравнение
(2.12) может быть использовано для итерационной коррекции решения уравне-
ния (2.8) методом Ньютона. В слабой постановке задачи дискретная коррекция
(2.12) может быть заменена на временную релаксацию решения uτ(x̃, t) на мас-
штабе времени ηf в каждой точке обобщенной координаты x̃, определенной вдоль
поверхности тела:

∂uτ
∂t

=
1

ηf

u∥(x)
∣∣
δ(x)=δEL

− uτf
(
δ+EL
)

f
(
δ+EL
)
+ δ+ELf

′
(
δ+EL
) (2.16)

и заменой граничного условия прилипания для скорости u на границе тела на
условие непротекания для нормальной компоненты скорости u⊥(x) = u · n:

u⊥|ỹ=0 = 0 (2.17)

и условие переноса касательных напряжений на поверхность тела:

(ν+ νT )
∂u∥

∂n

∣∣∣∣
ỹ=0

=

(
u∥

u∥

∣∣∣∣
ỹ=0

)
u2τ(x̃,t). (2.18)
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При параметрическом задании точки сшивки с помощью условия (2.9) или
(2.10), из-за несовпадения точки сшивки с узлами сетки определение величины
тангенциальной компоненты скорости u∥ требует использования локального ин-
терполянта с ближайших узлов, см. например [51]. Задачу можно сильно упро-
стить и полностью исключить применение локального интерполянта введением
дополнительного поля скорости трения uτ(x,t) и заменой уравнения (2.16) для
uτ(x̃, t), на следующее уравнение в частных производных для поля uτ(x,t), опре-
деленного во всей области решения:

Ключевым компонентов метода пенализированнх пристеночных функций
[35––37] является вспомогательное уравнение для скорости трения uτ(x, t), опре-
делённого в всей рассматриваемой области. Доступ к uτ(x, t) в любой точке об-
ласти существенно упрощает формулировку метода пристеночных функций и
устраняет необходимость явного определения положения точки сшивки и/или ин-
терполяции решения в эту точку. Вместо этого алгебраическое условие сшивки
(2.8) заменяется релаксационным условием для скорости трения в локализован-
ном слое сшивки, из которого uτ переносится на стенку. Эволюция вспомогатель-
ного поля скорости трения uτ(x, t) описывается следующим уравнением в часты-
нх производных

∂uτ
∂t

−H
(
δ+EL −

uτ
ν
δ(x)

) L

ηs

∂uτ
∂n︸ ︷︷ ︸

перенос uτ на поверхность

= χδ

( uτ

ν
δ(x)− δ+EL

σ+

)
1

ηf

u∥(x)− uτf
(
uτ

ν
δ(x)

)
f
(
δ+EL
)
+ δ+ELf

′
(
δ+EL
)︸ ︷︷ ︸

релаксация uτ в локализованной области сшивки

+ D(uτ)︸ ︷︷ ︸
сглаживание

,

(2.19)

где n – единичный вектор нормали, определяемы через функцию расстояния δ(x):
n = ∇δ(x), L – характерный масштаб длины, ηf – временной масштаб релакса-
ции по времени условия сшивки (2.8), определённого в локализованном по про-
странству слою сшивки,H(ξ) – функция Хевисайда, которая отклчает перенос uτ
для δ(x) > ν

uτ
δ+EL, χδ

(ξ) – локализующая слой сшивки функция маскирования во
внешней области решения, определённая как

χ
δ
(ξ) = H(ξ) exp(−ξ2/2), (2.20)

и σ+ – нормализованная толщина области сшивки. Направленный перенос ско-
рости трения uτ из точки сшивки в сторону стенки на масштабе времени ηs осу-
ществляется конвективным членом в левой части уравнения (2.19), который со-
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ответствует характеристической штрафной функции [53; 54]. Член искуственной
направленной вдоль нормалей вязкостиD(uτ) для сглаживания вспомогательного
поля uτ выражется:

D(uτ) = χν

(
δ+EL −

uτ
ν
δ(x)

)
div
(
νahnnn

Tgraduτ
)
, (2.21)

где νa – коэффициент вязкости, hn – локальный размер ячейки в направлении нор-
малей n, χν(ξ) – экранирующая от переноса из внешних областей функция, вы-
ражающаяся:

χν(ξ) = max

(
H (ξ) ,χ

δ
(
ξ

σ+
)

)
. (2.22)

Когда метод ППФ применяется на структурированнх сетках с противопо-
точной численной схемой со достаточно высокой численной вязкостью, как пред-
ставлено в работе, член D(uτ) может быть опущен в уравнении (2.19).

Метод ППФ [35––37] основан на дифференциальной формулировке для со-
гласвания внешнего решения и закона стенки, где на стенке условие прилипания
для скорости u заменяется условием непротекания для нормальной компоненты
скорости u⊥(x) = u · n:

u · n|ỹ=0 = 0, (2.23)

и условие на трение на стенке для тангенциальной компоненты скорости u∥:

(ν+ νT )
∂u∥

∂n

∣∣∣∣
ỹ=0

=

(
u∥

u∥

∣∣∣∣
ỹ=0

)
u2τ(x̃,t). (2.24)

Необходимо заметить, что вспомогательное поле скорости трения uτ(x, t) опре-
делено во всей области и, следовательно может быть посчитано на стенке.

Уравнение (2.19) – основа разрабатываемого метода пенализированных
пристеночных функций [35––37], используемого в работе. Необходимио отметить,
несмотря на то, что разрабатываемый подход продемонстрирован только приме-
нительно к модели Спаларта-Аллмараса [1], метод ППФ может использоваться в
комбинации с любой другой моделью турбулентности, которая допускает перенос
касательного напряжения из внешней части турбулентного пограничного слоя в
сторону стенки.

Для эффективного моделирования турбулентных течений с применением
метода пенализированных пристеночных функций из-за неразрывности касатель-
ного напряжения турбулентная вязкость во внешней области течения νT должна
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быть согласована с турбулентной вязкостью, полученной из закона стенки:(
1 +

νT

ν

)∣∣∣
δ(x)= ν

uτ
δ+EL

=
1

f ′
(
δ+EL
) . (2.25)

Отметим, что условие (2.25) часто не соблюдается, приводя к численным ошиб-
кам и зависимости решения от сеточного разрешения [21]. В настоящей работе
используется неявный вариант согласования турбулентной вязкости с внешним
решением, предложенный в [37]. Для этой цели в уравнениях (2.5) и (2.6) функ-
ция расстояния δ(x) до ближайшей поверхности заменяется на

δ(x) = max

(
δ(x),

ν

uτ
δ+EL

)
и граничное условие (2.7) для турбулентной вязкости заменяется на

∂ν̃

∂n

∣∣∣∣
w
= 0.

2.3 Адаптация положения точки сшивки

Гибкость формулировки метода пенализированных пристеночных функций
позволяет обобщить ППФ метод на случай изменяемого в пространстве положе-
ния точчки сшивки, где значение δEL или δ+EL изменяется в зависимости от по-
лучаемого ршения. Возможность изменять положение точки сшивки особенно
важно для задач с отрывным течением, что часто встречается во внешних тече-
ниях, представляюцих практический интерес. В окрестности критических точек
течения, таких как области отрыва и присоединения, вязкое напряжение на стен-
ке стремится к нулю, что в случае фиксированного значения δ+EL приводит к сме-
щению точки сшивки в облать внешнего потока. Таким образом для того, чтобы
корректно описать физику течения в окрестности критических точек, необходи-
мо смещать точку сшивки в этих областях в сторону стенки, в вязкий подслой. Из
вышесказанного следует необходимость равития стратегии автоматической адап-
тации положения точки сшивки для более корректного моделирования турбулент-
ных течения в сравнении с оригинальной формулировкой метода ППФ [35; 36].

В текущем разделе описывается два варианта стратегий для смещения точки
сшивки. Первая простая стратегия, здесь и далее обозначается как ППФ1, была
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предложена в работе [37], где автоматическое смещение положения точки сшивки
достигается через введение минимальной скорости трения и заменой расстояния
до стенки для точки сшивки δEL на ограниченное эффективное значение:

δeffEL =
νδ+EL

max(uτ,umin
τ )

. (2.26)

С помощью выражения (2.26) точка сшивки смещается в сторону вязкого подслоя
в области отрыва и присоединения потока. Основной недостаток этой стратегии
адаптации, определяемойформулой (2.26), заключается в том, что не учитывается
локальное сеточное разрешение.(почему недостаток)

В работе рассматривался альтернативный вариант адаптации положения
области сшивки, который смещает точку сшивки в сторону вязкого подслоя об-
ластях отрыва и присоединения потока. В частности, точка сшивки в окрестно-
стях особенностей течения должна быть перемещена из положения, определяе-
мого неявным образом расстоянием δ+EL, в пристеночную область, определяемую
расстоянием ∆ от стенки до первого пристеночного узла расчётной сетки. Такое
перемещение достигается использованием следующего выражения для эффектив-
ного положения точки сшивки δeffEL:

δeffEL =
νδ+EL(β+ (1− β)min((uτ/u

min
τ )α, 1))

max(uτ, umin
τ )

. (2.27)

Параметры смешивания α и β соответственно отвечают за гладкость перехода
положения точки сшивкии пристеночное разрешение. Параметр α задаётся поль-
зователем, а β определяется следующим выражением:

β =
umin
τ ∆

νδ+EL
. (2.28)

Значение umin
τ можно определить как скорость трения, при которой пристеноч-

ный шаг сетки ∆ соответствует безразмерной величине в координатах вязкого
подслоя:

∆+
min =

umin
τ ∆

ν
, (2.29)

который записывается через umin
τ . Таким образом минимальная скорость трения

(м.б. переключения) umin
τ определяется параметрически через безрамерное при-

стеночное разрешение ∆+
min:

umin
τ =

ν∆+
min

∆
. (2.30)
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Другими словами, когда скорость трения uτ становится меньше umin
τ , пристеноч-

ное разрешение достаточно для смещения точки сшивки на расстояние∆ до стен-
ки. Подставляя выражение (2.30) в (2.28), можно получить более простое выра-
жение для параметра β:

β = ∆+
min/δ

+
EL. (2.31)

Для удобства описания, описанная выражением (2.27) с α = 2.2 страте-
гия адаптации с определяемым пользователем параметром δ+EL и параметром β,
вычисляемым по (2.31), здесь и далее будет обозначаться ППФ2. Необходимо за-
метить, что пристенное положение ∆ можно считать равным пристенному шагу
сетки в нормальном направлении или определять из других соображений. Второй
вариант можно использовать совместно с адаптацией расчётной сетки, например
[75––78], где локальное сеточное разрешение подстраивается, чтобы разрешить
внутреннюю часть пограничного слоя, определяемую изменяемым по простран-
ству положением точки сшивки δeffEL(x). В разделе 5.2.2 демонстрируется возмож-
ность адаптации положения точки сшивки в соответствии с (2.27) с ∆, определя-
емой как пристенным сеточным разрешением, так и в виде параметра.

а) В относительных координатах вязкого
подслоя

б) В исходных физических координатах

Рисунок 2.1 –– Зависимость положения точки сшивки от значения скорости трения
uτ.

На рисунке 2.1 иллюстрируется поведение определяемых выражениями
(2.26) и (2.27) стратегий адаптации положения точки сшивки ППФ1 и ППФ2 в об-
ластях отрыва и присоедиенения потока. На рисунке 2.1а изменение положения
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точки сшивки в зависимости от uτ демонстрируется в координатах вязкого под-
слоя, а на рисунке 2.1б – в исходных физических координатах. В координатах вяз-
кого подслоя, как показано на рисунке 2.1а, точка сшивки в стратегии ППФ2 оста-
ётся в нижнем положении дольше при росте uτ, чем в стратегии ППФ1. Как мож-
но увидеть из рисунка 2.1б, когда uτ стремится к нулю, положение точки сшивки,
определяемое в стратегии ППФ1, остаётся постоянным. В это же время в вариан-
те ППФ2 точка сшивки стремится в пристеночное положение∆. Если∆ является
пристеночным сеточным разрешением в нормальном к стенке направлении, в та-
ком случа точка сшивки стремится в первый пристеночный узел. Таким образом,
при использовании стратегии адаптации положения точки сшивки ППФ2 можно
ожидать, что течение в окрестности критических точек будет описано лучше, чем
при использовании варианта ППФ1. Подробное сравнение эффективности обоих
стратегий будет рассмотрено в 5.2.2 на примере решения тестовых задачи обте-
кания плоской пластины при наличии отрывного течения.

2.3.1 Адаптация по градиенту давления

Для формулировки нового определения umin
τ можно подйти с другой сто-

роны. При увеличении величины продольного градиента давления наблюдается
рост отклонения от универсального закона стенки, полученного для равновесно-
го пограничного слоя (см. например [68]). Поэтому можно рассмотреть гради-
ент давления в качестве основы для нового критерия адаптации положения точки
сшивки под особенности течения. В новой формулировке используется безраз-
мерная величина p+, определяемая выражением:

p+ =
∂p

∂τ

ν

ρu3τ
, (2.32)

где ∂p
∂τ – производная давления по тангенциальному направлению. Величину p+

можно рассматривать в качестве мерынеравновесности пограничного слоя в неко-
торой точке на поверхности.

Как видно из определения (2.32) величины p+, она увеличивается не только
при росте градиента давления, но и при снижении трения. Таким образом мож-
но использовать p+ как для индикации областей с большим градиентом давления,
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при котором может наблюдатся существенное отклонение от аналитческого за-
кона стенки, так и точек отрыва и присоединения потока. Однако, равенство ну-
лю или небольшие значения градиента давления при отличном от нуля значении
uτ, а соответственно отсутсвие адаптации положения точки сшивки, может встре-
чаться в областях течения, где наблюдается существенное отклонение от анали-
тических зависимостей для равновесного пограничного слоя. Во-первых, p+ = 0

встречается в начале обтекаемого тела, где пограничный слой слабо развит, то
есть точка сшивки может лежать во внешеней области пограничного слоя выше
логарифмического участка, и наблюдаются большие продольные градиенты в те-
чении вблизи рассматриваемой точки. Во-вторых, малое значение p+ может быть
и внутри области отрывного течения, где пограничный слой неравновесный.

Для преодоления расмотренных выше особенностей поведения p+ нужно
использовать вспомогательные критерии. Так как в задачах внешнего обтекания
для тел спереди характерны большие значения кривизны поверхности по сравне-
нию с остальными частями тела, для вспомогательной индикации соответствую-
щих областей можно использовать значение геометрической кривизны. В свою
очередь для областей отрывных течений характерны малые значения сил трения
по сравнению с характерными масштабами для рассматриваемого течения, поэто-
му для их индикации можно использовать некоторое граничное значение скоро-
сти трения uτ, где меньшее значение будет характеризовать область отрыва или
рециркуляции потока.

В работе [68] значения p+ и кривизны тела используются в качестве кри-
терия для сеточной адаптации совместно с применением пристеночных функций
для повышения точности получаемого решения в областях присоединения пото-
ка и их окрестностях с неразвитым турбулентным пограничным слоем, а также в
областях с большим градиентом давления и областях отрыва.

Введём альтернативный вариант определения величины umin
τ , не зависящий

от локального пристенного сеточного разрешения ∆:

umin
τ = max

(
up

+

τ , uReτ , ucurvτ

)
, (2.33)
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где

up
+

τ =

ν
∣∣∣∂p∂τ∣∣∣

p+critρ

1/3

, (2.34)

uReτ = 0.8uref

(
Ca

f

2

)1/2

, (2.35)

ucurvτ =
νk

k+crit
, (2.36)

где p+crit – критическое значение величины p+, uref – масштаб скорости для рас-
сматриваемого течения, Ca

f = τ/(12u
2
refρ) = u2τ/(

1
2u

2
ref) ≈ 0.058Re−1/5 – эмпири-

ческая оценка коэффициента трения для пластины, обтекаемой потоком с числом
РейнольдсаRe рассматриваемого течения, посчитанного по характерной длине, k
и k+crit – кривизна и критическая кривизна поверхности тела соответственно. Да-
лее этот вариант будет обозначаться ППФp+. В работе использовались значения
p+crit = 7 × 10−3 и k+crit = 10−5. Если задача решается в безразмерном виде, то
uref = 1.

Так как далее расматривается плоская задача, кривизна поверхности нахо-
дится, как кривизна кривой, по формуле Френе:

dτ

ds
= kn, (2.37)

где s – длина кривой.

2.3.2 Перенос эффективного положения точки сшивки

В рассматриваемой в разделе 2.3 формулировке по адаптации точки сшив-
ки необходимо во всём поле течения знать величину∆ в соответствующей точке,
которая изначально известна только в узлах на стенке. В случае расчётных сеток с
простой геометрией и постоянным пристеночнымшагом величину∆ можно зада-
вать внешним параметром. Однако в случае переменного пристенногошага сетки,
что почти неизбежно для сложных тел или при использовании адаптированных
расчётных сеток, где шаг сетки уменьшается в областях повышенного интереса,
необходимо некоторым образом сообщить в каждую точку пространтства соот-
ветствующую величину ∆. Для этого перед расчётом можно решить следующее
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стационарное уравнение и использовать полученную величину в формулах адап-
тации:

∂∆

∂n
= 0 (2.38)

с граничным условиями на стенке ∆ = ∆w – равенство первому пристеночному
шагу.

Однако в сложных течениях uτ, ∂p
∂τ могут существенно меняться по высо-

те, а значит высота δ
eff
EL точки сшивки не будет постоянным. Изменение вдоль

нормалей величины δ
eff
EL может приводить к повышенным ошибкам, так как рас-

стояние в уравнении для ν̃ меняется в зависимости от δeffEL по выражению (2.26),
и расслоению области переноса в уравнении (2.19).

Для сохранения постоянства δeffEL вдоль нормалей можно решать вспомога-
тельное уравнение, где эффективное положение точки сшивки δ

eff
EL переносится

по нормали от стенки в расчётную область:

∂δeffEL

∂t
+ a

∂δeffEL

∂n
= 0, (2.39)

где a – скорость переноса. В работе использовалось безразмерное значение
a/uref = 1. Для δeffEL ставятся следующие граничные условия: на стенке, где при-
меняется метод ППФ, δeffEL вычисляется по локальным значениям, на прочих гра-

ницах ставится условие
∂δeffEL

∂n
= 0.

Стоит отметить, что такой подход может быть применён для расчётов на
сетках с изменяющимся во время расчёта положением узлов, например, при ис-
пользовании адаптивных сеточных методов, и/или с движущимися твёрдыми те-
лами. При этом вспомогательная задача о переносе эффективного положения точ-
ки сшивки по постановке и сложности решения сопоставима с основным уравне-
нием метода ППФ (2.19), а значит и дополнительные затраты вычислительных
ресурсов будут сопоставимы с решением (2.19).
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Глава 3. Численный метод решения уравнений математической модели

3.1 Решение основной системы уравнений

Основная система уравнений (2.1)–(2.5) дискретизована с помощью
вершинно-центрированного конечно-объёмного метода с применением квази-
одномерных реконструкций переменных вдоль рёбер расчётной сетки (схема
EBR) [38]. Пространственная дискретизация вязких членов основана на методе
локальных разбиений элементов (averaged element splittings, AES) [40].

Так как в работе решались стационарные задачи методом установления,
для дискретизации по времени использовалась неявная схема Эйлера первого
порядка с одной итерацией метода Ньютона для решения системы нелинейных
уравнений. Однако в солвере NOISEtte доступны схемы более высокого поряд-
ка точности с несколькими итерациями метода Ньютона. Для решения системы
линейных алгебраических уравнений, появляющихся на каждой итерации мето-
да Ньютона, используется стабилизированный метод бисопряжённых градиентов
(Bi-CGSTAB)[41] с симметричным предобуславливанием Гаусса-Зейделя.

3.2 Метод решения уравнения для скорости трения

Перед каждым шагом по времени для основной системы уравнений RANS
(2.1)–(2.5) при использовании метода ППФ производится решение уравнения для
скорости трения uτ (2.19). В данном разделе разбирается численная схема, исполь-
зуемая в работе для дискретизации и решения уравнения (2.19). Для дискрети-
зации производной по времени используется схема Эйлера первого порядка. Все
маскирующие функции (H,χδ,χν) на каждомшаге по времени считаются заморо-
женными и вычисляются по значениям переменных на текущем слое по времени,
обозначающемся в этой главе верхним индексом n.
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3.2.1 Перенос

Конвективный член в уравнении (2.19) аппроксимируется по полностью
неявной схеме направленных разностей. Для этого из узла расчётной сетки, где
активируется перенос (H = 1), вдоль вектора нормали, значение которого счита-
ется постоянным, выпускается луч в направлении от твёрдой поверхности. Далее
ищется точка пересечения этого луча с первым ребром в случае решения двумер-
ной задачи или треугольной гранью в трёхмерном случае и строится линейная
интерполяционная конструкция для значения uinterτ в точке пересечения по значе-
ниям, хранящихся в узлах, которые лежат в основе пересекаемого ребра или грани
элемента:

uinterτ ≈
∑
Ndim

Ciu
n+1
τi , (3.1)

где Ndim – геометрическая размерность рассматриваемой задачи, Ci – интерпо-
ляционный коэффициент. Конвективный член аппроксимируется для j-ого узла
следующим образом:

H
(
δ+EL −

uτ
ν
δ(x)

) L

ηs

∂uτ
∂n

≈ H

(
δ+EL −

unτj
νn
j

δ(xj)

)
uinterτ − un+1

τj

r
, (3.2)

где r – расстояние между узлом и точкой пересечения луча, направленного вдоль
нормали, с ребром или гранью расчётной сетки.

3.2.2 Источниковый член

Следуя предположению, что все значения переменных, включая маскирую-
щие функции, кроме uτ берутся с текущего слоя по времени, строится следующая
конечно-разностная аппроксимация релаксационного члена уравнения (2.19) для
j-ого узла:

χδ

( uτ

ν
δ(x)− δ+EL

σ+

)
1

ηf

u∥(x)− uτf
(
uτ

ν
δ(x)

)
f
(
δ+EL
)
+ δ+ELf

′
(
δ+EL
) (3.3)

≈ χδ

(
un
τ

νnδ(x)− δ+EL
σ+

)
1

ηf

un∥(x)− un+1
τ f

(
un
τ

νnδ(x)
)

f
(
δ+EL
)
+ δ+ELf

′
(
δ+EL
) . (3.4)



38

Знаменатель в данном уравнении является постоянным для всех расчётных узлов.

3.2.3 Искусственная вязкость

Для дискретизации члена искусственной анизотропной вязкости, исполь-
зуемого в методе ППФ, применяется метод локальных разбиений элементов
(averaged element splittings, AES) [40]. Метод локальных разбиений элементов ос-
новывается на осреднения аппроксимаций методом Галёркина на симплициаль-
ных разбиениях сетки. Для дискретизации вязкого члена в уравнении для скоро-
сти трения необходимо построить аппроксимацию методом Галёркина с кусочно-
линейными базисными функциями оператора вязкости для треугольных в двумер-
ном случае и тетраидальных в объёмном случае сеток.

В методе Галёркина решение представляется в виде разложения по базис-
ным функциям:

u(t,x) =
∑
j

uj(t)φj(x), (3.5)

где uj(t) – коэффициенты разложения в момент времени t,φj(x) – базисные функ-
ции. Базисные функции строятся таким образом, чтобы в j-ая базисная функция
в j-ом узле равнялась единице, а в остальных узлах ранялась нулю. Из такого
построения базисных функций следует, что коэффициенты разложения uj(t) рав-
няются значению решения в j-ом узле.

Далее рассмотравиается аппроксимация оператора анизотропной искус-
ственной вязкости в методе ППФ. Воспользуемся слабой постановкой задачи. То-
гда умножим скалярно член с анизотропной вязкостью на каждую базиснуюфунк-
цию:

(∇ (A∇uτ) ,φi) = − (A∇uτ,∇φi) +

∫
Γ

φiA∇uτ · ndΓ, (3.6)

Здесь воспользовались интегрированием по частям. В данном случае скалярное
произвдение двух функций означает интегрирование, таким образом вторая часть
выражения равняется нулю, так как базисная функция на границе равняется нулю.
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Далее используем разложение по базису, и предположим, что матрица A

постоянна:

(∇ (A∇uτ) ,φi) = − (A∇uτ,∇φi) = −

(
A
∑
j

uj(t)∇φj(x),∇φi

)
, (3.7)

Поменяем порядок суммирования и интегрирования:

(∇ (A∇uτ) ,φi) = −

(
A
∑
j

uj(t)∇φj(x),∇φi

)
= −

∑
j

uj(t) (A∇φj(x),∇φi) ,

(3.8)
Учитывая интегрирование и постояннство градиента на подэлементе Ωk яв-

ляющимся пересечением носителей базисных функций i и j:

(A∇φj(x),∇φi) =
(
∇φT

j A∇φi

)∣∣
k

∫
Ωk

dV, (3.9)

Таким образом сводится к простому суммированию

(∇ (A∇uτ) ,φi) = −
∑
j

uj(t)
(
∇φT

j A∇φi

)∣∣
k

∫
Ωk

dV, (3.10)

При появлении производной по времени возникает матрица масс, которую
нужно некоторым образом обратить, но в данном случае она считается единичной,
так как Для метода ППФ достаточно самого эффекта сглаживания.Матрица A, а
соответственно и коэффициенты вязкости на элементе расчётной сетки осредня-
ются. Таким образом вместо коэффициентов разложения напрямую используются
значения переменной в узлах расчётной сетки. Для полностью неявной аппрок-
симации берутся значения со следующего временного слоя.

Такая схема аппроксимации была выбрана из-за относительно компактно-
го шаблона, в который входит узел и его соседи первого порядка по элементам
расчётной сетки. Также шаблон такого размера совпадает с шаблоном, на кото-
ром строится якобиан при решении основной системы уравнений, что поозволяет
пользоваться тем же портретом матрицы, что экономит используемую память.

Как можно заметить, во всех разделах аппроксимация соответствующих
членов является линейной относительно значений на следующем временном
слое. Таким образом на каждом шаге по времени решиается только система соот-
ветствующих линейных уравнений без применения многоитерационного метода
Ньютона.
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Глава 4. Параллельная реализация в программном комплексе NOISEtte

Для выполнения численных расчетов предложенная в предыдущих главах
методика моделирования турбулентных течений с применением метода пенали-
зированных пристеночных функций была реализована в качестве отдельного мо-
дуля в программном комплексе NOISEtte.

Взаимодействие расчётного кода NOISEtte с модулем ППФ происходит на
различных этапах выполнения. Во время инициализации NOISEtte выполняется
инициализация ППФ. Происходит чтение параметров метода из конфигурацион-
ного файла. Инициализируются объекты модуля ППФ на основе расчётной сетки,
обрабатываемой в основном коде NOISEtte. Производится расчёт нормалей к по-
верхностям, где применяется метод ППФ, на основе градиента расстояния. Через
инфраструктуру NOISEtte производится чтение поля скорости трения, если про-
цедура расчёта начинается с имеющихся полей.

Во время выполнения основного цикла интегрирования по времени также
происходит взаимодействие кода NOISEtte и модуля ППФ. Во время ввыполне-
ния процедур до шага по времени производится пересчёт расстояний до поверх-
ности в соответствии с выражением (2.26), которое используется при расчёте ис-
точников в уравнении для модели турбулентностиСпаларта–Аллмараса (2.5). При
этом для корректного восстановления расстояния при снижении положения точки
сшивки исходное расстояние до стенок копируется в отдельный массив. На этапе
инициализации может производиться распространение пристенного шага сетки в
нормальном направлении 2.38.

Во основной части итерации интегрирования по времени, где происходит
расчёт потоков и заполнение матрицы Якоби в случае неявных схем, перед учё-
том граничных условий выполняется основная процедура для расчёта поля скоро-
сти трения uτ (2.19). В начале расчёта uτ опционально производится распростра-
нение эффективного положения точки сшивки путём решения уравнения (2.39).
Далее происходит вычисление значений функций, определяющих области пере-
носа и релаксации в уравнении для скорости трения (2.19) в соответствии с рас-
пространённым или вычисленным локально значением положения точки сшивки.
Расчёт членов в уравнении (2.19) производится в следующем порядке: перенос,
источниковый член, искусственная вязкость. Вычисление значения скорости тре-
ния на следующем шаге по времени производится с использованием решателя
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СЛАУ BiCGStab, имплементированного в коде NOISEtte. После вычисления поля
скорости трения производится запись полученных значений в структуры узлов на
твёрдой границе, где используется метод ППФ. Записанные значения участвуют в
постановке граничных условий в коде NOISEtte. Модуль ППФ запрограммирован
на языке C++ с использованием технологий паралелизации MPI и OpenMP.
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Глава 5. Результаты численного решения задач пристеночного моделирования

Задачи решалиси в безразмерных переменнх со следующими характерными
масштабами: плотность потока на бесконечности ρ∞, скорость свободного потока
на бесконечности U∞, молекулярная вязкости µ∞, и характерный масштаб длины
L. Безразмерные переменные, обозначенные символом (̂·), связаны с размерными
переменными следующим образом:

ρ = ρ∞ρ̂, u = U∞û, x = Lx̂, µ = µ∞µ̂,

t =
L

U∞
t̂, p = ρ∞U 2

∞p̂, T =
U 2
∞
R

T̂ .

Для удобства записи численные результаты представлены в безразмерном виде
с опущенным символом (̂·). Заметим также, что рассматриваются задачи при ма-
лом числеМаха, поэтому предполагается, что зависимость решения от изменений
плотности и температуры мала.

В качестве закона стенки используется составная аналитическая функция
из [70], настроенная для модели Спаларта-Аллмараса, которая хорошо аппрок-
симирует скорость на логарифмическом участке, в вязком подслое и буферной
области турбулентного пограничного слоя:

u+(y+) =

1
a sin ay

+, y+ < y+c ,(
1− c′1e

−y+/c2
) (

1
κ
ln(y+) + B

)
, y+ ⩾ y+c ,

c1 = 1−
1
a sin ay

+
c

1
κ
ln(y+c ) + B

, c2 =
c1

a(1− c1)

sin ay+c
cos ay+c − 1−c1

κy+c

, c′1 = c1e
y+c /c2,

где a = 0.01, y+c = 5.0, κ = 0.41, и B = 5.2.
Размеры расчётной области, характеристики расчётных сеток и параметры

математической модели приводятся в описании каждой задачи. Величины безраз-
мерной толщины области сшивки σ+ для расчётов с применением метода ППФ
также приводятся в описаниях.

Все расчёты проводились до достижение стационарного течения так, что
относительные невязки для продольной компоненты скорости и турбулентых
переменных (ν̃ для модели СА, k,ω для SST) удовлетворяли соотношениям:
∥∆u∥2
∥u∥2 ⩽ 10−8 и ∥∆νT ∥2

∥νT ∥2 ⩽ 10−8, соответственно.
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(a)

(b)

Рисунок 5.1 –– Обтекание плоской пластины: (a) постановка задачи; (b) расчётная
сетка соответствующая ∆y+1 ∼ 100.

5.1 Обткание пластины без градиента давления

Турбулентное обтекание плоской пластины исследуется в несжимаемом
пределе(?). Безразмерные параметры подобия, в частности числа Рейнольдса и
Маха равняются Re = 5 × 106 и M = 0.2, соответственно. Такие величины вы-
браны в соответствии с тестовой задачей NASA [79].

Геометрия расчётной области с граничными условиями представлена на ри-
сунке 5.1(a). Задача решалась численно на прямоугольных структурированных
сетках, которые имеют сгущение в окрестности x = 0 для точного разрешения
сингулярности на передней кромке. Шаг сетки в направлении потока затем по-
степенно увеличивается с коэффициентом роста qx = 1.2. Кроме того все сетки
имеют сгущение в нормальном к стенке направлении с коэффициентом роста ша-
га qy = 1.2. Расчёты проводились на четырёх расчётных сетках с пристенным
разрешением ∆y1 = 5× 10−4, 2.5× 10−4, 1.5× 10−4, и 5× 10−5, что соответству-
ет безразмерным величинам ∆y+1 ∼ 100, 50, 30 и 10, соответственно. Расчётная
сетка с ∆y+1 ∼ 100 представлена на рисунке 5.1(b).

Параметры метода ППФ определены следующим образом: начальное зна-
чение для поля uτ = 7 × 10−2, масштабы релаксации ηf = ηs = 10−2, поло-
жение точки сшивки δ+EL = 100, толщина области сшивки σ+ = 100. Числен-
ное моделирование этой задачи проводилось с использованием модели турбу-
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лентности Спаларта-Аллмараса с полностью разрешённым пограничным слоем
на сетке с пристеночным шагом ∆y+1 ∼ 1. Результаты хорошо согласуются с ре-
зультатами [79], полученные с использованием структруриованного элементно-
центрированного решателя CFL3D, как показано на рисунке 5.2. Это решение ис-
пользовалось в качестве референсного.

Влияние расчётной сетки на решение, получаемое с применением метода
ППФ и стандартного подхода, демонстрируется на рисунке 5.2, где результаты,
полученные на четырёх расчётных сетках с ращличным пристенным разрешени-
ем, сравниваются с референсным решением, которое будет обозначаться как СА.
Распределение коэффициента трения на пластине, полученное в расчётах с при-
менением метода ППФ представлено на рисунке 5.2(a). Из рисунка видно, что
полученные распределения хорошо согласуются с референсным решением, де-
монстрируя слабую зависимость точности решения от пристеночного разреше-
ния расчётной сетки. Однако, все численные решениея в этом исследовании раз-
личаются в области роста пограничного слоя (? он же везде растёт). However,
all numerical solutions in this study exhibit divergence in the region of boundary
layer growth. Это расхождение обусловлено сложностями расчёта вблизи передней
кромки в точке x = 0 и сложностью согласования внешнего решения с пристеноч-
ной функцией внутри пограничного слоя, который очень тонкий в этой области.
Такая сложность также отмечается другими авторами в расчётах с применением
других методик, основанных на методах пристеночных функций [22; 70].

Сравнение распределений коэффициента трения, полученных с применени-
ем стандартного подхода, представлено на рисунке 5.2(б). Из рисунка видно, что
результаты стандартного подхода также хорошо согласуются с референсным ре-
шением кроме случая с сеточным разрешением ∆y+1 ∼ 10. Такое расхождение
обуславливается положением точки сшивки в буферной области, где пристеноч-
ная функция плохо аппроксимирует профиль продольной компоненты скорости.

Сравнение профилей скорости в сечении x = 1 для метода ППФ и стандарт-
ного подхода представлено на рисунках 5.2(в) and (г). Как видно из рисунка 5.2(в),
положение точки сшивки в методе ППФ остаётся постоянным для всех расчётных
сеток, и профили скорости хорошо согласуются с референсным решением выше
точки сшивки, расположенной на логарифмическом участке турбулентного по-
граничного слоя, где профиль скорости хорошо аппроксимируется налитической
пристеночной функцией. В отличии от метода ППФ положение точки сшивки в
стандартном подходе определяется размером пристеночной ячейки, что демон-
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(а) (б)

(г)(в)

Рисунок 5.2 –– Обтекание плоской пластины: влияние разрешения на структури-
рованной сетке. Распределение коэффициента трения для (а) метода ППФ, (б)
стандартного подхода, и профили продольной компоненты скорости для (в) ме-

тода ППФ, (г) стандартного подхода.

стрируется на рисунке 5.2(г). В следствие точка сшивки попадает в буферную
область, где профиль скорости плохо описывается аналитической зависимостью,
что, в частности, происходит в расчёте на сетке с пристеночным разрешением
∆y+1 ∼ 10.

Таким образом, результаты, полученные на структурированной сетке, де-
монстрируют сеточную независимость метода ППФ. В тоже время положение
точки сшивки в случае стандартного подхода определяется размером пристенной
расчётной ячейки, что влияет на получаемые результаты. Кроме того точность
применения стандартного подхода зависит от точности интерполяции скорости в
точке сшивки, что может существенно зависить от сеточного разрешения.

Исследование также проводилось на неструктурированных расчётных сет-
ках, которые имели сопоставимое пристеночное разрешение и коэффициенты ро-
ста как в продольном, так и поперечном направлениях. Распределения коэффици-
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(а) (б)

(г)(в)

Рисунок 5.3 –– Обтекание плоской пластины: влияние разрешения на неструк-
турированной сетки. Распределение коэффициента трения для (а) метода ППФ
(PWF) и (б) стандартного подхода (CWF) и профили продольной компоненты ско-

рости для (в) метода ППФ и (г) стандартного подхода.

ента трения приведены на рисунках 5.3(а) и (б). Из рисунков можно увидеть су-
щественные осцилляции при применении стандартного подхода. Такое поведение
связано с большим влиянием ошибок интерполяции при расчёте на неструктури-
рованных сетках. В то же время распределения полученные с использованием ме-
тод ППФ хорошо согласуются с референсным решением и друг с другом, подтвер-
ждая сеточную независимость подхода ППФ. Как показано на рисунках 5.3(в) и
(г), использование неструктурированных сеток не влияет существенно на профи-
ли продольной компоненты скорости. Однако наблюдается заметное отклонение
в первых узлах сетки при использовании стандартного подхода, вероятно, из-за
недостаточной точности аппроксимации профиля скорости пристеночной функу-
цией в буферной области турбулентного пограничного слоя.
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Рисунок 5.4 –– Постановка задачи обтекания пластины с переменным градиентом
давления.

5.2 Обтекание пластины с неблагоприятным градиентом давления

5.2.1 Постановка

Метод ППФ с двумя стратегиями адаптации положения точки сшивки при-
менялся для численного решения тестовой задачи обтекания плоской пластины
в присутствии знакопеременного градиента давления, вызывающего рециркуля-
ционное течение. Производилось детальное сравнение двух стратегий адаптации
адаптации положения точки сшивки. Особое внимание уделялось эффективности
рассматрииваемых стратегий для описания течений в областях отрыва и прсоеди-
нения потока.

Для решения задачи в качестве аналитического закона стенки использовался
модифицированны закон Моргенвека из [70] с коэффициентами из оригинальной
работы.

Градиент давления для образования рециркуляционного течения созадётся
заданием профиля вертикальной компоненты скорости на верхней границе рас-
чётной области, как схематично показано на рисунке 5.4. Исходная постановка
рассматриваемой задачи была предложена в [21]. В настоящей работе рассмат-
ривается модифицированная постановка, предложенная в [37] для тестирования
стратегии ППФ1. Поэтому для сравнения стратегий адаптации точки сшивки и
сравнения с классическим методом пристеночных функций будет использоваться
постановка из [37].
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Безразмерные параметры подобия и размеры расчётной области в обоих
постановках совпадают. Числа Рейнольдса и Маха равняются Re = 3.6 × 107

и M = 0.2 соответственно. Рассматривается прямоугольная расчётная область
[−0.2, 2.0]× [0, 1/12] в плоскости XOY . Начало пластины соответствует началу
координат (0,0). Перед пластиной ставится условие симметрии. На левой границе
расчётной области задаётся равномерный поток, а на правой – условие выхода с
постоянным давлением. Поперечная компонента скорости в исходной постановке
[21] на верхней границе задаётся следующим выражением:

v(x) = Ae−b(x−x1)
2 − Ae−b(x−x2)

2

, (5.1)

где параметры A = 0.35, b = 108.0, x1 = 0.25, и x2 = 0.75 определяют интенсив-
ность и размер рециркуляционного течения. В модифицированной постановке из
[37] используются значения x1 = 0.75, и x2 = 1.25. При таком изменении поста-
новки задачи область рециркуляционного течения смещается из начальной части
пластины в центральную часть с развитым турбулентным пограничным слоем В
модифицированной постановке задачи снижается влияние ошибок описания те-
чения в окрестности сингулярной точки в начале пластины, обусловленной сме-
ной граничных условий, на решение в области отрывного течения.

Рассматриваемая задача решалась численно на последовательности прямо-
угольных структурированных расчётных сеток с уменьшением шага в продоль-
ном направлении в окрестности значения x = 0 с целью достаточно точного
описания течения возле переденй кромки пластины, где происходит смена гра-
ничного условия симметрии на условие прилипания. Шаг сетки в продольном
направлении при x = 0 равнялся ∆x = 10−3 и увеличивался при отдалении
по закону геометрической прогрессии с коэффициентом qx = 1.2 до значения
∆max

x = 10−2. Распределение узлов в направлении оси OX совпадало для всех
рассматриваемых расчётных сеток. Также все сетки для разрешения турбулент-
ного пограничного слоя имели сгущение к нижней границе расчётной области
при y = 0. Увеличение шага сетки в поперечном направлении производилось по
геометрической прогрессии с коэффициентом роста qy = 1.2. Пристенный шаг
в поперечном направлении выбирался таким, чтобы обеспечить перед областью
рециркуляции желаемое разрешение в координатах вякого подслоя, обозначаемое
как∆y+in. Основные расчёты проводились на трёх расчётных сетках с пристенны-
ми разрешениями ∆y1 = 10−4, 10−5, и 10−6, которые соответствуют следующим
безразмерным значениям ∆y+in ∼ 100, 10, и 1. Расчётная сетка соответствующая
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значению∆y+in ∼ 100 приведена на рисунке 5.5. На рисунке 5.6 представлено рас-

Рисунок 5.5 –– Отрывное обтекание пластины: расчётная сетка, соответствующая
значению ∆y+in ∼ 100.

пределение пристеночного шага сетки в координтах вязкого подслоя∆y+1 для мо-
дели Спаларта–Аллмараса. Выраженные локальные минимумы на графиках соот-
ветствуют областям отрыва и присоединения потока, где значение силы трения,
действующих на поверхность пластины, стремится к нулю.

Рисунок 5.6 –– Отрывное обтекание пластины: распределение вдоль пластины
нормированного пристеночного шага сетки ∆y+1 для трёх рассматриваемых рас-

чётных сеток.

Для метода ППФ использовались следующие параметры: масштабы релак-
сации и переноса равнялись ηf = ηs = 10−2, характерная толщина области сшив-
ки — σ+ = 500. В начальный момент времени задавалось равномерное поле uτ =
7× 10−2. В качестве референсного решения использовались результаты расчёта с
моделью турбулентности Спаларта–Аллмараса без применения методов присте-
ночных функций на расчётной сетке, соответствующей значению∆y+in ∼ 1, с раз-
решённым вязким подслоем. Точность результатов модели Спаларта–Аллмараса
подтверждена дополнительным численным моделированием, представленном в
работе [37].
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5.2.2 Сравнение стратегий адаптации

Стратегия ППФ2 адаптации положения точки сшивки зависит от трёх пара-
метров: δ+EL, ∆, и ∆+

min, которые определяют целевое положение точки сшивки в
координатах стенки, положение точки сшивки при стремящемся к нулю трении
и размер пристеночной ячейки в координатах стенки, при котором точка сшив-
ки начинает смещаться из целевого значения в сторону стенки, соответсвенно.
Пристеночное положение ∆ может быть либо определено пользователем метода,
либо посчитано на основе пристеночного разрешения расчётной сетки.

Для метода ППФ2 исследовалось влияние на решение значения исходно-
го положения точки сшивки δ+EL. Рассматривалось три значения параметра δ

+
EL:

δ+EL = 50, δ+EL = 100, и δ+EL = 200. Расчёты проводились на сетке с пристеночным
шагом ∆y+in ∼ 10. Полученные результаты сравниваются с результатами подхо-
да ППФ1 и результатами модели Спаларта–Аллмараса на разрешённой сетке без
применения методов пристеночных функций. На рисунке 5.7 приведено распре-
деление вдоль пластины эффективного положения точки сшивки δeff+EL . Из рисунка
5.7 видно, что в случае применения стратегии адаптации положения точки сшив-
ки ППФ2 точка сшивки смещается ближе к вязкому подслою и стенке в сравнении
сподходом ППФ1, что говорит о большей эффективности подхода ППФ2. Кроме
того, чем меньше значение δ+EL, тем ближе к стенке смещается точка сшивки в
области рециркуляции.

x

δeff+EL

Рисунок 5.7 –– Влияние параметра целевого положения точки сшивки δ+EL и стра-
тегии по адаптации на распределение вдоль пластины эффективного положения

точки δeff+EL сшивки в расчёте отрывного обтекания пластины.
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Распределение коэффициента тренияCf вдоль поверхности пластины пред-
ставлено на рисунке 5.8. Как видно из рисунка 5.8а, решения с применением обоих

x

Cf

а) вся расчётная огбласть
x

Cf

б) область рециркуляционного течения
Рисунок 5.8 –– Влияние параметра целевого положенияточки сшивки δ+EL и стра-
тегии по адаптации на распределение коэффициента трения Cf вдоль пластины.
Результаты для модели Спаларта–Аллмараса приведены в качестве референсных.

стратегий адаптации положения точки сшивки хорошо согласуются между собой
и с референсным решением вне области рециркуляционного течения. На рисунке
5.8б представлено распределение коэффициента трения в области отрывного те-
чения. Как видно из графиков, применение стратегии адаптации положения точки
сшивки ППФ2 повышает точность решения в сравнении со стратегией ППФ1. Та-
кое улучшение результатов связано со смещением точки сшивки в область вязкого
подслоя, где аналитический закон стенки точнее описывает профиль продольной
компоненты скорости, чем на логарфмическом участке, где в областях отрывных
течений наблюдаются существнные отклонения от аналитических зависимостей,
полученных для случая равновесного пограничного слоя. Можно заметить, что
точность получаемого решения в случае применения стратегии ППФ2 слабо за-
висит от величины δ+EL вне области рециркуляционного течения в основном из-за
того, что для метода ППФ2 точка сшивки внутри области отрыва расплоагается
внутри вязкого подслоя во всех рассматриваемых случаях.

Так как результаты численного моделирования вне области рециркуляции
хорошо согласуются с референсным расчётом на сетке с разрешённым вязким
подслоем для модели турбулентности Спаларта–Аллмараса без применения ме-
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тодов пристеночных функций, далее распределение коэффициента трения будет
демонстрироваться только для области отрывного течения.

Влияние параметра∆+
min на точность получаемых результатов в численных

расчётах демонстрируется на рисунке. 5.9. Рассматриваются результаты, получен-

x

Cf

а) коэффициент трения в области
рециркуляции

x

δeff+EL

б) эффективное положение точки сшивки

Рисунок 5.9 –– Влияние на решение параметра∆+
min в стратегии адаптации ППФ2:

а) распределение коэффициента трения в области отрывного течения б) распреде-
ление вдоль пластины нормализованного эффективного положения точки сшивки
δeff+EL . Результаты на разрешённой сетке для модели Спаларта–Аллмараса приве-

дены в качестве референсных.

ные на расчётной сетке с пристеночным разрешением ∆y+in ∼ 10 для различных
значений параметра ∆+

min = 5, 10, 30. При этом использовалось одинаковое целе-
вое значение δ+EL = 100, пристеночное положение точки сшивки равнялось пер-
вому шагу сетки в поперечном направлении: ∆ = ∆y1. Распределение коэффи-
циента трения Cf для расчётов с применением стратегии ППФ2 и референсного
решения на разрешённой сетке с использованием модели Спаларта Аллмараса без
применения методов пристеночных функций приведено на рисунке 5.9а. Из ри-
сунка видно, что наибольшее отклонение от референсного решения наблюдается
для наименьшего значения∆+

min = 5. В это же время значения коэффициента тре-
ния в области рециркуляции при использовании значений ∆+

min = 10 и 30 прак-
тически совпадают. На рисунке 5.9б приводится распределение вдоль пластины
эффективного положения точки сшивки δeff+EL . Из рисунка видно, что при исполь-
зовании значения параметра ∆+

min = 5, эффективное положение точки сшивки
внутри отрывной области существенно выходит из вязкого подслоя, что вызвано
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меньшим значением граничной скорости трения umin
τ , при которой активируется

адаптация. Такое положение точки сшивки приводит к увеличению погрешности
в расчёте, наблюдаемое на рисунке 5.9а. В это же время для значений параметра
∆+

min = 10 и 30 наблюдается нахождение точки в вязком подслое практически на
всём протяжении области рециркуляционного течения, что приводит к лучшему
предсказанию значений коэффициента трения в области отрыва.

Также исследовалось влияние сеточного разрешения на результаты расчё-
тов применением стратегии ППФ2 адаптации положения точки сшивки, когда
пристеночное положение точки сшивки равняется пристенному сеточному разре-
шению∆ = ∆y1. Рассматриваются результаты расчётов на двух сетках∆y+in ∼ 10

и ∆y+in ∼ 100 и сравниваются с референсным решением, полученным на сетке с
разрешённым вязким подслоем для модели Спаларта–Аллмараса без применения
методов пристеночных функций. Для рассматриваемых здесь расчётов исользо-
вались следующие одинаковые для обоих расчётных сеток значения параметров
для стратегии ППФ2: δ+EL = 100 и ∆+

min = 10.
На рисунке 5.10а приведено распределение вдоль пластины коэффициен-

та трения в области рециркуляционного течения, где наблюдается существенное
отклонение от референсного решения для расчётной сетки с пристеночным раз-
решением ∆y+in ∼ 100. На рисунке 5.10б приведено распределение эффективного
положения точки сшивки вдоль пластины. Из рисунка видно, что в случае рас-
чётной сетки с ∆y+in ∼ 100 точка сшивки во всей области рециркуляции распола-
гается на уровне целевого параметра δ+EL = 100, кроме неболших окрестностей
точек отрыва и присоединения потока, что означает нахождение точки сшивки вне
вязкого подслоя. Такое распределение положения точки сшивки приводит к суще-
ственному отклонению от референсного решения в распределении коэффициента
трения.

На рисунках 5.11а и б приведены профили продольной компоненты скоро-
сти в сечениях x = 0.5 и x = 1.0 соответственно. Сечение x = 0.5 расположено
снаружи рециркуляционного течения, а сечение x = 1.0—внутри области рецир-
куляции. Как видно из рисунка 5.11а, вне отрывного течения профили скорости
хорошо согласуются между собой и с референсным решением. В это же время на
рисунке 5.11б наблюдается существенное отклонение от референсного решения
профиля скорости, полученного из численного решения на сетке с∆y+in ∼ 100. Из
рисунка видно, что в случае грубой расчётной сетки, точка сшивки располагается
в области значительного отклонения профиля продольной скорости от аналитиче-
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а) Коэффициент трения в области
отрывного течения

б) Эффективное положение точки
сшивки

Рисунок 5.10 –– Влияние сеточного разрешения на решение в задаче отрывного
обтекания пластины. Результаты для модели Спаларта-Аллмараса приведены в

качестве референсных.

ской зависимости, что демонстрирует важность смещения точки сшивки в область
вязкого подслоя в области рециркуляционного течения.

а) x = 0.5 б) x = 1.0

Рисунок 5.11 –– Влияние сеточного разрешения на решение в задаче отрывного
обтекания пластины: профили продольной компоненты скорости. Результаты для

модели Спаларта-Аллмараса приведены в качестве референсных.

Как обсуждалось в разделе 2.3, пристенное положение ∆ может быть ли-
бо определяться через пристеночное разрешение расчётной сетки, либо опреде-
ляется пользователем. В последнем случае, если величина ∆ определена поль-
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(а)
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(б)

x

δeff+EL

Рисунок 5.12 –– Демонстрация сеточной незвисимости решения для стратегии
ППФ2 адаптации положения точки сшивки с одинаковым значением пристенного
положения∆: (а) распределение коэффициента трения вдоль пластины в области
рециркуляционного течения, (б) распределение вдоль пластины относительного

эффективного положения точки сшивки δeff+EL во всей области.

зователем, и расчётная сетка имеет достаточное разрешение, то можно ожидать,
что результаты численного моделирования будут сеточно независимыми. Такая
сеточная независимость исследовалась на двух расчётных сетках с ∆y+in ∼ 10 и
∆y+in ∼ 1. Для первой расчётной сетки для параметра ∆ было выбрано равенство
пристенному шагу сетки: ∆ = ∆y1 . В случае второй сетки рассматривалось два
значения параметра ∆. В качестве первого варианта рассматривалось равенство
величине пристенногошага:∆ = ∆y1. Во втором варианте использовалось десять
величин первого пристеночного шага: ∆ = 10∆y1, обозначаемое как ∆∗ = 10,
что обеспечивает равенство параметру ∆ на первой рассматриваемой расчётной
сетке. На рисунке 5.12 представлены результаты расчётов с описанными выше
параметрами.

На рисунке 5.12(а) приведены распределения коэффициента трения в об-
ласти отрывного течения. Как видно из рисунка, при равенстве параметра ∆ ре-
зультаты слабо различимы, что и ожидалось. В этоже время результаты на сетке
∆y+in ∼ 1 лучше согласуются с референсным решением. Это объясняется, рас-
положением точки сшивки в расчётах сприменением метода пенализированных
пристеночных функций, которое приведено на рисунке 5.12(б). А именно тем, что
в случае меньшего значения параметра ∆ на подробной сетке, точка сшивки во
всей расчётной области, кроме малого участка в окрестности передней кромки
пластины, а в двух других случаях при большем значении ∆ точка сшивки нахо-
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дится вне области вязкого подслоя в большей части области рециркуляционного
течения. Также необходимо отметить, что в случае одинакового значения пара-
метра ∆, наблюдается одинаковое распределение вдоль пластины эффективно-
го положения точки сшивки, что подтверждает сеточную независимость метода
ППФ2 при фиксированном значении∆. Свойство сеточной независимости позво-
ляет использовать стратегию адаптации положения точки сшивки ППФ2 сомест-
но с методами адаптации расчётной сетки, чтобы подстраивать разрешение во
внутреннем слое, определяемом положением точки сшивки δeffEL(x). Данное свой-
ство очень важно для разработки надёжного (робастного) подхода в рамках метода
пенализированных пристеночных функций для расчёта отрывных течений с авто-
матической сеточной адаптацией для точного описания областей отрыва и присо-
единения потока. Приведённые выше результаты демонстрируют достаточность
пристеночного разрешения расчётной сетки ∆y+in ∼ 10 для численного модели-
рования зоны рециркуляции в рассматриваемой постановке. Более того, как было
показано в работе [36], численное моделирование безотрывного течения может
проводиться на расчётных сетках со значительно больши пристенным шагом, на-
пример, ∆y+in ∼ 100. Таким образом избыточное разрешение сетки может быть
устранено при использовании метода ППФ совместно с методами адаптации рас-
чётной сетки.

Для демострации применимости стратегии адаптацииППФ2 на сильно ани-
зотропных адаптированных расчётных сетках, например, когда метод ППФ ис-
пользуется совместно с методами перераспределения сеточных узлов [80––87],
на основе расчётной сетки с шагом ∆y+in ∼ 10 была построена расчётная сетка
с меньшим шагом в вертикальном направлении в области рециркуляционного те-
чения и большим пристенным шагом вне области рециркуляционного течения.
Координаты узлов исходной расчётной сетки были преобразованы по следующе-
му закону:

y =
10

γ
arctan(γyold)t(x) + yold(1− t(x)), (5.2)

где t(x) = 1 − (0.5 tanh(20(x − 0.6)) − 0.5 tanh(20(x − 1.4))), γ = 181.05, y —
новая кордината узла по вертикальному направлению и yold — координата узла в
исходной расчётной сетке ∆y+in ∼ 10. Такое построение расчётной сетки обеспе-
чивает внутри области рецркуляции разрешение соответствующее ранее расмат-
риваемой сетке с ∆y+in ∼ 10, а в остальной части расчётной области — сетке с
∆y+in ∼ 100.
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Рисунок 5.13 –– Сравнение результатов подходов ППФ1 (PWF1) и ППФ2 (PWF2)
адаптации положения точки сшивки для адаптированной расчётной сетки с пре-
менным пристенным шагом∆y+1 : а) распределение коэффициента трения в обла-
сти рециркуляционного течения, б) распределение безразмерного эффективного

положения точки сшивки.

Результаты расчётов на описанной выше адаптированной сетке с примене-
нием стратегий адаптации положения точки сшивки ППФ1 и ППФ2 показаны на
рисунке 5.13. В обоих расчётах использовалось значение целевого положения точ-
ки сшивки δ+EL = 400. Для стратегии ППФ2 использовалось значение параметра
∆+

min = 30.
Распределение вдоль пластины эффективного положения точки сшивки, по-

лученного в расчётах с применеием стратегий ППФ1 и ППФ2, приведено на ри-
сунке 5.13(б). Из рисунка видно, что точка сшивки при использовании стратегии
ППФ1 находится вне вязкого подслоя во всей расчётной области за исключением
малых окрестностей точек отрыва и присоединения потока. В это же время в рас-
чёте со стратегией ППФ2 точка сшивки находится внутри вязкого подслоя во всей
области рецикурляционного течения. Величина параметра∆+

min была выбрана та-
ким образом, чтобы точка сшивки располагалась в первом пристеночном узле,
что максимизирует в точке сшивки точность аппроксимации аналитическим зако-
ном профиля продольной скорости в области рециркуляционного течения для ис-
пользуемой расчётной сетки. Наблюдается неспособность смещения точки сшив-
ки в область вязкого при использовании стратегии ППФ1, что приводит к зна-
чительным отклонениям от референсного решения в области отрывного течения
по величине коэффициента трения, распределение которого приведено на рисун-
ке 5.13(а). При этом распределение коэффициента трения, полученного в расчё-
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те с применением стратегии адаптации ППФ2, хорошо согласуется с референс-
ным решением, полученным в расчёте на сетке с разрешённым вязким подслоем
с использованием модели Спаларта–Аллмараса без применения методов присте-
ночных функций. Выше сказанное ещё раз подчёркивает важность корректности
стратегии адаптации положения точки сшивки для моделирования турбулентных
отрывных течений с использованием методов пристеночных функций.

5.2.3 Сравнение с классическим подходом

Также проводилось сравнение метода ППФ и классического метода присте-
ночных функций на примере решения задачи об обтекании плоской пластины в
присутствии области рециркуляционного течения, вызванного переменным гра-
диентом давления.

Расчёты проводились на структурированных сетках, которые подробно опи-
сано в разделе 5.2. Расчёты с применением методов пристеночных функций про-
водились на расчётных сетках с пристеннымшагом∆y+in ∼ 10 и∆y+in ∼ 100. Рефе-
ренсный расчёт был проведён с применением модели турбулентности Спаларта–
Аллмараса без использования методов пристеночных функций на структуриро-
ванной сетке с разрешённым вязким подслоем ∆y+in ∼ 1.

При расчётах с применением метода ППФ начальное поле для скорости
трения задавалось равномерным uτ = 0.07, масштабы релаксации равнялись
ηf = ηs = 10−2, целевое положение точки сшивки задавалось на логарифмиче-
ском участке δ+EL = 100, а характерная ширина области сшивки — σ+ = 200 для
гарантированного присутствия в ней узлов расчётной сетки. В качестве страте-
гии адаптации положения точки сшивки использовался вариант ППФ2, который
показал наилучшие результаты в разделе 5.2. Использовалось значение парамет-
ра ∆+ = 10 для расчётной сетки ∆y+in ∼ 10, ∆+ = 100 для расчётной сетки
∆y+in ∼ 100.

На рисунках 5.14а и а представлено распределение коэффициента трения
вдоль пластины для метода ППФ и классического метода пристеночных функций
соответственно. Из графиков видно, что вне области рециркуляционного течения
результаты, полученные с помощью метода ППФ, хорошо согласуются с рефе-
ренсным решением для модели Спаларта–Аллмараса без использования методов
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а) ППФ (PWF) б) классический подход (CWF)
Рисунок 5.14 –– Отрывное обтекание плоской пластины: исследование влияния
сеточного разрешения. Распределение вдоль пластины коэффициента трения.

пристеночных функций. В это же время наблюдается снижение точности резуль-
татов при использовании классического метода пристеночных функций на более
подробной расчётной сетке ∆y+in ∼ 10. Аналогично задаче обтекания пластины
без градиента давления (см. раздел 5.1) уменьшение точности решения в этом слу-
чае связано с положением точки сшивкивнутри буферной области турбулентного
пограничного слоя, где точность аппроксимации профиля продольной компонен-
ты скорости пристеночной функцией снижена по сравнению с логарифмическим
участком.

Внутри области рециркуляции, как показано на рисунке 5.14, использова-
ние расчётной сетки с более грубым пристеночным разрешением ∆y+in ∼ 100

приводит к заметному увеличению отклонения от референсного решения для обо-
их рассматриваемых методов пристеночных функций. Такое поведение связано с
особенностями применения методов пристеночных функций в областях с боль-
шим градиентом давления. В области рециркуляционного течения важно поме-
щать точку сшивки в область вязкого подслоя, где пристеночная функция точнее
описывает профиль продольной компоненты скорости, что было показано в [37]
и разделе 5.2.2. При численном расчёте на более подробной сетке с ∆y+in ∼ 10,
согласование с референсным решением достигается только при использовании
метода ППФ, что демонстрируется на рисунке 5.14а, из-за относительно близко-
го к твёрдой стенке расположения точки сшивки. Для классического метода при-
стеночных функций на рисунке 5.14б наблюдается заметное отклонение от рефе-
ренсного решения в области отрывного течения несмотря на достаточно низкое
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расположение точки сшивки. Такое отклонение может быть связано с повышен-
ными ошибками моделирования вне области рециркуляционного течения, кото-
рые были описаны выше.

а) Re = 3.6× 107

б) Re = 3.6× 106

Рисунок 5.15 –– Отрывное обтекание плоской пластины: линии тока из расчёта на
самой подробной сетке (∆y+1 = 1) моделью Спаларта–Аллмараса на фоне расчёт-

ной сетки с ∆y+1 = 100 при разном значении числа Рейнольдса Re.

Влияние значения числа Рейнольдса на структуру течения в области рецир-
куляции иллюстрируется на рисунке 5.15. Как было показано ранее в [22], измене-
ние числа Рейнольдса слабо влияет на высоту области рециркуляционного тече-
ния, что также демонстрируется на рисунке. Изображённые линии тока получены
в численном решении рассматриваемой задачи с применением модели турбулент-
ности Спаларта–Аллмараса без использования методов пристеночных функций
на расчётной сетке с пристеночным разрешением∆y+in ∼ 1. Расчёты проводились
для значений чисел Рейнольдса Re = 3.6 × 107 (рисунок 5.15а) и Re = 3.6 × 106

(рисунок 5.15б). Также на рисунках приводятся расчётные сетки с пристеночным
разрешением ∆y+in ∼ 100 в соответствии с рассматриваемым числом Рейнольдса
и одинаковым коэффициентом увеличения шага сетки qy в вертикальном направ-
лении. На этих сетках также проводились сравнительные расчёты с применени-
ем метода ППФ и классического метода пристеночных функций. На рисунке 5.15
видно, что при одинаковом относительном шаге сетки ∆y+in ∼ 100 физический
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шаг ∆y внутри области рециркуляционного течения больше для случая меньше-
го значения числа Рейнольдса. Результаты расчётов для рассматриваемых чисел
Рейнольдса приводятся на рисунке 5.16. На графиках представлено распределе-

а) Re = 3.6× 107 б) Re = 3.6× 106

Рисунок 5.16 –– Отрывное обтекание плоской пластины: сравнение метода ППФ
(PWF) с классическимметодом пристеночныхфункций (CWF). Распределение ко-
эффициента трения вдоль пластины при разном значении числа Рейнольдса Re.

ние коэффициента трения вдоль пластины. Из рисунка 5.16а видно, что распреде-
ления коэффициента трения для обоих рассматриваемых методов пристеночных
функций относительно хорошо согласуются с референсным решением. С другой
стороны, как видно из рисунка 5.16б, результаты расчётов с меньшим числом Рей-
нольдсаRe = 3.6×106 для обоих рассматриваемых методов пристеночных функ-
ций заметно отличаются от референсного решения. Такое значительное откло-
нение связано с недостаточностью сеточного разрешения в поперечном направ-
лении в области рециркуляционного течения в случае меньшего значения числа
Рейнольдса. Таким образом можно сделать вывод о дополнительной необходимо-
сти достаточного разрешения структуры отрывного течения вдали от стенки для
сохранения точности решения задачи.
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5.3 Обтекание объёмной неровности в канале

5.3.1 Постановка

Применимость стандартного метода пристеночных функций и метода ППФ
для численных расчётов трёхмерных задач демонстрируется на решении верифи-
кационной задачи [88] о течении в плоском канале с трёхмерной неровностью.
Геометрия трёмерной неровности формируется протягиванием двумерной гео-
метрии неровности из [89] вдоль оси OY с −1 ⩽ y ⩽ 0. Получившаяся (или
исходная) геометрия определяется следующей формулой:

z(x) =

0.05(sin(πx/0.9− (π/3)))4, 0.3 < z < 1.2

0, 0 ⩽ z ⩽ 0.3 или 1.2 ⩽ z ⩽ 1.5
. (5.3)

Для формирования трёхмерности течения, поверхность пластины деформируется
вдоль потока в направлении оси OX по следуещеему выражению:

x = x0 + 0.3(sin(πy))4, (5.4)

где x0 – положение на двумерной геометрии при y = 0 и y = −1, x положение на
бампе. При прохожении потока над трёхмерным бампом развивается трёхмерное
течение с ненулевой поперечной компонентой скорости и градиентом давления.
При этом течение остаётся безотрывным.

Течение над трёхмерным бампом исследуется при числе Маха M = 0.2 и
числе РейнольдсаRe = 3×106, рассчитанном по единичной длине, в то время, как
длина пластины сотсавляет 1.5 единицы. На нижней поверхности вне пластины, а
также на боковых продольных поверхностях канала ставится условие симметрии.
Форма бампа в сечении плоскостью y = 0 и соответствующие граничные условия
показаны на рисунке 5.17.

Все расчёты проводились на структурированных расчётных сетках. Сетки
имели сгущения в нормальном к стенке направлении вблизи нижней границы и
вдоль оси OX вблизи границ пластины. В направлении оси OY шаг сетки оста-
ётся постоянным, приводя к тому, что объёмная сетка может быть составлена из
ряда плоских расчётных сеток, равномерно распределённых вдоль направления
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а) Cечение поверхности бампа
плоскостью y = 0

б) Расчётная сетка на нижней поверхности и
плоскости y = 0

Рисунок 5.17 –– Постановка задачи течения в канале с трёхмерным бампом.

OY . Только координата x0, которая определяет положение вершины бампа в каж-
дой двумерной сетке, меняется вдоль координаты y.

В качестве референсного решения использовалось решение с применением
модели Спаларта–Аллмараса без применение методов пристеночных функций на
определённой выше сетке с разрешённым вязким подслоем. Точность решения
подтверждается серией расчётов на последовательности вложенных сетках с уве-
личением количества узлов в два раза по каждому направлению и сравнением с
результатами, полученными на этих же расчётных сетках с применением решате-
ля CFL3D [79]. Использовались расчётные сетки в соответсвии с [79] со следущи-
ми размерностями вдоль направлений Nx, Ny, и Nz: сетка 1 – (9× 89× 41), сетка
2 – (17× 177× 81), сетка 3 – (33× 353× 161), сетка 4 – (65× 705× 321).

5.3.2 Результаты

На рисунках 5.18а и б представлены интегральные характеристики, полу-
ченные из решения на сетке с разрешённым вязким подслоем с применением
модели турбулентности Спаларта–Аллмараса без использования методов присте-
ночных функций. Представленные значения коээфициентов сил сравниваются с
результатами, полученными решателем CFL3D [79]. Оба решателя демонстриру-
ют сеточную сходимость к одинаковым величинам интегральных характеристик.
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а) Коэффициент сопротивления б) Коэффициент подъёмной силы
Рисунок 5.18 ––Верификационная задача с трёхмернымбампом в канале: сеточная
сходимость для модели Спаларта–Аллмараса и сравнение с результатами CFL3D.

N обозначет количество узлов в расчётной сетке.

Для расчётов с применением классического подхода и метода пенализи-
рованных пристеночных функций использовались структурированные расчётные
сетки, построенные на основе сеток 5-7, где было изменено распределение вдоль
направления оси OZ. В частности, сетка 5 построена с первым пристеночным
шагом ∆z1 = 10−3, соответствующим диапазону ∆z+1 = 60 . . . 170; сетка 6 с
первым пристеночным шагом ∆z1 = 5 × 10−4, соответствующим диапазону
∆z+1 = 30 . . . 90; и сетка 7 с первым пристеночным шагом ∆z1 = 10−4, соот-
ветствующим диапазону ∆z+1 = 7 . . . 20. Число узлов и их распределение вдоль
осей OX и OY равнялось, как на сетке 3: Nx = 353 и Ny = 33. Таким образом
результаты на расчётной сетке 3 для модели Спларта–Аллмараса без применения
методов пристеночных функций использовались в качестве рефернсных.

Для метода ППФ испоьлзовались следующие значения параметров: мас-
штабы релаксации ηf = ηs = 10−2, положение точки сшивки δ+EL = 100, толщина
области сшивки σ+ = 200. В начальный момент времени задавалось равномерное
поле со значением uτ = 7× 10−2.

Сравнение профилей компонент нормированной скорости u+ и w+ в цен-
тре бампа (x = 0, y = −0.5) представлено на рисунке 5.19. Как видно из рисунка,
профили скорости, полученные в расчётах с применением методов пристеночных
функций, хорошо согласуются с референсным решением во всех рассматривае-
мых случаях кроме расчёта на сетке 7.
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а) ППФ: профиль u+ б) Классический подход: профиль u+

в) ППФ: профиль w+ г) Классический подход: профиль w+

Рисунок 5.19 –– Верификационная задача с трёхмерным бампом в канале: иссле-
дование влияния сеточного разрешения. Профили скорости в центре бампа в точке

x = 0, y = −0.5.

Нормализованыый пристеночный шаг ∆z+1 для сетки 7 лежит в диапазоне
∆z+1 = 7 . . . 20, что соответствует буферной области турбулентного пограничного
слоя. Таким образом в классическом подходе точка сшивки лежит с области, где
аналитический закон стенки имеет пониженную точность апрроксимации про-
филя продольной компоненты скорости. Это объясняет заметное отклонение от
референсных данных профиля скорости для классического подхода на рисунках
5.19б и г.

Похожее поведение наблюдается и в распределении коэффициента трения
на поверхности пластины. Графики распределения коэффициента трения в сече-
нии плоскостью y = 0 представлены на рисунке 5.20. Как видно из рисунка 5.20б
наибольшее отклонение от референсного решение по коэффициенту трения Cf
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а) Метод ППФ б) Классический подход
Рисунок 5.20 ––Верификационная задача с трёхмерным бампом в канале: Влияние
пристеночного разрешения на распределение коэффициента трения на пластине

в сечении плоскостью y = 0.

наблюдается для расчётной сетки 7. Кроме того при применении классического
метода пристеночных функций наблюдается слабое согласование в начале пла-
стины для всех трёх рассматриваемых сеток. Как было отмечено в описании ре-
зультатов для двумерных тестовых задач, такое повышенное отклонение может
быть связано с сеточной зависимостью классического подхода.

5.4 Обтекание аэродинамического профиля NACA0012

5.4.1 Постановка

Рассматриваемая ниже постановка основывается на тесте [90]. Профиль
NACA0012 с острой задней кромкой обтекается равномерным потоком с числа-
ми Рейнольдса и Маха: Re = 6 × 106 и M = 0.15. Температура набегающе-
го потока равнялась T = 300K. Рассматривался широкий диапазон углов атаки
(α = 0, 5, 10, 15, 16, 17, 18°) для сравнения подходов к адаптации положения точ-
ки сшивки как на безотрывном, так и на отрывном обтекании профиля. Геометрия
профиля приведена на рисунке 5.21.
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Рисунок 5.21 –– Профиль NACA0012.

Референсный результат без применения методов пристеночных функций
(далее будет обозначаться СА) был получен на структурированной сетке с при-
стеночным шагом ∆h = 1 × 10−6. Пример структурированной сетки для ∆h =

5×10−5 приведён на рисунке 5.22. Расчёты с применением метода ППФ произво-

а) вся расчётная область б) область вблизи профиля
Рисунок 5.22 –– Структурированная расчётная сетка для ∆h = 5× 10−5.

дились на структурированной сетке с∆h = 5×10−5, 1×104 (далее обозначаются
ППФ с указанием шага сетки) и неструктурированной сетке (далее обозначается
ППФ adapt) с изменяющимся пристенным шагом от ∆h = 5 × 10−6 в передней
и задней частях профиля, где на рассматриваемых режимах ожидаются области
присоединения и отрыва потока, до∆h = 5× 10−5 в середине профиля, где тече-
ние ожидется безотрывным.

Для всех сеток использовалось одинаковое распределение узлов на поверх-
ностях профиля со сгущением к передней и задней кромкам. Число узлов на каж-
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дой поверхности равнялось 400. На рисунке 5.23 приведено распределение отно-
сительной высоты пристенного шага для рассматриваемых сеток для двух углов
атаки α = 0, 16°. Как видно из графика, распределение относительной величи-

Рисунок 5.23 –– Распределение относителной высоты пристенного шага сетки для
α = 0, 16°.

ны шага сетки ∆h+ неравномерно. На сетке СА для референсного решения на
рассматриваемых режимах ∆h+ < 1, что обеспечивает корректность результатов
при расчёте без применения методов пристеночных функций. На сетке с шагом
∆h = 5×10−5 в основной части профиля соответствует∆h+ ≈ 10 с увеличением
до∆h+ ≈ 50 в области передней кромки профиля (x ≈ 0) и снижением в областях
отрыва и присоединения потока. Для расчётной сетки с шагом∆h = 1× 10−4 все
величины соответсвенно увеличиваются в 2 раза. В случае с адаптивной сеткой
в центральной части профиля ∆h+ ≈ 10, а в областях передней и задних кромок
∆h+ ≲ 4.

На примере рассматриваемой задачи сравнивались два подхода адаптации
положения точки сшивки, описанные в разделе 2.3. Адаптация положения точки
сшивки с учётом только пристенного шага будет обозначаться ППФ∆+, а случай
учёта градиента давления—ППФp+. При использовании варианта адаптации по-
ложения точки сшивки ППФ∆+ для расчётной сетки с ∆h = 5 × 10−5 и адапти-
рованного варианта использовалось значение параметра ∆+ = 10, а для сетки с
∆h = 5 × 10−5 – ∆+ = 20, для того чтобы значение umin

τ было одинаковым на
основной части профиля. В то же время параметры подхода ППФp+ оставались
постоянными для всех расчётных сеток и соответствовали указанным ранее в раз-
деле 2.3.1.
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Задача решалась в плоскости OXY. Характерное удаление внешних гра-
ниц расчётной области от профиля составляло 100 хорд для уменьшения влия-
ния внешних граничных условий. Профиль обтекается равномерным потоком с
единичной скоростью направленной в соответсвии с рассматриваемым углом ата-
ки. На профиле ставится условие прилипания при расчёте на разрешённой сетке
без применения метода ППФ или условие проскальзывания с заданным трением
(2.23) и (2.24) при использовании метода ППФ. Тепловой поток на профиле рав-
нялся нулю.

5.4.2 Результаты

На рисунках 5.24 и 5.25 представлены распределения для коэффициента
трения и давления соответственно для углов атаки α = 5° и 16°. При α = 5°
обтекание профиля является безотрывным. При α = 16° присутствует отрывное
течение на верхней поверхности профиля у задней кромки, при этом было полу-
чено стационарное решение.

а) α = 5° б) α = 16°
Рисунок 5.24 –– Распределение коэффициента давления Cp.

Для обоих рассматриваемых углов атаки по профилю распределение коэф-
фициента давления Cp (см. рис. 5.24) хорошо согласуется. Для угла атаки α = 5°
максимальное отклонение в коэффициенте давления от референсного решения
для всех расчётов с применением метода ППФ располагалось в передней части
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а) α = 5° б) α = 16°
Рисунок 5.25 –– Распределение коэффициента трения Cf .

профиля и составило менее 10−2. В остальной части профиля ∆Cp ≈ 2 × 10−3.
Для угла атаки α = 16° максимальное значение ∆Cp ≈ 2 × 10−1 аналогично на-
ходилось в начале профиля. В основной части профиля – ∆Cp ≲ 1× 10−2.

На рисунке 5.25 приведены распределения коэффициентаCf трения по про-
филю для двух углов атаки α = 5, 16°. Как видно из рисунка, для обоих углов
атаки в целом по профилю распределение коэффициента трения хорошо согла-
суется. Ошибка для всех вариантов расчётов с применением метода ППФ в срав-
неннии с референсным решением в центральной части профиля составляет менее
2× 10−4. Наибольшая ошибка достигается в передней части профиля. Для α = 5°
(рис. 5.25а) максимальная ошибка составила 3×10−3 на сетках с постоянным при-
стенным шагом. В это же время на адаптированной сетке с уменьшенным шагом
в передней и задних частях профиля максимальная ошибка в области передней
кромки по коэффициенту трения составила ∆Cf ≈ 5 × 10−4 для обоих вариан-
тов адаптации положения точки сшивки. Как видно на рисунке 5.25а, несмотря
на сопоставимые максимальные отклонения для разных вариантов адаптации по-
ложения точки сшивки, в случае для сетки ∆h = 5 × 10−5 немного лучше себя
показал вариант с учётом градиента давления. В то же время на адаптированной
сетке лучше результаты у варианта вычисления umin

τ через ∆+.
Для большего угла атаки α = 16° (рис. 5.25б) поведение в коэффициенте

трения в передней части профиля качественно остаётся таким же. При этом мак-
симальная ошибка в Cf для сетки с ∆h = 5 × 10−5 увеличилась до 6 × 10−3, для
сетки с∆h = 1×10−4 – до 8×10−3, а для адаптированной сетки – до 2×10−3. При
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этом ошибка в определении точки отрыва xsep при использовании метода ППФ
для α = 16° для всех рассмативаемых вариантов сеток составила∆xsep ≈ 0.01, на
такое отклонение приходится примерно 7 узлов расчётной сетки. Для двух рас-
сматриваемых углов атаки наблюдается повышение точности при увеличении се-
точного разрешения.

Эффективное положение точки сшивки вдоль профиля, полученное в рас-
чёте согласно формулировке, приведённой в разделе ??, демонстрируется на ри-
сунке 5.26 для рассматриваемых углов атаки α = 5°, 16°. Из рисунка 5.26 видно,

а) α = 5° б) α = 16°
Рисунок 5.26 –– Распределение эффективного положения точки сшивки δ

+eff
EL .

что для расчётных сеток с постоянным пристеночным разрешением в варианте
ППФ∆+ положение точки сшивки в начале профиля практически сразу же выхо-
дит на значение параметра δ+EL = 50, в то время как для сетки с адаптированным
пристеночным шагом в областях присоединения потока значение δ

+eff
EL дольше

остаётся в области вязкого подслоя в начале профиля, что объясняет меньшую
ошибку в коэффициенте трения для адаптированной сетки. В то же время при
использовании ППФp+ выход δ

+eff
EL на значение δ+EL = 50 происходит одновре-

менно для всех расчётных сеток. При этом, чем подробнее сетка, тем ниже сме-
щается точка сшивки, что приводит к уменьшению ошибок в области адаптации
сеточного шага.

Также необходимо отметить, что δeffEL в случае с адаптивной сеткой находит-
ся значительно ниже первого пристеночного шага для сетки с фиксированным
шагом. В области отрыва (см. рис. 5.26б) для обоих вариантов адаптации поло-
жения точки сшивки наблюдается смещение положения точки сшивки в сторону
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профиля. При этом для адаптированной сетки точка сшивки находится в области
вязкого подслоя в большей области по сравнению с результатами на сетке с по-
стоянным пристеночным шагом. Необходимо заметить, что из-за меньшего шага
в случае адаптивной сетки для α = 5° (см. рис. 5.26а) в расчёте для ППФ ∆+ на
задней части профиля наблюдается смещение точки сшивки в сторону стенки в
безотрывной области течения. Такое смещение в области без собенностей вызва-
но зависимостью (2.30) граничного значения umin

τ от пристеночного разрешения
сетки∆, которое значительно было уменьшено в области адаптации. В то же вре-
мя для варианта ППФ p+ такого смещения не наблюдается, а переход из области
адаптации положения точки сшивки в область δ

+eff
EL = 50 происходит для всех

рассматриваемых сеток одновременно. Таким образом вариант ППФp+ менее се-
точно зависим, чем ППФ∆+. При этом полностью избавиться от зависимости от
сеточного разрешения не удалось, так как смещение точки сшивки ограничено
снизу расстоянием от стенки до первого узла.

На рисунках 5.27а и б приведены полученные зависимости для коэффици-
ента подъёмной силы Cl и коэффициента сопротивления Cd соответсвенно.

а) коэффициент подъёмной силы б) коэффициент сопротивления
Рисунок 5.27 –– Зависимость интегральных характеристик от угла атаки.

Значения отклонений от рефернсного решения в зависимости от угла ата-
ки приведены на рисунках 5.28а для Cl и 5.28б для Cd. Для режимов с α > 0°
отклонение по Cl от референсного решения составило менее 3% для всех вариан-
тов расчётов. Увеличение отклонения по Cl при α = 0° для неструктурированной
адаптированной сетки объясняется несимметричностью сетки относительно оси
OX . Для адаптированной сетки отклонение поCl для α > 0° составило менее 1%.
При этом для α ⩾ 15°, где присутсвует отрыв, для варианта ППФ p+ ошибка по
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а) коэффициент подъёмной силы б) коэффициент сопротивления
Рисунок 5.28 –– Зависимость от угла атаки отклонения интегральных характери-

стик от референсного решения.

Cl уменьшается и становится заметно меньше, чем для варианта ППФ∆+, где от-
клонение от референсного решения увеличивается с ростом угла атаки. В случае
сеток с постоянным пристеночным разрешением меньшая ошибка наблюдается
для варианта ППФp+ для малых углов атаки. При увеличении угла атаки результа-
ты для рассматриваемых методов адаптации положения точки сшивки становятся
очень близкими.

Отклонение по коэффициенту сопротивления увеличивается при увеличе-
нии пристеночного шага расчётной сетки. На безотрывных режимах обтекания
(α ⩽ 10°) отклонение от рефернсного решения по Cd для сетки c ∆h = 10−4 со-
ставило менее 4×10−4 (∼ 3%), для сетки c∆h = 5×10−5 – менее 3×10−4 (∼ 2%),
на адаптированной сетке – менее 7 × 10−5 (∼ 0.5%). Для сетки с ∆h = 5 × 10−5

ошибка с применение ППФp+ меньше в ∼ 0.75 раз для α = 0°, чем для ППФ∆+.
Разница между решниями уменьшается с ростом угла атаки. При этом на адапти-
рованной сетке наблюдается обратная ситуция: большее отклонение для ППФp+

на малых углах атаки, чем для ППФ∆+, а на режимах с сильным отрывным тече-
нием α > 16° отклонение от референсного решения по Cd для ППФp+ становится
меньше более чем в 2 раза, чем для ППФ∆+. Для сетки с постоянным пристеноч-
ным шагом∆h = 1×10−4 результаты, полученные с применнеием рассматривае-
мых алгоритмов адаптации положения точки сшивки, являются сопоставимыми.

Точность метода ППФ для отрывных режимов на рассматриваемых сетках
варьируется от хорошей для адаптированной сетки до неплохих для сетки с боль-
шим постоянным пристеночным шагом. Необходимо отметить, что при увеличе-
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нии пристеночного шага расчётной сетки увеличивался шаг сетки и во вненшней
области течения, что также влияет на точность решения. Поэтому на грубой рас-
сматриваемой сетке результаты не меняются существенно при смене вариантов
адаптации положения точки сшивки.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Разработана методика адаптации точки сшивки – места согласования

внешенго решения осреднённых уравнений Навье–Стокса и пристеноч-
ной функции. Предложенная методика адаптации основана на учёте ло-
кальных характеристик течения и пристеночного шага сетки. Её приме-
нение повышает точность решения задач с особенностями: точками от-
рыва и присоединения потока, областями отрывного течения. Предложен
метод распространения адаптированного положения точки сшивки для
повышения надёжности расчёта сложных турбулентных течений. Пред-
ложен алгоритм использования анизотропной искусственной вязкости в
уравнении для определения скорости трения в методе пенализирован-
ных пристеночных функций. Применение искусственной вязкости суще-
ственно снижает численные осцилляции при расчёте на неструктуриро-
ванных сетках.

2. Разработана численная схема на основе метода локальных разбиений
элементов для аппроксимации члена направленной искусственной вяз-
кости в уравнении для определения скорости трения в методе пенали-
зированных пристеночных функций. Разработанная схема обладает ком-
пактным шаблоном, что необходимо, когда на высоту области действия
оператора сглаживания приходится малое число узлов расчётной сетки.

3. Программно реализованы предлложенные модификации метода пенали-
зированных пристеночных функций и трёхмерный вариант метода для
неструктурированных сеток в программном комплексе NOISEtte с при-
менением технологий распараллеливания MPI + OpenMP.

4. Проведён сравнительный анализ метода пенализированных пристеноч-
ных функций с традиционным методом пристеночных функций на при-
мере решения тестовых задач. Продемонстрированы сеточная независи-
мость и повышение точности результатов при использовании метода пе-
нализированных пристеночных функций. Продемонстрирована приме-
нимость метода пенализированных пристеночных функций на приклад-
ной задаче задаче внешнего обтекания.
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