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Èññëåäîâàíèå ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè è àêêðåöèè â êåïëåðîâñêîì

äèñêå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîé ñõåìû HLLD

Ïðîâåäåí ëèíåéíûé àíàëèç ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â äèôôåðåíöèàëüíî âðàùà-

þùåéìñÿ àñòðîôèçè÷åñêîì äèñêå â ëîêàëüíîé ïîòñàíîâêå, âûâåäåí çàêîí äèñïåðñèè äëÿ àëüôâå-

íîâñêèõ âîëí â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè.

Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ÌÃÄ-óðàâíåíèÿ äëÿ ìàëîãî ïëîñêîãî ó÷àñòêà

êåïëåðîâñêîãî äèñêà. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè îò íà÷àëü-

íûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ÷èñëåííîé ñõå-

ìå HLLD.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ñîâìåñòíî ñ Ñîâåòîì

ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèé-

ñêèõ ó÷åíûõ (ãðàíò ÌÊ-390.2010.2) è ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-

64468.2010.2, à òàêæå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 09-02-00502a).

V.M. Chechetkin, C.R. Sychugov
The reaserch of magnetorotational instability and accretion in keplerian disk based

on HLLD Rieman solver.

The liniar analysis of the local MRI evolution in differentialy rotating media of astrophysical disk
was caried out. The dispersion law for axysymmetrical approach have been obtained.

The MHD equations was solved numericaly for small two-dimentional neighbourhood of selected
point in keplerian disk. Dependence of turbulent viscosity parameter on initial conditions have been
analysed.

This work was supported by the Ministry of Education and Science jointly with the Council for
Grants of the President of the Russian Federation for State Support of young russian scientists, state
support of leading scientific schools and Russian Foundation for Basic Research.
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1. Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçâèòèÿ ìàãíèòîðîòàöèîííîé

íåóñòîé÷èâîñòè (äàëåå � ÌÐÍ) â íàìàãíè÷åííîì êåïëåðîâñêîì äèñêå. Íåóñòîé-

÷èâîñòü ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé â äèñêå, êîòîðûå, â ñâîþ

î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàþò òóðáóëåíòíóþ âÿçêîñòü òå÷åíèÿ. Èìåííî òóðáóëåíòíàÿ

âÿçêîñòü ñ÷èòàåòñÿ îñíîâíûì âîçìîæíûì ìåõàíèçìîì ïåðåäà÷è óãëîâîãî ìî-

ìåíòà â äèñêå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò àêêðåöèÿ âåùåñòâà íà ãðàâèòèðóþ-

ùåå òåëî. Ìîëåêóëÿðíàÿ âÿçêîñòü â òàêèõ äèñêàõ ìàëà è íå ìîæåò îáåñïå÷èòü

íàáëþäàåìûõ òåìïîâ àêêðåöèè. ÌÐÍ äèôôåðåíöèàëüíî âðàùàþùèõñÿ òå÷å-

íèé áûëà ïðåäñêàçàíà Âåëèõîâûì â 1959 ãîäó [1].

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ â êåïëåðîâñêîì äèñêå óáûâàåò ñ ðîñòîì ðà-

äèóñà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçâèòèÿ ìàãíèòîðîòàöîííîé

íåóñòîé÷èâîñòè [2]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîé ãàçîäèíàìèêè äèñê, âðàùàþùèé-

ñÿ ïî êåïëåðîâñêîìó çàêîíó óñòîé÷èâ, òàê êàê â îòñóòñâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â íåóáûâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòà ðà-

äèóñà è óãëîâîé ñêîðîñòè Ω. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü â òàêîì äèñêå

ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðè÷åì çàìå÷àòåëüíûì

ôàêòîì ÿâëååòñÿ òî, ÷òî ñàìî ïîëå ìîæåò áûòü ñëàáûì.

Â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ î÷åíü ñëîæíî âîñïðîèçâåñòè ïîâåäåíèå àñòðîôè-

çè÷åñêîé ïëàçìû, êîòîðàÿ îáëàäàåò êðàéíå âûñîêîé ïðîâîäèìîñòüþ. Â ñâÿçè

ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé è ïîÿâëåíèåì íîâûõ àëãîðèòìîâ äëÿ

ðàñ÷åòà ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ïîñòà-

âèòü ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÌÐÍ â àêêðåöèîííûõ äèñêàõ.

Îäíîé èç ïðîáëåì ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè àêêðåöèîííûõ äèñêîâ ÿâëÿ-

åòñÿ íåñîîòâåòñòâèå íèçêîé òåìïåðàòóðû äèñêà, ôèêñèðóåìîé â íàáëþäåíèÿõ,

ñ òåìïåðàòóðîé, ïîëó÷àåìîé â ðàñ÷åòàõ, ãäå òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü ïðèâîäèò

ê ñèëüíîìó íàãðåâó äèñêà. ×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó â äàííîé ðàáîòå ïðè-

íÿòà ìîäåëü èçîòåðìè÷åñêîãî äèñêà. Ýòî ïîçâîëÿåò îòâëå÷üñÿ îò ïðîáëåìû

ïåðåõîäà ìàãíèòíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â òåïëîâóþ.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ âçÿòà ìàëàÿ äâóìåðíàÿ îáëàñòü äèñêà (ïðîèçâîäíûå ïî óãëó

îáðàùåíû â íîëü) íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðàëüíîãî ãðàâèòèðóþùåãî

òåëà. Ñàìè ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå ÌÂÑ-100Ê

Ìåæâåäîìñòâåííîãî Ñóïåðêîìïüþòåðíîãî Öåíòðà ÐÀÍ.
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2. Âûâîä óðàâíåíèé äëÿ âîçìóùåíèé

Ñèñòåìà óðàâíåíèé èäåàëüíîé èçîòåðìè÷åñêîé ÌÃÄ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîð-

äèíàòàõ ñèñòåìà èìååò âèä:

∂ρ

∂t
+

1

r

∂(rρvr)

∂r
+

1

r

∂(ρvϕ)

∂ϕ
+
∂(ρvz)

∂z
= 0, (1)

∂vr
∂t

+ (v∇) vr −
v2
ϕ

r
+

1

ρ

∂

∂r

(
c 2
τ ρ+

B2

8π

)
−

− 1

4πρ

(
(B∇)Br −

B2
ϕ

r

)
+
∂Φ

∂r
= 0, (2)

∂vϕ
∂t

+ (v∇) vϕ +
vrvϕ
r

+
1

ρr

∂

∂ϕ

(
c 2
τ ρ+

B2

8π

)
−

− 1

4πρ

(
(B∇)Bϕ +

BrBϕ

r

)
= 0, (3)

∂vz
∂t

+ (v∇) vz +
1

ρ

∂

∂z

(
c 2
τ ρ+

B2

8π

)
− 1

4πρ
(B∇)Bz +

∂Φ

∂z
= 0, (4)

∂Br

∂t
− 1

r

∂

∂ϕ
(vrBϕ − vϕBr) +

∂

∂z
(vzBr − vrBz) = 0, (5)

∂Bϕ

∂t
− ∂

∂z
(vϕBz − vzBϕ) +

∂

∂r
(vrBϕ − vϕBr) = 0, (6)

∂Bz

∂t
− 1

r

∂

∂r
r(vzBr − vrBz) +

1

r

∂

∂ϕ
(vϕBz − vzBϕ) = 0, (7)

ãäå P = c 2
τ ρ äàâëåíèå â èçîòåðìè÷åñêîì ñëó÷àå, Φ(R) =−GM/R � ãðàâèòàöè-

îííûé ïîòåíöèàë, R � ðàññòîÿíèå äî öåíòðà (R 2 = r2 + z2 â öèëèíäðè÷åñêîé

ñèñòåìå), (v∇) = vr∂/∂r + (vϕ/r)∂/∂ϕ+ vz∂/∂z � ïðîèçâîäíàÿ âäîëü ëèíèè

òîêà.

2.1 Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

Äëÿ ëèíåàðèçàöèè îòäåëèì âîçìóùåíèÿ îò îñíîâíîãî òå÷åíèÿ. Ñêîðîñòü òå÷å-

íèÿ ïðåäñòàâëÿòñÿ â âèäå îñíîâíîãî êåïëåðîâñêîãî òå÷åíèÿ Ωê(r) × r è ¾âîç-

ìóùåííîé¿ äîáàâêè, à ôîíîâûì ìàãíèòíûì ïîëåì áóäåò îäíîðîäíîå ïîëå Bz0.
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Äåëàåì çàìåíó:

ρ = ρ0 + ρ ′,

v = v0 + v′, v0 = (0, rΩê(r), 0),

B = B0 + B′, B0 = (0, 0, Bz0).

Ñëàãàåìîå ∂Φ/∂r âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñòåìû îòâå÷àåò ðàäèàëüíîé êîì-

ïîíåíòå ãðàâèòàöèîííîé ñèëû. Îíî óðàâíîâåøèâàåòñÿ öåíòðîáåæíîé ñèëîé:

∂Φ

∂r
≡ rΩ2

ê,

−
v2
ϕ

r
+
∂Φ

∂r
= −2 Ωêv

′
ϕ −

(v′ϕ)2

r
.

Âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòîé ñèëû ãðàâèòàöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ââèäó ìàëî-

ñòè z:
∂Φ

∂z
≡ zΩ2

ê → 0

Â óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîçìóùåíèÿ, òàêèì îáðàçîì, âîéäåò òîëüêî ñèëà

Êîðèîëèñà 2(Ωê × v′). Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà óðâàíåíèé:

∂ρ ′

∂t
+ ρ0

(
∂v′r
∂r

+
∂v′z
∂z

)
= 0,

∂v′r
∂t
− 2 Ωêv

′
ϕ +

c2
τ

ρ0

∂ρ ′

∂r
+

Bz0

4πρ0

(
∂B′z
∂r
− ∂B′r

∂z

)
= 0,

∂v′ϕ
∂t

+ Ωê v
′
r

(
2 +

dln Ωê

dln r

)
− Bz0

4πρ0

∂B′ϕ
∂z

= 0,

∂v′z
∂t

+
c2
τ

ρ0

∂ρ ′

∂z
= 0,

∂B′r
∂t
−Bz0

∂v′r
∂z

= 0,
∂B′z
∂t

+Bz0
∂v′r
∂r

= 0,

∂B′ϕ
∂t
−Bz0

∂v′ϕ
∂z
−B′r Ωê

dln Ωê

dln r
= 0

(8)

ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèé äëÿ Λ ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîëí, åñëè èç

íåå óáðàòü ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ âðàùåíèåì (ñì. [4]). Îòñþäà ìîæíî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè äëÿ îäèíàêîâûõ òèïîâ âîëí â íàøåé ñèñòåìå
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áóäåò ïîõîæ íà äèñïåðñèþ â îòñóòñâèè âðàùåíèÿ. Îäíàêî, ýòî íå ñîâñåì òàê.

Â ÷àñòíîñòè, âðàùåíèå âñåé ñèñòåìû áóäåò âëèÿòü íà íàïðàâëåíèå ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ àëüôâåíîâñêèõ âîëí. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé (8) ñëàãàåìûå, îáðàò-

íîïðîïîðöèîíàëüíûå ðàäèóñó íå áûëè ó÷òåíû, ÷òî ðàâíîñèëüíî ïåðåõîäó ê

äâóìåðíûì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì (r, z) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ãðàâè-

òèðóþùåãî öåíòðà.

2.2 Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàêîíà äèñïåðñèè âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé.

Ñèñòåìà (8) ëèíåéíà è îäíîðîäíà ñ ïîñòîÿííûìè ïî âðåìåíè êîýôôèöèåíòàìè,

çíà÷èò ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå ïëîñêèõ âîëí:

ρ ′ = δρ e−i(ωt−krr−kzz),

v′ = δv e−i(ωt−krr−kzz),

B′ = δB e−i(ωt−krr−kzz),

ãäå δv = (δvr, δvϕ, δvz) è δB = (δBr, δBϕ, δBz) � âåêòîðíûå àìïëèòóäû âîçìó-

ùåíèé ñêîðîñòè è ïîëÿ.

Ïðè ïîäñòàíîâêå òàêîé ôîðìû ðåøåíèÿ â (8) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä âîëí δρ , δv, δB:

−i ωδρ + i(krδvr + kzδvz) = 0,

−i ωδvr − 2 Ωêδvϕ + i
c2
τ kr
ρ0

δρ + i
Bz0

4πρ0
(krδBr − kzδBz) = 0,

−i ωδvϕ + Ωê(2 +
dln Ωê

dln r
)δvr − i

Bz0

4πρ0
kzδBϕ = 0,

i ωδvz − i
c2
τkz
ρ0

δρ = 0,

i ωδBr + ikzBz0δvr = 0,

i ωδBϕ + ikzBz0δvϕ − Ωê

dln Ωê

dln r
δBr = 0,

−i ωδBz + ikrBz0δvr = 0.
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Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå:

−i ωδρ + i( k δv) = 0,

−i ωδv + 2(Ωê × δv) + eϕΩê

dln Ωê

dln r
δvr +

c2
τ

ρ0
k δρ +

+
1

4πρ0
(Bz0 × ( k× δB)) = 0,

−i ωδB− ( k × (δv ×Bz0))− eϕΩê

dln Ωê

dln r
δBr = 0.

(9)

Íåóñòîé÷èâûìè áóäóò òå âîëíû, ó êîòîðûõ ìíèìàÿ ÷àñòü ω áîëüøå íóëÿ. Äëÿ

ïðîñòîòû ðàññìîòðèì òîëüêî àëüôâåíîâñêèå âîëíû. Â òàêèõ âîëíàõ îòñóòñòâó-

þò âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (9) ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèÿ:

δρ = 0, ( k δv) = 0,

−i ωδv + 2(Ωê × δv) + eϕΩê

dln Ωê

dln r
δvr +

1

4πρ0
(Bz0 × ( k× δB)) = 0,

−i ωδB− ( k × (δv ×Bz0))− eϕΩê

dln Ωê

dln r
δBr = 0.

(10)

Ñèñòåìà (10) íàêëàäûâàåò îãðàíèåíèÿ íà íàïðàâëåíèÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ, à

òàê æå âåêòîðîâ ñêîðîñòè è ïîëÿ:

1. δv ⊥ k, 2. δv ⊥ Bz0,

3. k ⊥ eϕ, 4. δv ∼ (δv ×Ωê) + C,
(11)

ãäå C � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â ïëîñêîñòè rϕ, íå çàâèñÿùèé îò δv, è èìåþ-

ùèé ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì âðàùåíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (11) íàêëàäûâàþò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà âîëíîâîé

âåêòîð:

kr = 0. (12)

Â îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîëüêî ïåðâûå òðè óñëîâèÿ èç (11).

Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð k ìîæåò áûòü íàïðàâëåí êàê óãîäíî â ïëîñêîñòè

rz (òî åñòü kr ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ). Èç ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé ñëåäó-

åò, ÷òî δv áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè rz, òî åñòü δvr = 0. Ðàäèàëüíàÿ

êîìïîíåíòà ñêîðîñòè íå áóäåò ðàâíà íóëþ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð
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k íàïðàâëåí ïî îñè z. Íî â íàøåì ñëó÷àå äèñê âðàùàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê

âîçíèêíîâåíèþ ñèëû Êîðèîëèñà, êîòîðàÿ ¾ïîâîðà÷èâàåò¿ âåêòîð âîçìóùåíèÿ

ñêîðîñòè δv â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè äèñêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàëè÷èå

íåíóëåâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè δvϕ 6= 0 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðàäèàëüíîé

êîìïîíåíòû: δvr 6= 0. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî ãîâîðèò î íåâåð-

íîñòè ïðåäïîëîæåíèÿ kr 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâîé âåêòîð â àëüôâåíîâñêîé âîëíå âî âðàùàþùåé-

ñÿ ñèñòåìå ìîæåò áûòü íàïðàâëåí òîëüêî ïî îñè z � ýòî è åñòü óñëîâèå (12).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå îãðàíè÷åíèå íà âîëíîâîé âåêòîð îáóñëîâëå-

íî, ïîìèìî íàëè÷èÿ âðàùåíèÿ, äâóìåðíîñòüþ çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k

èìååò íåíóëåâóþ ϕ-êîìïîíåíòó, òî âåêòîð ñêîðîñòè ïðè ýòîì áóäåò ïåðïåíäè-

êóëÿðåí ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç k è Bz0. Çíà÷èò, δvr íå áóäåò ðàâíî íóëþ

ïðè kr 6= 0. Íî ýòî ñïðàâåäëèâî òîëüêî òîãäà, êîãäà kr è kϕ îòëè÷íû îò íóëÿ

îäíîâðåìåííî: åñëè kr = 0, à kϕ 6= 0, òî îïÿòü ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Â èòî-

ãå ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: â àëüôâåíîâñêîé âîëíå âî âðàùàþùåéñÿ

ñèñòåìå ëèáî âñå òðè êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà îòëè÷íû îò íóëÿ, ëèáî

îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî z-êîìïîíåíòà. Ýòîò ýôôåêò âûçâàí ñèëîé Êîðèîëèñà,

êîòîðàÿ íå äàåò ïî îòäåëüíîñòè ¾èñ÷åçíóòü¿ îäíîé èç êîìïîíåíò ñêîðîñòè: δvr

èëè δvϕ.

Â íàøåì ñëó÷àå àëüôâåíîâñêèå âîëíû áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòñÿ òîëüêî âäîëü

îñè z. Çàéìåìñÿ íàõîæäåíèåì çàêîíà äèñïåðñèè äëÿ òàêèõ âîëí. Äëÿ ýòîãî

ïåðåïèøåì ñèñòåìó (10) â ïîêîìïîíåíòíîé ôîðìå, ñ ó÷åòîì (12):

δρ = 0, δvz = 0, δBz = 0, (13)

i ωδvr + 2 Ωêδvϕ + i
Bz0

4πρ0
kzδBr = 0, (14)

i ωδvϕ − Ωê(2−
dln Ωê

dln r
)δvr − i

Bz0

4πρ0
kzδBϕ = 0, (15)

δBr = −kzBz0

ω
δvr, (16)

i ωδBϕ + ikz Bz0δvϕ + Ωê

dln Ωê

dln r
δBr = 0, (17)

Ïîêà ìû íèãäå íå èñïîëüçîâàëè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êåïëåðîâñêîé óãëîâîé

ñêîðîñòè (??). Ýòî ïîçâîëèò íàéòè óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ äèñêà, ñêîðîñòü
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âðàùåíèÿ êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó çàêîíó. Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé, íàõîäèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå:

ω − α2

ω
− 2 Ωê

2

(
1 +

1

2

dln Ωê

dln r

)
−
α2

ω2

ω −
α2

ω

= 0,

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå:

α = kzva,

ãäå va =
Bz0√
4πρ0

� àëüôâåíîâñêàÿ ñêîðîñòü (ôàçîâàÿ ñêîðîñòü àëüôâåíîâñêîé

âîëíû � ñì. [4]). Âåëè÷èíà α èìååò ðàçìåðíîñòü ÷àñòîòû, îíà îïðåäåëÿåò âëè-

ÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, à ñëåäîâàòåëüíî, è íà

óñòîé÷èâîñòü âñåé ñèñòåìû. Ïîñëåäíåå óðàâíåå ëåãêî ñâîäèòñÿ ê áèêâàäðàòíîé

ôîðìå:

ω4 − 2

(
2 Ω2

ê

(
1 +

1

2

dln Ωê

dln r

)
+ α2

)
ω2 + 2α2 Ω2

ê

dln Ωê

dln r
+ α4 = 0. (18)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà íå ðàñêà÷èâàëàñü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ω2 áûëî ïîëî-

æèòåëüíûì. Êîðíè óðàâíåíèÿ (18):

(ω2)± = α2 + 2 Ω2
ê

(
1 +

1

2

dln Ωê

dln r

)
± 2 Ωê

√
α2 + Ω2

ê

(
1 +

1

2

dln Ωê

dln r

)2

. (19)

Êîðåíü (ω2)+ âñåãäà ïîëîæèòåëüíûé, è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïîñëå ïðîñòûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé çàïèøåòñÿ òàê:

α2 > −2 Ω2
ê

dln Ωê

dln r
, (20)

èëè, ðàñïèñûâàÿ α:

k2
z > −2 Ω2

ê

v2
a

dln Ωê

dln r
.

Èç ïîñëåäíåãî âèäíî, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíûõ L âñåãäà íàéäóòñÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøèå äëèíû âîëí λz = k−1
z , òàêèå, ÷òî íåðàâåíñòâî áóäåò íàðóøàòüñÿ. Ïðè-

÷åì âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ Bz0 ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, ïðè

ýòîì íåóñòîé÷èâûå ìîäû áóäóò ïðîñòî ñäâèãàòüñÿ â äëèííîâîëíîâóþ îáëàñòü.

Ïîëó÷åííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè:

dln Ωê

dln r
> 0,
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èëè
dΩê

dr
> 0 (21)

øèðîêî èçâåñòíî â òåîðèè ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè (ñì., íàïðè-

ìåð, [2]). Çäåñü ýòî óñëîâèå ïîëó÷åíî ïðèìåíèòåëüíî ê àëüôâåíîâñêèì âîë-

íàì, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè. Íî åñëè äèñê íåóñòîé÷èâ

ñîãëàñíî óñëîâèþ (21), òî àëüôâåíîâñêèå âîëíû, ðàñêà÷èâàÿñü, ïðèâåäóò ê

ïîÿâëåíèþ äðóãèõ òèïîâ âîëí.

Äëÿ êåïëåðîâñêîãî äèñêà:

Ωê

dln Ωê

dln r
= −3

2
Ωê < 0, (22)

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà, è ìàëûå îòêëîíåíèÿ

îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ñòàòü ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ òóðáóëåíò-

íûõ òå÷åíèé. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñîãëàñíî óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè äëÿ

âðàùàòåëüíûõ òå÷åíèé â îáû÷íîé ãèäðîäèíàìèêå êåïëåðîâñêèé äèñê áóäåò

óñòîé÷èâ:
d(r2 Ωê)

dr
> 0.

Òàêîå ñâîéñòâî êåïëåðîâñêîãî òå÷åíèÿ � óñòîé÷èâîñòü â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì

ñìûñëå è íåóñòîé÷èâîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ÌÃÄ � äåëàåò ïîäîáíîå òå÷åíèå èí-

òåðåñíûì äëÿ èçó÷åíèÿ ðîëè ìàãíèòîðîòàöèííîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðàçâèòèè

òóðáóëåíòíîñòè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (19) ìîæíî íàéòè äëèíû âîëí, êîòîðûå áóäóò ¾ðàñêà÷è-

âàòüñÿ¿ áûñòðåå âñåãî. Â äàëüíåéøåì ýòî áóäåò ïîëåçíî äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷èñ-

ëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ L

èç êåïëåðîâñêîãî çàêîíà (22), è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ x(α) = (ω2)−:

x(α) = α2 +
1

2
Ω2

ê − 2 Ωê

√
α2 +

Ω2
ê

16
. (23)

Â òî÷êå, ãäå ôóíêöèÿ x(α) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, ìíèìàÿ

÷àñòü ω áóäåò íàèáîëüøåé:

∂x(α)

∂α
= 2α

1− Ωê√
α2 +

Ω2
ê

16

 ,

αmin =

√
15

16
Ωê.
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Èíêðåìåíò ñàìûõ áûñòðîðàñòóùèõ âîçìóùåíèé:

γ = Imω− =
3

4
Ωê. (24)

Îòâå÷àþùèå íàéäåííîìó αmin êðèòè÷åñêàÿ äëèíà âîëíû è âîëíîâîé âåêòîð:

kz crit =
α

va
∼=

Ωê

va
,

λ crit =
kz crit
2 π

∼=
2 πva
Ωê

.

(25)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò: λ crit ∼ va/Ωê ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî ïîëó÷åí â íà÷àëå

ïóíêòà 2.4 èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè.

3. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÌÃÄ ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî

àëãîðèòìîâ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé õîðîøî ïîäõîäÿò

÷èñëåííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðàñ÷åòå ðàñïàäà ðàçðûâà, ò.å. íà âû÷èñ-

ëåíèè ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíèöû êàæäîé ÿ÷åéêè ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Äëÿ ðàñ÷åòà

èçîòåðìè÷åñêîé ÌÃÄ â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ îòíîñèòåëüíî íîâûé ìåòîä,

ðàçðàáîòàííûé À. Ìèãíîíîì â 2007 ãîäó [5]. Ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà îäíîé èç

ìîäèôèêàöèé ñõåìû HLL (Harten-Lax-van Leer, [6], [7]) äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî

ñëó÷àÿ, è íîñèò íàçâàíèå ¾HLLD¿. Ïðåèìóùåñòâàìè íîâîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ

ñðàâíèòåëüíî ìàëàÿ ÷èñëåííàÿ âÿçêîñòü è îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè

àëãîðèòìà. Êðîìå òîãî, ýòà ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò

ïðîãðàììèðîâàíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Çàäà÷à ðåøàëàñü â äâóìåðíîé îáëàñòè ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè: ïåðèîäè÷åñêèìè ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå óãëîâîé ñêîðîñòè, äëÿ

êîòîðîé èç-çà ðàçíèöû êåïëåðîâñêîé ñêîðîñòè íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò

öåíòðà ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûãëÿäèò òàê: vϕ(r1, z) = ũy(r2, z)−
3

2
Ω0(r2 − r1),

vϕ(r, z1) = ũy(r, z2),

ãäå êîîðäèíàòû r1 è r2 îòâå÷àþò ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöå ñîîòâåòñòâåííî, à z1

è z2 � íèæíåé è âåðõíåé.
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4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è èõ àíàëèç

Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè çàäà÷è áûëî çàôèêñèðîâàíî çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè â

öåíòðå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè: Ω0 = 10−3, íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà ïîëîæå-

íà ðàâíîé åäèíèöå ρ0 = 1. Ðàçìåðû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè òàêæå áûëè âûáðàíû

ðàâíûìè åäèíèöå lx = lz = 1. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî GM = 1, ðàññòîÿíèå äî

öåíòðà àêêðåöèîííîãî äèñêà R0 = 100. Îòíîøåíèå ãàçîâîãî äàâëåíèÿ ê ïëîò-

íîñòè âåùåñòâà, êîòîðîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû ðàâíî êâàäðàòó

èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà: P/ρ = c2
τ = 10−5. Ïîëóòîëùèíà ðåàëüíîãî

êåïëåðîâñêîãî äèñêà, ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ áóäåò ðàâíà hz = cτ/Ω0 = 3.16,

òî åñòü ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü â øåñòü ðàç ìåíüøå òîëùèíû äèñêà. Ðàçëè÷íûå

êîíôèãóðàöèè àêêðåöèîííûõ äèñêîâ â ýòîé ðàáîòå îòëè÷àëèñü äðóã îò äðó-

ãà òîëüêî îòíîøåíèåì ãàçîâîãî äàâëåíèÿ ê ìàãíèòíîìó: β = Pgas/Pmagn. Ïðè

âûáîðå ýòèõ çíà÷åíèé çà îñíîâó áûëà âçÿòà ðàáîòà Õîóëè è Áàëáóñà [8].

Ìîäåëü Ñåòêà, N2 β = Pgas/Pmagn λ crit

A256.4 2562 4 000 4.44 · 10−1

A512.64 5122 64 000 1.11 · 10−1

A1024.1024 10242 1024 000 2.78 · 10−2

Òàáëèöà 1: Ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû â ìîäåëè ¾A¿, äëÿ êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü âû÷èñëåíèÿ ïðè Ω0 =
10−3, ρ0 = 1, P/ρ = 10−5, lx = lz = 1. Äëÿ ìîäåëåé ñ ðàçðåøåíèÿìè 5122 è 10242 èñïîëüçîâàíà

àíàëîãè÷íàÿ íóìåðàöèÿ.

Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà β ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ê

óìåíüøåíèþ êðèòè÷åñêîé äëèíû âîëíû λ crit èç ôîðìóëû (25). Ïåðâàÿ ñåðèÿ

âû÷èñëåíèé áûëà ïðîâåäåíà ïðè β = 4000, êîòîðîìó îòâå÷àåò áåçðàçìåðíàÿ

λ crit = 0.44. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàê ðàçðåøåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè

(êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê) âëèÿåò íà ðåçóëüòàò, áûëè ïîñòàâëåíû ÷èñëåí-

íûå ýêñïåðèìåíòû ñ ðàçðåøåíèÿìè N 2 = 2562, 5122 è 10242. Äëÿ ïîñëåäíåé

êîíôèãóðàöèè ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ äîâîëüíî ¾òÿæåëûé¿, ïîýòîìó äëÿ ñåòêè

10242 áûëè âûïîëíåíû âû÷èñëåíèÿ òîëüêî íàèáîëåå èíòåðåñíûõ êîíôèãóðà-

öèé ñ ìàëûìè ýíåðãèÿìè íà÷àëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû ãðàôèêè òîðîèäàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé è

ïîëÿ â ìîìåíò âðåìåíè, îòâå÷àþùèé 2.5 îáîðîòàì äëÿ ìîäåëè A256.4 (îïèñà-

íèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé óêàçàíû â òàáëèöå 1). Âîçìóùåíèÿ íàõîäÿòñÿ íà ñòà-

äèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, ïðè êîòîðîì õîðîøî ðàáîòàåò ëèíåéíàÿ òåîðèÿ.

Íà âñåõ ãðàôèêàõ ÷åòêî âèäíà îäíà âîëíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì, ïàðàëëåëü-
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Ðèñ. 1: Âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè àçèìóòàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè (ñëåâà) è ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñïðà-

âà) ïðè β = 4000, â ìîìåíò âðåìåíè t = 2.5 îáîðîòà. Ñêîðîñòü èçìåðåíà â åäèíèöàõ ñêîðîñòè çâóêà,
à ïîëå � â åäèíèöàõ Bz0.
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Ðèñ. 2: Ñëåâà: èçìåíåíèå ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè, äëÿ ðàçëè÷íûõ

êîíôèãóðàöèé èç òàáëèöû 1. Ëèíåéíûé ó÷àñòîê ó êàæäîãî ãðàôèêà ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöè-

àëüíîìó ðîñòó ýíåðãèè âîçìóùåíèé. Ýíåðãèÿ â ïîñëåäíèé ìîìåíò âðåìåíè ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì

íà÷àëüíîãî ïîëÿ Bz0. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò ìîäåëè A256.4. Ñïðàâà: Çàâèñèìîñòü èíêðåìåíòà
îò ïàðàìåòðà β äëÿ ñåòîê 2562 è 5122.

íûì îñè z. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéíîé òåîðèåé, ñîãëàñíî êîòîðîé λ crit = 0.44 lz

ýòà âîëíà äâà ðàçà óêëàäûâàåòñÿ â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü. Äëèíà âîëíû, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ìàêñèìàëüíîé ôóðüå-êîìïîíåíòå ïëîòíîñòè ýíåðãèè λmax = 0.5.

Íåáîëüøîå ðàñõîæäåíèå ñ òåîðèåé âûçâàíî äèñêðåòíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áûë íàéäåí ñïåêòð ýíåðãèè. Äëÿ áîëåå ïîäðîá-

íîé ñåòêè ñ N 2 = 5122, ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè, ïîãðåøíîñòü áóäåò ìåíüøå:

λmax = 0.41.

Êàê ïðåäñêàçûâàåò ëèíåéíàÿ òåîðèÿ, â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè âîç-
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ìóùåíèÿ áóäóò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî. Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, íàáëþäàÿ çà

ðîñòîì ýíåðãèè êîëåáàíèé. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè ëîãàðèô-

ìà ìàãíèòíîé ýíåðãèè îò âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Ìåæäó ïåðâûì

è ÷åòâåðòûì îáîðîòîì ýíåðãèÿ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïîñòîÿííûì èíêðå-

ìåíòîì. Ýòîò èíêðåìåíò äîëæåí áûòü ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí 2γ = 3 Ω0/2 (â

ñèëó òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîëÿ). Ïîëó÷åííûå èç ðàñ-

÷åòîâ çíà÷åíèÿ èíêðåìåíòà îêàçàëèñü íåñêîëüêî ìåíüøå âåëè÷èíû 0.75 Ω0 �

ôîðìóëà (24). Èíêðåìåíò ïàäàåò ñ óìåíüøåíèåì íà÷àëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

(ðèñ. 2).

Êàê âèäíî, ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðà ðàñ÷åòíûé ÿ÷ååê çíà÷åíèå èíêðåìåí-

òà óâåëè÷èâàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê òåîðåòè÷åñêîìó. Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ìîæíî

îáúÿñíèòü çàâèñèìîñòüþ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà âîçìóùåíèé îò ïëàçìåííîãî

ïàðàìåòðà: λ crit ∼ β−1/2. Ñ óìåíüøåíèåì ïîëÿ õàðàêòåðíàÿ äëèíà àëüôâåíîâ-

ñêèõ âîëí íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè áóäåò ïàäàòü, è, êàê

áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñäåëàòü î õà-

ðàêòåðíîì ðàçìåðå òóðáóëåíòíîñòè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ïðè áîëüøèõ β íà

ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè áóäåò âëèÿòü êîíå÷íûé ðàçìåð ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê è

ðîëü ÷èñëåííîé âÿçêîñòè ñèëüíî óâåëè÷èòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ ðî-

ñòà íåóñòîé÷èâûõ ìîä. Óâåëè÷åíèå ïîäðîáíîñòè ñåòêè îñëàáëÿåò ýòîò ýôôåêò.
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Ðèñ. 3: Ñëåâà: Ïîòîê äîïîëíèòåëüíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà, âûçâàííîãî òóðáóëåíòíîñòüþ. Äëÿ ÿñ-

íîñòè èçîáðàæåíû òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòîêà. Âñå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ìàëû ïî

ìîäóëþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëîæèòåëüíûìè. Ñïðàâà: Ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé δρ /ρ0 â ìîäåëè

A512.64, 60 îáîðîòîâ

Ñòîèò îòìåòèòü åùå îäèí èíòåðåñíûé ýôôåêò, îïèñàííûé â [8]. Åñëè β íå
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ïðåâûøàåò 128× 103, íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ìîæíî íàáëþäàòü òàê íàçûâàåìîå

¾äâóõêàíàëüíîå ðåøåíèå¿. Îáëàñòü òå÷åíèÿ ïîäåëèëàñü íà íåñêîëüêî êðóïíûõ

ïëîñêèõ ó÷àñòêîâ c õàðàêòåðíûì äëÿ êàæäîãî èç íèõ çíà÷åíèåì ïëîòíîñòè,

ïîëåé è ñêîðîñòåé, ïðè÷åì çíà÷åíèå ïëîòíîñòè íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ìîæåò

äîâîëüíî ñèëüíî îòëè÷àòñÿ. Òàêàÿ êàðòèíà õàðàêòåðíà äëÿ ìîäåëåé ñ áîëü-

øèì íà÷àëüíûì ïîëåì. Òóðáóëåíòíîñòü èìååò âûòÿíóòóþ âäîëü x ñòðóêòóðó,

òå÷åíèå â êîòîðîé â îñíîâíîì ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè xy. Ïðè÷èíîé ïîÿâ-

ëåíèÿ ýòîé êðóïíîìàñøòàáíîñòè ìîãóò áûòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ è ìàëûé ðàçìåð ñ÷åòíîé îáëàñòè: â ìîäåëè ñ β = 4 × 103 äëèíà âîëíû

λ crit = 0.11 lz è àëüôâåíîâñêàÿ âîëíà ïîìåùàåòñÿ â îáëàñòü âñåãî 10 ðàç, â òî

âðåìÿ êàê õàðàêòåðíûé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè ìîæåò áûòü áîëüøå. Òåì íå

ìåíåå, íàëè÷èå ïîäîáíûõ êðóïíûõ ñòðóêòóð, âûòÿíóòûõ â ïëîñêîñòè xy áûëî

ðàññìîòðåíî åùå â ðàáîòå Ãîëäðè÷à è Ëèíäåí-Áåëà [10], ïðè÷åì â ýòîé ðàáîòå

ðå÷ü øëà î ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ.

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

x

z

A512.64

x

z

A512.64, v
y

 

 

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Ðèñ. 4: Ñëåâà: âîçìóùåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè â ïëîñêîñòè xz, ìîäåëü A512.64, 60 îáîðîòîâ. Ìàê-

ñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ âåêòîð ðàâåí 0.61 cτ . Ñïðàâà: âîçìóùåíèÿ δuy/cτ â ìîäåëè A512.64, 60

îáîðîòîâ

Êðîìå òîãî, ïîâûøàÿ β âïëîòü äî 512 × 103 èëè 1024 × 103, óâèäèì ÷òî

õàðàêòåðíàÿ âûòÿíóòàÿ âäîëü x ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, ÷òî ãîâîðèò

â ïîëüçó òîãî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå ñèëüíî âëèÿþò íà

êàðòèíó òå÷åíèÿ. Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíû ãðàôèêè òîðîèäîëüíîé êîìïîíåòû

ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ ìîäåëåé A1024.512 è .1024, íà ïðèìåðå êîòîðûõ õîðîøî

âèäíà êðóïíîìàñøòàáíîñòü òå÷åíèÿ.

Êðóïíîìàñøòàáíîñòü âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà íàëè÷èåì ñèëü-
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Ðèñ. 5: Ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ïîëîèäàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìîäåëè A512.64, 60 îáîðîòîâ

(ñëåâà). Ìàêñèìàëüíîå äîñòèãàåìîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå 122Bz0. Ñïðàâà � âîçìóùåíèÿ δBy/Bz0 â
ýòîé æå ìîäåëè, èçìåðåíûå â åäèíèöàõ Bz0.
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Ðèñ. 6: Ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé δBy/Bz0, äëÿ β ' 0.5× 103 (ñëåâà) è β ' 103 (ñïðàâà), t = 30

îáîðîòîâ.

íûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé íà ïîçäíèõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ òóðáóëåíòíîñòè, â ñîòíè

ðàç ïðåâûøàþùèõ íà÷àëüíîå ïîëå Bz0. Ýòîò âûâîä ìîæíî ñäåëàòü îñíîâûâà-

ÿñü íà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëèí àëüôâåíîñêèõ âîëí îò âåëè÷èíû ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ.

4.1 Àêêðåöèÿ

Öåëüþ èçó÷åíèÿ ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäðîáíîå èçó-

÷åíèå ìåõàíèçìîâ àêêðåöèè. Àêêðåöèîííûå äèñêè îáðàçóþòñÿ â îñíîâíîì â



� 16 �

äâîéíûõ çâåçäíûõ ñèñòåìàõ, îäíà èç çâåçä â êîòîðûõ êîìïàêòíà (íàïðèìåð,

÷åðíàÿ äûðà èëè íåéòðîííàÿ çâåçäà). Âåùåñòâî ñ áîëüøîé çâåçäû ïðèòÿãè-

âàåòñÿ íà êîìïàêòíûé îáúåêò, è ïðè íàëè÷èå íåíóëåâîãî óãëîâîãî ìîìåíòà

îáðàçóåòñÿ ãàçîâûé äèñê. Åñëè â óñòàíîâèâøåìñÿ ãàçîâîì äèñêå îòñóòñòâóþò

ìåõàíèçìû ïåðåíîñà óãëîâîãî ìîìåíòà îò öåíòðà ê ïåðèôåðèè, òî íèêàêîé

àêêðåöèè íå áóäåò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåùåñòâî íà÷àëî ïàäàòü íà êîìïàêòíóþ

çâåçäó â êåïëåðîâñêîì äèñêå äîëæíî ïðèñóòñòâîâàòü òðåíèå ìåæäó ñëîÿìè âå-

ùåñòâà, äâèæóùèìèñÿ ñ ðàçíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Âåëè÷èíà ìîëåêóëÿðíîé

âÿçêîñòè â òàêèõ óñëîâèÿõ ïðåíåáðåæèìî ìàëà è íå ìîæåò ïðèâåñòè ê íàáëþ-

äàåìûì òåìïàì àêêðåöèè, ïîýòîìó îñíîâíûì ìåõàíèçìîì ïîÿâëåíèÿ âÿçêîñòè

â òàêèõ äèñêàõ ñ÷èòàåòñÿ òóðáóëåíòíîñòü (ñì. [11]).

Òóðáóëåíòíûå íàïðÿæåíèÿ âõîäÿò â óðàâíåíèÿ Ðåéíîëüäñà äëÿ ñðåäíåãî

òå÷åíèÿ êàê ãðàäèåíò òåíçîðà

∇iwij = ∇i

(
ρ vi vk −

BiBj

4π

)
,

ãäå vi è Bi � âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòè è ïîëÿ â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå. Òàê êàê íàé-

òè âîçìóùåíèÿ àíàëèòè÷åñêè â êàæäîé òî÷êå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì,

ïî àíàëîãèè ñ ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòüþ ââîäÿò êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé

âÿçêîñòè è çàïèñûâàþò òåíçîð òóðáóëåíòíûõ íàïðÿæåíèé òàê æå, êàê òåí-

çîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà. Äëÿ êåïëåðîâñêîãî äèñêà

èíòåðåñóþùàÿ íàñ rϕ- êîìïîíåíòà:

wrϕ = −ηt r
∂Ωê

∂r
, (26)

ãäå ηt � êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç

õàðàêòåðíûå ìàñøòàá è ñêîðîñòü òóðáóëåíòíîñòè:

ηt =
1

3
ρ vt lt.

Òàê êàê vt è lt íàì òîæå íåèçâåñòíû, òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ çàìåíÿ-

þò íà èçâåñòíîå íàì ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè çâóêà è òîëùèíû äèñêà, óìíîæàÿ

âñå ýòî íà áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð α:

ηt =
1

3
ρα(cτ 2h), (27)

ãäå h = cτ/Ωê � ïîëóòîëùèíà êåïëåðîâñêîãî äèñêà. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ òàê

íàçûâàåìàÿ ìîäåëü α-äèñêà, ïðåäëîæåííàÿ Øàêóðîé è Ñþíÿåâûì â 1972-73
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Ðèñ. 7: Çàâèñèìîñòü α îò β â ëîãàðèô-

ìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïî îáîèì îñÿì, äëÿ
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Ðèñ. 8: Ðàçâèòèå ìàãíèòíûõ è êèíåòè-

÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ñî âðåìåíåì â ìî-

äåëè A512.512. Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíà

êèíåòè÷åñêàÿ ÷àñòü òåíçîðà wrϕ.

ãîäàõ (ñì., íàïðèìåð, [12]). Ïîäñòàâëÿÿ â (26) âûðàæåíèÿ äëÿ êåïëåðîâñêîé

ñêîðîñòè è òóðáóëåíòíóþ âÿçêîñòü èç (27), ïîëó÷èì ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ

òåíçîðà íàïðÿæåíèé:

wrϕ =
2

3
ρα

cτ
Ωê

3

2
Ωê = αρ c2

τ = α p0, (28)

ãäå p0 � íà÷àëüíîå (ñðåäíåå) ãàçîâîå äàâëåíèå.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è î ðàçâèòèè òóðáóëåíòíîñòè ÷èñëåííî, âîç-

ìóùåíèÿ ñêîðîñòè è ïîëåé äëÿ íàñ ïîíîñòüþ èçâåñòíû. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî

âû÷èñëèòü ïàðàìåòð α êàê îòíîøåíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé ê ñðåäíåìó äàâëå-

íèþ:

α =
ρ vr vϕ −

BrBϕ

4π
p0

. (29)

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ α ìåíÿþòñÿ ñ èçìåíåíèåì

ïàðàìåòðà β. Çàâèñèìîñòü èìååò õàðàêòåð ∼ β−1, ÷òî è ñëåäîâàëî îæèäàòü,

òàê êàê α êâàäðàòè÷íî ïî ïîëþ (ôîðìóëà 29). Êðîìå òîãî, ýòà âåëè÷èíà ìå-

íÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ñåòêè: óâåëè÷èâàÿ ðàçðåøåíèå ñ 2562 äî 5122, α âîçðàñ-

òàåò ïðèìåðíî â äâà ðàçà, êàê è ýíåðãèÿ. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà îò β è N 2

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 7. Çàâèñèìîñòü êîýôåöèåíòà òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè îò

íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ââîäèòü

åäèíûé ïàðàìåòð α äëÿ âñåãî àñòðîôèçè÷åñêîãî äèñêà íå öåëåñîîáðàçíî.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âñåõ ïàðàìåòðàõ β ìàãíèòíàÿ ÷àñòü òåíçîðà wrϕ â

íåñêîëüêî ðàç áîëüøå êèíåòè÷åñêîé. Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíû ñãëàæåííûå
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ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå äâóì ñëàãàåìûì â ôîðìóëå (29), âòîðîå ñëàãàåìîå âçÿòî

âìåñòå ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿. Äëÿ èçîáðàæåííîãî ñëó÷àÿ ìàãíèòíàÿ ÷àñòü áîëåå

÷åì â äâà ðàçà ïðåâûøàåò êèíåòè÷åñêóþ. Ñ óâåëè÷åíèåì íà÷àëüíîãî ïîëÿ ýòà

ðàçíèöà òîëüêî âîçðàñòàåò.

Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ñðåäíèå ïî ðàñ÷åòíîé îáëàñòè êèíåòè÷åñêèå è ìàãíèòíûå

íàïðÿæåíèÿ ïîëó÷èëèñü ïîëîæèòåëüíûìè. Ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâûì ýòî ãîâî-

ðèò åùå è î òîì, ÷òî óãëîâîé ìîìåíò áóäåò îòâîäèòñÿ ê ïåðèôåðèè äèñêà, òàê

êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå â ÷èñëèòåëå (29) åñòü íå ÷òî èíîå êàê ïîòîê óãëîâîãî ìî-

ìåíòà: F = ρ vr vϕ. Ôàêòè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòðèöàòåëüíûå âîçìóùåíèÿ

óãëîâîé ñêîðîñòè ¾ïàäàþò¿ íà öåíòð äèñêà, à ïîëîæèòåëüíûå � âûíîñÿòñÿ ê

ïåðèôåðèè.

Èíòåðåñíî óçíàòü, êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ ïîêàçàòåëü òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè

ñ ïîíèæåíèåì íà÷àëüíîãî äàâëåíèÿ. ×òîáû äëèíû âîëí ïðè ýòîì îñòàâàëèñü

ïîñòîÿííûìè, íóæíî ïðîïîðöèîíàëüíî óìåíüøàòü êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà,

òàê êàê ñîãëàñíî (25):

λ crit ∼
va
Ωê

=
Bz0 cτ

Ωê

√
4πp0

.

Çà îñíîâó áûëà âçÿòà ìîäåëü ñ β = 512 × 103, äàâëåíèå è çâóê óìåíüøà-

ëèñü â κ = 4, 16 è 64 ðàçà è ïðîâîäèëèñü âû÷èñëåíèÿ. Â áàçîâîé ìîäåëè,

ñ ñåòêîé 2562 ïàðàìåòð α = 3.8 × 10−3. Ïðè ïîíèæåíèè äàâëåíèÿ ïîëó÷èì

ñîîòâåòñòâåííî 2.3 × 10−3, 5.6 × 10−3 è 1.8 × 10−2. Íà ïåðâûé âçãëÿä, òàêîé

ðåçóëüòàò ïðîòèâîðå÷èò îæèäàåìîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà α îò κ,
î ÷åì ãîâîðèò ôîðìóëà (29). Íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äëÿ

ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà äëèí âîëí, ïîìåùàþùèõñÿ â îáëàñòü lx = lz = 1, ìû äå-

ëèì c2
τ íà òîò æå êîýôôèöèåíò κ, ÷òî è äàâëåíèå. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðè

óìåíüøåíèè ñêîðîñòè çâóêà óìåíüøàåòñÿ è òîëùèíà ðåàëüíîãî êåïëåðîâñêîãî

äèñêà h ∼ cτ . Â ðåçóëüòàòå, ïðè áîëüøèõ κ íè î êàêîì êåïëåðîâñêîì äèñêå â

íàøåé ìîäåëè ðå÷è íåò, òàê êàê ïîëóòîëùèíà h ñòàíîâèòñÿ â íåñêîëüêî ðàç

ìåíüøå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷è-

íà íà÷àëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òî÷íåå îòíîøåíèå ìàãíèòíîãî äàâëåíèÿ ê

ãàçîâîìó èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äèñêîâîé àêêðåöèè. Ïîâûøåíèå ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, èëè ïîíèæåíèå äàâëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðîñòó òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè,

è, ñîîòâåòñòâåííî, ê óâåëè÷åíèþ òåìïîâ àêêðåöèè.
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5. Çàêëþ÷åíèå

Íåò ñîìíåíèé, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ðàçâèòèè äèñêî-

âîé àêêðåöèè. Óìåíüøåíèå íà÷àëüíîãî ïîëÿ âëå÷åò çà ñîáîé ñíèæåíèå òåìïîâ

îòâîäà óãëîâîãî ìîìåíòà îò öåíòðà ê ïåðèôåðèè. Ïðè ïîëíîì îòñóòñòâèè ïî-

ëÿ êåïëåðîâñêèé äèñê óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé, â òî âðåìÿ

êàê òóðáóëåíòíîñòü â ãàçîâîì äèñêå ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìåõàíèç-

ìîâ âîçíèêíîâåíèÿ àêêðåöèè. Ýòà òåíäåíöèÿ ïðîñëåæèâàåòñÿ â çàâèñèìîñòè

ïîêàçàòåëÿ α òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè îò çíà÷åíèÿ ïëàçìåííîãî ïàðàìåòðà.

Â õîäå âû÷èñëåíèé âûÿâëåíî íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ îñîáåííîñòåé ðåøå-

íèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÌÃÄ-óðàâíåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê êîíôèãóðàöèÿì,

ïîäâåðæåííûì ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Âî-ïåðâûõ, çàâèñèìîñòü

ïîêàçàòåëÿ ðîñòà âîçìóùåíèé è ñêîðîñòü îòâîäà óãëîâîãî ìîìåíòà îò âåëè-

÷èíû íà÷àëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âî-âòîðûõ, ñëåäóåò îòìåòèòü êðóïíîìàñ-

øòàáíîñòü òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ïî îòíîøåíèþ ê ðàçìåðó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè,

ñâÿçàííóþ ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè òóðáóëåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîìèìî

ýòîãî, ýíåðãèÿ âîçìóùåíèé â ÷èñëåííîé ìîäåëè ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà

ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê íà åäèíèöó äëèíû îáëàñòè � ýòîò ýôôåêò òðåáóåò îòäåëüíîãî

ðàññìîòðåíèÿ.

Äâóìåðíîñòü ìîäåëè íàêëàäûâàåò íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçâèòèå òóð-

áóëåíòíîñòè â ãàçîâîì äèñêå. Íàïðèìåð, ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî àëüôâå-

íîâñêèå âîëíû â äâóìåðíîé ìîäåëè íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷è-

âîñòè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âäîëü îñè âðàùåíèÿ. Â äàëüíåéøåì

ïëàíèðóåòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó î ìàãíèòîðîòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â ïîëîñòüþ

òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè.
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