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��������

(����# 	�$�� �	������#� ��$�" �����-

������� +���������� �	�
�����# ��-

������� DVM/DVMH ��# ��	����������

	�����# ����
�	��� ��	�
�	�������

����� ������" ����
���. �	������� ���-

����� �	��������� ��������� +����	�-


���� �� �����������# ���	��� ���� -

����# ���
������� ���������# 
� ��

�������
�
 �����
 ������������� ��-

���, �������
�
� ��	�
�	�
� +�� ��-

��� � �����#�
�� �	��������� ���	�-

�����	�� ��# 	�������� ����� �� ���-

�	���� �	��	�

��� �����, �	�����-

�#!%�� ����
�	��� ��	�
�	�������

������ ������" ����
���. �	���������

	������� 	������ � ��	���	�����

+���������� � ����	���#.

1 ��������

��	��������� ���������# #��#!�# ��-

��" �� ��	����#!%�� ��	 ���	�
������


�	�. 2�������# � 	��� �	�
�����# ��-

	��������� ���������" � ��
�� 	�����$-

	����� �	���#� �����������" ��#�����-

�� 	��������# ��������� � ��������. 

����#��� �������! �����, ��� $����


�%��� � +��������� 
�����	������	-

��� ������������� ����
�, ��#��#!�#

����� �	�����	� �������	����������-

��� ������������� ����
. -� ���	�-

�� ����# ���������
 	���
 ����� �	�-

�����	��, ���������
�� ��# ���������" �

����$��� ����
��. ���������� ���	�-


����� 	������ ����� ���	������� � ��-

$	����� ��
��!�	��� �	�����	, �

�������, �� ������ 
����#��	��� �����-

�������� ����	����", ������#� �����-

����� ������� �	�������������� ��-

��	��
��!�	��. 

4���
 �� �� ��"��� � �� ��" ���� ��-

��������� � ��������" ������ �	��
�-

%��� ��	��������� ���������" #��#��#

�, �� ��� ������#! ��	�������� 	����

� 
�����������
 	� �
� ���� � �  � ����-

�� � 	����
� ������
� �����
�. ����$-

��� �	��
�%���� ����� ��	���������

���������# �� ��"��
 ���	�
���
 ��#

	�����# ���
���������� �����, �$	����

����� � ���
���������" ��������� � ��-

��� ��	�
�	�������� ������. -� ������

�����# �� ��	��" ���� � ���	�
����� ��-

���������#�. 9�	���	��" �$%�" ��	�"

+�� ���� ����� #��#��# �, �� � �����-

�������
 �
���� ��� ����#�# � 
������-


� 	�����! ��������� ����� � ��
��#!-

%�
��# ������
� ��	�
�	�
�. -� �$��-

#������ ����� �� ���$��
� �$*���
�

��# ��	��������� ���������" �� ������


������������� ��	�������
�. �	� 	���-

��� ����$��� ����� 	������� �	�����-

�#! ��$�" $������ 
����
�	��� �$*�
�

������, ������ � �$	�$��� ���	��, �

���! ���	���, �� � �	������# � ��
�%�!

��	��������� ���������". ,�� �	�
�����#

��	��������� ���������" 	������ �����

����$���� ��� �� �	������#��# ���
� -

��
. 4��$������ ����� ����$���� ��� �

�	�
������ ��	��������� ���������" �

�����
 ���
 ����� ���	�$�� �������!�#

� 	�$��� [1-6]. 

&��	�$�����# � ������ �	�������"


��
���� �
. �.�. ������� &'� ����-

���	������# 
����� ��	���������� �	�-

�	�

�	�����# DVMH (DVM for 

Heterogeneous systems) [7] �	�����������

��# 	��	�$��� ��	��������� �	��	�



���������� 
�����	�����# �� #����� C-

DVMH � Fortran-DVMH. -� #���� ������-

��! �����! 
����� ��	���������� �	�-

�	�

�	�����# (DVMH-
�����) � #��#!�#

	����	����
  �����	��� #����� �� �

5�		�� �����������#
� ��	�������
�, 

���	
�����
� � ���� ��	���� ��
���#-

�	�. ��������� ��	����� ������
� ��#

�����	��� ��
���#�	��, �	��	�

��


� � �
�� ���� �	��	�

� � ��# �����-

�����������, � ��# ��	���������� �����-

����# �� -�� 	����" �	�����	�. 



������������ +���������� �	�
�����# ��������� DVM/DVMH 

��# ��	���������� 	�����# ����
�	��� ��	�
�	������� ����� ������" ����
���  
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DVMH-
����� [8-10] ������#� �����-

��� +��������� ��	��������� �	��	�
-


� (DVMH-�	��	�

�) ��# ���	�������

������������� �����	��, � ����� ���-

	�� � ������� ������������� ��	�"��

��	#�� � �����	������
� 
����#��	��
�

�	������	�
� 
��� ������������# ����-

	���� (�	��������� �	������	� ��� ��-

�	������	� Intel Xeon Phi). �	� +�
 ��$-

	� ����� �� ���� ���������# 
��� ���-


������� 	���	����#��# 
� �� �������-

�����
� ��	�"���
� ���� � ����
 ��

�	��������������. ��
���#�	� #�����

C-DVMH � Fortran-DVMH �	��$	���!

������! �	��	�

� � ��	��������! �	�-

�	�

�, ��������!%�! �����	��� ��-

������� �	��	�

�	�����# MPI, OpenMP �

CUDA. 

� ����� DVM-����
� ����# �	�����

�������������" ������ � ������ +����-

������ DVMH-�	��	�

. ������� �����

+���������� ���	�
��� ��# 	����	����-

������# �	��	�

 ������#� ��	���"��"

����	 �����, � �
 ����� 	���� ���
���-

������� ������, �$	���� ������ � ���
�-

��������" ��������� � ������ ��	�
�	�-

������� ������. &�������
 	�����# ����

����� #��#!�# 
����
�	��� 
������ ��-

��	
����, ����� �%�� �������
� �����-

�� � �$	�$���. 

�	���� �# �����������# 	�$� [1-6], 

�����# 	�$�� �
�� ����" ����! ��������

	�������� �	��������� �������������

+����	�
���� � 	�
��� 	��	�$��� �����-

������������ �	����� �	��	�

��" ��-

��
� ��	���������� 	�����# ���
�����-

����" ������ � ������ ��	�
�	��������

������ � ����	
�������
 
������ ������

� �������������
 ��	��������� ������-

��" DVMH �� ��$	����
 ������������


�����	�. 

2 0������� ������� $���   

� ��$�
����� ��� ���

(�# �����������" +���������� �	�-


�����# ����
� DVM/DVMH $�� ��$	��

	#� ������ �����. ��� +� ������ 	��-

�
�	������� ��� ��	�
�	�������, � ���, 

��# �����	�� ��	�
�	�� ������ � �����-

��� ���������� ���������� 	��$�����, �

���
 ������ 	������� � ��	��������



�����������
 	� �
� � ��
�%�! ����
�

DVMH. ��� ��$	����� ������ #��#!�#

�	���
� � �������� �������
� ����-


�	��
� ������
� ������������" ������"

����
���. &���
�	�
 +� ������ �
��� �

����	�
�
� 	�����# � ���������� 	�-

������. 

1������ ��������� "(������

&���
�	�
 �	����! ������, ���������!

�� �	�
������ ����"���� �	������# ,!	-

��	��, �	������������ � �����!%�
 ����: 

),(
2

2

txf
x

u

x

u

t

u
+

∂

∂
=

∂

∂
+

∂

∂
ε

  
    

  

��������� � �	������� ������# �	��-

����#!�# � ����: 

),(),( 00 txytxu =
,

),0(),0( tytu =
,  

),(),( tLytLu =

8�� ),( txy  –  ����� 	������, �������-

!%�� ������! ��� $���%�" �����. 

2����� 	������ ),( txy �
�� ���: 

2)21()(),( ξξ −−== deytxy , ���
1t

xt −
=ξ

��������
1t � d ��	���	���! ��	���

� �	����� ����� � #��#!�# ��	�
�	�
�

������. 

5�����# ),( txf � �	���" ���� #��#��#

��	� ����
 ����: 

2)21(22

2

1

]8)21(16[),( ξξ
ε −−−−−= dedd
t

txf

(�# 	�����# �����" ������ ����������-

���� ��#���# �������-	�������# ���
�, 

���	�$�� ��������# � [6]. �	� 	������

��	�
�	������" ������ ��	�
�	� ¦ (��-

+������� �#�����) � ��+������� 	��-

�����" ���
� sk 	��$������� � ��	������-

��� ����������, � ��# �� ��" ��	� �����-

��" 	������� ��������# ���� ������. �	�

�	�������� +����	�
���� �� 	����	����-

������! ������� �	��	�

���� ���� � ��-


�%�! DVM ��	��	������� �����!%��

��	�
�	�: 

          N — ����� MPI �	�������, 

          PPN — ����� MPI �	������� ��

���� ������������" ����. 
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� �	��������� +����	�
���� ����� MPI 

�	������� N ��	��	������� � 1 �� 32, �

����� MPI �	������� �� ���� ����������-

��" ���� PPN ��	��	������� � 1 �� 8. &�-

������ �	��������� �� � � �$���� 1. 

.���� � ����� � �$����� $���
 ������-

����� �����!%�� �$��������#:  

N — ����� MPI-�	�������,  

PPN — ����� MPI-�	�������, ��������-


�� �� ����
 ����, 

THR — ����� ���", ���������
�� �� -

��
 MPI-�	������
, 

CUDA — ����� �	��������� ����	��-

��", ���������
�� �� ��
 MPI-�	������
, 

T — �	�
# � ��������, S — ����	����

T/Tserial, 

E — +���������� ��	�����������.  
2�$�. 1. 1	������� ,!	��	��-��#���# ���
�

N PPN T S 

serial ------ 51,4 1 1 

1 1 51,4 1,001 1,001 

2 1 25,7 1,997 0,998 

2 2 25,7 1,998 0,999 

4 1 12,9 3,988 0,997 

4 2 12,9 3,987 0,997 

4 4 12,9 3,991 0,998 

8 1 7,61 6,753 0,844 

8 2 6,71 7,662 0,958 

8 4 6,73 7,641 0,955 

8 8 6,98 7,363 0,920 

16 2 4,09 12,580 0,786 

16 4 3,64 14,129 0,883 

16 8 3,76 13,652 0,853 

32 2 2,08 24,684 0,769 

32 4 2,09 24,613 0,769 

32 8 2,16 23,782 0,743 

���������� 	������� 	������ ������-

�� +���������� 	������������� 	�����#

�� 
�����������
� 	����	����������!. 

4����	�
���� � 	�$�� [6] �
�������, ��

�	�
��#�
�# � �	��	�

��
 ���� 	�����#

�	������# ,!	��	�� ��#���# �������-

	�������# ���
� (WW-���
�) �����$�� ��#

	����	����������# � ��
�%�! �����!��-

��# �	��������� ���	������	��. (�# �	�-

������# �����!%�" ��	�� ��������� �-

��� �� $��� ���$����
� ��
���� �� #�-

��" ������ � ���	������
 ���"�� ���	��-

��
���� � ���"������. (�# �	�������#

������"��� +����	�
���� �� �����!��-

��! �	��������� ���	������	�� $��� �	�-

������ ��
��� ���������
�" � ����	�
�

�������-	�������" ���
�. ��#���# �����-

��-	�������# ���
� [6] (WW-���
�) $���

��
����� � ����	�
� � �	��	�

��
 ����

�� #���! ���
� ��� 0����-����	����, 

�
�!%�! ��	�" ��	#��� �� �	��	�����

� �	�
���: 

( ) ( ) ( ) ),f(22
22

112112

2

11

1 txuuu
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uuu
h

uu
h
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n
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n
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n
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n

i

n

i
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i
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i

n

i τ
τ

ε
ττ

++−++−+−−= −+−+−+
+

(�# ����$��" �������-	�������" ���
�

$�� 	��������� �	��	�

��" ��� � �	�
�-

�����
 ��	���� ��� DVM, �� � DVMH �

�����!�����
 �	��������� ���	������	��. 

�	������� �����������# � ����������


����� ����� 	��$����# �� �	��	�����. 

������������� ���#��� �� +���������� �

����	���� ��
�����# ��	�
�	�� N, PPN,

 THR, CUDA. � �$���� 2 �	�����-

�� 	������� ��������� +����	�
����

�	� �����!%�� �������#� ��	�
�	��: ��-

��� �� �	��	����� — 1501, ����� �� �	�-


���— 7000, ����� �� �#�����— 10. 
2�$�. 2. 1	������� ,!	��	��-��#���# ���
�

N PPN THR CUD' T S E 

1 8 0 0 8,813 1 1 

2 8 0 0 8,189 1,076 0,538 

4 8 0 0 7,588 1,161 0,290 

8 8 0 0 7,182 1,227 0,153 

16 8 0 0 7,35 1,199 0,075 

1 1 0 1 12,372 0,712  

1 1 2 0 7,467 1,180 0,590 

1 2 4 0 6,459 1,364 0,295 

2 2 4 0 6,063 1,454 0,148 

'���������� 	������� �	������� �

�$���� 3 �	� �����!%�� �������#� ��	�-


�	��: ����� �� �	��	����� — 15001, 

����� �� �	�
���— 7000, ����� �� �#���-

��— 10. 
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2�$�. 3. 1	������� ,!	��	��-��#���# ���
�

 (15001 ����)

N PPN THR CUDA T S E 

1 8 0 0 40,54 1 1 

2 8 0 0 24,33 1,666 0,833 

4 8 0 0 15,92 2,547 0,637 

8 8 0 0 11,26 3,602 0,450 

16 8 0 0 9,35 4,337 0,271 

32 8 0 0 8,32 4,870 0,152 

1 1 2 0 23,55 1,721 0,861 

1 2 4 0 14,45 2,805 0,701 

2 2 4 0 10,06 4,031 0,504 

4 2 4 0 9,48 4,277 0,267 

8 2 4 0 8,41 4,820 0,151 

1 1 0 1 12,80 3,167 

2 1 0 1 18,25 2,221 

�	���� �# ���������� ����� ����� ����-

���� 	��$����# �� �	��	��������" ��	�-


����", �������
 	�������, �	�����-

������ � �$���� 4 ��# ��	�
�	��: �����

�� �	��	����� — 150001, ����� �� �	�-


���— 7000, ����� �� �#�����— 10. 

2�$�. 4. 1	������� ,!	��	��-��#���# ���
�

 (150001 ����)
N PPN THR CUDA T S E 

1 8 0 0 352,89 1 1 

2 8 0 0 184,33 1,914 0,957 

4 8 0 0 96,38 3,661 0,915 

8 8 0 0 51,23 6,888 0,861 

16 8 0 0 29,35 12,023 0,751 

32 8 0 0 18,35 19,227 0,600 

64 8 0 0 12,80 27,572 0,431 

128 8 0 0 10,12 34,874 0,272 

1 2 4 0 94,76 3,724 0,931 

2 2 4 0 50,52 6,985 0,873 

4 2 4 0 29,53 11,950 0,747 

8 2 4 0 18,42 19,160 0,599 

16 2 4 0 12,96 27,231 0,425 

32 2 4 0 10,50 33,599 0,262 

1 1 0 1 19,53 18,069 

2 1 0 1 21,23 16,625 

�� 	�������
 
� �� ������ ����� �

�
, �� �� �	�$�" ���� �������������

�	��������� ���	������	�� �� ����� ��

��� �������� +�����, �� �� � ��
���#�

���������� ������� 	�����. �	� 	����


���������� ��������� ����� 	������"

���� �$����������# +��������# 	�$��

��	��������� �����, �	� +�
 �����!�����

�	��������� ���	������	�� �� � ������#-

� 	���� ������� ���	��� 	������. 

�� 	������� 1 � 2 �	��������� �������

	������� 	������� ���� ��# 	�����#

����"���� �	������# ,!	��	��. �� 	������

1 �	��������� �	����� ������
��� +�-

��������� � ���������� ����� �����

�������������� �����	� ��# 	���������

��������� ����� 	������" ����. �� 	�-

����� 2 �	��������� �	����� ������
���

����	���# � ���������� ����� ����� ��-

������������ �����	� ��# 	��������� ��-

������� ����� 	������" ����. &�����

����	���# �	��������� ��# 	�� ��	���-

��, ����	�" ��	��� (��	���") �����-

���� «��������
�» ����	���!, �����

����	���� �	������� �� ������ 	��, 

������� �	������	�� ��������. 

&��. 1. .������� +���������� �	� ����������

����� ����� ��# 	��������� ��������� �����

	������" ����

&��. 2. .������� ����	���# �	� ����������

����� ����� ��# 	��������� ��������� �����

	������" ����

3 ���$�
������ ���������

"(������

2�� � ������ 	����� $��� �	�������

��# ���������"���� �	������# ,!	��	��: 
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.����� 	������� �	� �����!%�
 ��$�	�

��	�
�	��: 0.1=a , 2.0=b , 05.0=ε , 

0.50 =x . 

� ������� �������� 	��$����# ������-

����: ����� �� �	��	����� — 801, �����

�� �	�
���— 9000. '��������� �	�����-

%�" ������ �	��������� ���������� ����-

���� 	��$����# �� �	��	����� �� 1000001 

�����. &������� �	��������� �� �$��-

��� 5 � 6. 

2�$�. 5. ���������"��� �	������� ,!	��	��

(801 ����)

N THR CUDA T S E 

serial 0,5354 1 1 

1 0 0 0,6344 0,844 0,844 

2 0 0 1,0371 0,5163 0,2581 

4 0 0 2,3362 0,2292 0,0573 

1 3 0 1,2987 0,4123 0,1374 

1 6 0 1,2801 0,4183 0,0697 

1 0 1 6,9457 0,0771  

1 0 2 7,2463 0,0739  

2�$�. 6. ���������"��� �	������� ,!	��	��

(1000001 ����).

N PPN THR CUDA T S E 

1 1 0 0 36,75 1 1 

2 1 0 0 16,74 2,196 1,098 

2 2 0 0 17,25 2,131 1,066 

4 2 0 0 9,28 3,962 0,990 

4 4 0 0 9,81 3,748 0,937 

8 4 0 0 5,86 6,274 0,784 

8 8 0 0 8,29 4,433 0,554 

1 1 2 0 18,20 2,019 1,010 

1 1 4 0 10,60 3,467 0,867 

1 1 6 0 8,83 4,162 0,694 

1 1 8 0 8,11 4,532 0,567 

1 1 0 1 9,83 3,740  

1 1 0 2 9,68 3,798  

�� ���������� 	�������� 
� �� ���-

��� �$%�" �����. ������������� �����!-

����# �	��������� ���	������	�� ��� 	��-

��" +���� ����	���#. �� +� �	�������

����� � ������ �������� $������� ����-

����� 	������� �����. (�# �	�$�" ����, 

� ��� ��# 
����� ��������� 	�������

����� ����, 	����	����������� �� ��-

������� �	������	��, � �
 $���� �����!-

����� �	��������� ���	������	�� �	�����

� ��
������! 	������ �� �	������! � ��-

������������
 ��	����
. 2���
 �$	���
, 

	������# ���� ��� �� $�� �������� ��-

�	�$��", ��$� �$��������� ���	���� �	�-

�������� ���	������	��. 

4 0�������� ��������� ��$��

������	�

&������� ��������-�	����# ������ ��#

�	������" ����
��� ���#����� ���� (�	��-

����# -"��	�). �������� �	������# ��#

����
�	���� �����# ������������ � ���-

��	������" ��	
�: 

0)u(f
u

=⋅∇+
∂

∂

t
, 

0tR, >⊂Ω∈x , 
[ ] Rt0,: →×Ωx . 

8��

( )Tu E,,u ρρρ= , ( )Tp)uE(pQuu ++= ρρ ,,f 2 . 

.���� ρερρ += 22uE  – ������� �����"

+��	��� ����, ¦ – ���	���## +��	��# ����, 

)1( −= γρεp  – �������� ����, 4.1=γ  –

��������� ����$�� ����.  

� ����$��" ��������� �����# ������ #�-

�#��# �����������" ������" ���� [11,12], 

��# ���	�" ��� ����� 	������, �������-


�� ��	�������
 
����
. ����	

��������� ������": 

��

�
�
�

>

≤
=

0.2,)1.0,0.0,125.0(

0.2,)1.0,75.0,0.1(
),,(

x

x
pu

T

T

Tρ

&���
�	�����# �	���� [0,8], �	�
# 	��-

��� t = 2.4, ��� �� �	��	����� h = 0.001, 

��� �� �	�
��� ¤ = 0.0002. 

(�# 	�����# �����" ����
� � ������-

���
�
 �	��	�

��
 ���� �	�
��#!�#

���
� ��� WENO (����������, ��%�-

������ �� �������	�!%�� ���
�), �
�!-

%�# 5 ��	#��� ���	����
���� �� �	��	��-



������������ +���������� �	�
�����# ��������� DVM/DVMH 

��# ��	���������� 	�����# ����
�	��� ��	�
�	������� ����� ������" ����
���  

- 288 -

������" ��	�
����" � 3-" ��	#��� ��-

�	����
���� �� �	�
���. 

&������� ��������� +����	�
����

�	��������� � �$���� 7. 
  

2�$�. 7. .����� ����

N PPN THR CUDA T S E 

serial 246,14 1 1 

1 12 0 0 259,46 0,95 0,95 

2 12 0 0 133,65 1,84 0,92 

4 12 0 0 69,79 3,53 0,88 

8 12 0 0 38,82 6,34 0,79 

12 12 0 0 27,58 8,93 0,74 

24 12 0 0 17,6 13,99 0,58 

1 1 4 0 69,34 3,55 0,89 

1 1 8 0 38,18 6,45 0,81 

2 2 6 0 27,58 8,93 0,74 

1 1 0 1 25,75 9,56  

2 2 0 1 29,84 8,25  

�� 	������ 3 �	��������� ������
���

����	���# ��# �����" ������ � ��	�����

�	��������� � �����" ��	�� ���������

+����	�
����. 

&��.3. .�����
��� ����	���# ��# ������ ����

� ��	����� �	��������� ���������  

+����	�
����

�� ����
 �	��������� +����	�
����

������ ��
���, �� ����
� DVM #��#�-

�# +��������
 ���	�
���
, ������#!-

%�
 ���������� ����������� ����������

�	��������� ��	��������� ���������" �


���
�����
� 	�����	��
� �� ��	���

����������#. ��� ��
���, �� ����
�

���� ���� ��	������ ��		�������� ����

�� �++, ��$� ��$� �� ������������#

������ ��	��" CUDA-Fortran. -� �����-

����� ��	�������# �� �	���	� �	��	�
-


�, ���� ��� �$#�������� �������������

pure ������" � �����
� ���� ����������-

��# 
������� $�� #����� �$��������# ��-

������. 3��� �$	���� ��� +� �	�$��
� �

�����, �� �	��������� ���� ������ #�-

�#!�# �� �������� ������������ ��� -

��
�, ��� 	������� 3D ������, 
� �� ���-

���, �� DVM-����
� ��	��� �������

��# 	�����# ����� ����- � ���	�����
���. 

�� 	�������
 �	��������� 	������


� �� ������ �����!%�" �����. �����!-

����� �	��������� ����	����" � ��
�%�!

��������� DVMH 
� � �$���������

 ����
�� ����	���� ��# �	��� �����, �$��-

��!%�� ��	��������
 ��$�	�
 ���"��

�	� �� ��������" 	���������. 4�	��������

+��� ��$�	� �	����������# �����!%�


����
 � ���%�� �����������#�. 

������ �� � ��
���, �� ���������-

��# �	��������� �� ��$�	� ����
�	���

����� – ����"��
 � ���������"��
 �	����-

��#� ,!	��	�� � ������ ����. (�# ������-

��# $���� ����" � ������	��" ����	
�-

��� �	����������# �	�������� ��������-

��� ��������� +����	�
���� ��# 2D � 3D  

�����. 

"
���������

(����# 	�$�� ��������� �	� �����	 ��

&����"����� ����� �����
�������� ��-

���������" (�	���� 16-01-00553� � 17-01-

00444�). 

&�$�� ��������� � �������������
 �$�-

	�������# <��	� ������������ ��������-

��# ���	��������	������������
� ��-

����������
� 	���	��
� �81 �
���

�.�. 0�
������� [13] � ���	�������� ��-

������������ ��
������ �-100 ������

�	�������" 
��
���� �
. �.�. �������

[14]. 
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