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Традиционно, исследователи в области создания алгоритмов генерации физически аккуратных 
изображений используют методы Монте Карло для прямой и обратной трассировки лучей, являю-
щихся примерами численного решения уравнения переноса световой энергии (уравнения ренде-
ринга). Использование стохастических методов обусловлено тем, что интегрирование проводится в 
пространстве с высокой размерностью, а скорость сходимости методов Монте Карло от размерно-
сти интеграла не зависит. Тем не менее, интерес современных исследований сместился в сторону 
использования квазислучайных выборок, зависящих от размерности интегрирования, но позво-
ляющих, при определенных условиях, достичь более высокой скорости сходимости, необходимой 
для обеспечения интерактивности приложений физически аккуратного моделирования освещения. 
В данной работе предложен подход к конструированию алгоритма двунаправленной трассировки 
лучей, уменьшающий накладные расходы квази- Монте Карло интегрирования, связанные с высо-
кой конструктивной размерностью и отсутствием условия непрерывности подынтегральной функ-
ции в уравнении рендеринга. Проведено сравнение методов псевдослучайного и квазислучайного 
интегрирования для примеров с теоретическими решениями уравнения рендеринга. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

Физически аккуратное моделирование 
освещения находит широкое применение 
в архитектуре, индустрии дизайна, кине-
матографии, при проектировании свето-
технических устройств, а также при по-
строении фотореалистических изображе-
ний сцен виртуальной реальности. Не-
смотря на прогресс вычислительной тех-
ники время генерации высоко-
реалистичного изображения остается не-
допустимо большим для приложений, 
требующих интерактивной скорости вы-
вода на экран. Аппаратные средства рас-
тровой графики, обеспечивающие высо-
кие показатели скорости визуализации 2D 
и 3D графики, остаются за рамками физи-

чески аккуратного моделирования осве-
щения, поэтому алгоритмические методы 
генерации изображений по-прежнему ос-
таются предметом современных исследо-
ваний в компьютерной графике. 
Алгоритмы синтеза реалистических 

изображений с учетом полного модели-
рования освещенности направлены на 
решение уравнения рендеринга [1]. Опи-
сывая излучательность ),( ωxL r  в точке 
поверхности xr  по направлению ω ,  урав-
нение рендеринга имеет рекуррентный 
вид:  

),(),(),( ωωω xILxLxL e rrr
+= , (1) 

где eL  - излучательность точки поверхно-
сти от прямого освещения, а интеграль-
ный оператор I , с учетом функции види-
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мости точек сцены ),( ω′xh r , описывает 
взаимодействие света пришедшего от 
других освещенных поверхностей (Рис.1): 

∫
Ω

′′′′′−= ωθωωωωω dxfxhLxIL r cos),,()),,((),( rrr  (2)  

 
 
Оптические свойства поверхности в 
уравнении заданы функцией двунаправ-
ленного отражения (преломления) rf  
представляющей отношение яркости по-
верхности к ее освещенности: 
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ωωω
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r   (3). 

Наряду с энергетическими формами 
уравнения рендеринга (1, 2) рассматри-
вают его сопряженный вид, описываю-
щий функцию потенциальной видимости 

),( ω′yW r
 из положения наблюдения yr  в 

направлении ω′  (Рис.2): 
),(),(),( * ωωω ′+′=′ yWIyWyW e rrr      (4) 

где eW  - прямая видимость в направле-
нии наблюдения, а интегральный опера-
тор *I  сопряжен с оператором I :  

=′),(* ωyWI r  

  ∫
Ω

′′′ ωθωωωωω dyhfyhW r cos)),,(,()),,(( * rr  (5) 

 
Методы построения изображений на 

основе решения уравнения рендеринга 
для излучательности (2) носят название 
прямых методов, в то время как обратные 
методы для тех же целей используют 
уравнение потенциальной видимости (5). 

Общая классификация способов решения 
интегральных уравнений для любого из 
методов приведена в [2] и сводится к 
трем типам: обращение, итерирование и 
распространение. Наиболее гибкий и 
универсальный механизм взаимодействия 
света с точкой поверхности обеспечивает 
метод распространения, анализу пре-
имуществ которого посвящена работа [3]. 
Применительно к уравнениям рендеринга 
для излучательности (2) и потенциальной 
видимости (5) метод распространения 
сводит решение к нахождению инте-
гральных сумм: 
для ур-я излучательности 
(прямая трассировка) 

 для ур-я видимости 
(обратная трассировка) 
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Прямая трассировка лучей, исполь-

зующая метод распространения для ре-
шения уравнения излучательности (2), но-
сит название трассировки фотонов. Рас-
пространение фотонов в качестве беско-

нечного ряда ∑
∞

=0i

ei LI  имеет простой ин-

туитивный смысл (Рис.3):  

 
eL  вносит вклад прямого освещения, 
eLI 1 - вклад света, пришедшего из источ-

ника после первого отражения, eLI 2  - 
вклад после двух переотражений и т.д. 
Нетрудно заметить, что член ed LI  имеет 
размерность 2d+2, что естественно сразу 
же приводит к высоким размерностям ин-
тегрирования. Результатом прямой трас-

Рис.2. Компоненты 
уравнения потенци-
альной видимости.

Рис.3.  Прямая трасси-
ровка лучей.

Рис.1. Компоненты 
уравнения излуча-
тельности. 

Таб.1. Метод распространения. 
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Таб.2. Прямая трассировка лучей. 

сировки лучей, как правило, является 
карта фотонов или карта освещенности, 
заданная на сетке и визуализируемая че-
рез стандартный графический интерфейс 
(например, через OpenGL). 
Обратную трассировку лучей, дающую 

решение уравнения потенциальной види-
мости (5), называют трассировкой путей. 
Каждый трассируемый путь берет начало 
от наблюдателя и вносит вклад в соответ-
ствующий пиксель экрана (Рис.4), непо-
средственно формируя изображение на 
экране. Как сопряженный метод, трас-
сировка путей, очевидно, имеет ту же 
размерность, что и трассировка фотонов.  

 
При реализации метода распростране-

ния часто используется метод Монте 
Карло, характерным свойством которого 
является независимость от размерности 
интегрирования. Погрешность метода 
представляет собой случайный шум, не 
зависящий от количества переотражений 
и преломлений лучей. Погрешность для 
числа трассируемых лучей N оценивается 
как O(N-1/2). Таблица 2 содержит изобра-
жения, полученные методом Монте Кар-
ло для первых n членов ряда фотонов при 
n = 0, n = 1, n = 2, n = 4.  

 
eLL =  ee ILLL +=  

 

eee LIILLL 2++=  ∑
=

=
4

0i

ei LIL  

Известно, что случайность выборки 
при интегрировании классическим мето-
дом Монте Карло, вообще говоря, не яв-
ляется необходимым условием сходимо-
сти интегральной суммы к искомому ин-
тегралу. Построен целый ряд неслучай-
ных, так называемых  квазислучайных 
последовательностей чисел, например 
ЛПτ-последовательности [4], позволяю-
щих, при определенных условиях, дос-
тичь более высокой скорости сходимости 
интегральных сумм. Использованию ква-
зи- Монте Карло интегрирования при 
реализации метода распространения по-
священы работы [5, 6]. 
Широкое использование в алгоритмах 

распространения света для построения 
реалистических изображений получили 
двунаправленные методы, комбинирую-
щие прямую и обратную трассировку лу-
чей. Эффективная реализация двунаправ-
ленных методов осуществляется перерас-
пределением трассируемых лучей, при 
котором трассируются лишь лучи суще-
ственно влияющие на формируемое изо-
бражение. Реализация двунаправленной 
трассировки лучей подразумевает реше-
ние оптимизационной задачи, минимизи-
рующей количество трассируемых лучей, 
не приводящих, в конечном счете, к пере-
носу энергии от источника света до каме-
ры наблюдения. Различные подходы к 
построению алгоритма двунаправленной 
трассировки лучей приводятся в [7-9]. 
Переход к квази- Монте Карло интег-

рированию формально прост, достаточно 
заменить псевдослучайный датчик, ис-
пользуемый в классическом Монте Кар-
ло, на генератор квазислучайных чисел. 
Несмотря  на очевидные достоинства ис-
пользования квазислучайной последова-
тельности для интегрирования, успеш-
ность ее применения зависит от размер-
ности области интегрирования и гладко-
сти подынтегральной функции. В данной 

Рис.4.  Обратная 
трассировка лучей. 
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работе мы сосредоточимся на конструи-
ровании алгоритма двунаправленной 
трассировки лучей, позволяющего мини-
мизировать издержки квази- Монте Карло 
интегрирования связанные с отсутствием 
гладкости интегрируемой функции и вы-
сокой размерностью области интегриро-
вания. 

 
2. МЕТОД РАЗДЕЛЕНИЯ КОМПОНЕНТ 

Наибольший вклад в нарушение глад-
кости вносит компонента прямого осве-
щения, в особенности прямое освещение 
точечными или удаленными источниками 
света. Они отбрасывают резкие тени или 
создают высокий градиент освещенности. 
Вычисление прямого освещения не пред-
ставляет сложности, поэтому логичным 
шагом будет полное исключение точеч-
ных источников из метода распростране-
ния света вообще.  
Рассмотрим интегральную сумму для 

уравнения излучательности в методе рас-
пространения (Таб.1): 

=+=≈ ∑∑
∞

=

∞

= 10 i

eie

i

ei LILLIL  

∑
∞

=

++=
1i

eierep LILL ,  

где epL - светимость источников света, 
компонента прямой освещенности кото-
рых вычисляема аналитически на поверх-
ностях сцены, а erL - светимость всех дру-
гих источников, прямая освещенность от 
которых рассчитывается трассировкой 
фотонов. Заменяя светимость точечных 
источников светимостью элементов сет-
ки, соответствующей освещенным по-
верхностям, получим новый набор источ-
ников света: 

epepee ILLLL +−=* . 
Таким образом, численное интегриро-

вание применяется для модифицирован-
ной задачи решения уравнения излуча-
тельности: 

∑
∞

=

+≈
0

*

i

eiep LILL  

с более гладкой интегрируемой функци-
ей. 
Как указано в [10], для диффузных по-

верхностей, светимость которых не зави-
сит от направления падающего освеще-
ния, хранение epIL , очевидно, требует 
лишь количественного представления 
светимости для каждого элемента сетки. 
Для поверхностей, свойства которых от-
личны от диффузных, epIL  является 
функцией, зависящей от направления ос-
вещения epL . В этом случае предлагается 
хранить прямую освещенность, получен-
ную каждым элементом сетки от каждого 
точечного источника, отдельно. Тогда ис-
комая epIL  будет вычислена на основе 
хранимых данных «по требованию» для 
выбранного источника света и соответст-
вующего ему направления epL . Пример 
реализации стохастического алгоритма 
трассировки фотонов, в которой прямая 
освещенность, представленная кусочно-
линейной функцией на треугольной сет-
ке, пересчитывается в функцию распре-
деления вероятности pi для псевдослу-
чайной генерации вторичных фотонов, 
приведен в работе [11]. Так при изна-
чальном ограничении на максимальный 
размер треугольника и адаптивном алго-
ритме построения треугольной сетки для 
прямого освещения будет построена дис-
кретная кумулятивная функция распреде-
ления pi в виде массива размерностью 

∏
=

=
L

i

iNN
1

)( , где L – количество источни-

ков света, для которых прямая освещен-
ность рассчитана аналитически, N(i) – ко-
личество треугольников, на которых рас-
считана освещенность от i-ого источника 
света.  
Заметим, что на этапе построения 

функции распределения вероятности для 
выбора пары треугольник-источник, учи-
тывается возможное поглощение света, и, 
тем самым, сводится к минимуму вероят-
ность возникновения поглощения при ге-
нерации события, а, следовательно, метод 
не тратит время и квазислучайные числа 
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на трассировку фотонов, которые заведо-
мо будут поглощены еще до учета их 
вклада в карту освещенности. Излишнее 
расходование элементов квазислучайной 
последовательности ведет к потере про-
изводительности по двум причинам: воз-
растает конструктивная размерность ал-
горитма и увеличивается «разрывность» 
задачи [12].  

 
3. СНИЖЕНИЕ КОНСТРУКТИВНОЙ 
РАЗМЕРНОСТИ ТРАССИРОВКИ 

ФОТОНОВ 

Метод распространения для решения 
уравнения излучательности имеет беско-
нечную размерность вне зависимости ис-
пользуется ли он в контексте двунаправ-
ленного алгоритма трассировки лучей 
или отдельно. Траектория фотона или об-
ратного пути, теоретически, может со-
держать бесконечное количество звеньев 
и заранее нельзя сказать, какова будет 
размерность случайного вектора {η1, 
…ηi}, требуемого для реализации такой 
траектории. Например, η0 – выбор пары 
источник-треугольник; η1,η2 –  выбор 
точки на треугольнике; η3  – выбор собы-
тия из ряда возможных (отражение, пре-
ломление, поглощение и т.п. в зависимо-
сти от оптических свойств поверхности); 
η4,η5 – выбор направления испускания 
фотона и т.д. На практике же, фотоны по-
глощаются, а следовательно, вероятность 
бесконечно длинной траектории равна 0. 
Поэтому, под конструктивной размерно-
стью понимается не максимальное, а 
среднее число координат ηi, необходимых 
для трассировки одного фотона (пути).  
В процессе трассировки ряд событий 

относится к выбору одного исхода из ря-
да возможных и имеет дискретную плот-
ность распределения. Известно, что при 
выборе дискретных событий можно ис-
пользовать одно и то же псевдослучайное 
значение несколько раз, применяя каж-
дый раз процедуру перенормировки. Этот 
метод, первоначально предложенный для 
экономии псевдослучайных чисел в целях 

уменьшения времени работы генератора 
псевдослучайных чисел [12], носит на-
звание модифицированного метода су-
перпозиции. Формально, если дискретное 
событие зависит от того, попадает или 
нет (квази-) случайное число s в полуин-
тервал [a, b), то перенормировка означа-
ет, что следующее случайное число s’ 
может быть получено без увеличения 
конструктивной размерности алгоритма: 

s’ = (s – a) / (b – a). 
Следует учитывать, что применение 

модифицированного метода суперпози-
ции несколько раз последовательно или 
его использование для дискретного ряда 
большого количества возможных собы-
тий приводит к неравномерному распре-
делению квазислучайных чисел. При этом 
утрачивается преимущество квази- Монте 
Карло интегрирования в скорости сходи-
мости. В этом случае следует отказаться 
от использования метода суперпозиции. 
Для уменьшения конструктивной раз-

мерности алгоритма трассировки фотонов 
мы должны полностью исключить ис-
пользование методов отбора-отказа. Тра-
диционно, методы отбора-отказа исполь-
зуются для генерации направлений по 
фотометрическим характеристикам ис-
точников света и рассеивающим свойст-
вам поверхности, заданными функцией 
двунаправленного отражения. Пример 
замены метода отбора-отказа на метод 
обратной функции приведен, например, в 
работе [13]. 
Уменьшение конструктивной размер-

ности квази- Монте Карло алгоритма  
трассировки может быть достигнуто при-
менением  случайных событий вместо 
квази- случайных там, где это не оказы-
вает серьезного влияния на квазислучай-
ный характер выбора траекторий фото-
нов, обеспечивающий преимущество в 
сходимости интегральной суммы.  
Подобная рандомизация была нами 

применена для выбора точки испускания 
фотона на треугольнике. При достаточно 
малой площади треугольников влияние 
предложенной рандомизации на характер 
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выбора траекторий ограничено и позво-
ляет сохранить преимущество квази- 
Монте Карло интегрирования в скорости 
сходимости. Конструктивная размерность 
для квази- Монте Карло интегрирования 
при этом уменьшится на две единицы. 
Кроме того, рандомизация при выборе 
точки на треугольнике позволила нам 
применить статистический аппарат для 
оценки точности моделирования. 

 
4. МЕТОД ДВУНАПРАВЛЕННОЙ 

ТРАССИРОВКИ ЛУЧЕЙ 

Приемы, описанные выше, позволяют 
уменьшить конструктивную размерность 
алгоритма трассировки фотонов, тем са-
мым увеличив эффективность примене-
ния квази- Монте Карло интегрирования 
для решения уравнения рендеринга мето-
дом распространения. Допустимо пред-
положение, что в результате трассировки 
фотонов с использованием квазислучай-
ных последовательностей чисел, будет 
эффективно рассчитана карта освещенно-
сти, независимая от положения камеры, в 
которой наиболее аккуратно будет посчи-
тан вклад от фотонов с низкой конструк-
тивной размерностью. В качестве карты 
освещенности нами используется тре-
угольная сетка, совпадающая с изначаль-
ным разбиением поверхностей сцены на 
треугольники. 
Обратная трассировка лучей в предло-

женном методе двунаправленной трасси-
ровки не требует интегрирования. Пути 
из камеры трассируются через пиксели 
экрана до пересечения с поверхностями 
сцены, где происходит вычисление вкла-
да прямого освещения, вклада вторичного 
освещения из карты освещенности, а 
также построение следующей итерации 

specI *  для дерева из однозначно опреде-
ляемых зеркально отраженных или пре-
ломленных путей: 

++≈≈ ∑∑
=

∞

=

N

i

e
spec

iepe

i

ei WILWWIW
0

*

0

* ,

∑
=

−+
N

i

e
spec

iep WILL
0

*, , 

где N предельно допустимая глубина де-
рева трассировки, а оператор <u,v> обо-
значает транспортировку световой энер-
гии, зарегистрированной в карте осве-
щенности для всех траекторий фотонов 
вида u в обратном направлении пути из 
камеры v. Расчет карты освещенности не 
зависит от положения камеры, а построе-
ние следующей итерации specI *  заканчи-
вается диффузными поверхностями. Пре-
имущество обратной трассировки с дере-
вом зеркальных лучей в том, что достига-
ется максимальная скорость получения 
изображения при изменении камеры. Не-
достатками такого подхода, в той или 
иной степени влияющих на точность по-
лучаемых изображений, являются: 

1) элемент карты освещенности ап-
проксимирует освещенность, накоплен-
ную на треугольной сетке. Это достаточ-
но грубое представление дает приемле-
мый результат только с гладкими функ-
циями вторичного освещения; 

2) как правило, карта освещенности не 
содержит информацию о распределении 
направлений входящих фотонов, следова-
тельно, перевод eep WLL ,−  из накоп-
ленной освещенности в видимую свети-
мость дает точное значение только для 
поверхностей с идеально диффузными 
свойствами. Для оптических свойств, 
представленных функциями двунаправ-
ленного отражения (преломления), учет 
карты освещенности будет сопровож-
даться ошибкой; 

3) непосредственное использование ос-
вещенности epLL − , накопленной на эле-
менте карты с недостаточной точностью, 
нецелесообразно. Точность интегрирова-
ния при трассировке фотонов для разных 
областей карты освещенности может раз-
личаться в силу высокой конструктивной 
размерности фотонов при квази- Монте 
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Таб.3. Результаты трассировки фотонов.

Карло интегрировании, условий недоста-
точного освещения, или особенностей 
распространения фотонов. 
Повышение размерности обратной 

трассировки лучей устраняет указанные 
недостатки, но замедляет расчет, так как 
используется полноценное интегрирова-
ние. Оптимальным, на наш взгляд, явля-
ется использование квази- Монте Карло 
интегрирования при минимальном увели-
чении размерности обратной трассировки 
лучей: 

++≈≈ ∑
∞

=

eepe

i

ei WILWWIW *

0

* ,  

++−+ ∑
=

N

i

e
spec

iepeep WILWILL
1

** ,,

∑
=

−+
N

i

e
spec

iep WILL
1

*,  

С одной стороны, использование инте-
грального оператора *I  в обратной трас-
сировке лучей позволяет существенно 
улучшить точность моделирования. С 
другой стороны, использование квази- 
Монте Карло интегрирования с низкой 
размерностью, наряду с гладкой подынте-
гральной функцией, представляющей со-
бой вторичную освещенность накоплен-
ную на карте, обеспечивает высокую ско-
рость сходимости. 

 
5. РЕЗУЛЬТАТЫ  

Авторами был реализован алгоритм 
двунаправленной трассировки лучей, по-
зволяющий эффективно использовать 
преимущества квази- Монте Карло интег-
рирования для высоких размерностей ин-
тегрирования и при отсутствии гладкости 
интегрируемой функции. 
Сравнение результатов квази- Монте 

Карло интегрирования на основе ЛПτ-
последовательности [4] с традиционным  
Монте Карло алгоритмом как для трасси-
ровки фотонов, так и для двунаправлен-
ной трассировки лучей, было выполнено 
для сцен с аналитически вычисленными 
значениями полной излучательности в 
тестовых точках. 

5.1 Октант сферы (Рис.5).  
Вторичная освещен-
ность может быть 
точно вычислена при 
условии равенства 
фактора формы для 
всех пар точек [14]. 
Сцена представляет 
собой 1/8 часть диф-
фузной единичной 

сферы, отсеченной тремя зеркальными 
координатными плоскостями с отража-
тельной способностью 1.0, 0.8, и 0.6, и 
равномерный точечный источник света 
интенсивностью 100 кд внутри сфериче-
ского сегмента в точке с координатами 
(0.2, 0.4, 0.6). Обобщенный фактор фор-
мы, характеризующий перенос световой 
энергии между диффузными и диффузно-
зеркально-диффузными поверхностями, 
одинаков для всех пар точек рассматри-
ваемой части сферы. Теоретическое зна-
чение полной освещенности в центре ок-
танта сферы, в точке с координатами 









3

1,
3

1,
3

1 , составляет 1353.247 люкс. В 

таблице 3 приведены полученные по-
грешности моделирования освещенности 
трассировкой фотонов: 

время 
(сек) 

псевдо- 
ошибка 
(%) 

квази- 
ошибка 
(%) 

Ускорение 
(квази/псевдо) 

6 4.604 6.45 0.71
12 4.356 4.488 0.97
24 4.591 4.728 0.97
48 4.09 2.181 1.88
96 5.141 2.228 2.31

192 1.564 0.914 1.71
384 1.627 0.39 4.17

Конструктивная размерность трассировки 
фотонов для октанта сферы составила 4.3. 

5.2 Диффузный куб (Рис.6). 
Сцена предста-
вляет собой куб 
10м ×10м ×10м, 
в центр кото-
рого помещен 
точечный ис-

Рис.5. Октант сферы.

Рис.6. Диффузный куб. 
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Таб.4. Результаты двунаправленной трассировки.

Рис.7. Тест CIE TC.3.33. 

точник света с силой света 50000кд, соз-
дающий прямое освещение 2000 люкс на 
ближайших точках граней куба (точки А). 
Внутри куба свет распространяется диф-
фузно без выхода наружу. Отражательная 
способность диффузных граней куба рав-
на 2/3. Таким образом,  большая компо-
нента освещенности образуется за счет 
переотраженного света. Цвет источника и 
поверхности куба белый. 
Теоретические значения светимости в 6 

точках на грани куба (точки A-F) приве-
дены в работе  [14]. Исходя из симметрии 
сцены, для нахождения отклонения меж-
ду смоделированными и теоретическими 
значениями мы используем сетку 5×5 для 
каждой внутренней поверхности граней 
куба. Таким образом, отклонение (ошиб-
ка) теста вычисляется в L2 норме по 150 
известным точкам. 
В таблице 4 приведены полученные по-

грешности моделирования освещенности 
двунаправленной трассировкой лучей:  

время 
(сек) 

псевдо- 
ошибка 
(%) 

квази- 
ошибка 
(%) 

ускорение 
(квази/псевдо) 

6 43.16 7.05 8.17
12 11.64 2.75 5.65
24 8.78 2.45 4.79
48 5.69 2.08 3.65
96 5.05 1.87 3.60

192 3.26 1.39 3.12
384 2.69 1.37 2.62

Конструктивная размерность трасси-
ровки фотонов для диффузного куба со-
ставила 6, а обратной трассировки лучей - 
2. 

5.3 Тест CIE TC.3.33 (Рис.7).  
Тест предложен в [15] для анализа при-

кладных программ по расчету дневного 
освещения в помещениях. Сцена пред-
ставляет собой абсолютно черную комна-
ту с открытым окном и плоскость, ими-
тирующую земную поверхность с 30% 
отражательностью. Теоретические значе-
ния вычислены в точках A-O при одно-

родной светимости небесной полусферы 
1000 кд/м2.  

 
 
Мы сравнили результаты двунапра-

вленного метода трассировки лучей, раз-
личающиеся реализацией обратной трас-
сировкой путей. Алгоритм без использо-
вания интегрирования на этапе обратной 
трассировки показал наихудшее значение 
точности в точке J (ошибка 48.4%) при 
средней точности 15%. Алгоритм обрат-
ной трассировки с использованием квази- 
Монте Карло интегрирования минималь-
ной размерности показал наихудшее зна-
чение точности в точке C (ошибка 7.2%) 
при средней точности 2% за гораздо 
меньшее время вычисления (приблизи-
тельно в 100 раз быстрее). 

5.4 Сфера с двунаправленной функцией 
отражения (Рис.8).  
Сравнение обратной трассировки лучей 

с использованием квази- и псевдо- Монте 
Карло интегрирования было проведено 
для закраски сферы с отражательными 
свойствами серебра, заданными таблич-
ной функцией двунаправленного отраже-
ния (BRDF – Bi-direction Reflectance Dis-
tribution Function). Сфера окружена сфе-
рической текстурой с высоким динамиче-
ским диапазоном (HDRI – High Dynamic 
Range Image), использующейся в качестве 
освещения1 [16]. 
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Рис.8а) псевдо- Монте 
Карло интегрирование 

Рис.8б) квази- Монте 
Карло интегрирование 

Начальное количество генерируемых 
лучей составило 128 на пиксел, а закраска 
пикселя проводилась по достижении 2% 
ошибки интегрирования. Оценка ошибки 
для квази- Монте Карло проводилась 
приближенным методом путем разделе-
ния трассируемых лучей на две группы 
по первому квазислучайному числу с по-
следующей его нормализацией. Скорость 
расчета для псевдо- и квази- Монте Карло 
интегрирования составила 179 секунд и 
122 секунды соответственно. 
1 Полноцветные изображения доступны в интер-
нет-версии статьи по адресу: 
http://www.keldysh.ru/pages/cgraph/articles/dep20/kop2004.pdf 
 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В рамках создания системы реалистич-
ной визуализации, основанной на методах 
физически точного оптического модели-
рования, нами был разработан и реализо-
ван высокоэффективный метод двуна-
правленной трассировки лучей с исполь-
зованием квази- Монте Карло интегриро-
вания. В целом, результаты сравнения по-
грешностей моделирования освещения 
демонстрируют преимущество в скорости 
сходимости квази- над традиционным 
псевдо- Монте Карло интегрированием 
для прямой и обратной трассировок лучей 
(тесты 5.1, 5.4). На примере стандартного 
теста ТС.3.33 CIE для расчета дневного 
освещения в помещениях (тест 5.3) пока-
зана обоснованность использования об-
ратной трассировки лучей с минимальной 
размерностью, а тест на скорость сходи-
мости двунаправленной трассировки лу-

чей (тест 5.2) продемонстрировал эффек-
тивность предложенной реализации. 
Разработанный метод двунаправленной 

трассировки лучей реализован в несколь-
ких программных системах компании In-
tegra Inc. [17]. 
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