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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность работы. Построение и обоснование наиболее полных трехмер-
ных моделей и численных методов их реализации для описания вызванного
закачиванием вязкой жидкости распространения трещины от полости в упру-
гой среде, является актуальной научной и прикладной задачей. Актуальность
задачи построения модели для механики трещин, обуславливающая научную
значимость работы, заключается в необходимости выявления механизмов и па-
раметров, влияющих на траекторию и раскрытие трещины на ранней стадии
ее распространения: реологии жидкости, закачиваемой в полость и трещину,
параметров напряженного состояния среды, ее упругих свойств и т.д. С точ-
ки зрения математического моделирования актуальными являются построение,
обоснование и валидация новых математических моделей, более полно описыва-
ющих распространение трехмерных трещин, и создание экономичных, надеж-
ных численных методов для реализации этих моделей, позволяющих повысить
точность решения задачах механики разрушения и снизить требования к вы-
числительным ресурсам.

Одним из очевидных приложений моделей, позволяющих рассчитывать рас-
пространение трещины одновременно с движением жидкости в ней, являет-
ся описание распространения трещины гидроразрыва пласта (ГРП). Популяр-
ность ГРП как метода повышения отдачи нефте- и газоносных пластов в XXI
веке значительно возросла в связи с повышением доли нетрадиционных место-
рождений с низкой проницаемостью породы и малыми размерами нефте- га-
зонасыщеных пропластков. Метод основывается на закачке в скважину вязкой
жидкости с давлением, достаточным для инициации и распространения трещи-
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ны в пласте, которая в дальнейшем заполняется проппантом (твердыми части-
цами), предотвращающим закрытие трещины и обеспечивающим ее высокую
проводимость. В виду сложности физики и недоступности прямому наблюде-
нию процесса развития трещины гидроразрыва пласта оценка технологических
параметров при проведении ГРП и геометрических размеров созданной тре-
щины возможна только на основе математического моделирования. В то же
время имеющиеся модели ГРП в случае нетрадиционных месторождений не
позволяют адекватно описывать особенности протекающих при распростране-
нии трещины процессов, и требуются новые более совершенные подходы.

Для повышения эффективности ГРП в нетрадиционных коллекторах про-
изводится разработка новых жидкостей, использование которых снижает воз-
действие на фильтрационные свойства пласта, повышает эффективность пере-
носа проппанта, уменьшает потери давления при закачке и т.д. [1] При этом
реологические свойства таких жидкостей уже не могут описываться ньютонов-
ской моделью классической жидкости и требуют более сложных реологических
законов. Одним из наиболее общих является реологический закон Гершеля–
Балкли [2] В диссертационной работе для исследования влияния реологии жид-
кости на распространение трещины ГРП разработанные ранее автором моде-
ли [3–5] совершенствуются путем замены в них ньютоновской модели жидкости
моделью Гершеля–Балкли [6–8].

Современные подходы к разработке нетрадиционных пластовых резервуа-
ров предполагают создание скважин с криволинейной траекторией, которая не
позволяет гарантированно ориентировать зародышевую трещину ГРП в плоско-
сти, ортогональной направлению действия минимальных напряжений в пласте.
Это приводит к искривлению трещины при ее распространении и переориента-
ции, что в свою очередь вызывает уменьшение раскрытия трещины на искрив-
ленном участке — пережатие. Искривление поверхности трещины так же может
быть вызвано неоднородностью поля напряжений, обусловленной, например,
неоднородностью поля порового давления, или влиянием других близко распо-
ложенных трещин ГРП. Современные авторы при разработке моделей трехмер-
ных, неплоских трещин ограничиваются рассмотрением последнего случая, ко-
торый характеризуется относительно слабым отклонением трещины от плоско-
сти и гладкостью ее поверхности [9–12] Это приводит к использованию в таких
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моделях классических критериев выбора направления распространения трещи-
ны без экспериментального обоснования их применимости для общего случая
развития криволинейной трещины в сложном анизотропном поле напряжений,
которым характеризуется задача ее переориентации на начальном этапе раз-
вития. Таким образом, задача построения критерия распространения трещины
ГРП в анизотропном поле напряжений, способном описывать негладкую или
сильно искривленную поверхность трещины, а так же его обоснования на ос-
нове экспериментальных данных, осается актуальной и до настоящего момента
нерешенной.

Актуальность и значимость задач моделирования гидроразрыва пласта кро-
ме того подчеркивается их включением в «Приоритетные направления разви-
тия науки, технологий и техники в Российской Федерации» (Энергоэффектив-
ность, энергосбережение, ядерная энергетика) и перечень критических техно-
логий Российской Федерации (Технологии поиска, разведки, разработки место-
рождений полезных ископаемых и их добычи)1.

Целью диссертации является разработка иерархии трехмерных и одномер-
ных численных моделей распространения трещин в упругой хрупкой среде под
действием закачиваемой жидкости сложной реологии и исследование на основе
построенных моделей особенностей распространения.

Объектом исследования являются задачи распространения в хрупкой
упругой среде трещин под действием закачиваемой в них вязкой жидкости
сложной реологии, включающие в себя описание течения жидкости в трещи-
нах, деформации и разрушения материала, а так же численные математические
модели этих процессов.

Предметом исследования является процесс распространения трещины
под действием закачиваемой жидкости, его закономерности, особенности и за-
висимости от реологии жидкости, характеристик материала, в котором проис-
ходит распространение, и его напряженного состояния.

В ходе достижения поставленной цели решены следующие задачи

1. Предложена и обоснована новая постановка задачи распространения тре-
1Об утверждении приоритетных направлений развития науки, технологий и техники в Российской Фе-

дерации и перечня критических технологий Российской Федерации: Указ Президента Рос. Федерации от 7
июля 2011 г. № 899 // Собр. законодательства Рос. Федерации. — 2011. — № 28. — Ст. 4168. (В редакции
Указа Президента Российской Федерации от 16.12.2015 г. № 623)
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щины под действием закачиваемой жидкости в упругом изотропном одно-
родном материале, в которой впервые одновременно описываются 1) де-
формация материала в трехмерной области сложной формы, 2) изменение
направления распространения трещины и ее формы под действием анизо-
тропного нагружения материала, 3) движение в трещине жидкости сложной
реологии.

2. Предложена иерархия моделей трещин, распространяющихся под действи-
ем закачиваемой жидкости, каждая из которых получена внесением в по-
становку задачи из п.1 дополнительных предположений о форме трещи-
ны: например, задание поверхности, вдоль которой распространяется тре-
щина; рассмотрение плоских трещин с круговым фронтом; описание тре-
щин, размер которых в одном из направлений является доминирующим.
Такие предположения позволяют упростить описание движения жидкости,
напряженно-деформированного состояния упругого материала и условий
его разрушения, что повышает эффективность моделей при сужении обла-
сти их применимости.

3. Для решения задачи п.1. предложен новый полностью трехмерный неявный
глобальный критерий скорости роста трещины и выбора направления ее
распространения, в котором вместо предсказания направления распростра-
нения в каждой отдельной точке фронта анализируются возможные кон-
фигурации фронта в целом, получающиеся после продвижения трещины.
Это позволяет адекватно описывать распространение трещины при слож-
ном нагружении всех трех мод.

4. Для решения задачи п.1. предложены численные модели описания движе-
ния жидкости Гершеля–Балкли и слабосжимаемой жидкости внутри тре-
щины, необходимые для адекватного расчета давления жидкости на стенки
трещины.

5. Предложен и реализован метод решения системы интегральных и диффе-
ренциальных уравнений в области со свободными границами и нелинейной
связью между искомыми функциями, формирующейся в на каждом шаге
распространения трещины в задаче п. 1. Метод основан на разделении за-
дач для определения положения границ области и распределений давления
и раскрытия трещины, которые решаются с помощью модификаций мето-
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дов Пикара и релаксации.

6. Проведена верификация и валидация предложенной полностью трехмер-
ной модели распространения трещин и ее компонент: глобального неявного
критерия распространения (п. 3) и моделей движения жидкостей разных
реологий в трещине (п. 4).

7. Разработано программное обеспечение для численного моделирования
нестационарного распространения трещин в упругой среде под действием
закачиваемой жидкости.

8. Созданное на основе предложенной иерархии численных моделей (п. 2) про-
граммное обеспечение применено для моделирования процесса гидроразры-
ва пласта в трехмерной постановке: исследован эффект пережатия трещины
при искривлении ее траектории;

9. Это же программное обеспечение применено для моделирования процес-
са распространения трещины вдоль гидроизоляции скважины. Исследова-
ны условия инициации и распространения трещины, выявлена зависимость
прочности гидроизоляции от условий ее создания и напряженного состоя-
ния породы.

Метод исследования. Основные результаты диссертации получены с
применением современных методов математического моделирования, вычисли-
тельной математики, теории дифференциальных и интегральных уравнений.
Напряженно-деформированное состояние (НДС) упругой среды в области, со-
держащей полости и трещины, рассчитывается на основе уравнений упруго-
го равновесия, решаемых методом граничных элементов. Описание движения
жидкости внутри трещины производится с помощью метода конечных элемен-
тов решения уравнений Навье-Стокса, осредненных по ширине канала (раскры-
тию трещины). Методы решения систем нелинейных уравнений использовались
для нахождения совместного решения уравнений движения жидкости и уравне-
ний упругого равновесия, а так же для решения нелинейных уравнений движе-
ния жидкости в случае ее неньютоновской реологии. Модель распространения
трещины базируется на критериях выбора направления и величины продвиже-
ния ее фронта использующих анализ НДС материала в его окрестности. Вычис-
лительный эксперимент как метод исследования использовался для установле-
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ния закономерностей процессов, сопровождающих распространение трещины,
и областей применимости математических моделей.

На защиту выносятся следующие результаты, которые относятся к четы-
рём пунктам (1, 3, 4, 5) паспорта специальности 1.2.2 — «математическое моде-
лирование, численные методы и комплексы программ», физико-математические
науки.

Пункт 1: Разработка новых математических методов моделирования объ-
ектов и явлений.
Трехмерная математическая модель распространения существенно трехмерной,
криволинейной трещины при закачке в нее жидкости сложной реологии, описы-
вающая одновременно движение жидкости в трещине, деформацию и разруше-
ние породы. Модель состоит из новой подмодели движения жидкости сложной
реологии в канале малой ширины, учитывающей как наличие критического на-
пряжения сдвига, так и нелинейную связь тензоров скоростей деформаций и
напряжений и нового неявного глобального критерия выбора направления рас-
пространения трещины, учитывающего все три моды коэффициентов интен-
сивности напряжений (КИН) и описывающего распространение трещины при
сложном нагружении.

Пункт 3: Разработка, обоснование и тестирование эффективных вычис-
лительных методов с применением современных компьютерных технологий.
Метод решения связанной системы системы интегральных и дифференциаль-
ных уравнений в области со свободными границами и нелинейной связью между
искомыми функциями, формирующейся в на каждом шаге в модели распро-
странения трещины. В нём уравнения упругого равновесия и движения жидко-
сти в трещине после аппроксимации решаются методом релаксации с коррекци-
ей релаксационного параметра. На каждой итерации решаются только системы
линейных уравнений. Модифицированный метод Ньютона с выделением диаго-
нали матрицы производных применяется для реализации неявного глобального
критерия распространения трещины с целью определения направления и ско-
рости распространения фронта.

Пункт 4: Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в
виде комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычис-
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лительного эксперимента.
Программный комплекс для решения задач распространения трещины от по-
лости в упругой среде и по границе между материалами при закачке в них вяз-
кой жидкости, зарегистрированный в Федеральной службе по интеллектуаль-
ной собственности и использованный в Новосибирском технологическом центре
компании «Шлюмберже».

Пункт 5: Комплексные исследования научных и технических проблем с
применением современной технологии математического моделирования и вы-
числительного эксперимента.
Решена задача криволинейного распространения трещины от скважины в по-
роду под действием давления закачиваемой в нее вязкой жидкости гидроразры-
ва. Результатом решения задачи являются зависимости давления в скважине
от времени, распределения раскрытия трещины и давления вдоль поверхно-
сти трещины, форма самой поверхности трещины. Исследован процесс рас-
пространения трещины при ее инициации в направлении, не совпадающим с
направлением предпочтительного распространения, обнаружено и описано пе-
режатие трещины в окрестности скважины. Показано, что в случае продольной
к скважине трещины пережатие, вызванное искривлением ее траектории, суще-
ственно (может составлять до 80% от ее раскрытия), тогда как для поперечной
трещины этот эффект выражен слабее (не превышает 30%).
На основе безразмерного анализа и анализа чувствительности, проведенного
путем вычислительного эксперимента, показано, что для моделирования рас-
пространения трещины, вызванного закачкой в нее жидкости сложной реоло-
гии, на начальном этапе формирования ее траектории может использоваться
модель ньютоновской жидкости. При этом коэффициент вязкости, используе-
мый в модели ньютоновской жидкости, должен рассчитываться с учетом толь-
ко показателя степени жидкости и параметров породы, тогда как критическим
напряжением сдвига можно пренебречь.
Установлены зависимости стойкости гидроизоляции скважин от параметров ис-
пользуемого цемента и условий его застывания, размеров возможных дефектов,
порового давления. Проведены оценки времени, в течение которого гидроизоля-
ция скважины может противостоять повышению порового давления в породе.
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Таким образом, в соответствии с формулой специальности 1.2.2 в диссерта-
ции представлены оригинальные результаты одновременно из четырех областей
исследований.

Научная новизна выносимых на защиту результатов заключается в сле-
дующем.

Отличительными особенностями разработанной модели являются ее полная
трехмерность и одновременное рассмотрение в ней скважины с трещиной, на-
груженных непостоянным давлением от течения жидкости в них. Существую-
щие в настоящее время модели распространения трещин способны учитывать
либо переменность нагрузки в трещине, либо влияние полости.

Впервые лично автором разработана модель и реализован численный ме-
тод для описания движения жидкости сложной реологии в криволинейной тре-
щине гидроразрыва пласта. Предложен единый подход для описания движения
несжимаемой неньютоновской жидкости с реологией Гершеля-Балкли и сла-
босжимаемой ньютоновской жидкости, заключающийся в сведении уравнений
движения к одному нелинейному дифференциальному уравнению для давле-
ния.

На основе предложенного неявного критерия выбора направления и вели-
чины приращения трещины сложной геометрии впервые строится положение
всего фронта трещины с учетом всех трех мод КИН. Это позволяет описы-
вать распространение трещины при сложном нагружении, даже если траекто-
рия распространения не является гладкой кривой.

Впервые в рамках двумерной и трехмерной постановок численно описан
эффект “пережатия” трещины вызванный искривлением ее поверхности, коли-
чественно описано влияние на него внешних факторов и определены области
применимости моделей, которые используются для использующихся для его
описания.

Достоверность и обоснованность полученных результатов обеспечива-
ется использованием в качестве основы моделирования фундаментальных за-
конов механики разрушения, механики жидкости, механики твердого тела, вы-
бором теоретически обоснованных численных методов. Достоверность резуль-
татов вычислительных экспериментов также подтверждается хорошим их со-
гласованием с известными аналитическими решениями, экспериментальными



14

данными и расчетами других исследователей.
Практическая ценность диссертационной работы заключается в возмож-

ности применения ее результатов (методик, алгоритмов, их программной реа-
лизации и результатов расчетов) в ряде прикладных областей нефтегазовой
промышленности и горного дела, для моделирования распространения трещин
в технических конструкциях. Часть результатов, полученных в процессе диссер-
тационного исследования, применялась в научной деятельности филиала ООО
«Технологическая Компания Шлюмберже» в г. Новосибирске.

Практическая значимость диссертационной работы обусловлена возможно-
стью использования ее результатов при усовершенствовании и создании новых
технологий гидроразрыва пласта, направленных на интенсификацию добычи из
все более трудно извлекаемых коллекторов. Это обосновывает необходимость
построения трехмерной модели распространения трещин, позволяющей учиты-
вать особенности как самого коллектора (анизотропность его напряженного со-
стояния), так и сложную геометрию трещины в окрестности скважины и слож-
ную реологию жидкости, используемой для операции гидроразрыва. Выявлены
области применимости модели ньютоновской жидкости для описания движения
в трещине неньютоновской жидкости со сложной реологией Гершеля-Балкли.
Показано, что для расчета траектории трещины на начальном этапе ее разви-
тия может использоваться простая модель ньютоновской жидкости при надле-
жащем расчете коэффициента вязкости, что позволяет существенно сократить
время расчета при моделировании распространения трещины ГРП. В то же вре-
мя при описании дальнейшего распространения трещины использование моде-
ли ньютоновской жидкости приводит к появлению существенной погрешности
в представлении ее характеристик (формы, раскрытия, давления и т.д.).

Важным фактором, влияющим на характеристики ГРП, является искривле-
ние траектории или поверхности трещины, которая формируется в начальный
период ее эволюции, но воздействует на весь процесс ГРП. Выявленный эффект
пережатия трещины, результаты анализа условий его образования позволяют
при проектировании гидроразрыва создавать условия, препятствующие его по-
явлению, что повышает вероятность успешного проведения всего ГРП.

Теоретическая значимость результатов
Разработанный трехмерный критерий распространения трещины, учитываю-
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щий все три моды напряжений, решает задачу нахождения величины прира-
щения и направления распространения фронта трещины на каждом шаге ее
распространения при смешанном нагружении. Неявный алгоритм его реализа-
ции обеспечивает устойчивость траектории трещины к величине ее прираще-
ния, что позволяет уменьшить количество шагов распространения трещины и
снизить объем необходимых вычислительных ресурсов. Область применимости
предложенного критерия не ограничена трещинами, распространение которых
поддерживается закачкой жидкости, но и включает в себя и распространение
усталостных трещин.

Предложенная модель движения жидкости Гершеля-Балкли в трещине мо-
жет применяться для описания движения жидкости в произвольном тонком
канале переменного сечения, высота которого мала по сравнению с его разме-
рами в других направлениях. Преимущество реологического закона Гершеля–
Балкли заключается в возможности его использования для описания поведения
более простых жидкостей: ньютоновской, степенной, вязкопластической, часто
используемых в моделях трещин ГРП, при моделировании переноса проппан-
та и его осаждения, при описании движения бурового раствора в скважине,
смазки в различных устройствах сложной геометрии.

С позиций вычислительной механики значимым является созданный эффек-
тивный метод совместного решения трех основных связанных задач модели рас-
пространения для описания течения жидкости гидроразрыва со сложной рео-
логией, напряженно-деформированного состояния материала, его разрушения
и распространения в нем трещины. Модель распространения трещины пред-
ставляет собой систему нелинейных дифференциальных уравнений параболи-
ческого типа в области, положение границы которой определяется решением
системы. Метод совместного решения позволяет свести такую систему к реше-
нию последовательности систем линейных алгебраических уравнений.

Представление работы и апробация результатов
Основные положения и результаты диссертации докладывались и об-

суждались на семинарах «Математическое моделирование гидроразрыва пла-
ста», ИГиЛ СО РАН (руководитель — проф. С.В. Головин); «Вычислительно-
информационные технологии» ИВМиМГ СО РАН, НГУ (руководитель —
проф. В.П. Ильин); «Информационно-вычислительные технологии», ФИЦ ИВТ
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(руководители — академик Ю.И. Шокин и проф. В.М. Ковеня); «Научный се-
минар по дифференциальным и функционально-дифференциальным уравне-
ниям», РУДН (руководитель — проф. А.Л. Скубачевский); «Геофизический
семинар», ИДГ РАН (руководитель — д.ф.-м.н. С.Б. Турунтаев); «Механи-
ка прочности и разрушения материалов и конструкций», ИПМех РАН (ру-
ководитель — д.ф.-м.н. Е.И. Шифрин); «Механика: эксперимент, моделиро-
вание, приложения»(руководитель — д.ф.-м.н. А.В. Хохлов); «Научный семи-
нар Газпромнефть-Политех», СПбПУ (руководитель — член корр. д.ф.-м.н.
А.М. Кривцов). «Научно-исследовательском семинаре кафедры газовой и вол-
новой динамики» ММФ МГУ (руководитель проф. Н.Н. Смирнов); Семина-
ре лаборатории физических методов воздействия на массив горных пород,
ИГД СО РАН, (руководитель проф. С.В. Сердюков) и на ведущих междуна-
родных и российских конференциях, среди которых “Цифровые технологии
в добыче и переработке углеводородов: от моделей к практике”, 6-9 октяб-
ря 2020, г. Уфа (дистанционно); Моделирование геологического строения и
процессов разработки – основа успешного освоения нефтегазовых месторож-
дений, 4-5 сентября 2018, г. Казань; 22nd European Conference on Fracture
(ECF22), 26-31 August 2018, Belgrade, Serbia; 14th U.S. National Congress on
Computational Mechanics: July 17-20, 2017, Montreal, Quebec, Canada; 21st
European Conference on Fracture (ECF21), 20-24 June 2016, Catania, Italy; 2016
International Conference Mathematical and Information Technologies, Vrnjacka
Banja; Serbia; 28 August 2016 – 5 September 2016; XVII Всероссийская конфе-
ренция молодых ученых по математическому моделированию и информаци-
онным технологиям. Новосибирск, 30 октября - 3 ноября 2016 г; International
Conference "Computational and Informational Technologies in Science, Ingenering
and Education September 24-27, 2015, Almaty: Al-Farabi KazNU, Kazakhstan; 8th
International Conference on Mathematical Modeling of Technological Processes;
Almaty; Kazakhstan; 24–27 September 2015; VIII Казахстанско-Российская Меж-
дународная научно-практическая конференция «Математическое моделирова-
ние в научно-технологических и экологических проблемах нефтегазовой от-
расли». 20-21 июня 2014 - 2014. - Атырау; International conference «Advanced
mathematics, computations and applications-2014»: Novosibirsk, June 8-11, 2014;
Междунар. конф. «Современные проблемы вычислительной математики и ма-
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тематической физики» памяти и к 90-летию А.А. Самарского, 16–18 июня
2009 г.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 18 пе-
чатных работах [3–8, 13–24], на программное обеспечение, разработанное на их
основе, получено свидетельство о государственной регистрации [25]. Из пуб-
ликаций в периодических изданиях 11 работ [4–6, 14–18, 21–23] опубликованы
в изданиях, рекомендованных ВАК для представления основных научных ре-
зультатов диссертаций на соискание ученой степени доктора наук (общий объем
23.3 печ. л., автору принадлежит 8.8 печ.л.), 7 работ [6], [18], [4], [5], [23], [19], [7]
индексируются в базе данных Web of Science ( [5, 23] — в Q1) и 13 работ [14],
[16], [6], [18], [4], [5], [23], [13], [19], [20], [7], [3], [24] — в базе данных Scopus. Опуб-
ликована одна монография [8] общим объемом 39.6 печ. л., из которых автору
принадлежит 9.1 печ. л.

Личный вклад автора. Результаты, составляющие основное содержание
диссертации, получены автором самостоятельно. Во всех работах, написанных
совместно, автором выполнена основная часть постановок задач, ему принад-
лежит разработка и реализация математических моделей и критериев. В рабо-
тах [14], [20] автору принадлежат предложенные варианты модели радиальной
трещины и их численная реализация, в работах [16], [4], [19], [3] — трехмерный
критерий распространения, в [6], [7] — численная модель течения неньютонов-
ской жидкости в трещине, в [18], [22] — постановки задач, модели трещин и
критерии образования проппантных пробок, в [5], [3] — численная модель те-
чения жидкости в трещине, алгоритм совместного решения уравнений моде-
ли, в [21] анализ постановок задач моделей и объединение их в иерархическую
структуру, в [23], [24] — алгоритм совместного решения уравнений модели, ис-
следование эффекта пережатия трещины.
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Задача моделирования
распространения трещины и
подходы к ее решению

1.1. Описание физических процессов в различ-

ных моделях распространения трещин

1.1.1. Основные физические процессы в трещинах ГРП

Для повышения отдачи нефтеносного пласта применяется технология форми-
рования в нем трещины гидроразрыва (ГРП), подробно описанная в [26]. Тех-
нология заключается в подаче в перфорированную скважину под высоким дав-
лением жидкости гидроразрыва. Под действием давления жидкости в области
перфораций около скважины инициируется зародышевая трещина. Затем жид-
кость, надавливая на берега зародышевой трещины, заставляет ее распростра-
няться в нетронутый массив породы, как показано на рисунке 1.1. Для закреп-
ления раскрытия трещины через определенное время от начала подачи жидко-
сти гидроразрыва в нее добавляются твердые частицы — проппант (“proppant”).
После прекращения закачки смеси жидкости с твердыми частицами и фильтра-
ционной утечки жидкости в породу раскрытие трещины определяется распре-
делением проппанта вдоль нее. Пропускная способность закрепленной трещины
существенно зависит от ее формы и распределения по ней проппанта. Но в лю-
бом случае, проницаемость проппантной упаковки внутри трещины много боль-
ше проницаемости исходного пласта, что обуславливает увеличение притока в
нефти/газа скважину после проведения гидроразрыва.
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Рисунок 1.1 – Схема трехмерной трещины

Моделирование процесса гидроразрыва пласта — роста трещины с учетом
потерь жидкости гидроразрыва на фильтрацию в пористую среду и, наконец,
определение влияния примеси твердых частиц в жидкости на динамику рас-
крытия трещины и ее конечную форму позволяют прогнозировать геометрию
трещины и оптимизировать всю технологию этого процесса. Однако сформу-
лированная в наиболее общей постановке модель трещины ГРП получилась
бы чрезвычайно сложной, так как объединяла бы множество сопровождающих
распространение трещины процессов. Наиболее значимыми из них являются
следующие.

• Деформация породы, обусловленная давлением жидкости в трещине, при-
ложенным к берегам трещины. В общем случае при описании этого процесса
необходимо учитывать неоднородность и анизотропность материала пласта
и его напряженно-деформированного состояния (НДС) в естественном зале-
гании, распределение давления поровой жидкости в пласте и его изменение
в процессе распространения трещины. Последнее, согласно хорошо разра-
ботанной в настоящее время теории пороупругости [27–29], определяется и
деформацией породы и фильтрацией в ней жидкости, и должно рассчиты-
ваться в результате одновременного решения описывающих эти процессы
уравнений.
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• Разрушение породы, определяемое сильными напряжениями в окрестности
фронта трещины. Такое разрушение определяет направление и скорость
распространения трещины в различных точках ее фронта, а следовательно
и форму получившейся в результате ГРП трещины [11, 30]. НДС в окрест-
ности фронта может быть существенно анизотропным, так как зародыше-
вая трещина может инициироваться не в плоскости, ортогональной глав-
ным напряжениям в породе [31–33]. Поэтому для определения условий и
направления распространения трещины необходимо привлекать критерии
разрушения, учитывающие все виды такой анизотропности. Кроме того,
критерии разрушения в общем случае должны иметь возможность учиты-
вать образование зон пластичности [34–36].

• Движение жидкости в трещине, вызванное закачкой жидкости в скважину
и зависящее от распределения раскрытия вдоль поверхности трещины. В
общем случае жидкость представляет собой смесь несущей жидкости (или
нескольких жидкостей) сложной реологии [37] и проппанта, который еще
более усложняет реологию смеси, ее течение и распределение проппанта по
трещине [38–42].

• Перенос проппанта и его распределение по трещине, которое определяет
время остановки процесса ГРП и ширину канала, образующегося после
остановки закачки и закрытия трещины [43–46].

• Фильтрация жидкости в породе, обуславливающая утечку жидкости из тре-
щины. Несмотря на популярность аналитических решений [47, 48], позволя-
ющих приближенно рассчитывать утечку жидкости из трещины, скорость
утечки определяется процессом фильтрации в породе и в общем случае
должна рассчитываться совместно с НДС породы [49, 50].

• Температурные эффекты, воздействующие на НДС породы за счет ее тем-
пературного расширения, реологические свойства поровой жидкости и жид-
кости гидроразрыва [51, 52].

• Химические эффекты, при проведении кислотных гидроразрывов, вызыва-
ющие растворение породы [53, 54]
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Совместное решение в двумерных, а особенно в трехмерных задачах остает-
ся актуальной проблемой из-за сложности каждой из подзадач и необходимо-
сти итерационного решения объединяющей их системы нелинейных уравнений.
Поэтому при создании модели приходится искать компромисс между вычисли-
тельной сложностью алгоритмов и детальностью описания каждого из процес-
сов. Развитие вычислительной техники смещает точку компромисса в сторону
совершенствования моделей, но оно все еще недостаточно для отказа от при-
ближенного описания процессов или пренебрежения какими-либо из них. Наи-
более существенно снижают вычислительную сложность упрощения при описа-
нии процессов деформации породы и ее разрушения, что связано существенно
с трехмерностью этого процесса в общем случае.

1.1.2. Обзор моделей распространения трещин ГРП

Модели, рассмотренные в диссертационной работе построены на основе поло-
жений механики сплошной среды в предположении о гладкости используемых
функций (за исключением трещины, как разрыва в модели деформации по-
роды) и малости деформаций, поэтому далее не рассматриваются модели, ос-
нованные на представлении упругого тела в виде решетки [55], независимых
элементов [56], материала с большим количеством естественных трещин [57]
или допускающего сопоставимые с размером области деформации [58]. Вместо
этого предполагается, что деформация породы описывается в рамках задачи
упругого или пороупругого равновесия.

Несмотря на периодическое появление обзоров моделей трещин ГРП [21, 59–
62] к настоящему времени не сформировалось единого подхода к их классифи-
кации. Такая классификация возможна, например, по описываемым в моделях
процессам и типе учета их взаимодействия [61], или по применимости моделей
к различным практическим задачам [62]. В рамках диссертационной работы
удобнее провести классификацию на основе размерностей задачи деформации
материала и уравнений, которые используются для получения основных рас-
пределений: давления жидкости (или смеси) в трещине p и ее раскрытия w.
Большинство современных моделей используют для определения этих распре-
делений двумерные уравнения, однако первые шаги в описании трещин ГРП
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были сделаны на основе одномерных моделей.

Одномерные модели

Этот класс моделей характеризуются рассмотрением только плоских трещин
и, как следует из названия, одномерными распределениями основных величин
и одномерными же уравнениями для их вычисления. Во всех моделях осно-
вой для получения соотношений между раскрытием трещины w и давлением
в ней p являются описание процессов движения жидкости в трещине и дефор-
мации материала. Однако исходные предположения и геометрическая концеп-
ция, используемые для получения уравнений, в основных одномерных моделях
— KGD, PKN и радиальной — отличаются. Так в модели Христиановича–

Рисунок 1.2 – Одно крыло трещины гидроразрыва в представлении KGD-модели (слева) и PKN-
модели (справа) с прямолинейным распространением из линейного источника: 1 — вертикальная ось
скважины, 2 — линейный источник жидкости, 3 — плоское крыло трещины, 4 — кончик трещины

Гиртсма–де Клерка (KGD-модели) [63, 64] основным является предположение о
том, что высота трещины много больше ее длины, как можно увидеть на рисун-
ке 1.2, слева. Такое предположение позволяет решать задачу о плоской трещине
нагруженной заданным давлением и рассчитывать плоское деформированное
состояние породы. В квазистатическом приближении и предположении отсут-
ствия сдвиговых напряжений на берегах прямолинейной трещины соотношение
между ее раскрытием и избыточным давлением жидкости в трещине записы-
вается в виде интегрального соотношения [65]). Положение фронта трещины в
одномерном приближении характеризуется одним числом – полудлиной трещи-



23

Рисунок 1.3 – Модель с радиально симметричным распространением из точечного источника: 1 —
ось скважины, 2 — точечный источник жидкости, 3 — плоскость распространения трещины, 4 —

кончик трещины

ны, которое рассчитывается, например, из критерия хрупкого распространения
трещины [66], условия плавного смыкания [67, 68] или (реже) на основе пласти-
ческих критериев [34]. Движение жидкости в трещине описывается из решения
задачи Пуазейля о течении между двумя параллельными пластинами [69], что
дает связь между градиентом давления и раскрытием трещины. В качестве од-
ного из граничных условий обычно задается давление и расход на скважине.
Граничное условие на кончике трещины может быть поставлено разными спосо-
бами. Поскольку раскрытие трещины при приближении к ее кончику стремится
к нулю, то давление в его окрестности стремится к бесконечности [70]. Часть ис-
следователей [63, 64, 71–73] полагают, что жидкость полностью заполняет объем
трещины, задают нулевое значение расхода жидкости на кончике и аналитиче-
ски описывают особенность давления. В других моделях [74, 75] используется
предположение о наличии отставания фронта жидкости от фронта трещины,
которое обнаруживается в некоторых экспериментах [76]. В современной лите-
ратуре модель плоской трещины используется для анализа закономерностей и
механизмов распространения трещин, оценки влияния основных параметров с
помощью аналитических и асимптотических решений [77–80].

В PKN-модели, предложенной Перкинсом и Керном [81] и развитой Норд-
греном [82], предполагается, что трещина гидроразрыва имеет постоянную вы-
соту, которая значительно меньше ее длины, как показано на рисунке 1.2, спра-
ва. Это, обратное к используемому в модели KGD, соотношение геометрических
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размеров также позволяет рассматривать плоское деформированное состояние
породы вместо трехмерного для получения соотношения между раскрытием
и давлением. Однако, в этом случае такое соотношение будет локальным, а не
интегральным, поскольку позволяет рассматривать поперечные сечения трещи-
ны независимо и для каждого из них использовать решение задачи о раскры-
тии нагруженной постоянным давлением трещины [83]. Движение жидкости
описывается, как и в KGD-модели, на основе решения задачи о течении Пу-
азейля, но в этом случае в эллиптической трубе, а не между параллельными
пластинами [69]. Локальная связь между давлением и раскрытием не требует
задания положения фронта трещины. Вместо этого трещина рассматривается
как область возмущения начального нулевого решения уравнений, вызванного
граничным условием на скважине, а положение фронта трещины — как гра-
ница области, где эти возмущения затухают. Несмотря на то, что уравнения,
описывающие распространение трещины в PKN модели, являются параболи-
ческими, скорость распространения возмущений в которых бесконечна, в силу
нелинейности эти возмущения быстро затухают по пространственной коорди-
нате и скорость распространения «заметных» возмущений конечна. Трещина,
описываемая PKN моделью может реализоваться при проведении ГРП в пла-
сте, ограниченном пропластками с сильными сжимающими напряжениями или
высокой прочностью, которые препятствуют распространению трещины по вы-
соте, однако в современных условиях такие пласты встречаются достаточно
редко, и PKN модель чаще используется для анализа закономерностей разви-
тия трещин, или тестирования более сложных моделей, чем непосредственно
для описания реальных трещин.

Рассмотренные две модели основываются на предположении о значитель-
ном превосходстве одного геометрического размера трещины над другим. В
плоской радиальной модели [64, 66, 81, 84–87] описывается третий предель-
ный случай, в котором геометрические размеры предполагаются равными, что
следует из предположения об однородности и изотропности породы и ее напря-
женного состояния. В этом случае задача предполагает осевую симметрию, как
показано на рисунке 1.3, и все распределения, характеризующие трещину, яв-
ляются функциями только времени и радиуса — расстояния от точки закачки
жидкости (скважины или перфорации). Раскрытие трещины, как и в KGD мо-
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дели, выражается через давление в ней из решения задачи об осесимметрично
нагруженной круговой трещине [88]. Для описания движения жидкости исполь-
зуется решение задачи о ее растекании из точечного источника между двумя
параллельными пластинами. Положение кончика крыла трещины определяет-
ся из известного критерия хрупкого распространения трещины [66]. Так же как
и предыдущие, модель радиальной трещины чаще используется для анализа
закономерностей процесса ГРП, получения аналитических решений и выявле-
ния основных факторов и режима в распространения трещины ГРП, чем для
непосредственного применения в практических задачах.

Следует отметить, что в зарубежной литературе для обозначения моделей
KGD и PKN иногда используется также термин “двумерные” [89], который от-
ражает размерность задачи деформации породы, используемой для определе-
ния раскрытия трещины. Однако, решение задачи о прямолинейной трещине
в плоскости приводит к связыванию лишь одномерных распределений давле-
ния и раскрытия, а при прямолинейном распространении трещины меняется
только одна координата точки фронта, поэтому такой термин кажется неудач-
ным. Более того, в литературе приведены модели, позволяющие описывать рас-
пространение криволинейных трещин в плоскости под действием закачиваемой
жидкости, для которых термин “двумерные” кажется более подходящим.

Двумерные модели

Геометрическая концепция этих моделей развивает геометрическую концепцию,
предложенную в KGD-модели, за счет отказа от предположения о прямолиней-
ности трещины. Таким образом допускается криволинейность горизонтального
сечения трещины, распространяющейся от скважины в направлении поперек
действия минимальных напряжений залегания, как показано на рисунке 1.4.
Аналогично KGD подходу, считается, что геометрия горизонтальных сечений
и процессы в них не зависят от высоты, что позволяет рассматривать плоское
деформированное состояние породы. Однако ввиду произвола формы трещи-
ны невозможно получить явных интегральных зависимостей раскрытия трещи-
ны от давления, поэтому в таких моделях задача упругого равновесия обычно
решается численно. Главное преимущество двумерных моделей над одномер-
ными состоит в возможности описания эффектов гидроразрыва, связанных с
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Рисунок 1.4 – Геометрическая концепция двумерных моделей

искривлением траектории трещины в прискважинной области и учета влия-
ния полости скважины на этот эффект. Для распространения трещины обыч-
но [75, 90–92] используется критерий распространения трещины нормального
отрыва [93]), который позволяет определить скорость и направление распро-
странения трещины. При отсутствии аналитического решения задачи о раскры-
тии трещины, нагруженной заданным давлением, невозможно получить и ана-
литическое решение задачи определения распределений давления и раскрытия,
как это удается сделать в одномерных моделях. Поэтому ряд исследователей ис-
пользовали фиксированное распределение давления вместо его расчета из урав-
нений движения жидкости [90–92], что позволило лишь качественно описать
искривление траектории трещины в окрестности скважины. В работах [23, 24]
на основе двумерной модели трещины с различными наперед заданными тра-
екториями удалось описать эффект “пережатия” (уменьшения раскрытия) тре-
щины в окрестности скважины и оценить вызванное им повышение давления
в скважине. В работе [75] этот эффект был описан уже на основе двумерной
модели, в которой траектория определяется в процессе распространения тре-
щины.

Псевдотрехмерные модели

Промежуточным этапом между PKN моделью и более сложными плоскими
трехмерными моделями являются псевдо-трехмерные модели [89, 94], позво-
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ляющие расширить область применимости по сравнению с PKN моделью на
трещины переменной высоты. Трещина в псевдо-трехмерных моделях, как и
в более сложных плоских трехмерных моделях, представляется частью плос-
кости ограниченной фронтом, как показано на рисунке 1.5, заимствованном
из [95], слева. Однако, конфигурация фронта не рассчитывается на основе кри-
териев расропстранеия в каждой точке, а определяется на основе упрощающих
предположений. В одном из подходов (“lumped”) фронт, ограничивающий од-

Рисунок 1.5 – Геометрические концепции псевдотрехмерных моделей: “lumped” — фронт представ-
ляется в виде эллиптических кривых, слева; “cell based” — трещина разбивается на независимые

ячейки, справа. Рисунок заимствован из [95]

но крыло трещины, представляется в виде двух эллиптических кривых, одна
из полуосей которых является полудлиной трещины, а вторая — расстоянием,
на которое распространился фронт по вертикальной оси вверх и вниз от точ-
ки закачки жидкости, соответственно. Таким образом, для получения кривой
фронта достаточно определить положение трех его точек (L,H+, H−). При этом
критерии распространения трещины в продольном вертикальном направлении
могут быть различны [96, 97] Для движения жидкости могут использоваться
как аналогичные используемым в PKN модели одномерные уравнения, так и
двумерное [98, 99], в которых учитывается изменение давление по высоте, вы-
званное течение жидкости.

В XXI веке в связи с увеличением доступных полевым инженерам вычисли-
тельных мощностей, большую популярность завоевал другой, более сложный
подход (“cell based”). В нем на каждом из участков, на которые разбивается
длина трещины, независимо определяется ее высота Hk, k = 1, 2, 3..., как по-
казано на рисунке 1.5. Для расчета распространения трещины в вертикаль-
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ном направлении в каждой из ячеек используются асимптотические решения,
полученные на основе KGD подхода, в которых учитывается один [100] или
несколько возможных режимов распростраения трещины [101, 102]. Такой же
KGD подход для поперечного сечения трещины позволяет легко учитывать сло-
истость НДС пласта [103] или свойств материала [104] при описании распростра-
нения в вертикальном направлении. В отличие от плоских трехмерных моделей,
в большинстве случаев процесс разрушения породы учитывается только при
описании распространения трещины в вертикальном направлении, тогда как
в продольном направлении, критерий распространения, как и в PKN модели,
не используется [100]. Хотя как показано в работе [105] учет трещиностойко-
сти в рамках псевдо-трехмерных моделей возможен и важен в случае высоких
ее значений. Описание движения жидкости может быть одномерным [97, 106]
или двумерным [43, 59, 107], в том числе и с учетом переноса проппанта и его
оседания [100, 108, 109].

Удобными за счет своей вычислительной эффективности псевдо-трехмерные
модели оказались для использования в промышленных симуляторах (MFrac
[110], FRACPRO [111]) и при описании распространения трещины ГРП с учетом
пересечения с сетью естественных трещин [112, 113] , однако, последние выходят
за рамки диссертационного исследования, ограниченного подробным описанием
одной, максимум двух трещин, и далее не рассматриваются.

Плоские трехмерные модели

Следующим шагом в описании распространения трещин являются плоские
трехмерные модели, в которых конфигурация фронта описывается без пред-
положений о его форме, на основе критериев распространения. Это позволяет
адекватно применять такие модели в пластах с сильными неоднородностями
свойств НДС, в которых трещина может принимать сложную форму, в том
числе невыпуклую [114–117]. В моделях такого типа трещина на каждом ша-
ге описывается двумерными распределениями раскрытия и давления в обла-
сти ограниченной кривой фронта трещины. Для аппроксимации уравнений и
хранения распределений может использоваться как подвижная сетка, явно за-
дающая фронт трещины [118], так и фиксированная, в которой фронт тре-
щины описывается отдельной кривой [119–121]. Последний вариант в совре-
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менных реализациях плоских трехмерных моделях становится более популяр-
ным [59, 122, 123] за счет простоты построения сетки и аппроксимации уравне-
ний. Кроме того, разработка асимптотических решений, описывающих раскры-
тие трещины в окрестности фронта [70, 124, 125], позволяет приближено опи-
сывать прифронтовую область трещины и определять скорость продвижения
фронта [13, 126–128], рассчитывая раскрытие и давление лишь в прифронто-
вых ячейках сетки. Движение жидкости в трещине описывается двумерными
уравнениями, а “трехмерность” моделей заключается в размерности задачи о
раскрытии плоской трещины произвольной формы в пространстве. Решение та-
кой задачи возможно лишь численно, методом разрывных смещений, на основе
потенциала двойного слоя [122], вариации метода конечных элементов (FEM,
XFEM [129–131] или других [132].

Плоские трехмерные модели в настоящее время широко развиваются как
в научных работах, так и в промышленных симуляторах, как зарубежных
(GOHFER [133], FracCade [134], StimPlan [135]), так и отечественных (Кибер-
ГРП [114] и РН-ГРИД [115]). Это обусловлено их способностью описывать ос-
новные процессы, происходящие в развитых трещинах, с учетом неоднородно-
стей пласта, сложной реологии жидкости, и переноса проппанта, и в то же время
высокими, но приемлемыми при современном уровне развития вычислительной
техники, требованиями к вычислительным мощностям.

Полностью трехмерные модели

Полностью трехмерные модели, как и следует из названия, описывают распро-
странение трешин, на форму котрых не налагается сщственных ограничений
— трещина в них представляется частью некоторой поверхности в терхмерном
пространстве, которая ограничена фронтом. Попытки построения таких моде-
лей предпринимались еще в XX веке [107, 136, 137], но даже настоящее время в
промышленных симуляторах используются уже упомянутые псевдо- и плоские
трехмерные модели, тогда как полностью трехмерные используются в основ-
ном в научных исслдованиях. Это обусловлено трудностью решения полностью
трехмерной задачи деформации породы и сложностью выбора критериев рас-
пространения трещины.

В общем случае постановка полностью трехмерной задачи определения де-
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формации породы с расположенной в ней криволинейной трещиной, предпо-
лагает задание на берегах трещины вектора усилий, смещений или какой-либо
их комбинации. В результате решения задачи на берегах трещины могут быть
определены вектора смещений и усилий, тогда как при решении задачи о плос-
кой трещине давление может быть записано как интегральная функция рас-
крытия. Таким образом, сама постановка задачи предполагает увеличиение раз-
мерности каждой переменной в три раза, что обуславливает и существенно по-
вышение вычислительной сложности. Решение такой задачи возможно только
численно, для чего в современной литературе используются метод граничных
элементов, как, например, в диссертационной работе, метод разрывных смеще-
ний [12], классический метод конечных элементов [10, 138, 139] или обобщенный
/ расширенный метод конечных элементов [9, 11, 36, 140]. Предпринимаются
также попытки описать деформацию породы при распространении заполненной
жидкостью трещины с использованием методов частиц и решеток [141–143].

Несмотря на множество исследований, посвященных задаче распростране-
ния трещин, в настоящее время отсутствует общее мнение по поводу критерия,
наиболее адекватно предсказывающего направление распространения трещины
в общем случае сложного трехмерного нагружения [61, 144], хотя в литературе
описано множество подходов к его формулировке [145–147]. Задача выбора и
реализации критерия распространения трещины, нагруженной давлением вяз-
кой жидкости, несколько проще общего случая, поскольку в трещине всегда
присутствует давление, обеспечивающее ненулевую компоненту растягивающих
напряжений в окрестности точек фронта трещины. Размер развитых трещин
значительно превышает диаметр скважины, изменяющей НДС породы в своей
окрестности, а их фронт лежит в плоскости предпочтительного распростране-
ния — плоскости, ортогональной направлению действия минимальных напря-
жений в породе в естественном залегании. Поэтому растягивающие напряжения
в окрестности фронта таких трещин значительно превосходят сдвиговые, а при
распространении развитой трещины в однородном изотропном упругом мате-
риале, последние, вообще, пренебрежимо малы. НДС однородного изотропного
упругого материала в общем случае предполагает распространение развитой
трещины в плоскости. Изменение направления распространения таких трещин
обуславливается, например, наличием других трещин, вызывающих возмуще-
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ние НДС породы, или влиянием порового давления, дающем его неоднород-
ность. В этом случае распространение может описываться на основе класси-
ческих критериев разрушения, так как основной модой коэффициентов интен-
сивности напряжений, характеризующих НДС породы в окрестности фронта,
является растягивающая, и направление распространения слабо чувствитель-
но к имеющимся неоднородностям и анизотропии НДС. Поэтому в большин-
стве полных трехмерных моделей, направленных на рассмотрение развитых
трещин, используются классические критерии. При этом авторы либо изна-
чально ограничиваются рассмотрением развитых трещин, описывая взаимное
их влияние [10, 12, 36, 143, 148, 149], либо демонстрируют возможность моде-
ли описывать искривление трещины без сопоставления с экспериментальными
данными [11, 150, 151], либо при проведении такого сопоставления ограничива-
ются анализом размера трещины и давления в ней [140, 152], оставляя траекто-
рию, а следовательно, и валидацию используемого критерия распространения
за кадром.

Подобные подходы следует с осторожностью применять для описания рас-
пространения трещины на начальном этапе, когда ее траектория (серединная
поверхность) сильно искривляется из-за анизотропии и неоднородности НДС
породы, вызванных параметрами естественного залегания, наличием скважины
и ориентацией зародышевой трещины вне плоскости предпочтительного распро-
странения. При этом траектория трещины может терпеть излом [75], а фронт
ее испытывать кручение [4, 19], поэтому способность используемого в модели
критерия распространения трещины не очевидна и требуется его валидация.

Указанные вычислительные и методические сложности не позволяют в на-
стоящее время разработать общую полную трехмерную модель, применимую на
всех этапах эволюции трещины ГРП, и автор далек от постановки такой зада-
чи. Предложенная в диссертации полная трехмерная модель распространения
трещины, нагруженной давлением закачиваемой жидкости предназначена для
описания начального этапа распространения, во время которого происходит вы-
ход трещины в плоскость предпочтительного распространения. Задача дефор-
мации породы решается в рамках модели однородного изотропного, хрупкого,
линейного упругого тела. Важные и влияющие на распространение развитых
трещин пороупругоие [10, 36, 149, 151] или температурные эффекты [12] мо-
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гут являться дальнейшими шагами развития моделеи, но на данном этапе не
рассматриваются. Предполагается, что существенные изменения распределе-
ний порового давления или температуры в пласте силу параболичности задач
требуют времени, большего чем время, необходимое трещине для выхода в плос-
кость предпочтительного распространения, поэтому распределения жидкости и
температуры в пласте могут считаться фиксированными и НДС породы может
определяться в рамках указанной модлеи.

1.2. Концепция трехмерной модели начального

этапа распространения трещины гидрораз-

рыва пласта

При разработке предлагаемой трехмерной модели предполагалось, что сере-
динная поверхность распространяющейся трещины может быть произвольной
кусочно гладкой кривой, и направление распространения трещины в каждой
точке фронта может быть произвольным, в том числе может резко меняться,
создавая изломы траектории. Трехмерная модель объединяет 1) описание дву-
мерного движения жидкости внутри полости скважины и трещине с 2) расче-
том трехмерного напряженно-деформированного состояния породы, вызванно-
го внешними напряжениями в ней и давлением в скважине и трещине, и 3) кри-
териями распространения трещины, определяющими направление и величину
приращения во всех точках фронта. Одна из особенностей модели заключается
в учете отставания фронта жидкости от фронта трещины (“Лаг”), которое хо-
рошо заметно на начальном этапе развития трещины и оказывает влияние на
формирование ее траектории.

Согласно концепции модели, распространение трещины описывается после-
довательностью шагов, на каждом из которых отыскиваются положение точек
фронта жидкости xf и фронта трещины xr, показанных на рисунке 1.1, и дву-
мерные распределения раскрытия w трещины и давления p на ее поверхности.
Для описания деформации материала используются уравнения упругого равно-
весия, которые решаются методом граничных элементов, описанном в следую-
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щем параграфе2. На основе найденного напряженно-деформированного состо-
яния по заданным положению фронта трещины xr и распределению давления
p рассчитывается раскрытие трещины

w = w(p,xr) (1.1)

и распределения коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) в точках
фронта трещины KI,II,III = KI,II,III((p,xr)).

Движение жидкости описывается двумерными уравнениями смазки, полу-
ченными осреднением по раскрытия трещины уравнений движения вязкой жид-
кости с неньютоновской реологией, описываемой моделью Гершеля-Балкли.
Для аппроксимации уравнений смазки используется метод конечных элемен-
тов, а для решения полученной нелинейной по давлению системы уравнений —
метод релаксации с коррекцией релаксационного параметра. Подмодель движе-
ния жидкости позволяет на основе заданных положения фронта жидкости xf

и раскрытия трещины w рассчитать распределение давления, по поверхности
трещины и скорость точек фронта жидкости

p = p(w,xf), v = v(w,xf)), (1.2)

которые используются для определения положения фронта жидкости на следу-
ющем шаге распространения. Описанию модели жидкости и численного метода
решения ее уравнений посвящена третья глава диссертации.

Для определения положения фронта трещины xr на каждом шаге исполь-
зуется неявный критерий приращения, который по заданным распределениям
КИН в точках фронта KI,II,III позволяет определить величину и направление
приращения фронта трещины. Описанию критерия распространения трещины,
согласно которому определяются направление и величина приращения трещи-
ны за один шаг расчета, приведено в Главе 2, сейчас же формулировку криерия
удобно записать в общем виде

K(w,xr) = 0, (1.3)
2Используемая в модели модификация метода граничных элементов не является личным результатом

автора и ее описание приводится в третьем параграфе настоящей главы для полноты изложения.
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где K(w,xr) — функция, зависящая от значений трех коэффициентов интен-
сивности напряжений (КИН) KI,II,III(w,xr) в точках фронта трещины, которые
рассчитываются по положению фронта трещины xr и ее раскрытию w.

Расчет положения фронта жидкости xf происходит на основе условия Сте-
фана, согласно котрому скорость продвижения фронта равна скорости жидко-
сти в точках фронта

dxf
dt

= vfluid(xf). (1.4)

Фронт жидкости находится в уже образованной трещине, и направление его
распространения определяется поверхностью трещины, заданной положением
фронта трещины, и нормалью к самому фронту жидкости np, касательной к
этой поверхности. Поэтому для задания положения точек фронта жидкости из
(5.17) достаточно опредеделить проекцию скорости жидкости на направление
этой нормали vfluid = v · np.

Таким образом, в предлагаемой модели решаются задачи

• деформации породы как изотропного, однородного, линейно упругого тела
для получения зависимости раскрытия трещины w как функции давления
p и положения фронта трещины xr (1.1) (подробнее см. параграф 1.3);

• движения жидкости в трещине на основе уравнений движения жидкости
сложной реологии в канале заданного сечения, в результате чего давление
в трещине p выражается через раскрытие w и положение фронта трещины
xf (1.2) (подробнее см. Главу 3);

• разрушения породы на фронте трещины для выбора направления распро-
странения и величины приращения трещины на основе неявного глобаль-
ного критерия (1.3) (подробнее см. Главу 2);

• продвижения фронта жидкости для на основе условия Стефана (5.17) для
определения его положения на каждом шаге распространения.
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1.3. Модель деформации среды в задаче распро-

странения трещин

Процесс деформации породы определяет раскрытие трещины — величину, на
которую смещаются берега трещины под действием давления заполняющей
трещину жидкости. Для расчета деформации породы и соответствующего рас-
крытия трещины решается задача упругого равновесия в бесконечной области,
внутри которой находятся полость (скважина) и трещина, как изображено на
рисунке 1.6, слева. При этом в модели деформации породы предполагается, что
известны форма серединой поверхности трещины, распределение давления в
трещине и напряжения породы в естественном залегании.

Рисунок 1.6 – Приближение реальной трещины (слева) виртуальным пропилом конечной ширины
(справа)

Для решения задач упругого и проупругого равновесия часто используют-
ся методы конечных разностей, конечных элементов и граничных элементов
(МГЭ). Хотя метод конечных элементов позволяет с большей легкостью учиты-
вать эффекты неоднородности, анизотропности материала и влияние порового
давления, в случае внешних задач упругого равновесия он, так же как и метод
конечных разностей, требует аппроксимации расчетной области большим коли-
чеством ячеек вдали от полостей и трещин. МГЭ свободен от этого недостатка,
так как требует аппроксимации только границы области.

Суть классического МГЭ заключается в переходе от дифференциальных
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уравнений упругости к приведенному ниже граничному интегральному урав-
нению смещений. При решении этого уравнения отыскиваются все неизвестные
функции на границе области. Для нахождения неизвестных функций внутри
области применяется фундаментальное интегральное соотношение для внут-
ренней точки. Так как элементы, расположенные на противоположных бере-
гах трещины, находятся в одной геометрической точке пространства, а гра-
ничное уравнение содержит множители, обратные расстоянию между точками
элементов, оно не может использоваться в неизменном виде для решения задач
с трещинами. Поэтому в работе [4] классический МГЭ был модифицирован для
описания расчета НДС материала при наличии в нем трещины. Идея модифи-
кации заключается замене трещины, представляющей собой бесконечно тонкий
разрез в дифференциальной постановке задачи, пропилом конечной ширины
в численной постановке задачи. Эта модификация МГЭ не является личным
результатом автора и не выносится на защиту, и приводится здесь лишь для
сохранения целостности и полноты изложения.

1.3.1. Постановка задачи упругого равновесия

Уравнения упругого равновесия, описывающие НДС линейно упругой изотроп-
ной однородной среды, записываются следующим образом

∂σij
∂xj

= 0. (1.5)

Введенные в них компоненты тензора напряжений σij связаны линейным зако-
ном Гука с компонентами тензора деформаций εij

σij = λδijεkk + 2µεij (1.6)

и компонентами uj вектора смещений u через определение тензора деформаций

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (1.7)

Используемые в формуле (1.6) величины λ и µ есть параметры Ламэ, применяе-
мые в теории упругости наряду с модулем Юнга E и коэффициентом Пуассона
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ν

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (1.8)

Далее будет использоваться также модуль плоского сдвига E ′, связанный с мо-
дулем Юнга E и коэффициентом Пуассона ν как

E ′ =
E

1− ν2
. (1.9)

Внутренняя граница задачи S = S∗ + S+ + S− (см. рисунок 1.6) состоит из
поверхности полости S∗, и двух берегов трещины: верхнего S+ и нижнего S−.
На полости S∗ ставится граничное условие в терминах усилий

ti ≡ σijnj = −pwellni − σ∞ij nj, (1.10)

в котором вектор внешней единичной нормали к поверхности имеет координаты
ni, тензор напряжений с компонентами σ∞ij характеризует сжатие породы на
бесконечном удалении и задается в терминах главных напряжений σ∞x , σ∞y и σ∞z ,
совпадающих с направлением координатных осей, pwell — давление в скважине,

На берегах трещины S± ставится граничное условие

ti = −pcrackni − σ∞ij nj. (1.11)

И замыкается задача нулевым условием для смещений на бесконечном удалении

ui(∞) = 0, (1.12)

которое автоматически выполняется при использовании МКЭ [8].
Слагаемое, содержащее тензор σ∞ij в граничных условиях (1.10) и (1.11) ис-

пользуется для учета внешних напряжений в породе при вычислении изменения
НДС при образовании и нагружении трещины и скважины по отношению к ис-
ходному, сжатому напряжениями σ∞ij НДС породы.
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1.3.2. Классический МГЭ

Из уравнений упругого равновесия (1.5) в работах [153–155] выводится фунда-
ментальное интегральное соотношение:

ui(x
∗) =

∫
S

Uij(x
∗,x)tj(x)dS(x)−

∫
S

Tij(x
∗,x)uj(x)dS(x), (1.13)

где x∗ ∈ V , x ∈ S, V – область, в которой применимы уравнения, а S — ее грани-
ца. Соотношение (1.13) связывает значение смещений внутри тела со значения-
ми смещений и напряжений на его границах. Здесь ядра Uij(x∗,x) и Tij(x∗,x) —
известное решение задачи Кельвина о действии точечной силы (см., напри-
мер, [156, 157]). В задаче Кельвина определяются поля смещений u∗j(x) и напря-
жений t∗j(x) в упругом теле при действии единичной сосредоточенной в точке
x∗ силы f ∗i (x) = δ(x−x∗)ei:

u∗j(x) = Uij(x
∗,x)ei,

t∗j(x) = Tij(x
∗,x)ei. (1.14)

При устремлении x∗ → x′ ∈ S в (1.13), получается граничное интегральное
уравнение смещений

cij(x
′)ui(x

′) =

∫
S

Uij(x
′,x)tj(x)dS(x)−−

∫
S

Tij(x
′,x)uj(x)dS(x). (1.15)

Здесь cij(x′) =
1

2
δij — свободный член, определяемый геометрией границы в

точке x′. Символ −
∫
в (1.15) — главное значение сингулярного интеграла в смыс-

ле Коши.
Поскольку задача упругого равновесия при моделировании трещины гидро-

разрыва ставится в напряжениях, то из решения интегрального уравнение (1.15)
определяются компоненты смещений на границе области S. Для этого вся гра-
ница S аппроксимируетсяN граничными элементами, схематично показанными
на рисунке 1.7. Тогда интегралы в граничном интегральном уравнении смеще-
ний (1.15) заменяются на суммы интегралов по элементам Sn и преобразуются
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Рисунок 1.7 – Схема разбиения границы тела на элементы

следующим образом:

cij(x
′)ui(x

′) =
N∑
n=1

∫
Sn

Uij(x
′,x)tj(x)dS(x)−

−
N∑
n=1

−
∫
Sn

Tij(x
′,x)uj(x)dS(x). (1.16)

Декартовы координаты xi, компоненты смещений ui и компоненты напряже-
ний ti на элементе Sn аппроксимируются с помощью интерполяционных форм-
функций φm(ξ1, ξ2) следующим образом:

xi(ξ1, ξ2) =
M∑
m=1

xmi φm(ξ1, ξ2),

ui(ξ1, ξ2) =
M∑
m=1

umi φm(ξ1, ξ2),

ti(ξ1, ξ2) =
M∑
m=1

tmi φm(ξ1, ξ2). (1.17)

Здесь xmi – координаты угловых точек элемента, umi и tmi — компоненты сме-
щений и усилий в этих M угловых точках.
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С учетом (1.17) соотношение (1.16) принимает вид

cij(x
′)ui(x

′) =
N∑
n=1

∫
Sn

M∑
m=1

Uij(x
′,x(ξ1, ξ2))t

m
j φm(ξ1, ξ2)dSn−

−
N∑
n=1

−
∫
Sn

M∑
m=1

Tij(x
′,x(ξ1, ξ2))u

m
j φm(ξ1, ξ2)dSn, (1.18)

где
dSn = |Jn(ξ1, ξ2)|dξ1dξ2, (1.19)

а |Jn(ξ1, ξ2)| – якобиан перехода в локальную систему координат элемента Sn.
Уравнение (1.18) переписывается как

cij(x
′)ui(x

′) =
N∑
n=1

Unm
ij tnmj −

N∑
n=1

T nmij unmj , (1.20)

где введены коэффициенты, определяемые геометрией границы

Unm
ij =

∫∫
Sn

Uij(x
′,x(ξ1, ξ2))φm(ξ1, ξ2)|Jn(ξ1, ξ2)|dξ1dξ2,

T nmij =

∫∫
Sn

Tij(x
′,x(ξ1, ξ2))φm(ξ1, ξ2)|Jn(ξ1, ξ2)|dξ1dξ2. (1.21)

Уравнения (1.20), записанные в угловых точках каждого из элементов, дают
систему линейных уравнений (СЛАУ) для всех неизвестных компонент смеще-
ний в этих точках. Для решения СЛАУ, полученных при использовании относи-
тельно небольших сеток (до 2000 элементов) хорошо показал себя прямой метод
Гаусса, тогда как сетки большей размерности требуют использования итераци-
онных методов, таких как, например, обобщенный метод минимальных невязок
GMRES [158]. Полученные компоненты векторов смещений u± на границе тре-
щины S± используются вместе с компонентами вектора нормали к ее берегу n±

для расчета раскрытия трещины w

w = u+ ·n+ + u− ·n−. (1.22)
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Модификация расчетной области для описания трещин

В работе [4] классический МГЭ был модифицирован для описания расчета НДС
материала при наличии в нем трещины. В используемом подходе исходная тре-
щина, представляющая собой бесконечно тонкий разрез, заменяется пропилом
конечной ширины dart, как показано на рисунке 1.6. Модификация области, в
которой решаются уравнения упругого равновесия, вносит погрешность в ре-
шение, поэтому ширина искусственного пропила dart должна быть достаточно
малой. С другой стороны расстояние между точками коллокации (угловыми
точками элементов) на разных берегах трещины §± должно быть достаточ-
но большим чтобы сохранить хорошую обусловленность СЛАУ и не вносить
большие численные ошибки при расчете раскрытия трещины и коэффициентов
интенсивности напряжений. Вопрос выбора оптимального значения искусствен-
ного параметра dart был рассмотрен в [8] и не является предметом диссертаци-
онного исследования.

Классический МГЭ с модификацией области позволяет использовать непре-
рывные элементы для аппроксимации граничного интегрального уравнения
смещений (1.15), тогда как применение различных версий дуального МГЭ, ос-
нованных на вычислении разрыва смещений предполагает использование раз-
рывных элементов. Непрерывные элементы с линейными функциями (1.17) в
составе модели трещины ГРП могут быть использованы как для решения за-
дачи деформации породы, так и для решения задачи движения жидкости в
трещине, описанной в Главе 3. При этом передача значений раскрытия или
давления из одной задачи в другую не требует использования процедур ин-
терполяции, поскольку функции представляются в виде сумм одних и тех же
форм-функций. Это позволяет не только снизить количество арифметических
операций, но и избежать погрешности интерполяции.

1.3.3. Вычисление коэффициентов интенсивности напря-

жений

Описание разрушения материала и распространения трещины основывается на
параметрах НДС в окрестности точек фронта трещины. Это НДС может быть
описано с использованием коэффициентов интенсивности напряжений (КИН)
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KI, KII, KIII [93, 159]. А именно, компоненты вектора смещений в окрестности
точек фронта трещины могут быть выражены через КИН и расстояние r от
фронта трещины по формуле

un =
1

µ

√
2r

π

[
KI cos (θ/2)

(
(1− 2ν) + sin2 (θ/2)

)
+

+KII sin (θ/2)
(
2(1− ν) + cos2 (θ/2)

) ]
+ . . . ,

ub =
1

µ

√
2r

π

[
KI sin (θ/2)

(
2(1− ν)− cos2 (θ/2)

)
−

−KII cos (θ/2)
(
(1− 2ν)− sin2 (θ/2)

) ]
+ . . . ,

ut =
2

µ

√
2r

π
KIII sin (θ/2) + . . . ,

(1.23)

а компоненты тензора напряжений - по формуле [160, 161]

σn =
KI√
2πr

cos (θ/2) (1− sin (θ/2) sin (3θ/2))−

− KII√
2πr

sin (θ/2) (2 + cos (θ/2) cos (3θ/2)) + . . . ,

σnb =
KI√
2πr

sin (θ/2) cos (θ/2) cos (3θ/2)−

− KII√
2πr

cos (θ/2) (1− sin (θ/2) sin (3θ/2)) + . . . ,

σb =
KI√
2πr

cos (θ/2) (1 + sin (θ/2) sin (3θ/2))−

− KII√
2πr

sin (θ/2) cos (θ/2) cos (3θ/2) + . . . ,

σnt =− KIII√
2πr

sin (θ/2) + . . . ,

σbt =
KIII√
2πr

cos (θ/2) + . . . ,

σt =2ν

(
KI√
2πr

cos (θ/2)− KII√
2πr

sin (θ/2)

)
+ . . . (1.24)
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Поскольку НДС материала, определяющее его разрушение, характеризует-
ся КИН, большое количество критериев распространения трещин могут быть
записаны в терминах КИН. Поэтому вычисление их значений является важной
частью модели распространения трещины.

Значения КИН в точке фронта O могут быть вычислены по компонентам
векторов смещений uP

+ и uP
− в точках P+ и P−, лежащих на на расстоянии r

от нее на противоположных берегах трещины, с использованием формулы [162]

KO
I =

E

8(1− ν2)

√
2π

r
(uP

+

b − uP
−

b ),

KO
II =

E

8(1− ν2)

√
2π

r
(uP

+

n − uP
−

n ),

KO
III =

E

8(1 + ν)

√
2π

r
(uP

+

t − uP
−

t ), (1.25)

в которой ub, un и ut есть проекции векторов u на координатные оси локальной
системы координат, как изображено на рисунке 1.8.

b

n

t

r
O

P+

P−

+u

−u
����� ������	

Рисунок 1.8 – Расчет КИН по смещениям в точках на берегах трещины

В диссертационной работе применяется предложенная в [5] модифицирован-
ная процедура вычисления КИН, в которой сначала по формуле (1.25) вычис-
ляются их вспомогательные значения K1,2 = K1,2

I , K1,2
II , K1,2

III . Для этого исполь-
зуются две пары точек (1 и 2) в окрестности фронта, изображенные на рисун-
ке 1.9. Затем уточненные значения КИН вычисляются по вспомогательным по
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формуле

KO = K2 +
r2(K

1 −K2)

r2 − r1
. (1.26)

Сравнение интерполяционных формул (1.25) и (1.26) и рекомендации по выбору
положения точек 1 и 2 для формулы (1.26) приведены в [8].

Рисунок 1.9 – Расположение вспомогательных точек на трещине для двухточечной формулы расчета
КИН

1.4. Алгоритм одновременного решения уравне-

ний трехмерной модели

Как отмечалось в параграфе 1.2, распространение трещины описывается по-
следовательностью шагов, каждый шаг n соответствует состоянию трещины
в некоторый момент времени tn. На каждом шаге распространения состояние
трещины описывается положением фронтов трещины xr, жидкости xr и двумер-
ными распределениями давления p и раскрытия w вдоль поверхности трещины.
Уравнения (1.1), (1.2), (5.17) и критерий распространения (1.3) в объединении
дают систему интегральных и дифференциальных уравнений в двумерной об-
ласти со свободными границами и нелинейной связью между искомыми функ-
циями.

Аналогичная, хотя и более простая система, возникает при разработке плос-
ких трехмерных моделей, поэтому в литературе описано несколько подходов к
ее решению и анализу [122, 126, 127, 163, 164]. В частности установлено [126],
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что явное решение указанной системы приводит к жесткой зависимости ша-
га по времени ∆t ∼ h3 от характерного размера сетки h, хотя описаны и
попытки ослабить это условие на основе методов Рунге-Кутты [164, 165]. Об-
щей идеей всех подходов является разделение задачи на две: поиск положения
фронта (или области, занятой трещиной, если кривая фронта не описывает-
ся [122]) на каждом шаге распространения и решение задачи “гидродинамика
–упругость”, то есть, системы уравнений движения жидкости и деформации
породы (1.1), (1.2) для поиска распределений давления и раскрытия при фик-
сированном положении фронта. Для определения положения фронта обычно
используются неявные алгоритмы [77, 122, 126, 166], хотя есть примеры приме-
нения и явных алгоритмов для определения положения фронта по уже полу-
ченным из решения задачи “гидродинамика–упругость” распределениям [164].
Задача “гидродинамика–упругость” после аппроксимации приводится к системе
сильно связанных нелинейных уравнений. Некоторые исследователи переписы-
вают эту систему в виде системы для одного из распределений — давления [6]
или раскрытия [126], другие [122, 127] сохраняют оба распределения в системе,
чтобы упростить вычисление матрицы производных при использовании метода
Ньютона.

В предлагаемой полной трехмерной модели задача поиска решения систе-
мы (1.1), (1.2), (5.17), (1.3) существенно сложнее из-за больших требований к
вычислительным ресурсам при решении задачи деформации породы и необ-
ходимости описывать положение двух свободных границ – фронта жидкости
и трещины. Последнее необходимо, так как наличие отставания фронта жид-
кости на начальном этапе распространения трещины наблюдается в экспери-
ментах [76, 167] и влияние этого отставания на процесс распространения пока-
зано аналитически [168, 169]. Поэтому алгоритм решения системы (1.1), (1.2),
(5.17), (1.3) в полной трехмерной модели заключается в построении двух итера-
ционных процессов (циклов): внешнего, для определения положения уже двух
фронтов – жидкости и трещины xf , xr, и внутреннего, для решения задачи
“гидродинамика-упругость”, в которой при фиксированных положениях обоих
фронтов определяются распределения давления p и раскрытия w.

Внешний итерационный процесс, схема которого показана на рисунке 1.10,
состоит из следующих шагов.
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1. Задается положение фронта жидкости из аппроксимации условия (5.17) яв-
ным методом Эйлера. Точка фронта, в которой скорость жидкости vfluid(xn

f )

максимальна, продвигается на фиксированное расстояние Lf . Изменение
положения остальных точек фронта xn+1

f считается пропорциональным ско-
рости жидкости на фронте

xf
n+1 = xf

n + Lf
vfluid(xf

n)

maxxf
n(vfluid(xf

n))
. (1.27)

2. Начальное положение точек фронта трещины xr
k = (xr

n+1)k, k = 0 задает-
ся в виде суммы некоторого приращения (“лага” ~∆L, на первой итерации
произвольного) к положению точек фронта жидкости

xr
0 = xf

n+1 + ~∆L. (1.28)

3. Для фиксированных положений фронтов жидкости и трещины решается
задача “гидродинамика-упругость”. Полученное в результате решения рас-
крытие w используется для расчета КИН KI,II,III(w,xr) в точках фронта
трещины xr

k.

4. Если полученные значения КИН не удовлетворяют критерию распростра-
нения (1.3), то производится корректировка положения фронта трещины в
соответствии с алгоритмом реализации критерия распространения, описан-
ном в Главе 2, после чего шаги 3–4 алгоритма повторяются.

Как видно из описания алгоритма, положение фронта трещины xr определя-
ется неявным образом. Положение фронта жидкости xf

n+1 шаге по времени
n+ 1 задается пропорциональным значениям скорости vfluid(xf

n), полученным
на предыдущем шаге по времени n, то есть рассчитывается явно. Но следует
отметить, что в качестве параметра алгоритма задается не величина шага по
времени ∆t, а величина максимального приращения фронта Lf . При этом ве-
личина шага по времени ∆t, как будет показано ниже, рассчитывается таким
образом, чтобы удовлетворить условию Стефана (5.17) на следующем n+1 шаге
по времени в точке с наибольшим значением скорости. Этот способ обеспечива-
ет ограниченность величины приращения фронта трещины и неявный расчет
его максимального приращения.
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Рисунок 1.10 – Блок-схема внешнего цикла алгоритма распространения трещины, использующегося
для поиска положений фронтов жидкости и трещины

Для решения задачи “гидродинамика упругость” на каждой итерации k

внешнего итерационного процесса реализуется внутренний итерационный про-
цесс, схема которого приведена на рисунке 1.11. Этот процесс содержит два
вложенных цикла, организованных следующим образом.

1. С предыдущего шага по времени задается начальное распределение давле-
ния pm =

(
(pn+1)k

)m
= pn,m = 0.

2. Для распределения давления pm из уравнений упругого равновесия (1.1)
рассчитывается раскрытие трещины wm.

3. Для заданного распределения раскрытия wm из задачи движения жидкости
(1.2) и условия Стефана (5.17) рассчитываются промежуточное распреде-
ление давления p̃ и величина шага по времени ∆tm+1, а именно

(a) Начальное значение шага по времени ∆ts, s = 0 задается с предыдущего
временного слоя ∆t0 = ∆tn.

(b) Из уравнений движения жидкости (1.2) рассчитывается ее скорость на
фронте vsfluid = vfluid(xf

n+1, wm,∆ts).

(c) Следующее приближение шага по времени ∆ts+1 находится методом се-
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кущих, примененным к полученному из условия (5.17) уравнению,

g(∆t) = ∆tmax
xf

n+1
(vfluid(xf

n+1, wm,∆t))− Lf = 0. (1.29)

(d) Шаги (b)–(c) повторяются пока изменение |∆ts+1−∆ts| не станет мень-
ше заданной величины. В качестве p̃ берется давление, полученное на
последнем шаге ps+1.

4. Давление на следующей итерации m+ 1 рассчитывается методом релакса-
ции

pm+1 = (1− rp)pm + rpp̃, rp = rmax min

(
1,
‖ps‖C
‖ps − p̃‖C

)
(1.30)

с коррекцией релаксационного параметра, гарантирующей ограниченность
изменения давления величиной rmax‖ps‖C , где rmax = 2÷ 5%.

5. Шаги (2)–(4) повторяются пока изменение давления не станет меньше за-
данной величины.

Рисунок 1.11 – Блок-схема внутреннего цикла алгоритма алгоритма распространения трещины для
решения задачи “гидродинамика–упругость”

Как уже упоминалось, одной из особенностей алгоритма является задание в
качестве параметра величины максимального продвижения фронта жидкости
за один шаг Lf вместо величины шага по времени ∆t, что позволяет непо-
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средственно контролировать приращение фронта жидкости и размер прифрон-
тового элемента расчетных сеток. Благодаря (1.29) это исключает появление
больших скоростей и градиентов давления в окрестности фронта жидкости на
всех итерациях задачи “гидродинамика-упругость”, что увеличивает устойчи-
вость итерационного процесса. Кроме того, основные вычислительные затраты
в алгоритме приходятся на формирование и решение системы линейных урав-
нений (1.1). Эта система формируется при каждом перестроении фронта, а сле-
довательно, и расчетной сетки, поэтому минимизация таких перестроений за
счет подбора шага по времени для фиксированной формы фронта позволяет
уменьшить количество арифметических операций. Итерационный процесс для
вычисления шага по времени требует большего количества (5÷ 10 в методе се-
кущих) вычислений поля давления из уравнений движения жидкости (1.2), но
решение такой задачи требует значительно меньше операций в силу разрежен-
ности матрицы системы, получаемой при аппроксимации уравнений движения
жидкости МКЭ и ее меньшего (более чем в 3 раза) размера по сравнению с
матрицей получаемой из МГЭ для задачи упругости.

1.5. Программный комплекс «CADFRAC/2019»

Программный комплекс [25] предназначен для решения задачи распростране-
ния трещины от полости в однородном, изотропном, хрупком линейноупругом
материале (породе), напряженно-деформированное состояние которого опреде-
ляется тремя главными напряжениями, приложенными на бесконечном удале-
нии, и давлением, приложенном к берегам трещины. Давление внутри трещины
определяется движением закачиваемой в трещину вязкой жидкости сложной
реологии.

Исходным языком для программного комплекса является Fortran в стандар-
те Fortran 2003. Задача деформации породы может решаться последовательно
или параллельно. В последнем случае для реализации параллельных вычис-
лений при создании испоняемого файла необходимо подключение библиотека
OpenMP.

Программный комплекс предоставляет пользователю возможность решать
одну из трех задач: распространение поперечной скважине трещины, распро-
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странение продольной трещины, распространение трещины вдоль цилиндриче-
ской поверхности.

Комплекс состоит из следующих модулей

• считывания входных параметров и вывода результатов расчета;

• построения расчетной сетки поверхности полости и зародышевой трещины;

• построения расчетной сетки распространяющейся трещины;

• решения задачи деформации породы3;

• решения задачи движения жидкости в трещине;

• расчета и корректировки величины приращения трещины;

• итерационного решения задачи “гидродинамика–упругость”.

Для запуска вычислений пользователь должен задать параметры задачи во
входном файле с расширением .conf и запустить исполняемый файл с ключом,
соответствующим названию файла. Параметры задачи в файле *.conf задают-
ся по одному в строке в виде
problem=radial

fluid=newtonian

E = 20.0e+9 # Pa

S_xx = -16.0e+6 # Pa

KIc = 3.000e+6 # Pa*sqrt(m)

nsteps = 50

Приведенная часть файла вызывает расчет распространения поперечной тре-
щины (radial), вызванной закачкой в нее ньютоновской жидкости (newtonian)
при сжимающих напряжениях Sxx = 16МПа, приложенных на бесконечном
удалении по оси x в породе, упругие свойства которой характеризуются моду-
лем Юнга E = 20ГПа и трещиностойкостью KIc = 3МПа

√
м. Порядок за-

дания параметров может быть произвольным, в случае отсутствия параметра
выбирается значение по умолчанию.

3Модуль, реализующий метод граничных элементов решения задачи деформации породы, не является
личным результатом автора и приводится здесь для полноты описания программного комплекса.
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Графическая информация экспортируется в файл с расширением .plt для
визуализации численного решения в программном продукте Gnuplot (домашняя
страница http://www.gnuplot.info/). Одномерные зависимости основных пара-
метров трещины (давления в скважине, максимального раскрытия, размера по
двум направлениям и т.д.) от времени записываются в файл с расширением
.plt виде таблицы, пригодной для визуального анализа.

Приведенные в диссертации результаты получены на персональном компью-
тере (Intel Core i7 CPU 3.4GHz, ОЗУ 16Гб). Возможно выполнение расчетов на
кластере НГУ (серверы HP BL2x220c G7, https://nusc.nsu.ru/wiki/doku.php).
Характерное время выполнения расчета 20 шагов распространения трещины,
достаточных для оценки кривизны ее поверхности, на персональном компью-
тере составляет 3-4 часа, а 50 — около 20.

Результаты применения комплекса использовались в филиале ООО “Техно-
логической компании Шлюмберже” в г. Новосибирске, что подтверждает акт,
приведенный в приложении 1.

1.6. Заключение к Главе 1

В настоящей главе

1. сформулирована задача описания распространения трещины, вызванной за-
качкой вязкой жидкости;

2. обозначены основные процессы, влияющие на распространение трещины,
которые необходимо описывать при моделировании распространения;

3. приведен краткий обзор классических моделей трещин гидроразрыва пла-
ста, как наиболее характерного примера рассматриваемых трещин;

4. сформулирована концепция трехмерной модели трещины, описывающая
движение жидкости в трещине, деформацию и разрушение материала;

5. описан метод граничных элементов, используемый для решения уравнений
упругого равновесия, предназначенных для расчета деформации материа-
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ла4;

6. представлен алгоритм совместного решения уравнений упругого равновесия
и движения жидкости и уравнений критерия распространения трещины.

Необходимые для замыкания трехмерной модели распространения трещины мо-
дель движения жидкости в трещине и неявный критерий распространения тре-
щины будут представлены в Главе 2 и Главе 3.

4Используемая в модели модификация метода граничных элементов не является личным результатом
автора и ее описание приводится для полноты изложения.
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Неявный критерий
распространения трещины

2.1. Обзор критериев распространения трещин в

хрупком упругом материале

2.1.1. Подходы к построению траектории трещины

Критерии, используемые для построения траектории трещины можно разде-
лить на два основных класса: интегральные, которые позволяют построить
траекторию целиком, и локальные, в которых построение производится по ме-
ре продвижения трещины. Интегральные критерии [170, 171] позволяют найти
уравнения траектории трещины на основе предположения, что распространение
трещины по этой траектории обеспечивает минимум некоторого функционала,
зависящего от НДС материала, как с учетом наличия трещины, так и без него.
Эта группа критериев удобна для аналитического исследования задач разру-
шения, однако в практических приложениях она получила меньшее развитие.
Это обусловлено необходимостью вычисления функционалов, содержащих ин-
тегралы по большой области материала, содержащей трещину, что увеличивает
влияние ошибок округления и квадратурных формул. Кроме того, при распро-
странении трещин, вызванных закачкой вязкой жидкости, нагружение берегов
трещины, а следовательно, и НДС материала зависит от процесса распростра-
нения и текущей траектории трещины. Таким образом, приращение траектории
зависит не только от исходных условий нагружения, но и от формы траектории
в рассматриваемый момент.

Поэтому большее распространение получили локальные критерии, в кото-
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рых на каждом шаге распространения трещины определяются направление
и скорость ее распространения. Первые критерии распространения трещины
[159, 172] были сформулированы для плоской прямолинейной трещины, НДС в
окрестности кончика которой характеризовалось только растягивающими на-
пряжениями, а направление распространения трещины считалось заданным. В
более поздних критериях [173–176] рассматривалась двумерная трещина в при-
ближении плоского деформированного или плоского напряженного состояния,
в окрестности кончика которой присутствовали растягивающие и сдвиговые
напряжения, показанные на рисунке 2.1., а). От критерия в этом случае тре-
бовалось указать не только условие распространения, но и направление роста,
задаваемое углом поворота трещины θ, как показано на рисунке 2.2. От совре-
менных критериев требуется учитывать сдвиговые напряжения, действующие
в направлении, касательной к фронту трещины и характеризующиеся третьей
модой КИН KIII (кручением), как показано на рисунке 2.1, б). В этом случае в
каждой точке фронта для задания направления его распространения необходи-
мо задать не только угол поворота θ, но и угол кручения ψ, как показано на
рисунке 2.2. Тогда и при численной реализации критерия для задания прира-
щения трещины в каждой точке фронта xr i нужно задать углы направления θ
кручения ψ и величину приращения L, как показано на рисунке 2.2.

Формулировку локальных критериев можно записать в общем виде следу-
ющим образом: 1) трещина распространяется тогда, когда некоторая функция
Φ, зависящая от НДС в окрестности кончика или точки фронта трещины, до-
стигает критического значения, определяемого свойствами материала Φc

Φ = Φc; (2.1)

2) распространение трещины происходит в направлении, в котором эта вели-
чина достигает своего экстремума; 3) приращение трещины в рассматриваемой
точке фронта пропорционально величине Φ. Формулировка критерия включа-
ет в себя вид функции Φ и вид экстремума (минимум или максимум), который
она должна принимать, для того, чтобы трещина распространялась. Ниже бу-
дет представлен обзор основных классических критериев распространения и их
современные модификации.
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Рисунок 2.1 – Распространение трещины в двумерном а и трехмерном б случаях при сложном на-
гружении с двумя и тремя модами КИН, соответственно

Прежде чем приступить к обзору следует формализовать данные, которые
используются для вычисления функции Φ, и параметры, которые необходимо
определить для задания направления распространения трещины. В трехмер-
ном случае продвижение фронта в некоторой его точке трещины удобно пред-
ставлять в сферической системе координат, в которой r – расстояние между
точкой фронта xr i и точкой материала x в ее окрестности. Показанные на ри-
сунке 2.3 θ, ψ — есть углы, задающие поворот и кручение фронта в точке xr i.
При моделировании распространения трехмерных трещин в пространстве ча-
сто [107, 136, 177–180] часто для задания направления распространения фронта
трещины используется исключительно угол поворота θ без учета моды КИН
III (см. рисунок 2.1, а). НДС в окрестности кончика трещины характеризуется
КИН KI, KII, KIII, поэтому в классических критериях величина Φ выражает-
ся через эти величины. В классических критериях экстремум функции Φ для
частных случаев можно найти аналитически, поэтому для таких случаев будут
приводится и явный вид углов, задающих направление распространения.
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Рисунок 2.2 – Направление распространения фронта трещины, задаваемое углами поворота θ и
кручения ψ

Рисунок 2.3 – Локальная сферическая система координат у точки фронта трещины

2.1.2. Явные критерии распространения трещины

Критерий максимальных растягивающих напряжений

Критерий максимальных растягивающих тангенциальных напряжений (МРН),
предложенный в [173] для плоской трещины, распространяющейся под действи-
ем смешанных мод KI, KII, постулирует, что трещина распространяется в на-
правлении максимума тангенциальных напряжений. Компоненты тензора на-
пряжений в окрестности точки фронта трещины в цилиндрической системе ко-
ординат (r, ϑ) выражаются как [181]

σrr =
1√
2πr

[
KI

4
(5 cosϑ/2− cos 3ϑ/2)

KII

4
(−5 sinϑ/2 + 3 cos 3ϑ/2)

]
+ T cos2 ϑ

σϑϑ =
1√
2πr

[
KI

4
(3 cosϑ/2 + cos 3ϑ/2)

KII

4
(−3 sinϑ/2− 3 sin 3ϑ/2)

]
+ T sin2 ϑ
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σrϑ =
1√
2πr

[
KI

4
(sinϑ/2 + sin 3ϑ/2)

KII

4
(cosϑ/2 + cos 3ϑ/2)

]
− T sinϑ cosϑ

(2.2)
При асимптотическом разложении напряжений в бесконечно малой окрестности
кончика трещины конечное слагаемое T игнорируется. В классической форму-
лировке направление распространения трещины совпадает с направлением, в
котором максимальны окружные напряжения σϑϑ (см. рисунок 2.3)

θ : σϑϑ(θ) = max
ϑ

σϑϑ(ϑ). (2.3)

Это позволяет получть следующее соотношение для КИН

KI sin θ +KII(3 cos θ − 1) = 0 (2.4)

и явное выразить угол поворота трещины

θ = 2 arctan

(
1−
√

1 + 8λ2

4λ

)
, λ = KII/KI . (2.5)

Так как окружные компоненты тензрна напряжений σϑϑ расчитываются в точ-
ке, бесконечно близкой к точке фронта трещины, значение θ (2.5) соответствует
максимальному значению коэффициента при 1/

√
r в разложении их по степе-

ням r (2.2).

Обобщение критерия МРН на трехмерный случай – критерий Шоль-
мана

Поскольку критерий максимальных растягивающих напряжений является су-
щественно двумерным, для учета пространственной картины нагружения в ра-
боте [182] предложено его обобщение (МРН3D) на случай трехмерной трещи-
ны. В работе [183] проведена валидация этого нового, уже трехмерного крите-
рия путем сравнения с результатами экспериментов по разрушению образцов
с наклонным пропилом. Растяжение и кручение образцов обеспечивает нали-
чие третьей моды КИНKIII на фронте распространяющейся трещины. Согласно
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критерию МРН3D трещина в рассматриваемой точке фронта распространяет-
ся в направлении, в котором максимальна не компонента σϑϑ, рассчитанная в
цилиндрической системе координат, а специальное главное напряжение σ′. Это
напряжение получено как собственное число тензора, полученного из тензора
напряжений путем отбрасывания радиальной компоненты, и может быть запи-
сано в явном виде [182]

σ′1(θ) =
σθ + σz

2
+

1

2

√
(σθ − σz)2 + 4τ 2

θz. (2.6)

где σθ, σz, τθz выражаются через моды КИН как

σθ =
KI

4
√

2πr

[
3 cos

(
θ

2

)
+ cos

(
3θ

2

)]
− KII

4
√

2πr

[
3 sin

(
θ

2

)
+ sin

(
3θ

2

)]
,

σz =
8ν

4
√

2πr

[
KI cos

(
θ

2

)
−KII sin

(
3θ

2

)]
, τθz = KIII cos

(
θ

2

)
В критерии МРН3D в явном виде отсутствует угол кручения ψ, и кручение

фронта может быть описано его помощью за счет того, что в соседних точках
фронта критерий может предсказывать различные углы поворота θ. При отсут-
ствии сдвиговых напряжений, характеризующейся модой КИН KIII, двумерный
МНР 2.1.2 и трехмерный МРН3D критерии совпадают.

Упрощение трехмерного критерия МРН – Критерий Ричарда

В работе [144] на основе трехмерного критерия МРН3D 2.1.2 и квадратичной
аппроксимации выражения σ′1 были выписаны в явном виде зависимости углов
поворота и кручения от КИН

θ0 = ∓

[
A

(
|KII |

|KI |+ |KII |+ |KIII |

)
+B

(
|KII |

|KI |+ |KII |+ |KIII |

)2
]
, (2.7)

ψ0 = ∓

[
C

(
|KIII |

|KI |+ |KII |+ |KIII |

)
+D

(
|KIII |

|KI |+ |KII |+ |KIII |

)2
]
. (2.8)

В работе были проведены эксперименты по определению прочности образ-
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цов из стали, при сложном нагружении. Наилучшее совпадение прочности бы-
ло получено при выборе значений параметров, равных A = 140◦, B = −70◦,
C = 78◦, D = −33◦. Полученные параметры не являются универсальными и
могут зависеть как от материала, так и от вида нагружения, что в очередной
раз подчеркивает сложность построения критериев разрушения и распростра-
нения трещин.

Критерий плотности энергии деформации

Предложенный в работе [174] критерий предполагает, что распространение тре-
щины происходит в направлении, обеспечивающем минимальное значение плот-
ности энергии деформации S, и необходимым условием распространения явля-
ется достижение этой величиной критического значения Scr для рассматрива-
емого материала. Для однородного изотропного материала плотность энергии
деформации может быть записана через компоненты тензоров напряжений σij
и деформаций εij как

S = 0.5σijεij, (2.9)

что с использованием выражения тензора напряжений через значения КИН в
окрестности кончика плоской трещины (2.2), позволяет записать ее значение
как явную функцию этих коэффициентов

S = a11K
2
I + 2a12KIKII + a22K

2
II + a33K

2
III. (2.10)

Здесь значения параметров есть

a11 =
1

16E ′
(3− 4ν − cosϑ)(1 + cosϑ)

a12 =
1

16E ′
2 sinϑ(cosϑ− (1− 2ν))

a22 =
1

16E ′
[4(1− ν)(1− cosϑ) + (1 + cosϑ)(3 cosϑ− 1)] a33 =

1

4E ′

(2.11)

В трехмерном случае выражения для коэффициентов aij в (2.10) записать в
явном виде не удается. Для этого необходимо использовать дополнительные
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функции κ, χ, определяемые формой трещины [184]

a11 =
κ+ 1

16E ′χκ2 cos θ

[
2(1− 2ν) +

κ− 1

κ

]
a12 =

(κ2 − 1)1/2

8E ′χκ2 cos θ

[
1

κ
(1− 2ν)

]
a22 =

κ+ 1

16E ′χκ2 cos θ

[
4(1− ν)(κ− 1) +

1

κ
(κ+ 1)(1− κ)

]
a33 =

1

4E ′χκ cos θ
.

(2.12)

Критерий скорости высвобождения упругой энергии

Критерий скорости высвобождения упругой энергии был предложен Гриффит-
сом в работе [172]. Согласно ему трещина распространяется тогда, когда интен-
сивность освобождающейся энергии G при распространении в этом направле-
нии достигает критического значения энергии разрушения для рассматривае-
мого материала

G(θ, t+ ∆t) = Gc, (2.13)

которое выражается через критическое значение материала KI c по формуле

Gc =
1− ν2

E
K2

I c.

Сформулированный для прямолинейной трещины критерий был обобщен на
трехмерные трещины, подверженные смешанному нагружению, и используется
современными исследователями [30, 175, 176, 185, 186] не только для форму-
лировки условия распространения трещины, но и для выбора направления ее
распространения θ∗, соответствующего максимальному значению энергии G. В
трехмерном случае при наличии всех трех мод КИН скорость высвобождения
энергии при продвижении трещины равна

G(θ, t+ ∆t) =
1− ν2

E

(
K2

I (θ, t+ ∆t) +K2
II(θ, t+ ∆t)

)
+

+
1 + ν

E
K2

III(θ, t+ ∆t). (2.14)

Здесь t — момент времени до распространения трещины (и изменения ее тра-



61

ектории), ∆t — интервал времени, за который фронт трещины проходит от
текущего положения к следующему, θ∗ — угол поворота трещины.

Следует отметить, что критерий (2.13) сформулирован в неявном виде, так
как выражение (2.14) содержит параметры НДС, которые могут быть получе-
ны только после распространения трещины. Это делает величину G сложной
для расчета, и затрудняет применение критерия. В работе [187] была предло-
жена модификация критерия, названная критерием скорости высвобождения
потенциальной энергии. В этой работе в предположении о малости прираще-
ния трещины и неизменности КИН в процессе роста трещины получено явное
приближенное выражение для величиныG, рассчитываемой по значениям КИН
в момент t перед началом распространения трещины

G(θ) = cos2

(
θ

2

)
1− ν2

E
·

·
[
K2

I (θ, t)(1 + cos θ)− 4KI(θ, t)KII(θ, t) sin θ +K2
II(θ, t)(5− 3 cos θ)

]
+

+ cos2

(
θ

2

)
1 + ν

E
K2

III(θ, t).

Предложенная модификация была верифицирована на задаче о кручении ци-
линдрического образца с круговым пропилом [187]. Было показано, что пред-
сказанный на основе этого критерия угол распространения трещины хорошо
совпадает с наблюдаемым в эксперименте при различных сочетаниях первой
и третьей мод КИН, что делает критерий скорости высвобождения упругой
энергии более удобным для применения в практических приложениях.

Критерий максимальных окружных деформаций

Основными параметрами, характеризующими разрушение, согласно работам
Гриффитса и Ирвина являются энергия и напряжения, поэтому в большин-
стве критериев разрушения, в том числе и описанных выше функция Φ за-
висит от этих величин. Однако, функцию Φ можно выписать в зависимости
и от деформаций. Так, в работе [188] показано, что распространение трещин
в бетоне можно описывать с помощью критерия, основанного на компонентах
тензора деформации. Предполагается, что разрушение происходит, когда неко-
торая скалярная функция тензора деформаций достигает предельного значе-
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ния. В работах [189–191], этот критерий был применен для решения двумерных
задач о разрушении образцов с трещиной и эллиптической полостью. Следует
отметить, что НДС в первых двух работах было получено на основе аналитиче-
ского решения, поэтому чувствительность предсказанных траекторий трещин
к точности его расчета осталась за рамками исследования. Другой особенно-
стью критерия является, что анализируется тензор деформации, рассчитанный
на некотором малом (но конечном) расстоянии от кончика трещины, а не его
асимптотическое разложение в окрестности кончика, как в критериях описан-
ных в §§ 2.1.2–2.1.2. Аналогичный подход использовался в уже упомянутом в
§ 2.1.2 критерии [192, 193].

2.1.3. Современные направления развития классических

критериев распространения трещин

Классические критерии, приведенные в предыдущих пунктах хорошо описыва-
ют условия начала распространения трещины и направление распространения
плоских трещин в двумерной постановке. Однако современные задачи механи-
ки разрушения требуют устранения ограничений, присущих этим критериям.
Среди направлений развития критериев хрупкого разрушения следует выде-
лить следующие.

• Описание механизмов разрушения фронта при превалирующем влиянии
сдвиговой моды КИН KIII.

• Учет свойств и особенностей материалов при описании разрушения и рас-
пространения трещин.

• Разработка критериев, способных описывать распространение трещин
в условиях смешанного нагружения при наличии всех ненулевых мод
KI, KII, KIII.

Поведение фронта трещины при смешанном нагружении с модами KI, KIII

остается, как утверждают авторы [147], одной из последних нерешенных зага-
док механики разрушения. Несмотря на большое количество эксперименталь-
ных и теоретических работ пока не выработано единого мнения по поводу
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критерия, достоверно описывающего разрушения фронта трещины. Разруше-
ние фронта трещины, то есть переход от непрерывного распространения одной
большой трещины к образованию двух семейств разнонаправленных мелких
трещин происходит при увеличении отношения первой и третьей мод КИН
KIII/KI. Этот эффект наблюдался в экспериментах по разрушению образцов
из различных видов полимеров, [147, 194], плексигласа [195], алюминия [196],
гипса и сыра [197]. Вопрос изучался и аналитически и с помощью численных
методов [195, 198, 198–201].

Развитие критериев распространения трещин при разрушении фронта про-
должается в направлении уточнения условий, при которых происходит такое
разрушение. Так, в работах [199, 202] численно, путем внесения возмущений в
геометрию трещины, а в работе [201] – аналитически показано, что непрерыв-
ное распространение одной трещины неустойчиво, при отношенииKIII/KI > 0.5.
Так как на берега трещины, распространение которой вызвано закачкой в нее
вязкой жидкости, всегда действует существенное давление, то можно ожидать,
что значения KIII не будут определяющими на большом участке распростране-
ния. Поэтому для описания распространения трещины ГРП возможно исполь-
зование критериев, учитывающих сдвиговые напряжения, соответствующих мо-
де КИН KIII, но не способных описывать разрушение самого фронта. Кроме
того, ряд исследователей [147, 203–205] указывают, что после распада фронта
происходит его восстановление. Причем длина, необходимая для восстановле-
ния разрушенного фронта, не превосходит нескольких сантиметров, после чего
наблюдается распространение одной трещины.

Существенным недостатком большинства классических критериев является
нечувствительность предсказанного с их помощью направления распростране-
ния к параметрам материала. В то же время многочисленные эксперименты
показывают, что направление распространения зависит от свойств разруша-
емых материалов. В работе [206] на примере плоской двумерной трещины в
образце, находящемся под действием только сжимающих или сжимающих и
растягивающих напряжений, показано, что траектории трещин, полученные в
образцах из стали, алюминия или титана различаются. В то же время, траек-
тории, рассчитанные по критериям максимальных растягивающих напряжений
или плотности энергии деформации, одинаковы. Хорошо известна задача о рас-
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пространении плоской двумерной трещины, напряженное состояние в окрестно-
сти кончика которой характеризуется единственной ненулевой модой КИН KII.
Критерии максимальных растягивающих напряжений, скорости высвобожде-
ния упругой энергии и плотности энергии деформации (последний при ν = 0.3)
предсказывают значение угла излома трещины равное θ = 70.5◦, 83◦, 75◦, со-
ответственно, вне зависимости от параметров материала. В то же время это
значение в различных материалах различно. В работе [207] аналогичный вывод
о недостаточном учете классическими критериями свойств материалов вывод
был сделан для двумерной трещины, находящейся под воздействием смешан-
ных мод КИН KI, KIII. Там же показано, что отношения критических значений
KIII c/KI c, необходимых для начала распространения трещины в различных ви-
дах стали, алюминия и полиметилметакрилате существенно (более чем в 6 раз)
отличаются. Те же отношения, рассчитанные по критериям максимальных рас-
тягивающих напряжений, плотности энергии деформации и скорости высво-
бождения упругой энергии, не зависят или слабо зависят от свойств материа-
лов и отличаются между собой. Поэтому критерий, используемый при описании
распространения трещины должен формулироваться с использованием допол-
нительных параметров материала, а не только его прочностных характеристик
(трещиностойкости, критического значения энергии и т.д.).

Для, например, критерия максимальных растягивающих напряжений отсут-
свие чувствительности к свойствам материала это обусловлено тем, что функ-
ция Φ рассчитывается по значениям КИН, которые в свою очередь определяют-
ся по тензору напряжений в окрестности кончика трещины. Так как при поста-
новке задачи в напряжениях (а также при задании только нулевых граничных
условий для смещений) тензор напряжений и КИН не зависят от упругих па-
раметров материала, значит и угол поворота, рассчитанный по формуле (2.5)
будет одинаков для всех материалов. Этим свойством обладает большинство
использующихся в настоящее время критериев [207]. Исключением из класси-
ческих критериев является только критерий плотности энергии деформации
(ссылка), в котором направление распространения зависит от коэффициента
Пуассона ν, однако для материалов с одним и тем же значением этого парамет-
ра критерий предскажет одно и то же направление распространения.

Учет свойств материала может объяснятся разными прочностями материала
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к сдвиговым и растягивающим напряжениям [208] и нелокальностью процесса
разрушения. Последнее означает, что процесс хрупкого разрушения происходит
в малой, но не бесконечно малой окрестности кончика трещины и только КИН,
определяемых лишь асимптотическим поведением НДС недостаточно для его
описания.

Учет изменения НДС в окрестности кончика трещины происходит при опи-
сании пластического разрушения, но используется и в критериях хрупкого раз-
рушения путем осреднения таких параметров НДС как компоненты тензора на-
пряжений или плотности энергии деформации по некоторому отрезку [192, 193]
или объему в окрестности трещины [209, 210]. В настоящее время более популя-
рен метод описания НДС в окрестности кончика трещины, состоящий в учете
конечного слагаемого T в разложении компонент тензора напряжений (2.2), ко-
торое отбрасывается в классических критериях [211–216]. Построенные на осно-
ве учета конечного слагаемого обобщения критериев максимальных растягива-
ющих напряжений и плотности энергии деформации применялись для решения
задач о распространении двумерных трещин и показали лучшее согласование
момента начала распространения трещины и угла ее поворота с результатами
экспериментов, чем исходные критерии [206, 217]. Этот же подход позволяет
учесть влияние на траекторию трещины размера исследуемого образца [218].
Следует, однако, отметить, что в настоящее время не проведено обобщения это-
го подхода на случай распространения трехмерных трещин под действием всех
трех мод, что связано как со сложностью описания НДС в окрестности точек
фронта, так и увеличением количества параметров, которые должны подби-
раться из экспериментальных данных.

2.1.4. Неявные критерии распространения трещины

Классический способ определения направления трещины, который использует-
ся в описанных в предыдущих пунктах критериях, заключается в анализе на-
пряженного состояния, предшествующего началу распространения трещины. В
предположении о гладкости траектории трещины и достаточно малых шагах,
используемых для описания этой траектории можно заключить, что использо-
вание параметров НДС с предыдущего шага приводит лишь к внесению неко-
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торой погрешности, пропорциональной длине шага (аналогично методу Эйле-
ра для обыкновенных дифференциальных уравнений). Однако, начало распро-
странения трещины в экспериментах происходит с предварительно созданной
трещины (пропила или инициатора другого вида), а при проведении гидро-
разрыва — с зародышевой трещины. Плоскость предварительной трещины в
экспериментах и зародышевой трещины при проведении гидроразрыва может
сильно отличаться от плоскости предпочтительного распространения развитой
трещины, что приводит к излому траектории [75]. В этом случае параметры
НДС до и после начала распространения трещины могут существенно разли-
чаться. В этом случае необходимо анализировать НДС после распространения
трещины. Подобная идея содержится, например, в формулировке критерия вы-
свобождения упругой энергии 2.1.2, где присутствует энергия, которая выделя-
ется при распространении трещины по выбранному направлению. Расчет этой
энергии достаточно сложен в явном виде [217] и требует знания направления
распространения. В предположении о плоской трещине и малости ее прираще-
ния в [176] выписаны значения КИН для фронта трещины, траектория которой
терпит излом. Это позволило вычислить плотность энергии деформации в од-
ноименном критерии [176] и скорость высвобождения энергии разрушения в
работе [217].

Однако предположение о малости приращения трещины может не выпол-
няться при описании распространения трещины при наличии третьей моды
КИН KIII. Распространение трещины при таком нагружении может сопровож-
даться разрушением фронта трещины и образованием фасок. Схема такого раз-
рушения показана на схеме 2.4, заимствованной из в работы [205]. Хотя на
некотором расстоянии от фронта исходной трещины образуется новый непре-
рывный фронт и поверхность трещины становится гладкой, модель, предпола-
гающая его непрерывность, не применима в окрестности фронта зародышевой
трещины. Поэтому при разрушении фронта не следует использовать критерии,
которые основаны на представлении параметров НДС, полученных в предпо-
ложении о малости приращения трещины после излома ее траектории.

Другим недостатком описанных критериев является их локальность. Все
критерии сформулированы для одной рассматриваемой точки фронта, и на-
правление распространения в ней рассчитывается без учета соседних. В то же
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Рисунок 2.4 – Схема трещины, распространяющейся при смешанной нагрузке с модой KIII в образце
с зародышевой трещиной

время в экспериментах, описывающих распространение трещины при наличии
третьей моды [194, 197, 198, 219] видно, что фронт трещины поворачивается
целиком, и углы поворота в его соседних точках фронта связаны. Следователь-
но, в критерии описывающем распространение фронта трещины, углы поворота
и кручения должны рассчитываться одновременно для всех точек фронта, то
есть критерий должен быть глобальным.

Примером неявных глобальных критериев могут служить критерии MVG
(maximal value of G) и MVK (maximal value of K), предложенные в работе [200].
В первом из них MVG, постулируется, что фронт трещины после первого ша-
га ее распространения должен быть таким, чтобы рассчитанное по всем его
точкам среднее значение скорости высвобождения энергии разрушения (2.14)
было максимальным. Во втором критерии MVK при тех же условиях максими-
зируется среднее значение первой моды КИН KI вдоль фронта трещины. Отли-
чительными особенностями предложенных критериев являются неявность, так
как анализируется НДС после распространения трещины, и глобальность, так
как вместо независимого предсказания положений точек фронта производится
его поиск как некоторой кривой, удовлетворяющей заданным условиям.

Следует отметить, что расчет НДС в окрестности фронта трещины после ее
распространения рассчитывалось на основе аналитического решения задачи, в
которой фронт плоской трещины приращивался с кручением на заданный угол
на заданную величину, одинаковую для всех точек фронта. Это аналитическое
решение основано на двух предположениях: 1) фронт является прямой линией
повернутой относительно фронта зародышевой трещины на угол ψm вокруг оси
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распространения трещины, и 2) продвижение всех точек фронта одинаково δc.
В работах [205, 220] были аналитически получены зависимости значений КИН
Ki = Ki(ψm, δc), i = I, II, III от угла поворота трещины ψm и длины ее прираще-
ния δc. Там же на основе аппроксимации результатов экспериментов было пред-
ложено выражение для угла кручения как функции КИН ψ = ψ(KI, KII, KIII).
Третьим условием, замыкающим систему нелинейных уравнений для δc, ψm, ψ,
было условие максимизации некоторой функции КИН (скорости высвобожде-
ния энергии в MVG и первой моды КИН в MVK) вдоль фронта. Такой подход
ограничивает практическую применимость критериев, так как в общем случае
фронт трещины может не отличаться от прямой линии, а приращение быть
различным в разных точках фронта, тем не менее, он позволяет провести вали-
дацию неявных критериев путем сравнения с экспериментальными данными.

Для валидации авторами [200] был выбран описанный [194] эксперимент, в
котором образец из полиметилметакрилата с наклонной зародышевой трещиной
подвергается трехточечному изгибу, как показано на рисунке 2.5. Угол наклона
зародышевого пропила достигал 45◦, что создавало на фронте трещины напря-
жения, характеризующиеся отношением мод KIII/KI = 0.5, достаточным для
демонстрации кручения фронта. Ниже будет проведено сравнение результатов,
полученных на основе описанных критериев, предложенного в диссертационной
работе неявного глобального критерия и экспериментальных данных.

Рисунок 2.5 – Образец с наклонной зародышевой трещиной, подверженный трехточечному изгибу

Рассмотрение фронта после приращения трещины позволяет моделировать
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распространение трещин с негладкой траекторией, использование конечного
приращения трещины вместо бесконечно малого — применять критерий для
описания распространения после объединения фасок, а рассмотрение осреднен-
ных по фронту КИН и энергии — описывать поведение фронта в целом, то есть
учитывать взаимное влияние точек фронта друг на друга. Совокупность этих
приемов позволяет адекватно описывать распространение трещины при нагру-
жении, включающем наличие третьей моды КИН вызывающей разрушение и
кручение фронта.

2.2. Неявный глобальный критерий распростра-

нения трещины

Несмотря на множество исследований, посвященных задаче распространения
трехмерных трещин, научное сообщество пока не пришло к общему мнению от-
носительно того, какой из критериев предсказывает направление распростра-
нения трещины при сложном нагружении, вызывающем наличие всех трех мод
КИН, наиболее адекватно [144]. Поэтому автор не ставит целью предложить
универсальный критерий, ограничиваясь лишь критерием, способным учиты-
вать особенности распространения трещин, вызванных закачкой вязкой жид-
кости, в горной породе.

2.2.1. Основные предположения и допущения

Основными особенностями НДС материала, вызванного распространением тре-
щины, нагруженной давлением вязкой жидкости являются следующие.

1. Нагружение берегов трещины давлением обеспечивает положительное зна-
чение первой моды КИН. Это позволяет исключить из рассмотрения тре-
щины, распространяющиеся при нагружении только сдвиговыми модами
KII, KIII.

2. Распространение трещины в породе, сжатой внешними напряжениями, тре-
бует притока энергии не только для разрушения породы, но и для преодоле-
ния сжимающих напряжений. Этот приток энергии обеспечивается закач-



70

кой жидкости и поэтому ограничен. Увеличение скорости распространения
трещины приводит к увеличению отставания фронта жидкости от фрон-
та трещины и снижению напряжений в окрестности кончика, что замед-
ляет распространение трещины. Таким образом, распространение трещины
всегда устойчиво, что позволяет рассматривать только критическое распро-
странение трещины, при котором, например, условиеKI = KI c выполняется
на протяжении всего процесса и исключить распространение сверхкрити-
ческое.

3. Распространение трещины происходит при сложном нагружении при нали-
чии всех трех мод КИН. При этом НДС в окрестности различных точек
фронта различаются, что требует определения направления и величины
приращения трещины в каждой точке фронта.

Кроме допущений, обусловленных особенностями исследуемой задачи рас-
пространения трещин в горных породах, ниже приведены допущения, использо-
ванные при разработке критерия, которые вызваны ограниченностью вычисли-
тельных мощностей, недостаточной изученностью задачи разрушения горных
пород, сложностью реализации, либо могут быть устранены без существенного
изменения концепции критерия.

1. Фронт трещины считается непрерывной кривой, и его разрушение с образо-
ванием множества трещин, фасок не учитывается. Разрушение фронта тре-
щины наблюдается при ее распространении при больших значениях третьей
моды КИН. Этот эффект исследовался как на основе экспериментов по раз-
рушению образцов из различных видов полимеров [147, 194], плексигласа
[195], алюминия [196], гипса и сыра [197], так и аналитически [195, 200, 201].
Во всех указанных работах отмечается, что длина, необходимая для восста-
новления разрушенного фронта, не превосходит нескольких сантиметров,
после чего наблюдается распространение одной трещины. Хотя исследова-
ние механизмов и условий образования фасок представляет важный науч-
ный интерес, в случае распространения трещин в массивах породы опи-
сание этого эффекта вряд ли способно повысить точность моделирования
трещин, так как характерный размер неоднородности материала – горной
породы – сопоставим с размером фасок, а характерная длина трещины при
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моделировании начального этапа ее распространения составляет десятки
сантиметров, что превосходит размер фасок на два порядка.

2. Учет свойств материала, влияющих на направление распространения, мо-
жет быть приближенно учтен с помощью дополнительного параметра, ко-
торый должен определяться на основе экспериментального исследования
этого материала. В настоящий момент затруднительно сформулировать и
обосновать связь такого параметра с другими характеристиками материала
(трещиностойкостью, модулемЮнга, прочностью на растяжения, размером
неоднородностей и т.д.), поэтому для определения значений такого парамет-
ра необходимы отдельные эксперименты. Так как предлагаемый неявный
критерий предназначен для описания трещин в горных породах, характе-
ристики которых меняются в ограниченных интервалах, можно ожидать,
что калибровка критерия на нефте-газосодержащих породах или материа-
лах с близкими к ним свойствами (бетон, мрамор, известняк и т.д.) позволит
позволит предсказывать траектории трещин с достаточной точностью.

3. Предполагается, что трещина распространяется квазистатически, и влия-
ние скорости распространения на трещиностойкость не учитывается. Экс-
перименты на хрупком полиэфирном материале [221] показывают, что кри-
тическое значение КИН KI, при котором происходит разрушение, зависит
от скорости нагружения и распространения трещины. Этот эффект при
наличии экспериментально обоснованных для горных пород зависимостей
критической моды KI от скорости распространения трещины может быть
легко учтен в предлагаемом неявном критерии, так как скорость распро-
странения иззвестна на каждом шаге распространения.

2.2.2. Формулировка неявного критерия выбора величи-

ны приращения трещины

Критерий определения величины приращения в точке фронта базируется на
критерии скорости высвобождения энергии разрушения, описанном в § 2.1.2.
В каждой точке фронта трещины требуется выполнение условия (2.13). Вы-
полнение этого условия достигается путем выбора расстояния между фронтам
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трещины и фронтом жидкости Llag,i = |xf,i−xr,i | в каждой точке фронта тре-
щины xr,i.

Поиск расстояния Llag,i осуществляется с помощью итерационного метода,
который наглядно может быть продемонстрирован для случая отсутствия сме-
шанных мод KII, KIII. В этом случае требование (2.13) переписывается в каждой
точке фронта i в виде

KI,i(Llag,i) = KI c (2.15)

На каждой итерации s предполагается, что значение КИН KI линейно связано
с длиной отставания

K̃I
s+1 −Ks

I =
1

æI
(Ls+1

lag,i − L
s
lag,i), (2.16)

где æI – некоторый коэффициент пропорциональности. Условие K̃I
s+1

= KI c

позволяет получить значение длины отставания фронта

Ls+1
lag,i = Lslag,i + æI(KI c −Ks

I ). (2.17)

Так как условие (2.16) выполняется приближенно, то достижение точного ра-
венства требует нескольких итераций.

Значение коэффициента пропорциональности может как задаваться посто-
янным æI = æ0

I , так и уточняться на итерациях по предыдущим рассчитанным
значениям KI, Llag,i с использованием разностной производной и релаксацион-
ного параметра γ

æs
I = (1− γI)æs−1

I + γI
Lslag,i − Ls−1

lag,i

Ks
I −K

s−1
I

. (2.18)

При наличии смешанных мод КИН KII, KIII вместо значения первой моды
КИН KI в формулах (2.17), (2.18) используется значение энергии разрушения
G (2.13).
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2.2.3. Формулировка неявного критерия выбора направ-

ления роста трещины

Принцип локальной симметрии, сформулированный в работе [204], постулирует,
что распространение трещины происходит в том направлении, в котором реа-
лизуется трещина нормального отрыва, то есть единственной ненулевой модой
КИН остается первая KI

KII(θ(l)) = 0, KIII(ψ(l)) = 0. (2.19)

Эти соотношения формулируются в виде двух условий на два параметра (θ, ψ).
При их аппроксимации в Nf точках фронта получится 2Nf условий для 2Nf

переменных θi и ψi, i = 1, ..., Nf . Это, как можно было бы ожидать, должно
позволять определять углы θ, ψ в каждой точке фронта.

Однако углы θ и ψ не являются независимыми, как видно из рисунка 2.2.
Формула, определяющая эту связь записывается из геометрических соотноше-
ний в виде:

tanψ =
L(sin(θ + ∆θ)− sin θ)

∆l
. (2.20)

Переход к пределу при ψ, θ,∆θ,∆l → 0 позволяет из (2.20) получить зависи-
мость угла кручения ψ от производной угла поворота θ по координате l вдоль
фронта

ψ(l) =
L(l)∆θ

∆l
= L(l)

∂θ

∂l
(θ(l)). (2.21)

Таким образом, третья мода КИН KIII является функцией угла поворота θ

KIII(ψ(l)) = KIII(θ(l)), (2.22)

что превращает два условия (2.19), записанные для двух параметров, в два
условия на один параметр θ

KII(θ(l)) = 0, KIII(θ(l)) = 0. (2.23)

При аппроксимации выражения (2.23) превратятся в 2Nf на Nf параметров.
Так как количество условий больше, чем количество параметров, то одновре-
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менное их выполнение в общем случае в каждой точке фронта Γ невозможно.
Выполнение условий (2.19) в предлагаемом критерии рассматривается в

смысле минимизации функционала, объединяющего моды КИН KII и KIII с ве-
совым коэффициентом β и определяемого через интеграл по всей длине фронта
на новом шаге распространения трещины t+ ∆t:

F (t+ ∆t, θ(l)) =

∫
Γ

(1− β)K2
II(t+ ∆t, θ(l)) + βK

2
III(t+ ∆t, θ(l))dl. (2.24)

Угол поворота трещины в критерии распространения при смешанном трехмер-
ном нагружении определяется как угол θ∗(l), при котором функционал F при-
нимает минимальное значение

F (t+ ∆t, θ∗(l)) = min
θ(l)

F (t+ ∆t, θ(l)). (2.25)

2.2.4. Алгоритм выполнения неявных критериев распро-

странения

Оптимизационная задача минимизации функционала (2.25) решается итераци-
онно, для чего на каждой итерации предполагается, что каждый из КИН ли-
нейно зависит от соответствующего угла

˜Ks+1
II −Ks

II =
1

æII
(θis+1 − θis+1), ˜Ks+1

III −K
s
III =

1

æIII
(ψis+1 − ψis+1). (2.26)

В результате значение функционала на следующей итерации приближенно вы-
ражается через его значение на текущей и содержит явные выражения для
изменений этих углов

F s+1 = (1− β)
∑
j∈ΓN

(
Ks

II j +
1

æII
∆sθj

)2

+

+β
∑
j∈ΓN

(
K

s
III j +

Lj
æIII

∆sθj+1 −∆sθj
lj+1 − lj

)2

, (2.27)

где ∆sθj = θs+1
j − θsj и s — номер итерации, ΓN — множество индексов точек,

принадлежащих фронту.
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На каждой итерации s+ 1 углы θs+1
j рассчитываются как точки минимума

функционала (2.27) путем решения СЛАУ:

∂F s+1

∂θs+1
j

= 0, j ∈ ΓN . (2.28)

Следует отметить, что предположение о малости приращения трещины, при
котором получено соотношение (2.21), требуется только для обоснования невоз-
можности выполнения исходных условий (2.19) и для получения соотноше-
ний, по которым рассчитывается распределение угла поворота θ на следующей
итерации (2.27). Значение функционала и распределение угла поворота вдоль
фронта получаются для конечных значений величины приращения трещины
без предположения об их малости.

Сформулированный функционал содержит численный параметр β, смысл
котрого можно пояснить путем сравнения неявного критерия с явными. Так,
значение β = 0 приводит к минимизации функционала, зависящего только от
KII, что в случае плоской трещины совпадает с условием критерия максималь-
ных растягивающих напряжений [173]. Значение β = 0.5 позволяет получить
критерий плотности энергии деформации. Значение β = 1/(1−ν) соответствует
минимизации слагаемых, содержащих сдвиговые моды KII , KIII в выражении
(2.14) в критерии высвобождения упругой энергии. Однако для решения прак-
тических задач параметр β должен выбираться на основе экспериментальной
информации. Ниже приведены результаты сравнения предсказания критерия с
результатами эксериментов по распространению трещин.

2.3. Валидация и верификация неявного гло-

бального критерия и выбор весового пара-

метра

Неявный глобальный критерий выбора направления распространения трещи-
ны, описанный в § 2.2.3 содержит весовой параметр β, значение которого необхо-
димо выбирать на основе сопоставления с экспериментальными данными. Для
валидации критерия и выбора значения параметра были выбраны две серии
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экспериментов в которых трещина распространяется под действием нагрузки,
обеспечивающей значительное влияние третьей моды КИН: распространение
наклонной трещины в брусе, подверженном трехточечному изгибу [194] и рас-
пространение трещины в диске с повернутой относительно линий нагружения
трещиной [222, 223].

2.3.1. Задача о наклонной трещине в брусе

Описание эксперимента

Постановка задачи описана в работах [194, 200] и представлена на рисунке 2.5.
Размеры, используемые в эксперименте и численном моделировании, имели сле-
дующие значения: длина бруса Lc = 0.260м, расстояние между точками нагру-
жения 2Le = 0.24м, толщина t = 0.01м, ширина W = 0.06м, длина зароды-
шевой трещины Lf = 0.02м, угол наклона зародышевой трещины γ = 45◦.
Модуль Юнга E = 2.8ГПа и коэффициент Пуассона ν = 0.38 были заданы
равными параметрам полиметилметакрилата, выбранного при проведении экс-
перимента для возможности наблюдения за процессом распространения трещи-
ны. Отличие численной и экспериментальной постановки заключалось в спо-
собе нагружения и условии распространения трещины. Так как при хрупком
нагружении, распространение трещины происходит с большой скоростью, что
практически исключает возможность наблюдения за процессом ее распростра-
нения, при проведении эксперимента использовалось циклическое нагружение
с силой, исключающей хрупкое разрушение. Поэтому на кончике трещины под-
держивалось значение первой моды КИН меньшей критического значения. При
проведении численного моделирования на каждом шаге распространения вы-
полнялось условие хрупкого разрушения, задаваемое критерием высвобожде-
ния упругой энергии. При этом нагрузка в точках нагружения на каждом шаге
распространения подбиралась такой, чтобы обеспечить выполнение этого усло-
вия и не была равна задаваемой в эксперименте. Поскольку целью сравнения
была валидация критерия выбора направления, который может быть перепи-
сан с использованием лишь отношений КИН KII/KI, KIII/KI в инвариантном
относительно абсолютного значения мод виде, то абсолютные значения прило-
женных к образцу нагрузок не влияют на форму трещины, полученную при
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численном моделировании.
Расчетная сетка содержала N = 1695 узлов по длине образца NLc = 18,

по толщине NT = 10, вдоль длины трещины NL = 3 и на остаточной части
ширины NR = 4. Шаг приращения трещины составлял ∆L = 0.001м то есть
1/60 от ширины образца.

Первый шаг распространения трещины

Так как наиболее заметное изменение направления распространения трещины
происходит из-за излома ее на первом шаге, анализ распределений углов откло-
нения на этом шаге рассматривается отдельно от построения всей траектории.
В сравнении принимают участие четыре критерия.

1. Классический двумерный критерий максимальных растягивающих напря-
жений [173], описанный в 2.1.2 (МРН);

2. Критерий Шольмана (2.6) [182], являющийся обобщением критерия макси-
мальных растягивающих напряжений на трехмерный случай и описанный
выше (МРН3D);

3. Неявный критерий минимизирующий значение первой моды КИН, предло-
женный в [200] (MVK);

4. Описанный в § 2.2.3 глобальный неявный критерий.

Для явных критериев направление распространения определяется по КИН,
рассчитанным для зародышевой трещины. Неявный критерий использует КИН,
рассчитанные после того, как трещина продвинется на один шаг.

Для того, чтобы оценить влияние погрешности расчета КИН и отделить его
от влияния погрешности самих критериев на рисунке 2.6, слева показаны рас-
пределения нормализованных смешанных мод КИН, то есть отношенийKII/KI

и KIII/KI , приведенные в [200] и рассчитанные численно в настоящей работе.
Основное отличие наблюдается в окрестности свободной поверхности, однако
в авторами [200] указано, что в этой области значения КИН были рассчита-
ны ими с большой погрешностью и должны игнорироваться. Во внутренней
области образца распределения КИН, рассчитанные разными методами, пока-
зывают хорошее совпадение. На рисунке 2.6, справа приведены распределения
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Рисунок 2.6 – Слева: Распределения нормализованных смешанных мод КИН вдоль фронта заро-
дышевой трещины рассчитанные с численно (сплошная линия) и аналитически в [200] (пунктир):
2 – KII/KI ; 3 – KIII/KI .; Справа: Распределения угла поворота трещины на первом шаге распро-
странения полученные с помощью различных критериев: 0 – Эксперимент; 1 – МРН; 2 — МРН3D;
3 – MVG; 4 – глобальный неявный критерий со значением β = 0.5. Сплошной линией обозначены

распределения, полученные в настоящей работе, пунктирной – полученные в работе [200]

угла поворота на первом шаге распространения трещины, рассчитанные по раз-
личным критериям распространения в настоящей работе и в [200]. Как видно
из рисунка, неявный глобальный критерий позволяет получить распределение
угла поворота, более близкое к наблюдаемому в эксперименте, чем другие рас-
смотренные критерии. Это распределение достигнуто при значении весового
параметра β = 0.5 и длине приращения трещины за шаг L0

f = 1мм. При дру-
гих значениях весового параметра распределение угла поворота трещины на
первом шаге показывает худшее совпадение с результатами эксперимента, как
видно из рисунка 2.7, где приведены распределения угла поворота, полученные
при различных значениях весового параметра и при том же значении длины
приращения.

Рассчитанные численно значения КИН, которые используются в неявном
глобальном критерии, отличаются от аналитически полученных в [200] значе-
ний КИН, которые используются в остальных критериях, поэтому можно до-
пустить, что отличия в полученных по разным критериям распределениях угла
поворота обуславливаются различной точностью расчета КИН. Чтобы исклю-
чить это допущение, на рисунке 2.6, справа приведены распределения угла по-
ворота трещины, полученные по критериям МРН и МРН3D с использованием
как аналитически так и численно полученных КИН. В первом случае распре-
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Рисунок 2.7 – Распределения угла поворота трещины на первом шаге распространения, полученные
с помощью глобального неявного критерия при L0

f = 1мм: 0 – Эксперимент; 1 — β = 0; 2 — β = 0.25;
3 — β = 0.5; 4 — β = 0.75

деления взяты из работы [200], во втором — реализованы автором. Видно, что
погрешность расчета KIII привела к погрешности в расчете угла поворота при
расчете его по критерию МНР3D [182]. Угол поворота, рассчитанный по кри-
терию МРН2D [173] с использованием только второй моды КИН KII одинаков
в настоящей работе и в [200] везде за исключением приграничной области, где
аналитические методы [200] не работают. Следует отметить, что неявный крите-
рий при значении β = 0.5 дает распределение угла поворота, наиболее близкое
к эксперименту среди всех рассмотренных критериев.

На примере рассматриваемой задачи можно показать скорость сходимости
итерационного алгоритма реализации критерия. На рисунке 2.8 показано рас-
пределение отклонения угла поворота от распределения, получившегося после
сходимости процесса ∆θs(l) = θn+1,s(l) − θn+1(l), а на рисунке 2.9 — распреде-
ления нормализованных мод КИН KII/KI, KIII/KI полученные на первых пяти
итерациях для значений β = 0.5. Видно, что распределение угла поворота прак-
тически перестает (< 1◦) меняться после первых пяти итераций, а изменения
КИН составляют менее 5%. Можно заключить, что 5-10 итераций достаточно
для получения распределений угла поворота трещины.
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Рисунок 2.8 – Отклонение угла поворота на первых итерациях от полученного при сходимости ите-
раций ∆θs(l) = θn+1,s(l)− θn+1(l). Номер кривой совпадает с номером итерации

Рисунок 2.9 – Распределения нормализованных мод КИН KII/KI (слева), KIII/KI (справа) получен-
ные на первых пяти итерациях для значений β = 0.5

Траектория трещины

На рисунке 2.10 приведены формы трещины, полученные в эксперименте [194],
с помощью расчета методом конечных элементов ADAPCRACK3D [200]. Видно,
что формы трещины на всех рисунках похожи, но трехмерные изображения не
позволяют провести аккуратное сравнение. Для упрощения анализа чувстви-
тельности формы трещины к параметрам модели трещины ниже в качестве
“траектории” выбрана линия пересечения трещины с поверхностью образца,
показанная на рисунке 2.10 жирной линией.

На рисунке 2.11 приведены траектории трещины, полученные при значении
весового параметра β = 0.5 при различных значениях величины приращения
L0
f . Уменьшение величины приращения трещины L0

f от 2мм до 0.5мм позволяет
оценить величину погрешности, вносимую дискретным описанием траектории.
Дальнейшее (до 0.025мм) уменьшение величины приращения не приводит к ви-
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Рисунок 2.10 – Вид трещины в эксперименте [194] (слева) в расчете методом конечных элементов
[200] (в центре) и в настоящем расчете (справа)

зуально различимому изменению траектории, поэтому на рисунке не приводит-
ся. Наблюдается сходимость к некой “идеальной” траектории при уменьшении
величины приращения трещины L0

f . При других значениях весового параметра
β наблюдается сходимость к той же траектории, но более медленная. Для де-
монстрации этого на рисунке 2.11 приведена траектория (4), полученная при
параметрах β = 0, L0

f = 2мм, которая отличается от “идеальной” траектории
больше чем полученная при том же приращении и при β = 0.5 (кривая 1).

Рисунок 2.11 – Траектории трещины, полученные при различных значениях весового параметра
β = 0.5 и величины приращения трещины L0

f : 1 – β = 0.5, L0
f = 2мм; 2 – β = 0.5, L0

f = 1мм; 3 –
β = 0.5, L0

f = 0.5мм; 4 – β = 0, L0
f = 2мм
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2.3.2. Задача о наклонной трещине в диске

В работе [223] описан эксперимент по трехточечному изгибу диска с накло-
ненной диаметральной трещиной. Схема эксперимента и расчетная сетка пред-
ставлены на рисунке 2.12. Размеры, используемые в эксперименте и численном
моделировании, имели следующие значения: радиус диска R = 0.075м, толщина
B = 0.03м, расстояние между точками нагружения 2S = 0.138м, длина заро-
дышевой трещины a = 0.015м, угол наклона зародышевой трещины γ = 30◦.
Модуль Юнга E = 281МПа и коэффициент Пуассона ν = 0.302 были заданы
равными параметрам полиуретана соответствующей плотности ρ = 300кг/м3.

Первый шаг распространения трещины

На рисунке 2.13 приведены распределения угла поворота на первом шаге рас-
пространения трещины, рассчитанные по различным критериям. Критерии
максимальных растягивающих напряжений (МРН) (2.4) и его обобщение на
трехмерный случай (МРН3D) (2.6) дают близкие к эксперименту значения,
однако не отражают линейность распределения угла поворота. Для неявного
критерия представлены результаты при значениях весового параметра β = 0

и β = 0.5 при длине приращения L0
f = 1 мм. Распределения, полученные по

неявному критерию для обоих параметров, достаточно близки к эксперимен-
тальным данным, однако значение β = 0 при L0

f = 1 мм дает более хороший
результат.

На рисунке 2.14 представлено сравнение распределений угла поворота тре-
щины для различных длин приращения при значениях весового параметра

Рисунок 2.12 – Образец с наклонной зародышевой трещиной, подверженный трехточечному изгибу,
(слева) и расчетная сетка (справа)
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Рисунок 2.13 – Распределения угла поворота трещины на первом шаге распространения, полученные
с помощью различных критериев: 0 – Эксперимент, 1 – глобальный неявный критерий со значением

β = 0.5, 2 – глобальный неявный критерий со значением β = 0, 3 – МРН, 4 —МРН3D

β = 0 и β = 0.5. Видно, что длина приращения влияет на угол поворота трещи-
ны — увеличение этого параметра приводит к уменьшению угла поворота. При
L0
f > 3мм изменение распределения угла поворота становится незначительным.

Рисунок 2.14 – Сравнение распределений угла поворота трещины с наблюдаемыми в эксперименте (0
– Эксперимент) и полученных для неявного критерия при различных приращениях: 1 – L0

f = 0.5мм,
2 – L0

f = 1мм, 3 – L0
f = 3мм, 5 – L0

f = 5мм для (а) β = 0 и (b) β = 0.5

Траектория трещины

На рисунке 2.15 представлены поверхности трещины, полученные в экспери-
менте (слева) и предсказанные с помощью неявного критерия (справа). Видно,
что формы трещины на этих рисунках похожи, но для более аккуратного их
сравнения удобно рассмотреть линии пересечения трещины и образующей дис-
ка, которые ниже будут называться траекторией.
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Рисунок 2.15 – Вид трещины в эксперименте [223] (слева) и настоящем расчете (справа)

На рисунке 2.16 приведены траектории трещины, полученные в эксперимен-
те, и в численном расчете с использованием предложенного неявного критерия
при двух значениях весового параметра β и длине приращения L0

f = 3мм. Мож-
но видеть, что на первых двух шагах все три траектории практически совпада-
ют, однако далее траектория при β = 0.5 отклоняется от изначального направ-
ления. Траектория, полученная при β = 0, располагается достаточно близко к
траектории трещины из эксперимента на всем интервале ее распространения,
что делает значение β = 0 в глобальном неявном критерии наилучшим для
рассматриваемого материала.

Отличие в значениях весового параметра, обеспечивающих наилучшее со-
гласование с экспериментальными данными в рассмотренных экспериментах,
говорит о том, что весовой параметр не является универсальным и зависит от
рассматриваемого материала.

Рисунок 2.16 – Траектории трещин: 0 – Эксперимент, 1 – глобальный неявный критерий со значением
β = 0.5, 2 – глобальный неявный критерий со значением β = 0
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2.4. Описание квазистатического распростране-

ния трещины с помощью неявного глобаль-

ного критерия

Предложенные выше критерии выбора направления и величины приращения
трещины применены для решения задачи о распространении трещины, нагру-
женной постоянным давлением, в материале, к которому приложены внешние
анизотропные напряжения. Выбранная задача с одной стороны геометрически
подобна задаче о распространении трещины гидроразрыва, что позволяет про-
демонстрировать работу критерия в условиях, приближенных к условиям в
практических приложениях, и показать важность правильного выбора весового
параметра. С другой стороны в задаче не учитывается изменение давления в
скважине, вызванное течением жидкости, что уменьшает количество парамет-
ров, влияющих на распространение трещины.

Рисунок 2.17 – Схема задачи о распространении поперечной скважине трещины в материале, нагру-
женном на бесконечности анизотропными напряжениями с тензором σ∞

Рассматриваются скважина радиуса Rw, повернутая вокруг оси Oz на угол
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α от оси Oy, и ортогональная ей плоская зародышевая трещина радиуса R,
которые схематично показаны на рисунке 2.17. Скважина и трещина находят-
ся в материале, к которому на бесконечном удалении приложены главные на-
пряжения σ∞x , σ∞y , σ∞z , направленные вдоль соответствующих координатных
линий. Давление p, приложенное стенкам скважины и берегам трещины, вы-
зывает распространение последней и ее искривление при выходе в плоскость,
ортогональную минимальному сжимающему напряжению в материале.

При моделировании это давление на каждом шаге распространения подби-
рается таким образом, чтобы критерий распространения трещины выполнялся
в каждой точке фронта. Это же условие определяет форму фронта трещины
на каждом шаге распространения.

1 22

1

Рисунок 2.18 – Изометрические проекции трещины, полученные при квазистатическом распростра-
нении: 1 — σ∞y = 8МПа (слева); 2 — σ∞y = 15.9МПа (справа); траектории трещины в сечении z = 0

(снизу)

Для проведения вычислительного эксперимента, демонстрирующего приме-
нение неявного критерия, были выбраны следующие параметры задачи: E =

20ГПа, ν=0.2, KI c = 3МПа
√
м, R = 1м, Rw = 0.5м, α = 30◦, σ∞x = −16МПа,

σ∞z = −16МПа. Напряжение σ∞y , действующее вдоль оси Oy, принимало од-
но из двух значений: σ∞y : −8МПа и −15.9МПа. Каждое из выбранных зна-
чений вызывает переориентацию трещины в плоскость xz, так как является
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минимальным сжимающим напряжением, однако расстояния, требуемые для
переориентации, различаются, что можно видеть на рисунке 2.18, на котором
изображены формы трещин и их траектории в сечении z = 0. Рисунок 2.18
демонстрирует зависимость формы трещины от анизотропности внешних на-
пряжений и способность используемого критерия эту зависимость описывать.

Другой вычислительный эксперимент был проведен для демонстрации пове-
дения третьей моды КИН KIII во время распространения трещины и ее влияния
на его форму. В выше описанной задаче угол наклона зародышевой трещины
был увеличен до α = 50◦, а анизотропность напряжений σ∞x /σ∞y , заданных на
бесконечном удалении — до 1.6, что обеспечивается значениями σ∞x = −16МПа,
σ∞y = −10МПа, σ∞z = −16МПа.

На рисунке 2.19 приведена форма трещины, полученная при использовании
весового коэффициента β = 0.5 в неявном глобальном критерии, а на рисун-
ке 2.20 — траектории трещин, полученные при различных значениях весового
параметра. Можно заключить, что значение весового параметра влияет на ско-
рость выхода трещины в плоскость, ортогональную минимальным напряжени-
ям, и его значение не может выбираться произвольно.

Для того, чтобы оценить, насколько выполняется критерий (2.19) на раз-
личных шагах распространения трещины, на рисунке 2.21 приведены распре-
деления трех мод КИН вдоль ее фронта, полученные при β = 0.5. Как видно
из рисунка, первая и вторая моды KI, KII достаточно быстро принимают тре-
буемые критерием значения — отклонение от KI c и нуля, соответственно, уже

Рисунок 2.19 – Форма трещины, полученная при значении весового параметра β = 0.5
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Рисунок 2.20 – Траектории трещин, полученные при различных значениях весового параметра β

на десятом шаге не превосходят 0.03KI c. В то же время значение моды КИН
KIII уменьшается значительно медленнее: на втором шаге ее значение сравнимо
с KI c, а на десятом — порядка 0.4KI c. Это говорит, о том, что форма фронта
трещины не может обеспечить одновременное выполнение условий, заложен-
ных в принципе локальной симметрии, на первых шагах распространения, тем
не менее, при увеличении размера трещины фронт трещины становится почти
плоской кривой (см. рисунок 2.19), и значения мод КИН KII, KIII уменьшаются
(см. рисунок 2.21).

Наименьшая скорость стремления к нулю наблюдается у моды КИН KIII,
что видно из рисунка 2.22, где приведены распределения мод КИН KIII и KII

вдоль ее фронта, полученные при различных значениях весового параметра β
на 30-м шаге распространения трещины, на котором радиус трещины примерно
в 3.5 раз больше радиуса зародышевой трещины. Видно, что нулевое значение
моды KII достигается при использовании нулевого значения весового парамет-
ра β, тогда как значение моды KIII при этом далеко от нулевого, что говорит,
о том, что фронт близок, но отличается от плоской кривой. Меньшее значение
моды КИН KIII можно получить, учитывая ее значение в функционале (2.24),
который минимизируется в неявном глобальном критерии, за счет увеличения
весового параметра β, при этом увеличение значений моды КИН KII в абсолют-
ных величинах незначительно (см. рис. 2.22).

В рамках описанной постановки невозможно получить перьеобразную фор-
му фронта и зигзагообразное распределение мод KIII вдоль фронта трещины.
Но, поскольку размер фасок при разрушении фронта много меньше характер-
ных размеров трещины, как указано в § 2.2.1, то это упрощение не влияет на
качество предсказания поведения трещины. Как и указано в [198], [224], по-
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Рисунок 2.21 – Распределения значений мод КИН KI, KII, KIII вдоль фронта трещины, рассчитанные
при значении параметра β = 0.5 на различных шагах распространения: шаг 2 (1); шаг 10 (2); шаг 30

(3)

сле разрушения фронта и его нового формирования на некотором расстоянии
получается гладкое распределение KIII вдоль линии фронта.
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Рисунок 2.22 – Распределения значений мод КИН KI, KII, KIII вдоль фронта трещины, на 30-м шаге
распространения при различных значениях весового параметра: β = 0 (1); β = 0.5 (2); β = 0.8 (3)

2.5. Заключение по Главе 2

В настоящей главе предложены неявные глобальные критерии выбора направ-
ления и величины приращения фронта трещины, позволяющие описывать рас-
пространение трещины при сложном смешанном нагружении со значительным
влиянием третьей моды КИН KIII.

Критерий определения величины приращения трещины является неяв-
ной формулировкой классического критерия высвобождения упругой энергии.
Особенностью предложенной модификации является непосредственный расчет
энергии разрушения по параметрам НДС, получаемым после, а не до распро-
странения трещины. Хотя в дифференциальной постановке такие формулиров-
ки эквивалентны, предложенный критерий, в отличие от классического, учи-
тывает изменение НДС, вызванное изломом траектории трещины и позволяет
более точно предсказывать направление распространения после излома.
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Критерий выбора направления распространения базируется на принципе ло-
кальной симметрии [204], согласно которому трещина распространяется в на-
правлении, обеспечивающем нулевые значения сдвиговых мод КИН KII, KIII.
Поскольку в общем трехмерном случае одновременное выполнение этих усло-
вий невозможно, согласно предложенному критерию выбирается направление,
минимизирующее интегральную функцию F(KII, KIII), рассчитываемую по все-
му фронту трещины после ее продвижения и зависящую от сдвиговых мод КИН.
Ключевыми особенностями критерия являются:

1. Неявность — минимизируемая функция F(Kn+1
II , Kn+1

III ) рассчитывается по
параметрам, характеризующим НДС материала после продвижения трещи-
ны;

2. Глобальность — функция F(KII, KIII) включает в себя параметры НДС во
всех точках фронта, и положение всех точек фронта рассчитывается одно-
временно, что позволяет учитывать влияние их друг на друга.

3. Конечность приращения трещины — при формулировке критерия не ис-
пользуется предположение о бесконечной малости приращения трещины,
которое, как можно заключить на основе экспериментальных данных, не
выполняется при разрушении фронта, вызванного значительным влиянием
третьей моды КИН KIII.

На основе многочисленных расчетов показано, что итерационный процесс в
неявном алгоритме реализации критериев сходится. При этом количество ите-
раций, необходимых для достижения сошедшегося решения, не превосходит 20,
а в большинстве случаев — 10.

Проведена верификация и валидация предложенных критерии выбора на-
правления и величины приращения трещины путем сравнения с результатами
экспериментов и расчетами других авторов. Показано, что неявный глобальный
критерий позволяет предсказать распределение угла поворота трещины вдоль
фронта лучше, чем рассмотренные явные и неявные критерии.
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Модели течения жидкости в
трещине

3.1. Объединение моделей слабосжимаемой и

неньютоновской жидкостей

3.1.1. Уравнения течения жидкости в трехмерном про-

странстве

Движение слабосжимаемой неньютоновской жидкости в приближении
Гершеля–Балкли в трехмерном пространстве описывается уравнением нераз-
рывности

∂ρ

∂t
+∇ · (ρq) = 0 (3.1)

и уравнением импульса

ρ
D u

Dt
= ∇ · P, (3.2)

в которых u = {ui} — вектор скорости жидкости, ρ — плотность, а P = {pij}
тензор напряжений, состоящий из двух слагаемых

P = −pE + T. (3.3)

В (3.3) p — есть давление, связанное в случае слабосжимаемой жидкости с
плотностью уравнением состояния

ρ = ρ(p), (3.4)
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E = diag(1, 1, 1) – единичный тензор, T = {τij} — тензор вязких напряжений.
Последний выражается через тензор скоростей деформаций D = {Dij} по фор-
муле

T = 2ηD, при T > τ0, D = 0, при T < τ0, (3.5)

в которой

Dij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(3.6)

есть компоненты тензора скоростей деформации, за η обозначена вязкость жид-
кости, зависящая в модели Гершеля–Балкли от тензора скоростей деформаций

η(D) = KDn−1 +
τ0

D
, (3.7)

а за T и D обозначены вторые инварианты тензоров:

T =

√
1

2
τijτij, D =

√
1

2
DijDij. (3.8)

В (3.7) введены параметры, характеризующие реологию жидкости: консистен-
ция жидкости K, показатель степени n и критическое сдвиговое напряжение
τ0.

Следует отметить, что поскольку модель движения жидкости разрабаты-
вается для использования в составе модели начального этапа распространения
трещины гидроразрыва, то предполагается что давление в скважине достаточ-
но для постоянного, без остановок, распространения трещины и движения в ней
жидкости. В терминах используемой модели жидкости это означает выполне-
ние условия T > τ0 в (3.5).

Уравнения (3.1) и (3.2) можно переписать в координатном виде

∂ρ

∂t
+
∂ρui
∂xi

= 0, (3.9)

ρ

[
∂ui
∂t

+
∂(uiuj)

∂xj

]
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[
η(D)

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
, (3.10)

который далее будет использоваться.
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3.1.2. Двумерные уравнения течения неньютоновской

жидкости в трещине

Связь градиента давления с потоком жидкости

Поскольку раскрытие трещины гидроразрыва w на порядки меньше ее про-
дольных размеров, локально можно рассматривать движение жидкости в ней
как течение Пуазейля между двумя параллельными пластинами. Это позволя-
ет пренебречь в (3.10) производными компонент скорости ∂ui/∂x1, ∂ui/∂x2 по
продольным направлениям x1, x2 вдоль трещины по сравнению с производными
∂ui/∂x3 по поперечному направлению x3. Также можно пренебречь поперечной
компонентой скорости (u3 ≈ 0) по сравнению с продольными и изменением дав-
ления в поперечном направлении. Следующими упрощающими предположени-
ями являются отбрасывание производных по времени t в уравнении импульса
(3.10) и учет нестационарности процесса только за счет уравнения неразрыв-
ности (3.1) через соотношение между раскрытием трещины w и поперечной
скоростью u3

∂w

∂t
= u3. (3.11)

С учетом сделанных допущений уравнения (3.1), (3.10) упрощаются следующим
образом. Отбрасывание малых членов в (3.10) для i = 1, 2 дает выражения

∂p

∂x1
=

∂

∂x3

[
η(D)

∂u1

∂x3

]
,

∂p

∂x2
=

∂

∂x3

[
η(D)

∂u2

∂x3

]
, (3.12)

которые после интегрирования по x3 превращается в соотношения

η(D)
∂ui
∂x3

=
∂p

∂xi
+ Ai, (3.13)

с некоторыми константами Ai. Уравнение (3.10) для i = 3 просто вырождается.
Для простоты изложения далее рассматривается сначала ньютоновская

жидкость, в которой вязкость не зависит от тензора скоростей деформаций
η(D) = µ = const, предельное напряжение сдвига отсутствует τ0 = 0, что поз-
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воляет легко проинтегрировать (3.13)

ui =
x2

3

2µ

∂p

∂xi
+ Ai

x3

2µ
+Bi. (3.14)

Граничные условия при x3 = 0 и x3 = w

ui = 0, i = 1, 2, (3.15)

позволяют рассчитать константы Ai в (3.14) и получить связь скорости и про-
изводных давления

ui = −x3
w − x3

2µ

∂p

∂xi
. (3.16)

Вычисление потоков путем интегрирования скорости по ширине трещины

qi =

∫ w

0

uidx3, i = 1, 2, (3.17)

и соотношение (3.16) позволяют связать потоки qi с производными давления в
виде выражения

qi = − w3

12µ

∂p

∂xi
, (3.18)

которое и используется далее в качестве как уравнение импульса.
При рассмотрении жидкости Гершеля–Балкли элементарная для ньюто-

новской жидкости процедура получения связи потоков и давления становится
несколько сложнее. Кажущаяся вязкость η(D) зависит от компонент скорости
ui, зависящих, в свою очередь, от x3. Для упрощения выражения для вязкости
(3.7) удобно ввести систему координат, в которой координатное направление x1

совпадает с вектором скорости u, тогда

η(D) = K

(
∂u1

∂x3

)n−1

+ τ0

(
∂u1

∂x3

)−1

. (3.19)

При использовании полученного выражения для вязкости (3.19) интегрирова-
ние (3.13) с учетом граничных условий (3.15) и виде изображенного на рисун-
ке 3.1 профиля скорости при течении жидкости Гершеля–Балкли дает соотно-
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Рисунок 3.1 – Схематичное изображение профиля скорости при течении жидкости Гершеля–Балкли
в плоском канале постоянного сечения

шение

u1 = −nK
−1/n

(n+ 1)

(
∂p

∂x1

)1/n (
(0.5w − zτ)1+1/n − ud(x3)

1+1/n
)
,

(3.20)

в котором

ud(x3) =


0.5w − x3 − zτ , x3 < 0.5w − zτ ,

0, 0.5w − zτ ≤ x3 ≤ 0.5w + zτ ,

x3 − 0.5w − zτ , x3 > 0.5w + zτ ,

zτ = τ0

∣∣∣∣ ∂p∂x1

∣∣∣∣−1

. (3.21)

После получения с помощью аналогичных рассуждений выражения для
компоненты скорости u2 можно записать выражение для потоков вида

qi =− n

(4n+ 2)(2K)1/n
w2+1/n

(
∂p

∂xi

)1/n

×

×
(

1− 2zτ
w

)1+1/n(
1 +

2zτ
w

n

n+ 1

)
. (3.22)

Для получения выражения, аналогичного (3.18), удобно вести кажущуюся
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вязкость ηa и выделить явным образом производную давления ∂p/∂xi в первой
степени

qi = − w3

12ηa

∂p

∂xi
. (3.23)

Кажущаяся вязкость ηa может быть записана как через производные давле-
ния ∂p/∂xi, то есть являться функцией давления ηa = ηp(∂p/∂xi), так и через
потоки (3.17) ηa = ηq(qi).

В первом случае выражение для вязкости выглядит следующим образом

ηa = ηp =
(2K)1/n(2n+ 1)

6n

∣∣∣∣ ∂p∂x1

∣∣∣∣(n−1)/n

w(n−1)/n+

+
(4n+ 2)21/nτ0

3n
∣∣∣ ∂p∂x1 ∣∣∣1/nw1/n

. (3.24)

В произвольной системе координат в выражении для кажущейся вязкости
(3.24) вместо производной ∂p/∂xi используется инвариантный относительно
смены системы координат градиент давления ηa = ηp(∇p)

ηa = ηp(∇p) =
(2K)1/n(2n+ 1)

6n
(w|∇p|)(n−1)/n +

(4n+ 2)21/nτ0

3n(w|∇p|)1/n
, (3.25)

где

|∇p| =

((
∂p

∂x1

)2

+

(
∂p

∂x2

)2
)1/2

. (3.26)

Выражение кажущейся вязкости через потоки ηq(q) можно получить про-
суммировав по i = 1, 2 квадраты выражений (3.22) и выразив модуль градиента
давления |∇p| модуль вектора потока |q| = (q2

1 + q2
2)1/2

ηq =
K

6

(
4n+ 2

n

)n(
w2

|q|

)1−n

+
2n+ 1

3(n+ 1)

τ0w
2

|q|
. (3.27)

Полученная формула (3.23) удобна для использования в практических
расчетах при описании движения неньютоновской жидкости в приближении
Гершеля–Балкли в канале постоянного сечения. Например, для жидкости со
степенным законом (τ0 ≡ 0) зависимость (3.23) с кажущейся вязкостью (3.27)
использовалась в [136, 225], а с вязкостью (3.25) – в [43, 180].
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Уравнение движения несжимаемой неньютоновской жидкости

При рассмотрении несжимаемой жидкости уравнения (3.1) и (3.9) записывают-
ся в виде

∇ · u = 0 или
∂ui
∂xi

= 0. (3.28)

Интегрирование уравнения (3.28) по координате x3 с учетом выражений
(3.11) и (3.17) дает уравнение для раскрытия трещины w и потоков qi

∂w

∂t
+
∂q1

∂x1
+
∂q2

∂x2
= 0. (3.29)

Исключение потоков из уравнения неразрывности (3.29) на основе их пред-
ставления (3.23) позволяет получить уравнение, содержащее только давление и
раскрытие трещины

∂

∂x1

(
w3

12ηa

∂p

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
w3

12ηa

∂p

∂x2

)
=
∂w

∂t
, (3.30)

которое коротко записывается в виде

∇(a∇p) = f, (3.31)

где

a =
w3

12ηa
, f =

∂w

∂t
. (3.32)

Движение и неньютоновской и ньютоновской жидкостей в трещине, рас-
крытие которой меняется во времени, описывается уравнениями (5.11), (5.12) с
выражением для кажущейся вязкости (3.25) и постоянным ее значением ηa = µ,
соответственно.

Уравнение движения слабожимаемой ньютоновской жидкости

Для получения аналогичного (3.29) уравнения неразрывности в случае слабо-
сжимаемой жидкости необходимо проинтегрировать (3.9) по ширине канала
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(раскрытию трещины) с учетом (3.11), (3.17), что даст выражение

∂ρw

∂t
+
∂ρq1

∂x1
+
∂ρq2

∂x2
= 0, (3.33)

которое в операторной записи же выглядит как

∂wρ

∂t
+∇ · (ρq) = 0. (3.34)

Так как в случае сжимаемой жидкости плотность не является заданным
параметром, то для замыкания системы уравнений требуется добавить допол-
нительное уравнение. Условие именно слабой сжимаемости позволяет рассмат-
ривать жидкость как однопараметрическую среду и задавать линейную связь
между давлением и плотностью с некоторым постоянным коэффициентом сжи-
маемости C0

ρ(p) = ρ0(1 + C0p). (3.35)

После подстановки (3.35) в уравнение неразрывности (3.34) последнее пере-
писывается в виде

∂

∂t
[w(1 + C0p)] +∇ · [(1 + C0p)q] = 0. (3.36)

Для получения уравнения (5.11), связывающего давление и раскрытие трещи-
ны, нужно подставить в (3.36) выражения для компонент вектора потока (3.18).
Результирующее уравнение будет совпадать с полученным для случая несжи-
маемой неньютоновской жидкости (5.11) за исключением вида коэффициентов

a =
(1 + C0P )w3

12µ
, f =

∂w(1 + C0P )

∂t
. (3.37)

Как и в случае неньютоновской жидкости уравнения течения несжимаемой
ньютоновской жидкости есть частный случай уравнений течения слабосжима-
емой жидкости, соответствующий нулевому коэффициенту сжимаемости C0.
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Рисунок 3.2 – Схема поверхности трещины ее разбиение на конечные элементы

3.1.3. Граничные условия для задачи течения жидкости

в трещине

Полученные в § 3.1.2 двумерные уравнения описывают течение жидкости внут-
ри трещины, которая представляется поверхностью в трехмерном пространстве,
показанной на рисунке 3.2. Для корректной постановки задачи необходимо за-
дать граничные условия на двух границах трещины. Входная граница Γq в
трехмерном пространстве является пересечением поверхности трещины и сква-
жины, а при постановке двумерной задачи движения жидкости представляется
окружностью. На этой границе задается значение закачиваемого в трещину
из скважины суммарного расхода жидкости Qin. Чтобы сформулировать гра-
ничное условие в каждой точке границе предполагается, что расход жидкости
распределен равномерно по всей длине Lq входной границы Γq, и движение
жидкости направлено по нормали nq к ней (см. рис. 3.2)

q|xq
= qin nq = Qin/Lq nq. (3.38)

С учетом уравнения (3.23) это условие (3.38) переписывается для производной
давления

∂p

∂n
=

12ηaQin

w3Lq
. (3.39)

На выходной границе Γp(t), которая в трехмерном пространстве соответ-
ствует фронту жидкости xf , ставится условие равенства давления поровому
ppore

p|Γp = ppore. (3.40)

В результате решения уравнения (5.11) с граничными условиями (3.40),
(3.39) получается распределение давления p, которое далее используется в ка-
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честве граничного условия при решении уравнений упругого равновесия (см.
параграф 1.3). Поток жидкости (3.23), полученные на фронте жидкости, ис-
пользуется в условии Стефана для вычисления скорости фронта жидкости vf

vf |Γp =
q

w

∣∣∣
Γp
. (3.41)

3.2. Численный метод решения задачи о течении

жидкости в трещине
Численный метод решения уравнений движения в случае неньютоновской жид-
кости является обобщением численного метода для случая линейной ньюто-
новской жидкости, поэтому описание удобнее начать с более простого, второго
варианта.

3.2.1. Задача о течении несжимаемой ньютоновской жид-

кости

Метод конечных элементов (МКЭ), используемый для решения уравнения
(3.30), в полном объеме представлен во множестве литературных источников
[226–229] и не нуждается в дополнительном описании. Суть метода при исполь-
зовании линейной аппроксимации заключается в разбиении расчетной области
на элементы, как показано на рисунке 3.2 и представлении давления p внут-
ри каждого элемента в виде суммы базисных форм-функции этого элемента
φi(ξ1, ξ2) с пока неизвестными весовыми коэффициентами pi

p(ξ1, ξ2) =
M∑
i=1

piφi(ξ1, ξ2). (3.42)

Аналогичное представление используется для геометрических координат
(x1, x2), для чего внутри элемента вводится локальная система координат ξ1, ξ2,
которая строится по угловым точкам элемента xi. Так как форм-функции равны
единице в одной угловой точке элемента и нулю во всех остальных, то коэффи-
циенты pi совпадают со значениями давления i-й (i = 1, ..,M) узловой точке
элемента.
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Для того чтобы получить систему линейных уравнений для коэффициентов
pi из дифференциального уравнения (3.30), последнее с использованием произ-
вольной тестовой функции ω переписывается в слабой формулировке∫

Sn

∇(a∇p)ωdS =

∫
Sn

fωdS, (3.43)

которая после применения теоремы Грина принимает вид∫
Γp∪Γq

∂p

∂n
dG−

∫
Sn

∇(a∇p)∇ωdS =

∫
Sn

fωdS. (3.44)

В результате получается система линейных уравнений

Kijpi = Qj + Fj, (3.45)

для чего форм-функции элемента были подставлены в качестве тестовых, дав-
ление выражено в виде их суммы (3.42), а участвующие в (3.44) интегралы
вычислены аналитически, за счет известного вида форм-функций. В (3.45) ис-
пользуются обозначения

Kij =

∫∫
Sn

a∇φi · ∇φj|J |dξ1dξ2, Qj =

∫
∂Sn

a
∂p

∂n
φidG,

Fj = −
∫∫
Sn

fφi|J |dξ1dξ2. (3.46)

Поскольку уравнения (3.45), (3.46) получены для каждого элемента, то их
можно объединить в общую систему линейных уравнений, приведя подобные
при каждом из неизвестных значений давления p = (p1, ..., pN) во всехN точках
сетки

Kp = Q + F. (3.47)

За K здесь обозначена глобальная матрица жесткости, за Q,F — векторы раз-
мера N , полученные из Qi, Fi в (3.46).

Решение системы (3.47) вычисляется с помощью LU разложения или GMRes
метода, после чего давление в любой точке поверхности трещины, занятой жид-
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костью может быть найдено из (3.42). Давление в части трещины между фрон-
тами жидкости xf и трещины xr, необходимое для задания граничного условия
в задаче о деформации породы, задается равным поровому давлению.

Вычисленное давление используется также для определения скорости жид-
кости на фронте жидкости. Для этого в каждом элементе k, содержащем точку
фронта j, по известным коэффициентам pi рассчитываются градиент давления

∇p(ξ1, ξ2) =
M∑
i=1

pi∇φi(ξ1, ξ2). (3.48)

и вектор потока жидкости

qjk = −a(∇pjk). (3.49)

После этого усреднением по всем элементам, содержащим точку j, вычисляется
вектор потока в этой точке

qj =
K∑
k=1

αikqik/

K∑
k=1

αik (3.50)

и вектор скорости
vj = qi/wj. (3.51)

В качестве весовых коэффициентов в (3.50) используются углы раствора αik
элементов k в рассматриваемой точке.

3.2.2. Задача о течении неньютоновской или слабосжима-

емой жидкостей жидкости

При описании движения неньютоновской или слабосжимаемой жидкости урав-
нения, составляющие систему (3.47), нелинейны так как коэффициенты a, f в
(3.37) и (3.37) зависят от давления. Для решения системы (3.47) привлекается
метод релаксации, состоящий из следующих шагов

1. Задается распределение давления на начальной итерации s = 0, равное
распределению с предыдущего шага по времени ps = pn.
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2. Рассчитываются коэффициенты a(ps) и f(ps) в уравнениях (3.37), (5.12), и
элементы матрицы K(ps) и векторов Q(ps), F(ps) в системе (3.47).

3. Решается система (3.47) так же, как и в случае ньютоновской жидкости, в
результате чего получается вспомогательное распределение давления p̃.

4. Вычисляется распределение давления на следующей итерации s + 1 с ис-
пользованием релаксационного параметра rs

ps+1 = p̃(rs) + ps(1− rs). (3.52)

5. Происходит переход к следующей итерации s = s+ 1. Шаги 2–4 повторя-
ются пока относительное изменение давления не станет меньше заданной
величины.

||ps − p̃||
||ps||

< εc. (3.53)

Релаксационный параметр rs на каждой итерации подбирается таким обра-
зом, чтобы изменение давления не превосходило наперед заданной величины

r(s) = rmax
||ps||
||ps − p̃||

. (3.54)

На основе проведенных численных расчетов можно сделать вывод, что значе-
ния параметров rmax = 0.1 и εc = 10−4 во всех рассматривавшихся случаях
обеспечивают устойчивость алгоритма и достаточно быструю его сходимость
(5 ∼ 10 итераций).

3.3. Верификация численного метода решения

задачи о течении жидкости в трещине

Для верификации алгоритма были рассмотрены задачи о течении жидкости,
имеющие точные решения.
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3.3.1. Задача о движении ньютоновской жидкости в ка-

нале постоянного сечения

Рассматривается канал ширины w = 0.05мм и высоты H = 0.02м, изогнутый
вдоль цилиндрической поверхности радиуса R = 0.025м, как показано на ри-
сунке 3.3. Через одну из сторон канала с расходом Qin = 5 см3 / с закачивается
жидкость с вязкостью µ = 4 ·10−3 Па · с. На противоположной стороне задается
постоянное давление pout = 105 Па.

Рисунок 3.3 – Схема течения жидкости в канале постоянного сечения

Аналитическое решение задачи (см. например [230]) дает зависимость дав-
ления как функции расстояния l от выходного сечения канала

p(l) = 12
µQin

w3
l + pout. (3.55)

Относительная численная погрешность описанного численного метода, полу-
ченная как отношение С-нормы разности численного и аналитического решений
к C-норме последнего, уменьшается со вторым порядком при уменьшении вели-
чины шага сетки. Так на сетках с размерами 10× 30, 20× 60 и 40× 120 относи-
тельная погрешность составила 0.0428, 0.0107, 0.0027%, соответственно. Кроме
подтверждения совпадения наблюдаемого и теоретического порядков сходимо-
сти метода проведенная серия вычислительных экспериментов демонстрирует
достаточно малую абсолютную величину относительной погрешности, что поз-
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воляет выбирать при моделировании ГРП сетки малого размера.

3.3.2. Задача о плоскорадиальном течении неньютонов-

ской жидкости при заданном расходе

Рассматривается двумерный плоский канал постоянной ширины w = 0.001м
между двумя параллельными пластинами. В точке (x1, x2) = (0, 0) расположе-
ны центры окружностей радиусов Rin = 0.1м и Rout = 1м, являющихся вход-
ной и выходной границами, соответственно. Через входную границу с расходом
Q = 0.5 · 10−6 м3 / с закачивается неньютоновская жидкость Гершеля–Балкли с
консистенцией K = 100Па · сn показателем степени n = 0.5 и предельным на-
пряжением сдвига τ0 = 900Па. В выходном сечении задается давление Pout = 0.
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Рисунок 3.4 – Распределения давления жидкости Гершеля–Балкли вдоль радиуса при плоскора-
диальном растекании с заданным расходом: сплошная линия — точное решение (3.56); точки —

численное решение

Из аналитического решения (см. например [231]) рассчитывается распреде-
ление давления вдоль радиальной координаты

p(r) =
6µQin

πw3
ln

(
r

Rout

)
+ pout. (3.56)

На рисунке 3.4 приведены распределения давления жидкости Гершеля–
Балкли вдоль радиуса при плоскорадиальном растекании в канале постоянной
ширины с заданным расходом, полученные аналитически (3.56) и численно с
использованием радиальной сетки размера Nr × Nc = 20 × 12 в радиальном и
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окружном направлениях соответственно. Относительная погрешность решения
в этом вычислительном эксперименте не превосходит 1.2%. Далее предпола-
гается, что достигнутая точность достаточна при проведении расчетов ГРП, и
размер сеток выбирается сопоставимым с указанным.

3.3.3. Задача о плоскорадиальном течении неньютонов-

ской жидкости при заданном перепаде давления

Как и в предыдущем пункте 3.3.2 рассматривается двумерный плоский ка-
нал постоянной ширины w = 0.001м, ограниченный круговыми входной и
выходной границами радиусов Rin = 0.1м и Rout = 100м с заданным нуле-
вым давлением на последней. Через входную границу с постоянным давлением
pin = 1МПа закачивается неньютоновская жидкость Бингама (n = 1) с конси-
стенцией K = 0.3Па · с и предельным напряжением сдвига варьирующемся в
интервале от τ0 = 0 до 100 Па. Предполагается, что канал в области, не заня-
той закачиваемой жидкостью, пуст, поэтому нулевое давление pout = 0 задается
не на внешней границе, а на фронте жидкости, который распространяется со
скоростью жидкости на нём согласно условию Стефана (5.17).

Задание на входной границе давления вместо расхода позволяет продемон-
стрировать эффект остановки жидкости при росте занятой ей области. Останов-
ка обусловлена тем, что Бингамовская жидкость остается неподвижной, если
сдвиговые напряжения в ней у стенки не превосходят предельного напряжения
сдвига. С ростом радиуса занятой жидкостью области перепада давления меж-
ду входной границей и фронтом становится недостаточно для преодоления сил
трения на стенке, которые определяются интегралом по области от напряже-
ний, ограниченных снизу предельным напряжением сдвига. Другими словами,
остановка движения происходит тогда, когда размер 2zτ недеформируемого яд-
ра жидкости в центре канала, показанный на рисунке 3.1 и вычисляемый по
формуле (3.21), достигает ширины канала.

Поскольку способность численного алгоритма рассчитывать распределение
давления вдоль радиуса была продемонстрирована на решении аналогичной
задачи в § 3.3.2, здесь будет показана лишь его способность учитывать нали-
чие предельного напряжения сдвига. Для этого удобно рассмотреть изменение
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расхода через входное сечение при росте радиуса области, занятой жидкостью.
Такие зависимости для различных значений предельного напряжения сдвига τ0

приведены на рисунке 3.5.
Максимальный радиус круговой области, который может быть достигнут

с помощью заданного перепада давления для выбранной жидкости, соответ-
ствует значению радиуса, при котором соответствующая кривая достигает оси
абсцисс на рисунке. Приведенный рисунок также демонстрирует, что увеличе-
ние предельного напряжения сдвига приводит к уменьшению области, которая
может быть занята растекающейся жидкостью, и что ньютоновская жидкость,
характеризующаяся нулевым критическим напряжением сдвига, не будет оста-
навливаться при растекании с постоянным давлением.
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Рисунок 3.5 – Зависимости расхода жидкости от радиуса внешней границы области, рассчитанные
при различных значениях τ0: 1 — τ0 = 0Па; 2 — τ0 = 50Па; 3 — τ0 = 100Па

3.4. Безразмерный анализ задачи о распростра-

нении трещин ГРП

Особенностью предложенной в диссертации полной трехмерной модели на мо-
мент создания являлось одновременное описание влияния ствола скважины на
НДС породы в его окрестности и учет зависимости распределения давления
вдоль берегов трещины от сложной реологии движущейся жидкости. Сочета-
ние этих факторов позволяет использовать модель для исследования поведения
трещины ГРП на начальном этапе ее распространения и исследования законо-
мерностей при искривлении трещины в окрестности скважины. При этом воз-
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никает вопрос о возможности снижения вычислительных затрат при модели-
ровании и упрощении модели за счет пренебрежения влиянием скважины или
использовании простой модели ньютоновской жидкости для описания ее тече-
ния вместо сложной реологической модели. Ответ этот вопрос, полученный на
основе результатов численного моделирования, приведен в главе 4. Однако во-
прос о возможности применения модели ньютоновской жидкости при описании
распространения трещины на начальном этапе может быть исследован анали-
тически на основе безразмерного анализа, приведенного ниже.

3.4.1. Режимы распространения трещин

Безразмерный анализ будет проводиться на примере одномерной модели ради-
альной трещины. Это предположение упрощает рассуждения по сравнению с
трехмерной постановкой, но сохраняет основные соотношения между парамет-
рами. В частности такая постановка описывает распространение поперечной
трещины из ствола скважины, соосной с направлением действия минимальных
напряжений в породе. В то же время даже в одномерной формулировке размер-
ный анализ дает представление о влиянии различных физических процессов на
распространение трещин, таких как потери энергии на вязкое трение и вязкость
разрушения, отставание жидкости и т. д.

Безразмерный анализ ранней стадии развития радиальной трещины в
непроницаемой породе для случая ньютоновской жидкости с учетом отстава-
ния жидкости проведен в работе [60, 232]. Ниже уравнения развития радиаль-
ной трещины записываются в соответствии с обозначениями, принятыми в этих
работах. В отличие от [60, 232], в далее предполагается, что жидкость описыва-
ется моделью Гершеля-Балкли, а поровое давление в породе равно нулю. Тогда
уравнения и граничные условия выглядят следующим образом

∂w

∂t
=

1

µ′1/nr

∂

∂r

[
rw(2+1)/n

(
∂p

∂r
− τ0

w

)1/n
]
, (3.57)

w =
8R

πE ′

[∫ γf

0

G
( r
R
, ζ
)
pnet(ζ)ζdζ −

∫ 1

γf

G
( r
R
, ζ
)
σ∞z ζdζ

]
, (3.58)
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27/2

πR1/2

[∫ Rf

0

pnet
(R2 − r2)

rdr − σ∞z
√
R2 −R2

f

]
= K ′Ic, (3.59)

Qin · t = 2π

∫ Rf

0

w(r, t)rdr, (3.60)

r = Rf :
dRf

dt
= −w

2

µ′
∂p

∂r
. (3.61)

Здесь R и Rf радиусы фронтов трещины и жидкости, соответственно, γf =

Rf/R — безразмерный радиус фронта жидкости, pnet = p − σ∞z избыточное
давление жидкости. Кроме того используются следующие обозначения: E ′ =

E/(1− ν2), K ′Ic = 4(2/π)1/2KIc [60, 232], и µ′ = 2K((4n + 2)/n)n [233]. Ядро G
в (3.58) записывается в терминах элиптического интеграла первого рода F

G(ξ, ξ′) =


1
ξF
(

arcsin
√

1−ξ2
1−ξ′2 ,

ξ′
2

ξ2

)
1
ξ′F

(
arcsin

√
1−ξ′2
1−ξ2 ,

ξ2

ξ′2

) . (3.62)

Отличие системы уравнений (3.57)–(3.62) от системы, приведенной в [60, 232]
заключется в использовании более общей модели жидкости Гершеля-Балкли в
уравнении (3.57). Остальные уравнения полностью совпадают. Поэтому далее
используется классификация режимов распространения, предложенная в [60,
232].

В непроницаемой породе поведение радиальной трещины характеризуется
двумя временными параметрами

to =
E ′2µ′

(σ∞z )3
, tm =

(
µ′5Q3

inE
′13

K ′18

)1/2

, (3.63)

Эти моменты времени характеризуют переходя между периодами распростра-
нения, в каждый из которых определенный физический процесс является доми-
нирующим при распространении трещины. Характерное значение to ограничи-
вает интервал времени, в течение которого давление жидкости в трещине урав-
новешивает напряжения сжимающих напряжений в породе при значительном
запаздывании жидкости. Параметр tm показывает сколько времени требуется
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трещине, для перехода трещины из режима с преобладанием по вязкости, к
режиму с преобладающим влиянием прочности породы.

Треугольное параметрическое пространство, предложенное в [60, 232] и по-
казанное на 3.6 дает наглядное представление об эволюции радиальной трещи-
ны. Вершина O соответствует начальному режиму распространения, наблюда-
емом при t � to < tm. В этом режиме отставание жидкости значительно. Так
как жидкость занимает небольшую часть трещины, ее вязкость мало влияет на
процесс разлома. Главную роль играет баланс между давлением жидкости и
сжимающими напряжениями в области между фронтом жидкости и трещиной.
Вершина M соответствует режиму вязкого распространения, который наблю-
дается при to � t� tm. Большая часть энергии в этом режиме расходуется на
преодоление вязкого трения в жидкости. Вершине K соответствует “трещино-
стойкостный” режим распространения, который достигается при t� tm > to. В
этом режиме большая часть энергии тратится на разрушение породы, так как
ширина трещины достаточно велика, чтобы вязкое трещине в жидкости было
незначительным.

Рисунок 3.6 – Параметрическое пространство для модели плоской радиальной трещины, учитыва-
ющей отставание жидкости, с тремя предельными режимами распространения O–M–K

Эволюция радиальной трещины, согласно [232] начинается в O-режиме и
заканчивается в K-режиме. Переход между ними соответствует траектории в
пространстве O -M - K (рисунок 3.6), которая определяется отношением to/tm.
Для to/tm ∼ 1 траектория лежит далеко от вершины M , и переход переходит
из режима O в режим K непосредственно. При to/tm � 1 траектория прохо-
дит около вершины M , а трещина распространяется большую часть времени в
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вязком режиме.
Рассматриваемая трехмерная модель распространения трещин предназна-

чена для расчета эволюции трещины только в окрестности O и M режимов
и перехода O - M между ними. Это не ограничивает применимость модели,
поскольку, согласно [234], для типичных параметров гидравлического разрыва
режим K не достигается. Кроме того, траектория (форма поверхности) трещи-
ны формируется в начальный период времени, когда трещина распространяют-
ся в режимах O и M . Для упрощения анализа влияния параметров реологии
влияние параметров модели Гершеля-Балкли τ0 и n будет оцениваться незави-
симо, что соответствует рассмотрению моделей Бингамовской (τ0 > 0, n = 1) и
степенной (τ0 = 0, n < 1) жидкостей.

3.4.2. Влияние предельного напряжения сдвига

Для случая Бингамовской жидкости за основу берется безразмерный анализ,
выполненный в [234, 235] для M -режима. Он дает уравнения для безразмерно-
го радиуса трещины γ(P(t)) и распределения безразмерной ширины Ω(ρ,P(t))

и давления Π(ρ,P(t)) вдоль безразмерного радиуса ρ = r/R. Безразмерные
переменные зависят только от набора параметров режима P(t) и связаны с
физическими переменными соотношениями

w(r, t) = ε(t)L(t)Ω(ρ,P(t)), (3.64)

p(r, t) = ε(t)E ′Π(ρ,P(t)), (3.65)

R(t) = L(t)γ(P) (3.66)

с масштабирующими множителями

ε(t) =

(
µ′

E ′t

)1/3

, L(t) =

(
E ′Q3

int
4

µ′

)1/9

. (3.67)
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безразмерный аналог уравнения (3.57) записывается как(
∂ε

∂t

t

ε
+
∂L

∂t

t

L

)
Ω− ∂L

∂t

t

L
ρ
∂Ω

∂ρ
+
∂P

∂t
t

(
∂Ω

∂P
− ρ

γ

∂γ

∂P

∂Ω

∂ρ

)
=

=
1

Mγ2

∂

∂ρ

[
Ω3

(
∂Π

∂ρ
−Mτ

γ

Ω

)]
. (3.68)

Здесь вводятся два безразмерных комплекса, являющиеся параметрами режи-
ма или как параметры режима P(t). Они представляют собой безразмерную
вязкость [234, 235]

M = µ′

(
Q3
inE

′13

t2K ′18

)1/5

(3.69)

и безразмерное напряжение сдвига введенное в работе [6]

Mτ = τ0

(
t2

µ′2E ′

)1/3

. (3.70)

Видно, что Mτ (3.70) является монотонно возрастающей функцией t. Поэтому
влияние предела текучести в начальный момент будет незначительным, а затем
оно будет расти. Следовательно, использование ньютоновской модели жидкости
для описания Бингамовской жидкости возможно только для Mτ � 1, т.е. когда

t� tτ =

(
µ′2E ′

τ 3
0

)1/2

. (3.71)

Можно оценить значения tτ in (3.71) и to, tm в (3.63) для типичных зна-
чений параметров трещины гидроразрыва, приведенных, например, в [234]:
E = 7 ÷ 40ГПа, ν = 0.15 ÷ 0.4, µ = 0.1 ÷ 0.5Па ·s, Qin = 0.03 ÷ 0.08м3 / с
и характерных значений предельного напряжения сдвига τ0 = 100 ÷ 500Па.
Значения характерных параметров времени при этих значениях варьируются в
интервалах tτ = 10÷ 1000 с, to = 0.1÷ 1000 с и tm � 100h. Так как tτ ∼ to, для
развитой трещины, распространяющейся в режимеM to � t� tm, необходимо
учитывать влияние предельного напряжения сдвига τ0.

Чтобы оценить влияние предельного напряжения сдвига τ0 на этапе форми-
рования траектории трещины, следует вычислить время переориентации тре-
щины в предпочтительную плоскость распространения (ППР) tpath. Согласно
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[7, 236], трещина становится почти плоской, когда ее длина достигает несколь-
ких (до 10) диаметров ствола скважины. Для режима M выражение (3.67) для
L(t) и неравенство L(t) < 10 · 2 ·Rw = 2.5м дают

tpath <

(
µ′L9

E ′Q3
in

)1/4

= 0.1÷ 0.6 с . (3.72)

Для O-режима для характерной длины можно использовать следующее выра-
жение [232]

L(t) =

(
E ′16 µ′2 Q12

in t
10

K ′18

)1/27

, (3.73)

вместо (3.67). Это дает следующий интервал

tpath =

(
L27K ′18

E ′16µ′2Q12
in

)1/10

= 0.001÷ 0.5 с . (3.74)

Вышеприведенные оценки показывают, что в зависимости от параметров
жидкости, породы и закачки траектория трещины может формироваться, в O-
режиме (tpath � to) или в переходном режиме O - M (tpath ∼ to). Это говорит
о том, что, с одной стороны, необходимо учитывать отставание жидкости от
фронта трещины, с другой стороны, не всегда можно использовать асимптоти-
ческое решение, полученное для режима O в [232]. В то же время, во время
формирования траектории трещины tpath � tτ . Таким образом, влияние преде-
ла текучести является несущественным, и этим параметром можно пренебречь,
при вычислении траектории трещин.

3.4.3. Влияние показателя степени

В то время как предельным напряжением сдвига τ0 можно пренебречь при мо-
делировании начального этапа распространения трещины, показатель степени
жидкости следует учитывать на протяжении всего периода распространения
трещины. Такой вывод может быть сделан на основе работы [233], где про-
веден безразмерный анализ уравнений распространения радиальной трещины
для случая степенной жидкости и получено решение для режима M . В этой
работе для того, чтобы получить автомодельное решение, в отличие от форму-
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лировки (3.57)–(3.61) используется модифицированная формулировка задачи
распространения трещины с использованием скорости частиц. Поэтому безраз-
мерные уравнения не идентичны уравнениям, используемым в [232, 234, 235],
где давление и ширина трещины являются независимыми переменными. Далее
результаты анализа [233] будут приведены в обозначениях [60, 232]. Используя
для ε(t) модифицированное выражение

ε(t) =

(
µ′

E ′tn

) 1
n+2

, (3.75)

вместо (3.67) можно поучить следующее выражение вместо (3.68)(
∂ε
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Ω
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(
∂Π

∂ρ
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. (3.76)

Здесь, в отличие от (3.68), члены с индексом показателя степени n не могут
быть выделены отдельную группу с новым параметром режима. Поэтому невоз-
можно сделать вывод о том, что влияние показателя степени менее или более
значимо, как это было сделано в предыдущем разделе 3.4.2 для предельного
напряжения сдвига.

Следующая формула для кажущейся вязкости µa, полученная в [233], дает
возможность оценить влияние консистенции K и показателя степени n путем
замены жидкости сложной реологии эквивалентной ньютоновской жидкостью
с вязкостью

µa = Cξ
θ

3
n+2
n

12

t
2−2n
n+2

E ′
1−n
n+2

K
3

n+2 . (3.77)

Здесь θn = 2
(

4n+2
n

)n, Cξ – некоторый коэффициент, вычисленный в [233].
Его значение варьируется от 0.65 до 0.88 при изменении n от 0.2 до 0.8. Экви-
валентность жидкости в смысле, используемом в [233], означает, что при равном
расходе Qin и равном времени закачки t полученные трещины будут иметь один
и тот же радиус R. Как видно из (3.77), уменьшение показателя степени имеет
тот же эффект, что и уменьшение вязкости жидкости или консистенции. Сле-
дует отметить, что численные расчеты, проведенные в Главе 4, показывают ту
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же зависимость.
Так как эквивалентная вязкость ньютоновской жидкости зависит от време-

ни, то в общем случае невозможно заменить модель степенной жидкости мо-
делью Ньютоновской жидкости. Это также подтверждается расчетами, прове-
денными в Главе 4. Тем не менее, на этапе формирования траектории трещины
изменение кажущейся вязкости незначительно в силу его кратковременности и
можно провести оценку погрешности, использованием такой замены.

Эквивалентная вязкость ньютоновской жидкости, рассчитанная по харак-
терным параметрам гидроразрыва пласта, приведенным в [234] и характерным
параметрам степенной жидкости n = 0.8, K = 1Па · сn, увеличивается в два
раза в течение времени, изменяющегося в интервале 0.006 с = 0.01 · tpath < t <

tpath = 0.6 с. Замена модели степенной жидкости при описании распространения
трещины моделью Ньютоновской жидкости с эквивалентной вязкостью, равной
µa = 0, 1Па · с, приведет к появлению ошибки не превосходящей 40%.

В работе [6] показано, что изменение вязкости в 10 раз значительно изменя-
ет траекторию трещины. Но можно ожидать, что ошибка 40 % при определении
вязкости во время моделирования распространения трещины в первой секун-
де процесса будет слабо влиять на траекторию трещины. Аналогичный вывод
сделан в [7], где показано, что траектории трещин, полученные при закачке
степенной жидкости и Ньютоновской с эквивалентной вязкостью, практиче-
ски совпадают. Таким образом, модель ньютоновской жидкости с правильно
подобранной эквивалентной вязкостью может быть использована для расче-
та траектории трещин на начальной стадии распространения вместо модели
Гершеля-Балкли. Это упрощение позволит существенно ускорить проведение
расчетов внося при этом незначительную ошибку при определении траектории
трещины. Погрешность при определении давления в скважине при этом может
оказаться заметной.

3.5. Заключение по Главе 3

В главе предложена и обоснована модель движения жидкости сложной реоло-
гии в трещине, в частности

• Для замыкания уравнений движения жидкости используется соотношение
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Гершеля-Балкли [2], устанавливающее нелинейную связь между тензором
скоростей деформаций и тензором вязких напряжений. Реология жидкости
описывается в используемой модели с помощью параметров: консистенции
K, показателя степени n и предельного напряжения сдвига τ0

• Вывод уравнений движения жидкости в канале, ширина которого суще-
ственно меньше его высоты и длины, проведен с помощью осреднения трех-
мерных уравнений движения по ширине трещины на основе явного выра-
жения для профиля скорости жидкости в сечении.

• Поведена верификация численного алгоритма решения двумерных уравне-
ний движения жидкости сложной реологии в узком канале путем сравнения
с аналитическими решениями задач о плоскопараллельном и радиальном
течении жидкости. Показан второй порядок сходимости решения к точному
при уменьшении размера сетки.

• Проведен безразмерный анализ режимов распространения трещины. На его
основе продемонстрирована необходимость использования модель Гершеля-
Балкли при описании жидкости сложной реологии и невозможность замены
ее моделью Ньютоновской жидкости. Показано, что на этапе формирова-
ния траектории трещины 1) можно не учитывать предельное напряжение
сдвига τ0, 2) модель степенной жидкости n < 1 можно заменить моделью
Ньютоновской жидкости n = 1 без потери точности описания траектории
трещины при правильном выборе значения эффективной вязкости.



118

Трехмерное моделирование
распространения трещин,
нагруженных давлением
вязкой жидкости

4.1. Верификация и выбор параметров модели-

рования распространения трещины

4.1.1. Верификация трехмерной модели на задаче о рас-

пространении плоской радиальной трещины

Верификация трехмерной модели трещины гидроразрыва проведена на задаче
о круговой трещине, распространяющейся в непроницаемой породе под действи-
ем закачиваемой в нее ньютоновской жидкости в плоскости предпочтительного
распространения трещины (ППРТ), ортогональной минимальным напряжени-
ям в породе. Рассматривается два режима распространения: режим с домини-
рующей вязкостью, для которого в предположении о совпадении положений
фронта жидкости и фронта трещины существует аналитическое решение [234]
и режим начального распространения, для которого проведено сравнение с ре-
шением, полученным по одномерной модели радиальной трещины, описанной
в § 5.3.
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Рисунок 4.1 – Скважина и поверхность трещины на различных шагах распространения (слева –
скважина с зародышевой трещиной)

Сравнение с численным решением модели круговой трещины

Для проведения сравнения с моделью радиальной трещины рассматривается
непроницаемая QL = 0 порода, характеризующаяся модулем Юнга E = 20ГПа,
коэффициентом Пуассона ν = 0.2, трещиностойкостью KI c = 3МПа

√
м, сжа-

тая на удалении изотропными напряжениями σmin = 3МПа. В скважину ра-
диуса Rw = 0.5м с круговой зародышевой трещиной с начальным радиусом
R0 = 1м с расходом Qin = 16 см3 / с закачивается ньютоновская жидкость с
вязкостью µ = 1000Па · с.

Задача решена с помощью одномерной модели радиальной трещины и трех-
мерной модели распространения, в постановку задачи для которой введена по-
лость скважины и зародышевая трещина с теми же радиусами, как показано
на рисунке 4.1.

На рисунке 4.2 приведены рассчитанные по одномерной и трехмерной моде-
лям зависимости от времени радиуса трещины R и давления жидкости в сква-
жине p. Как видно из рисунка, трехмерная модель позволяет получить размер
трещины и давление близкие к вычисленным по одномерной модели. Следует
отметить, что в одномерной модели использовалась в 10 раз более подробная
сетка, что позволяет рассматривать полученное по ней решение как близкое к
точному.
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Рисунок 4.2 – Зависимости радиуса трещины R (слева) и давления жидкости в скважине p (справа)
от времени, рассчитанные по описанной в § 5.3 одномерной модели (сплошная линия) и трехмерной

модели (точки)

Сравнение с аналитическим решением круговой трещины, получен-
ным для режима распространения с доминирующей вязкостью

Для модели радиальной трещины, распространяющейся в непроницаемой по-
роде, выделено два основных режима распространения [234]: режим с доми-
нирующей вязкостью получен в предположении, что большая часть энергии
процесса тратится на преодоление сил вязкого трения при движении жидко-
сти в трещине, тогда как режим с доминирующей трещиностойкостью осно-
ван на предположении, что большая часть энергии расходуется на разрушение
породы. Для каждого из режимов в предположении о незначительности кон-
курирующего процесса получены аналитические решения, которые могут быт
использованы для верификации численных моделей.

В диссертационной работе верификация проведена только путем сравнения
с решением для режима с доминирующей вязкостью. Это обусловлено тем, что
оба аналитических решения получены в предположении о совпадении фрон-
та жидкости и фронта трещины, и при распространении трещины в режиме
с доминирующей трещиностойкостью в окрестности фронта наблюдается силь-
ный градиент давления. В аналитическом решении на самом фронте раскрытие
трещины равно нулю, что делает производную давления по радиусу равной бес-
конечности, поэтому для ее описания используются специальные процедуры с
выделением особенности. Предлагаемая в диссертации трехмерная модель рас-
пространения трещины основывается на предположении о наличии конечного
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интервала между фронтами жидкости и трещины, что, в силу конечности рас-
крытия трещины во всей области движения жидкости, позволяет рассчитывать
градиент давления численно, без привлечения дополнительных процедур. При
уменьшении расстояния между фронтами жидкости и трещины раскрытие на
фронте жидкости уменьшается и требуется существенное сгущение сетки для
описания градиента давления. Предположение об отставании фронта жидко-
сти соответствует начальном этапу распространения трещины, но не позволяет
проводить сравнение с аналитическими решениями, полученными для развитых
трещин, когда это отставание стремится к нулю. В аналитическом решении, по-
лученном для режима с доминирующей вязкостью, отставание фронта также
отсутствует, но градиент давления значителен и вне окрестности фронта, что
позволяет описывать распределение давления в трещине в рамках трехмерной
численной модели с отставанием фронта жидкости. Следует отметить,что при
этом нельзя ожидать точного совпадения результатов расчетов с аналитиче-
ским решением.

Для проведения сравнения с аналитическим решением модели радиальной
трещины, распространяющейся в режиме с доминирующей вязкостью, рас-
сматривается непроницаемая QL = 0 порода, характеризующаяся модулем
Юнга E = 38.8ГПа, коэффициентом Пуассона ν = 0.15 и трещиностой-
костью KI c = 1МПа ·

√
м, сжатая на удалении изотропными напряжениями

σ∞x = σ∞y = σ∞z = 41.4МПа. В скважину радиуса Rw = 0.02м с круго-
вой зародышевой трещиной с начальным радиусом R0 = 0.079м с расходом
µ = 0.08Па · с закачивается ньютоновская жидкость с вязкостью µ = 0.08Па · с.

На рисунке 4.3 показано сравнение зависимостей безразмерного радиуса

γm = R(t)/L(t), L(t) =

(
E ′Q3

int
4

12µ

)1/9

, (4.1)

полученного на основе трехмерной модели, и радиуса, вычисленного аналити-
чески в [234], от безразмерного времени

Km = 4KI c

(
2

π

)1/2(
t2

(12µ)5Q3
inE

′13

)1/18

. (4.2)

Сравнение параметров, описывающих состояние трещины в некоторый мо-
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Рисунок 4.3 – Зависимости размерных (слева) и безразмерных (справа) радиусов трещины от вре-
мени: сплошная линия — трехмерная модель; штриховая — аналитическое решение [234]; точки —

численное решение [234]

мент ее распространение удобно проводить в безразмерном виде. Так вычис-
лены распределения безразмерных раскрытия трещины Ωm и давления Πm от
безразмерного радиуса ρ = r/R в моменты времени t = 10 с, t = 40 , кото-
рым, согласно (4.2), соответствуют значения безразмерного времени Km = 0.15

и 0.45. Безразмерные раскрытия и давление вычислены по следующим анали-
тическим формулам

Ωm =
w

εL
, ε =

(
12µ

E ′t

)1/3

, Πm =
p

E ′ε
. (4.3)

На рисунке 4.4 показаны распределения указанных величин, вычисленные по
трехмерной модели, полученные аналитически в [234], и вычисленные с исполь-
зованием программы Loramec [237, 238], реализующей решение одномерной мо-
дели радиальной трещины. Следует отметить, что невозможность вычислить
распределения раскрытия и давления с помощью трехмерной модели говорит
лишь о ее неприменимости для описания распространения сильно развитых тре-
щин, которые и так находятся вне области ее применения в силу наличия более
простых моделей плоских трещин. Так, значению Km = 1.5, анализируемо-
му в [234], при указанных реалистичных параметрах соответствует физическое
время t ≈ 300 лет, которое недостижимо при гидроразрыве, поэтому вместо
него был выбран момент безразмерного времени Km = 0.45.

На основе проведенного сравнения с аналитическим решением можно за-
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(2), аналитически [234] при Km=0 (3) и по одномерной модели Loramec [237, 238] при Km=0.15 (4)

и при Km=1.5 (5)

ключить, что трехмерная модель начальной стадии гидроразрыва позволяет
рассчитать радиус трещины, ее раскрытие и давление в скважине с погреш-
ностью не более 10% (см. рисунок 4.4). При этом погрешность может быть
обусловлена учетом наблюдаемого в экспериментах [76, 239] отставания фрон-
та жидкости от фронта трещины, которое не учитывается в рассматриваемой
аналитической модели.

4.1.2. Необходимость описания движения жидкости в

трещине

Для демонстрации необходимости описания движения жидкости в трещине на
начальном этапе ее распространения ниже представлено сравнение форм тре-
щин, полученных по трехмерной модели при описании движения жидкости
(динамический подход) и при задании постоянного давления во всей трещине
(квазистатический подход). В первом случае давление на берегах трещины по-
лучается из решения уравнений движения жидкости (см Главу 3), во втором —
давление, задаваемое в трещине, рассчитывается из условия выполнения кри-
терия распространения трещины (см. Главу 2) во всех точках ее фронта.

Сравнение проведено для следующих параметров задачи Высота и ради-
ус скважины равны H = 5м и Rw = 0.5м, соответственно, радиус попереч-
ной круговой зародышевой трещины — R = 1м. Упругая порода характери-
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Рисунок 4.5 – Траектории трещин и их сечения: 1 — квазистатический подход; 2 — динамический
подход с µ = 100Па · с; 3 — динамический подход с µ = 1000Па · с

зуется модулем Юнга E = 20ГПа, коэффициентом Пуассона ν = 0.2, трещи-
ностойкостью KI c = 3МПа

√
м. НДС породы определено таким образом, что

угол между осью скважины и главными напряжениями σ∞y = −12МПа состав-
ляет α = 45◦, как показано на рисунке 2.17. Два других напряжения равны
σ∞x = σ∞z = = −16МПа. Поскольку предпочтительной плоскостью распростра-
нения трещины является xz, которая не совпадает с плоскостью зародышевой
трещины, трещина при распространении будет искривляться. Формы трещины,
полученные в рамках квазистатического и динамического подходов приведены
на рисунке 4.5. Там же приведены сечения трещин плоскостью xy, которые поз-
воляют сравнивать их “траектории” на одном рисунке. Распространение трещи-
ны с учетом движения жидкости проводилось при задании вязкости жидкости
равной µ = 100 и 1000Па · с. Легко заметить,что отсутствие учета движения
жидкости и задание постоянного давления приводит к сильно искаженному
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Рисунок 4.6 – Зависимости давления в скважине от времени: 1 — квазистатический подход; 2 —
динамический подход с µ = 100Па · с; 3 — динамический подход с µ = 1000Па · с

предсказанию формы трещины. Тот же вывод можно сделать при сравнении
полученных с использованием обоих подходов давлений в скважине, которые
приведены на рисунке 4.6. Следует отметить, что квазистатический подход при-
меним для описания ГРП при использовании жидкости, вязкость которой мала,
или при ее закачке со скоростью достаточно малой, чтобы вязкими эффектами
можно было пренебречь.

4.1.3. Необходимость учета скважины при моделирова-

нии начального этапа распространения

Рассмотренные в §§ 2.4, 4.1.2 задача о распространении трещины от наклон-
ной скважины (см. рис. 2.17) проводилось с учетом последней, что требует
добавления расчетной сетки в МГЭ, который используется для решения урав-
нений упругого равновесия породы и является самой вычислительно сложной
частью модели. Существенного снижения требований к вычислительным ресур-
сам можно добиться путем исключения скважины из расчета, что не позволит
описать ее влияние на НДС породы. При рассмотрении развитых трещин, раз-
меры которых превосходят диаметр скважины на порядки, такое приближение
оправдано, однако на начальном этапе размер трещин больше диаметра сква-
жины лишь в несколько раз, и влияние последней может оказаться существен-
ным.

Для оценки влияния скважины было проведено квазистатическое моделиро-
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вание распространения трещины с и без учета скважины. Рассматривалась по-
рода с параметрами E = 20ГПа, ν = 0.2, KI c = 3МПа

√
м и скважина с трещи-

ной, характеризующиеся параметрами R = 1м, Rw = 0.5м, α = 30◦. Внешние
напряжения выбирались таким образом, чтобы обеспечить одинаковый уровень
анизотропности σ∞x /σ

∞
y = 4 : 3, σ∞x = σ∞z , но разную абсолютную величину:

(σ∞x ;σ∞y ;σ∞z ) = −(4; 3; 4)МПа = −(8; 6; 8)МПа = −(16; 12; 16)МПа. Давление
в трещине определяется как необходимое для удовлетворения критерия распро-
странения и складывается из двух слагаемых, определяемых внешними напря-
жениями и трещиностойкостью породы. Выбранные сочетания внешних напря-
жений позволяют варьировать только первое слагаемое, сохраняя неизменным
как анизотропность напряжений, так и вторую составляющую давления в тре-
щине.

На рисунке 4.7 представлены сечения трещин плоскостью xy, полученные
при указанных напряжениях при учете и без учета скважины. Очевидно, что
скважина влияет на траекторию трещины, и это влияние тем больше, чем
больше превышение давления в скважине над сжимающими напряжениями,
что можно заметить по большему различию более пологих траекторий трещи-
ны. При описании распространения трещины, вызванной закачиванием вязкой
жидкости, давление в скважине значительно превышает среднее давление в
трещине и, соответственно, сжимающие напряжения в породе, поэтому в этом
случае учет влияния скважины необходим.
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Рисунок 4.7 – Траектории трещины, полученные при со скважиной (1 – 3) и без скважины (4 – 6):
(σ∞x ;σ∞y ;σ∞z ) = −(4; 3; 4)МПа (1, 4), −(8; 6; 8)МПа (2, 5), −(16; 12; 16)МПа (3, 6)



127

4.2. Влияние физических параметров на распро-

странение поперечной трещины

Как показано в § 4.1, при моделировании начального этапа распространения
трещины необходимо описывать движение жидкости в трещине и учитывать
наличие скважины. Поэтому приведенные ниже исследования влияния физи-
ческих параметров проведены с учетом скважины в динамической постановке.

4.2.1. Влияние угла наклона скважины

Одним из наиболее важных параметров, влияющих на искривление трещины,
является угол наклона скважины, который определяет несовпадение плоско-
сти зародышевой трещины и плоскости предпочтительного распространения
трещины. Оценка влияния этого угла проведена при параметрах породы, опи-
санных в § 4.1.3, радиусы скважины и зародышевой трещины были равны
Rw = 0.12м, R = 0.25м соответственно. Параметры закачиваемой жидкости
были выбраны равными K = 0.075Па · с, n = 1, τ0 = 11Па, а угол наклона
скважины варьировался от 0 до 60◦ градусов с шагом в 15◦.Как и было описано
в § 4.1.2, при всех углах наклона (кроме 0) трещина, распространяясь, переори-
ентируется в ППРТ, нормальную минимальным сжимающим напряжениям.

Для демонстрации искривления трещин при переориентации, на рисунке 4.9
приведены их сечения плоскостью yz, показанной на рисунке 4.8. Кривизна тре-
щины в выбранном сечении максимальна, что позволяет оценить расстояние,
требуемое для переориентации трещины в плоскость предпочтительного рас-
пространения. В таблице 4.1 приведены такие расстояния, рассчитанные углу
между направлением распространения трещины в плоскости yz и плоскостью
x. Увеличение требуемого расстояния при увеличении угла наклона скважины
очевидна, однако таблица позволяет установить не только качественное соотно-
шение между ними, но определить характерные размеры области, вне которой
трещина может считаться лежащей в плоскости предпочтительного распростра-
нения. Так, при угле наклона скважины 60◦ трещине требуется пройти 7 (10)
диаметров скважины для того, чтобы попасть в плоскость предпочтительного
распространения с точностью 10◦ (5◦). Эта величина соответствует оценкам,
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Рисунок 4.8 – Формы трещины для α = 60◦ и анализируемые сечения трещины

сделанным на основе экспериментальных исследований [26, 32].

Таблица 4.1 – Радиус трещины, требуемый для выхода в ППРТ, в диаметрах скважины

Угол наклона
скважины,
град.

Радиус трещины при
отклонении от ППРТ 10◦

Радиус трещины при
отклонении от ППРТ 5◦

15 2 3
30 4 7
45 6 9
60 7 10

4.2.2. Влияние реологических параметров жидкости

Влияние реологических параметров жидкости на форму трещины более выра-
жено при угле наклона скважины α = 60◦, который обеспечивает наибольшее ее
искривление. Для явной демонстрации влияния каждого из параметров, опре-
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Рисунок 4.9 – Траектории трещины в плоскости yz для неньютоновской жидкости с K = 0.075Па · с,
n = 1, τ0 = 11Па для различных углов наклона скважины α = 0 (1), 15 (2), 30 (3), 45 (4), 60◦ (5)

деляющих реологию жидкости в модели Гершеля–Балкли (K, n, τ0), вычисли-
тельные эксперименты проведены при фиксации двух из них и варьировании
оставшегося. В качестве характеристики, влияние на которую будет оценивать-
ся, выбрана форма трещины, которая представлена сечениями ее поверхности
тремя плоскостями, показанными на рисунке 4.8. В силу симметричности тре-
щины, эти три сечения (ϕ: 0◦ (плоскость yz), 45◦, 90◦ (плоскость xz)) дают
полное представление о форме ее трехмерной поверхности.

Влияние консистенции (вязкости) жидкости

Влияние консистенции в модели Гершеля–Балкли аналогично влиянию вязко-
сти в модели ньютоновской жидкости, поэтому его удобно продемонстриро-
вать зафиксировав показатель степени n = 1 и предельное напряжение сдвига
τ0 = 0Па. На рисунке 4.10 представлены сечения трещин плоскостью (ϕ = 0◦).
Вязкость жидкости при этом менялась от K = 0.03Па · с до K = 3Па · с. Легко
видеть, что большая вязкость закачиваемой жидкости приводит к формирова-
нию трещины с более пологой траекторией.

Более детально влияние вязкости можно оценить, рассмотрев распределения
раскрытия и давления вдоль сечений трещины (см. рис. 4.8), которые приведе-
ны на рисунках 4.11, 4.12 для трещин, полученных при отличающихся в 100 раз
значениях вязкости. По оси x на рисунках отложена координата r, вычисляемая
как расстояние до оси скважины от рассматриваемой точки трещины.

Можно видеть, что при закачке маловязкой жидкости имеет место сужение
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Рисунок 4.11 – Распределения раскрытия трещины по различным сечениям, полученные для нью-
тоновской жидкости с K = 0.03Па · с (слева) и K = 3Па · с (справа): 1 — ϕ = 0◦; 2 — ϕ = 45◦;

3 — ϕ = 90◦



131

r, 

p,
 

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8
0

5

10

15

20

25

2 31

r, 

p,
 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

10

20

30

40

50

60

2
3

1

Рисунок 4.12 – Распределения давления жидкости по различным сечениям. Усл. обозн. см. рису-
нок 4.11

трещины у окрестности скважины в секторе, соответствующем направлению ее
наклона (ϕ ≤ 45◦, см. кривые 1 , 2 на рис. 4.11, слева). При этом раскрытие
трещины в части трещины, уже находящейся в плоскости предпочтительного
распространения (xy), еще меньше (ϕ = 90◦, кривая 3). При закачке высоковяз-
кой жидкости эффекты сужения трещины у скважины и неравномерности ее
раскрытия по окружному направлению, отсутствуют — раскрытие монотонно
уменьшается от максимального значения у скважины к фронту трещины, и это
наблюдается во всех рассмотренных направлениях (см. рис. 4.11, справа).

Такое поведение объясняется распределением давления в трещине в каждом
из случаев. Давление маловязкой жидкости слабо меняется на большей части
трещины и имеет сильный градиент в окрестности фронта (см. рис. 4.12, слева),
тогда как изменение давления высоковязкой жидкости более плавное (рис. 4.12,
справа), что обусловлено разницей раскрытия трещины, от третьей степени ко-
торого зависит градиент давления. Кроме того, давление в окрестности скважи-
ны у слабовязкой жидкости значительно меньше, что делает раскрытие более
чувствительным к вариации сжимающих напряжений у скважины. При этом са-
мо давление жидкости более чувствительно к изменению раскрытия трещины,
вызванного искривлением траектории, в случае высоковязкой жидкости. Это
видно по отличию между кривыми давления 1 и 3 , соответствующих ортого-
нальным направлениям, на рисунке 4.12. Результатом такого отличия является
большая неравномерность распространения трещины в различных направле-
ниях при закачке высоковязкой жидкости: размер трещины в направлении x
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(ϕ = 90◦) почти на 40% больше, чем в направлении y (ϕ = 0◦). При закачке
маловязкой жидкости различие размеров не превосходит 8%.

Влияние критического напряжения сдвига

Влияние критического напряжения сдвига удобно наблюдать при использова-
нии Бингамовской жидкости, которая характеризуется единичным показателем
степени n = 1 и фиксированным значением консистенцииK = 0.03Па · с, доста-
точно малым, чтобы ожидать наблюдаемого эффекта от вариации исследуемого
параметра.

Как видно из рисунка 4.13, где показаны сечения поверхности трещины
плоскостью yz (см. рис. 4.8), полученные при значениях критического напря-
жения сдвига τ0 = 0Па и τ0 = 1000Па, формы трещины практически совпа-
дают. Отсутствие влияния критического напряжения сдвига на начальном эта-
пе распространения обусловлено большими скоростями сдвига, вызывающими
большие вязкие напряжения, значительно превосходящие значение τ0. Следует
отметить, что этот результат был предсказан на основе безразмерного анализа
в § 3.4.
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Рисунок 4.13 – Сечения плоскостью yz поверхностей трещин, полученных при разных значениях
критического напряжения сдвига: 1 — τ0 = 0; 2 — τ0 = 1000Па
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Влияние показателя степени

Исследование влияние показателя степени, как и при оценке влияния дру-
гих параметров, удобно проводить при использовании наиболее простой рео-
логической модели жидкости, в данном случае — степенной с параметрами
K = 0.66Па · с, τ0 = 0. Было рассмотрено три значения показателя степени
в интервале от 0.8 до 1. Существенное влияние этого параметра на форму тре-
щины видно на рисунке 4.14, где показаны сечения плоскостью yz поверхностей
трещин, полученных при разных его значениях.

Чтобы рассмотреть влияние показателя степени более детально, на рисун-
ках 4.15, 4.16 приведены распределения раскрытия и давления вдоль сечений
трещины (см. рис. 4.8), полученные для минимального и максимального из
рассмотренных значений. Из сопоставления пар рисунков 4.15–4.16 и 4.14–4.16
можно заключить, что влияние показателя степени n подобно влиянию конси-
стенции K, что обусловлено уменьшением вязких напряжений при уменьшении
каждого из этих параметров.

Проведенное в настоящем параграфе моделирование распространения по-
перечных трещин показывает что “пережатие” трещины (“pinching”), то есть
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Рисунок 4.14 – Сечения плоскостью yz поверхностей трещин, полученных при разных значениях
показателя степени: 1 — n = 1; 2 — n = 0.9; 3 — n = 0.8
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Рисунок 4.16 – Распределение давления жидкости по различным сечениям, полученные для степен-
ной жидкости. Усл. обозн. см. рисунок 4.15

уменьшение ее раскрытия в окрестности скважины, хотя и присутствует при
некотором сочетании параметров, выражено значительно слабее, чем, напри-
мер, в случае продольных трещин, которое описано в § sec:LongitudinalPropag.
Тем не менее, искривление формы трещины влияет на степень ее проникания
в породу в различных направлениях.
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4.2.3. Применимость модели ньютоновской жидкости для

описания движения в трещине жидкости сложной

реологии

Применимость модели ньютоновской жидкости для описания началь-
ного этапа распространения трещины

Как было показано выше, начальный этап распространения трещины при силь-
ном отличии сжимающих напряжений в породе может характеризоваться ис-
кривлением поверхности трещины, для описания которого необходимо приме-
нять сложные трехмерные модели. В сочетании с использованием сложной мо-
дели для реологии жидкости, это приводит к значительному повышению вы-
числительной сложности задачи. Поэтому применение более простой модели
ньютоновской жидкости может повысить эффективность всей модели ГРП, и
оправданно в случае, если такое упрощение не приводит к сильному искажению
результатов расчетов. Проведенный в § 3.4 безразмерный анализ показывает,
что использование модели ньютоновской жидкости для описания неньютонов-
ской реологии возможно, здесь этот тезис будет продемонстрирован на основе
результатов вычислительных экспериментов.

Одним из ключевых вопросов при описанном упрощении модели жидкости
является выбор значения коэффициента вязкости µ. Популярный в инженер-
ных приложениях подход основывается на вычислении кажущейся вязкости по
параметрам модели Гершеля–Балкли по формуле [240, 241]

µapp = (Kγ̇n + τ0)/γ̇, (4.4)

в которой скорость сдвига γ̇ выбирается исходя из типичных значений для тре-
щины ГРП [241] γ̇ = 50 с−1 или из стандартов лабораторного тестирования
жидкостей гидроразрыва [242] γ̇ ∈ [5, 170 с−1].

Для проверки такого инженерного подхода было проведено численное моде-
лирование начального этапа распространения плоской круговой трещины при
закачке четырех жидкостей гидроразрыва со следующими параметрами

1 – ньютоновская жидкость 1: K = 0.075Па · сn, n = 1, τ0 = 0Па;

2 – ньютоновская жидкость 2: K = 0.3Па · сn, n = 1, τ0 = 0Па;
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Рисунок 4.18 – Распределения давления жидкости (слева) и раскрытия трещины (справа) вдоль
радиальной координаты в момент достижения радиусом трещины R = 2.7м. Усл. обозн. см. рису-

нок 4.17

3 – степенная жидкость: K = 0.66Па · сn, n = 0.8, τ0 = 0Па;

4 – Бингамовская жидкость: K = 0.075Па · сn, n = 1, τ0 = 11Па.

Параметры жидкостей 3–4 выбраны таким образом, чтобы рассчитанные по
формуле (4.4) кажущиеся вязкости µapp были равны вязкости ньютоновской
жидкости 2 . Нетрудно видеть, что значение скорости сдвига [241] γ̇ = 50 с−1,
используемое для этого расчета, соответствует рекомендациям [242]. Значение
вязкости ньютоновской жидкости 1 было вычислено по той же формуле (4.4)
по параметрам степенной жидкости 3 но с использованием скорости сдвига
γ̇ = 50 · 103 с−1 в 1000 раз больше рекомендованного.

На рисунке 4.17 приведены зависимости давления в скважине от времени,
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полученные для рассмотренных четырех жидкостей. На рисунке 4.18 для них
же показаны распределения давления и раскрытия вдоль радиуса трещины в
момент времени, когда радиус трещины достиг 10 диаметров скважины. Легко
заметить, что давление (раскрытие), рассчитанные при использовании жид-
кости 2 существенно отличается от давлений (раскрытий), соответствующих
неньютоновским жидкостям 3-4 , что говорит о неприменимости инженерных
рекомендаций по вычислению кажущейся вязкости для начального этапа рас-
пространения трещины. Использование модели ньютоновской жидкости с ма-
лой вязкостью 1 позволяет получить зависимость давления от времени, сов-
падающую с зависимостью для Бингамовской жидкости 4 и близкую к зави-
симости для степенной жидкости 3 . То есть, применение модели ньютоновской
жидкости для описания начального этапа распространения трещины возможно,
но значение скорости сдвига, выбираемое для вычисления кажущейся вязкости,
должно быть значительно больше используемого в инженерных расчетах.

Для объяснения наблюдаемого результата достаточно вычислить скорости
сдвига в трещине на начальном этапе распространения и сравнить их со скоро-
стями сдвига, характерными для развитой трещины. Для вычисления скоростей
сдвига использовалась формула [230]

γ̇ = 6|u |/w, (4.5)

в которой значения модуля скорости |u | и раскрытия трещины w полученны-
ми численно. Распределения скоростей сдвига приведены на рисунке 4.19 для
нескольких моментов времени. Легко видеть, что скорости сдвига очень быст-
ро убывают с ростом трещины, поэтому их значения на начальном этапе и для
развитой трещины отличаются на порядки. Это и является причиной неприме-
нимости инженерных рекомендаций по выбору скорости сдвига для численного
моделирования начального этапа распространения трещины.

Оптимальным решением при моделировании начального этапа распростра-
нения было бы использовать для вычисления кажущейся вязкости актуальное
значение сдвиговых напряжений в каждый момент времени, но оно не может
быть определено заранее, так как само является результатом моделирования.
Как уже указывалось в § 3.4 эффективная вязкость для модели ньютоновской
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Рисунок 4.19 – Распределения кажущихся скоростей сдвига вдоль радиальной координаты в разные
моменты времени для случая ньютоновской жидкости 2

Рисунок 4.20 – Сечения плоскостью yz поверхностей трещин, полученных при закачке различных
жидкостей. Усл. обозн. см. рисунок 4.17

жидкости может быть определена по формуле (3.77) [233]. Параметры степен-
ной жидкости 2 и параметры породы подобраны таким образом, чтобы вязкость
ньютоновской жидкости 1 совпадала не только со значением кажущейся вяз-
кости, полученной по формуле (4.4) при скорости сдвига γ̇ = 50 · 103 с−1, но и
со с значением эффективной вязкости, полученной по формуле (3.77).

Вывод о применимости модели ньютоновской жидкости для описания дви-
жения жидкости сложной реологии в трещине, распространяющейся на началь-
ном этапе, может быть обобщен на случай искривляющихся трещин. Это демон-
стрирует рисунок 4.20, на котором приведены сечения плоскостью yz трещин,
распространяющихся от наклоненной на α = 60◦ скважины. Хорошо видно,
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что форма трещины, полученная при закачке степенной жидкости (кривая 3),
близка к форме трещины, предсказанной при закачке ньютоновской жидкости,
вязкость которой вычислена по формуле (3.77) (кривая 1). Формы трещин,
полученные при использовании Бингамовской жидкости и жидкости ньюто-
новской, полученной простым отбрасыванием предельного напряжения сдвига
полностью совпадают (кривая 1). Как было показано выше, те же рассуждения
верны для распределений давления и раскрытия.

Таким образом можно заключить, что при моделировании начального этапа
распространения трещины для описания движения в трещине жидкости слож-
ной реологии можно использовать модель ньютоновской жидкости. При этом
коэффициент вязкости должен вычисляться с учетом степенного характера за-
висимости тензора напряжений от тензора скоростей деформаций (показатель
степени n), тогда как значением предельного напряжения сдвига τ0 при его
вычислении можно пренебрегать.

Применимость модели ньютоновской жидкости для описания разви-
той трещины

В предыдущем параграфе было показано, что модель ньютоновской жидкости
может использоваться для описания движения жидкости сложной реологии на
начальном этапе распространения трещины. Легко показать (как и сделано в
§ 3.4 на основе безразмерного анализа), что этот вывод нельзя обобщить на
развитые трещины, течение жидкости в которых характеризуется малыми ско-
ростями сдвига. Термин “малые” в данном случае показывает сравнимость сла-
гаемым в формуле (4.4) по величине, что наблюдается как раз при значениях
скорости сдвига [242] γ̇ ∈ [5, 170 с−1] и характерных для трещин гидроразырыва
параметрах.

Демонстрацию зависимости поведения развитой трещины от реологии зака-
чиваемой жидкости удобно провести на основе зависимости давления в сква-
жине от времени. Для этого были выбраны четыре жидкости со следующими
параметрами

1 – ньютоновская: n = 1, τ0 = 0Па;

2 – Бингамовская: n = 1, τ0 = 400Па;
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Рисунок 4.21 – Зависимости давления в скважине от времени при закачке жидкостей различных
реологий: 1 — ньютоновская; 2 — Бингамовская; 3 — степенная; 4 — Гершеля–Балкли

3 – степенная: n = 0.5, τ0 = 0Па;

4 – Гершеля–Балкли: n = 0.5, τ0 = 400Па.

Остальные параметры задачи, использовавшиеся в вычислительных экспери-
ментах, описывающих распространения плоской круговой трещины, были вы-
браны равными Rw = 0.5м, Rin = 1м, σ∞x = σ∞y = = 4МПа, σ∞z = 3МПа,
E = 20ГПа, ν = 0.2, KI c = 3МПа

√
м.

Зависимость давления в скважине от времени для выбранных жидкостей
приведена на рисунке 4.21 в логарифмическом масштабе по обеим осям. Этот
масштаб, используемый и в инженерных расчетах, удобен для демонстрации
степенных зависимостей давления от времени, так как график давления в этом
случае представляет собой прямую линию. Прямые линии графиков на рисун-
ке 4.21, во-первых, показывают, что зависимости давления от времени действи-
тельно степенные, что соответствует типу зависимости, наблюдаемому в точных
аналитических решениях. Во-вторых, они позволяют оценить влияние на давле-
ние и временной интервал процесса заполнения жидкостью изначально пустой
зародышевой трещины до начала ее распространения — это выглядит как часть
графика при t < 102 с, на которой давление возрастает. В третьих, различные
углы наклона свидетельствуют о различных показателях степени в функциях
давления от времени и их зависимостях от реологии жидкости. Можно заклю-
чить, что на большом временном интервале модель ньютоновской жидкости
является плохим приближением для любой из выбранных реологических моде-
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Рисунок 4.22 – Зависимости давления в скважине от времени при закачке ньютоновских жидкостей
с различными вязкостями: 1 — Па · с 500; 2 — 1000; 3 — 2000

лей.
Легко показать, что путем выбора коэффициента вязкости в модели нью-

тоновской жидкости невозможно улучшить качество описания движения жид-
кости сложной реологии в случае развитой трещины. Действительно, при его
варьировании зависимость давления в скважине от времени в логарифмиче-
ском масштабе не меняет угла наклона, как следует из рисунка 4.22, на котором
приведены эти зависимости, полученные при закачке ньютоновских жидкостей
различной вязкости. В то же время, такие параметры реологии как предельное
напряжение сдвига τ0 и показатель степени n при варьировании влияют именно
на угол наклона зависимости давления от времени (см. рис. 4.21).

Исследование влияния реологии жидкости на другие параметры трещины не
имеет смысла, так как высокая погрешность при вычислении давления опреде-
ляет погрешность и в раскрытии трещины и ее траектории, что может вызвать
ошибки в планировании расписания закачки, объеме проппанта и т.д.

4.2.4. Распространение трещины при закачке слабосжи-

маемой жидкости

Для исследования влияния сжимаемости жидкости на параметры распростра-
няющейся трещины и возможности использования модели несжимаемой жид-
кости для описания жидкости сжимаемой удобно варьировать коэффициент
сжимаемости при фиксированных остальных параметрах и наблюдать за ос-
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новными характеристиками трещины: зависимостями давления в скважине от
времени, распределениями давления и раскрытия по поверхности трещины в
некоторый момент времени и формами серединной поверхности трещины. Ин-
тервал изменения коэффициента сжимаемости был выбран равным интервалу
изменения сжимаемости для нефти [243] C0 ∈ [0.3; 20] ·10−9 Па−1. Сжимаемость
воды, являющейся основным компонентом при создании жидкостей гидрораз-
рыва C0 = 0.46·10−9 Па−1, также находится внутри этого интервала. Остальные
параметры задачи совпадали с используемыми в § 4.2.3 при закачке ньютонов-
ской жидкости 1 с вязкостью µ == 0.075Па · с.

Для учета влияния сжимаемости жидкости на форму трещины кроме плос-
кой трещины была также рассмотрена трещина, распространяющаяся от сква-
жины, наклоненной на угол 60◦. Как видно из рисунка 4.23, где изображены
зависимости давления в скважине от времени, полученные при закачке жид-
костей различной сжимаемости, повышение сжимаемости жидкости вызыва-
ет повышение давления жидкости. При использовании модели несжимаемой
жидкости для описания движения жидкости, сжимаемой с коэффициентом
C0 = 20 · 10−9 Па−1, погрешность определения давления может достигать 20%,
которая, однако, падает с ростом трещины.
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Рисунок 4.23 – Зависимости давления в скважине от времени, полученные для плоской трещины
(слева) и для наклоненной на α = 60◦ (справа) для жидкостей различной сжимаемости: 0 – несжи-

маемая жидкость; 1 — C0 = 20 · 10−9; 2 — 10 · 10−9; 3 — 5 · 10−9; 4 — 2.5 · 10−9 Па−1

Аналогичный вывод уже для раскрытия трещин можно сделать из рисун-
ка 4.24, содержащего распределения давлений и раскрытий трещин вдоль ради-
альной координаты, которые получены в момент достижения трещинами ради-
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уса 0.7м при закачке жидкостей различной сжимаемости в наклонную скважи-
ну (α = 60◦). Погрешность вычисления раскрытия при использовании модели
несжимаемой жидкости может достигать 30%.
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Рисунок 4.24 – Распределения давления жидкости (слева) и раскрытия трещины (справа) в накло-
ненной на α = 60◦ трещине для жидкостей различной сжимаемости. Усл. обозн. см. рисунок 4.23

Следует отметить, что влияние сжимаемости жидкости на форму трещины
практически отсутствует. Это видно из рисунка 4.25, на котором представлены
сечения описанных выше трещин плоскостью yz. Таким образом сжимаемость
жидкости необходимо учитывать только для определения давления и раскры-
тия трещин, тогда как на форму трещины сжимаемость не оказывает заметного
влияния, и последняя может рассчитываться с использованием модели несжи-
маемой жидкости.
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Рисунок 4.25 – Траектории трещины в плоскости yz для α = 60◦, полученные при закачке жидкости
различной сжимаемости. Усл. обозн. см. рисунок 4.23
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4.3. Моделирование распространения двух па-

раллельных трещин

4.3.1. Постановка задачи о распространение поперечных

трещин

При моделировании многстадийного ГРП, происходит одновременное распро-
странение нескольких трещин, оказывающих влияние друг на друга. Это влия-
ние обусловлено как распределением закачиваемой в скважину жидкости меж-
ду трещинами, так и воздействием каждой трещины на НДС породы, которое
определяет раскрытие других трещин. Исследованию взаимного влияния тре-
щин друг на друга посвящено множество работа как экспериментального так и
вычислительного характера [10, 12, 76, 140, 244–246].

Демонстрация возможности разработанной полной трехмерной модели опи-
сывать распространение нескольких трещин проведена на примере эксперимен-
та [76], посвященного распространению двух трещин от двух пропилов, кото-
рые в вычислительном эксперименте рассматривались как круговые зародыше-
вые трещины. Согласно описанию эксперимента в блоке породы с параметрами
E = 20ГПа, ν = 0.2 и трещиностойкостью KI c = 1МПа

√
м, сжатом напряже-

ниями σH = 20.7МПа, σh = 15.5МПа, σv = 24.1МПа в направлении действия
σh просверлена скважина, в которой сделаны два пропила, как показано на ри-
сунке 4.26. В скважину с расходом Qin = 0.5 см3 / с закачивалась жидкость с
вязкостью µ = 1000Па · с, давление которой вызывало распространение трещин
от пропилов.

Ширина WN = 0.48 см, глубина dN1 = dN2 = dN = 2.54 см угол наклона
α = 0◦ пропилов и расстояние между ними L = 5.08 см, показанные схематич-
но на рисунке 4.27) в основной конфигурации были заданы такими же, как в
эксперименте. Для исследования влияния каждого из них на распространение
трещин каждый из параметров варьировался при фиксированных значениях
остальных. Оценка такого влияния позволяет определить возможные взаим-
ные расположения пропилов при проведении многостадийного гидроразрыва,
при которых трещины не мешают распространению друг друга, и выбрать па-
раметры пропилов, при которых необходимое для распространения трещины
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Рисунок 4.26 – Схема задачи о зарождении трещины от цилиндрической полости с пропилами

давление достаточно мало и может обеспечиваться используемым оборудова-
нием.

4.3.2. Влияние расстояния между трещинами

Изменение расстояния между пропилами проводилась в интервале от одного до
четырех диаметров скважины, то есть в интервале L = 2.54–10.16 см. Формы
трещин, их сечения вертикальной плоскостью и зависимости давления в сква-
жине от времени, полученные при распространении трещин, находящихся на
различных расстояниях L, приведены на рисунках 4.28, 4.29.

Хорошо видно, что взаимное влияние трещин уменьшается при увеличении
расстояния между ними, и если расстояние между трещинами не превосходит
их радиуса, то такое влияние приводит к заметному изменению их форм. Также
заметно влияние расстояния между трещинами и на давление в скважине на
начальном этапе распространения (до 8% в первые 10 с при изменении рассто-
яния в 4 раза). Однако это различие уменьшается с ростом трещин, и далее не
превосходит 2% для всех рассмотренных конфигураций.
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Рисунок 4.27 – Варьируемые геометрические параметры пропилов
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Рисунок 4.28 – Формы трещин и их сечения вертикальной плоскостью, полученные при различных
расстояниях между пропилами: 2.54 см (1), 5.08 см (2), 10.16 см (3)

4.3.3. Влияние глубины и ширины пропилов

Поскольку увеличение размеров искусственно создаваемых пропилов требует
более сложного оборудования, проведена оценка необходимой для распростра-
нения трещины глубины, для чего она варьировалась в интервале dN = 1.27–
5.08 см. Формы вертикальных сечений трещин и зависимости давления в сква-
жине от времени, показанные на рисунках 4.30, 4.31, позволяют заключить, что
глубина пропилов влияет только на необходимое для распространения трещин
давление (до 25% при увеличении в 4 раза) и не влияет на их форму. Последнее
обстоятельство позволяет использовать для оценки давления распространения
менее вычислительно требовательное моделирование одиночной трещины.

Изменение ширины пропилов проводилось в интервале WN = 0.24–0.96 см.
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Рисунок 4.29 – Распределения давления в скважине при различных расстояниях между пропилами:
2.54 см (1), 5.08 см (2), 10.16 см (3)
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Рисунок 4.30 – Формы трещин и их сечения вертикальной плоскостью, полученные при различных
глубинах пропилов: 1.27 см (1), 2.54 см (2), 5.08 см (3)
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Рисунок 4.31 – Распределения давления в скважине при различных глубинах пропилов dN:
1.27 см (1), 2.54 см (2), 5.08 см (3)

На рисунках 4.32, 4.33 показаны формы вертикальных сечений трещин и зави-
симости давления в скважине от времени, полученные при таком изменении.
Видно, что ширина пропилов не влияет ни на давление ни на форму трещины,
поэтому этот параметр может выбираться из технологических соображений.

1
2

3

Рисунок 4.32 – Формы трещин и их сечения вертикальной плоскостью, полученные при различных
ширинах пропилов WN: 0.24 см (1), 0.48 см (2), 0.96 см (3)

4.3.4. Влияние угла наклона

Так как скважина ориентирована в направлении действия минимального на-
пряжения σh, то ортогональная скважине ориентация пропилов при угле α
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Рисунок 4.33 – Распределения давления в скважине при различных ширинах пропилов: 0.24 см (1),
0.48 см (2), 0.96 см (3)

обеспечивает распространение плоской трещины, так как последняя уже на-
ходится в плоскости предпочтительного распространения. Для случая наклон-
ного расположения пропилов угол варьировался в пределах α = 0–45◦. На ри-
сунках 4.34, 4.35, как и на рисунках выше, приведены формы вертикальных
сечений трещин и зависимости давления в скважине от времени.

Взаимное влияние трещин вызывает их искривление с “отталкиванием” друг
от друга, в то же время, из-за наклона пропила одна из его сторон направлена к
второму пропилу, а другая от него. Поэтому трещины становятся несимметрич-
ны — одна из их сторон искривляется больше, чем другая. Например, правая
часть верхнего пропила (см. кривую 4 на рис. 4.34, справа) направлена вверх,
от нижнего пропила, тогда как левая часть — вниз к нему. По этой причине
правая часть верхней трещины искривляется значительно меньше, чем левая.
Кроме несимметричности взаимное влияние наклонных трещин в сочетании с
анизотропностью напряжений приводит к увеличению давления в скважине,
как видно из рисунка 4.35.
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Рисунок 4.34 – Формы трещин и их сечения вертикальной плоскостью, полученные при различных
угла наклона пропилов α, град.: 0 (1), 15 (2), 30 (3), 45 (4)
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Рисунок 4.35 – Распределения давления в скважине при различных углах наклона пропилов α, град.:
0 (1), 15 (2), 30 (3), 45 (4)

4.4. Моделирование распространения продоль-

ной трещины

В предыдущих параграфах приведены результаты моделирования распростра-
нения поперечной скважине трещины. Такая конфигурация возникает при про-
ведении современного многостадийного ГРП для горизонтальных скважин. Это
вызвано тем, что нефте- и газоносные пласты характеризуются большим значе-
нием вертикальных напряжений, чем горизонтальных, и предпочтительное на-
правление распространения трещины (ортогональное действию минимальных
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напряжений) может быть ортогонально и плоскости поперечной трещины. Бо-
лее того, множественный ГРП на скважинах, ориентированных в направлении
действия минимальных горизонтальных напряжений, более эффективен для
повышения добычи в пласте, так как трещины охватывают больший его объем.
В случае вертикальной скважины распространение поперечной трещины менее
вероятно, так как ортогональная скважине плоскость (горизонтальная) заве-
домо не ортогональна направлению действия минимальных напряжений (при
максимальных вертикальных напряжениях). В этом случае инициируется про-
дольная, вертикальная трещина, которая затем переориентируется в плоскость
предпочтительного распространения. Аналогичная ситуация может возникнуть
при инициации трещины из горизонтальной скважины, ось которой совпадает с
направлением действия средних (максимальных горизонтальных) напряжений.

Задача инициации трещины и влияния на ее ориентацию перфораций, про-
пилов и НДС пласта рассмотрена, например, в серии работ [239, 247–252] и
лежит вне целей диссертационного исследования, поэтому далее будет считать-
ся, что от скважины произошла инициация продольной зародышевой трещины,
которая далее вызовет распространение продольной же основной трещины. При
этом плоскость зародышевой трещины в общем случае не совпадает с плоско-
стью предпочтительного распространения, что обуславливает изменение фор-
мы серединной поверхности трещины.

4.4.1. Моделирование распространения трещины в трех-

мерной постановке

Моделирование распространения продольной трещины произведено в следую-
щей постановке. Жидкость с вязкостью µ = 0.5Па · с закачивается в сква-
жину с зародышевой трещиной с расходом Qin = 0.7 · 10−3 м3 / с. Скважина
находится в породе, характеризующейся параметрами E = 20ГПа, ν = 0.2,
KI c = 3МПа

√
м и сжатой на бесконечном удалении напряжениями σmin =

σh = 12МПа и σmax = σH = 16МПа, действующими в плоскости, ортогональ-
ной к скважине, и напряжением σv = 16МПа, действующим в направлении оси
скважины, как показано рисунке 4.36. Радиус скважины равен r = 0.1м, полу-
оси зародышевой трещины, имеющей эллиптическую форму, равны a = 0.1м и
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b = 0.2м, что дает максимальное расстояние между точками трещины равное
2b = 2a+2r = 0.4м в любом направлении. Высота скважины, равная 15a = 6м,
предполагается достаточно большой, чтобы исключить влияние торцов скважи-
ны на трещину в первые шаги распространения. Скважина считается не обса-
женной, поэтому давление в скважине совпадает с максимальным давлением в
трещине, без ослабления обсадной колонной.

Рисунок 4.36 – Схема задачи о распространении продольной трещины

Вместе с тем считается, что жидкость из скважины в трещину поступает
только вдоль ограниченного участка кривой пересечения поверхности скважи-
ны с трещиной, а не по всей этой кривой. Это позволяет учесть факт нали-
чия перфорации, которая и обеспечивает гидродинамическую связь скважины
с трещиной.

Система координат введена таким образом, что оси x, y, z совпадают с на-
правлением действия напряжений σmax, σmin, σv, соответственно, что обеспечи-
вает выход трещины в плоскость xz на достаточном удалении от скважины.
Ориентация зародышевой трещины характеризуется углом поворота α между
содержащей ее плоскостью и плоскостью xz.

На рисунке 4.37 приведены смещения берегов продольной трещины при угле
поворота α = 30◦ и распределение ее раскрытия, показанное цветом на одном из
берегов. Поскольку смещения берегов, полученные в результате решения зада-
чи, малы, для заметности они были увеличены в 20 раз. Распределение раскры-
тия показывает, что максимальное значение достигается не у скважины, как в
случае плоской трещины, а в области, где трещина выходит в плоскость пред-
почтительного распространения (ортогональную направлению действия мини-
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мальных сжимающих напряжений).

Рисунок 4.37 – Смещения берегов продольной трещины при угле поворота α = 30◦ и распределение
ее раскрытия по серединной поверхности (смещения берегов увеличены в 20 раз)

Для оценки влияния угла поворота зародышевой трещины на ее траекто-
рию на рисунке 4.38 приведены траектории трещины и зависимости давления в
скважине от времени для различных углов отклонения α. В качестве траекто-
рии рассматривается кривая пересечения плоскости yz и поверхности трещины,
отмеченная пунктиром и символом x на рисунке 4.37, так как в ней наблюдается
наибольший изгиб поверхности и раскрытие трещины.

Рисунок 4.38 – Траектории трещины (слева) и зависимости давления в скважине от времени (справа)
для различных углов отклонения α: 0 – 0◦; 1 – 30◦; 2 – 45◦; 3 – 60◦

Поскольку сравнение двумерных распределений затруднительно, на рисун-
ке 4.39 приведены одномерные распределения раскрытия трещины для различ-
ных углов поворота и моментов времени. Распределения показаны вдоль кривой
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пересечения плоскости yz и поверхности трещины, отмеченной жирной лини-
ей и символом x на рисунке 4.37. При больших углах поворота раскрытие в
окрестности скважины уменьшается на большую величину (сплошные кривые
0–4). При малых размерах трещины это уменьшение практически не заметно,
так как давление в скважине и трещины в начальные моменты времени много
выше чем минимальные и максимальные сжимающие напряжения, но с ростом
трещины немонотонность раскрытия становится заметнее. Например, для угла
поворота α = 30◦ (сплошная кривая 1 на рисунке 4.39) при t = 0.5 с “пережатие”
отсутствует, но при t = 2 с, когда длина трещины увеличивается, а давление
падает (см. рисунок 4.38, справа), уменьшение раскрытия в окрестности сква-
жины становится заметным (пунктирная кривая 1).

Рисунок 4.39 – Одномерные распределения раскрытия трещины для различных углов отклонения
α и моментов времени (сплошная – t = 0.5 с, пунктир – t = 2 с): 0 – 0◦; 1 – 30◦; 2 – 45◦; 3 – 60◦

Для оценки влияния “пережатия” на весь процесс распространения трещины
ГРП необходимо описывать его на протяжении длительного интервала времени,
что в виду высоких требований полной трехмерной модели к вычислительным
ресурсам неэффективно. Более экономичными для этой цели являются плос-
кие двумерные модели. Последние основываются на предположении о том, что
высота трещины (ее размер вдоль скважины) существенно больше, чем длина
(глубина распространения от скважины вглубь породы). Подтверждение вы-
полнимости этого предположения, то есть большей скорости распространения
трещины вдоль скважины от нее, можно увидеть на рисунке 4.40, где приведе-
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ны распределения раскрытия трещины вдоль пересечения ее серединой линии
с поверхностью скважины (отмечена пунктиром и символом z на рисунке 4.37)
и плоскостью yz (отмечена там же жирной линией и символом x).

Рисунок 4.40 – Одномерные распределения раскрытия трещины вдоль скважины (пунктир и символ
z на рисунке 4.37) и вглубь породы (жирная линия и символ x на рисунке 4.37)

4.4.2. Описание эффекта пережатия трещины в двумер-

ной постановке

Моделирование распространение трещины в двумерной постановке основыва-
ется на используемом в KGD модели предположении, что высота продольной
трещины на начальном этапе ее распространения больше ее длины. Это поз-
воляет рассматривать трещину как плоскую двумерную, рассчитывать дефор-
мацию породы в рамках плоского деформированного состояния и, пренебрегая
учетом силы тяжести, описывать движение жидкости с помощью одномерных
уравнений. Поскольку плоские двумерные модели менее требовательны к вы-
числительным ресурсам, на их основе можно проследить развитие трещины до
больших размеров и оценить влияние эффекта пережатия на развитые трещи-
ны. Следует отметить, что первоначально эффект пережатия был исследован в
рамках двумерных моделей [23, 24, 253], однако без обоснования возможности
такого исследования.
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Моделирование на основе модели трещины с фиксированной траек-
торией

Модель трещины с фиксированной траекторией была предложена в работе [23].
В основе модели лежит разбиение трещины на две части, как показано на рисун-
ке 4.41: прискважинную, в которой траектория трещины задана некоторой кри-
вой, и внешнюю, в которой трещина считается прямолинейной. Такое разбиение
позволяет описывать распространение прямолинейной части трещины на осно-
ве аналитического решения KGD модели [253], в результате чего на рассмат-
риваемом шаге распространения трещины известны значение длины трещины
Lfrac и распределение давления вдоль прямолинейной части трещины p∗(l, T ). В
модели, сфокусированной на описании прискважинных эффектов, эти данные
используются для задания граничных условий для подмодели прискважинной
части трещины. Для расчета раскрытия трещины в прискважинной области ис-

Рисунок 4.41 – Схематичное представление разбиения трещины и расчетной области для уравнений
упругого равновесия

пользуются двумерные уравнения упругого равновесия (1.5), (1.6), (1.7), в кото-
рых предполагается при отсутствие массовых сил. На берегах трещины ∂F± и
поверхности скважины ∂Σ задается вектор напряжений, равный произведению
давления в трещине и скважине на нормаль к поверхности. На внешней грани-
це вектор напряжений рассчитывается ка результат действия вспомогательного
тензора напряжений σ∗ на вектор нормали к границе. Вспомогательный тензор
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напряжений σ∗ на внешних границах прискважинной области ∂Π1, ∂Π2 рас-
считывается как результат аналитического решения плоской задачи о трещине
длины Lfrac, нагруженной давлением. При этом распределение давления полу-
чено из решения задачи о распространении KGD трещины ГРП [253], достигшей
длины Lfrac. Для решения задачи упругого равновесия использовался метод ко-
нечных разностей (МКР), который позволяет рассчитывать вектор смещений в
узлах сетки внутри области, как показано на рисунке 4.42.

Рисунок 4.42 – Смещения границ скважины и берегов трещины в прискважинной области

Движение жидкости в части трещины, находящийся в прискважинной обла-
сти, описывается уравнениями (3.30), записанными для одномерного случая. В
качестве граничных условий задаются расход жидкости на входе в скважину и
давление на правой границе l = Ldomain, равное давлению, полученному из ана-
литического решения для прямолинейной трещины. Распределения давления и
раскрытия, удовлетворяющие уравнениям движения жидкости и деформации
породы в прискважинной области, рассчитываются методом релаксации.

Разработанная модель применена для описания эффекта пережатия для
двух видов траекторий продольной трещины. Траектория первого вида — глад-
кая с постоянным радиусом кривизны R представляет собой дугу окружности
выходящую из окружности скважины под углом α и распространяющуюся до
выхода на направление действия максимальных напряжений σmax в естествен-
ном залегании, которому соответствует ось x выбранной системы координат,
как показано на рисунке 4.43. Траектории второго вида состоят из отрезка дли-
ной l∗, выходящего из окружности скважины под углом α, и прямолинейной
части, ортогональной направлению действия минимальных напряжения σmin,
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которая соединяется с прямым отрезком, как показано на рисунке 4.44.
Вычислительные эксперименты были проведены для породы, характеризу-

ющейся модулем Юнга E = 38ГПа и коэффициентом Пуассона 0.25, сжатой
напряжениями σmin = 50МПа и σmax = 75МПа. Трещина распространялась
при закачке ньютоновской жидкости с коэффициентом вязкости µ = 1.2Па · с
с расходом Qin = 0.00166м2 / с на единицу высоты скважины. Рассматрива-
лось состояние трещины, соответствующее моменту времени, когда ее длина
достигает значения Lfrac = 40м. Размер прискважинной части Ldomain = 10м
выбран достаточно большим, чтобы НДС на границах области слабо зависело
от формы криволинейной части трещины.

На рисунке 4.42 приведены смещения точек породы в прискважинной об-
ласти и смещения границ скважины и берегов трещины, которые демонстри-
руют эффект уменьшения раскрытия трещины у скважины. На рисунке 4.43
приведены распределения раскрытия трещины с гладкой траекторией вдоль
длины трещины при фиксированном угле поворота α = 60◦ и при фиксиро-
ванном радиусе кривизны. Видно, что большая длина криволинейного участка
траектории, определяемая углом поворота и радиусом кривизны, приводит к
большему пережатию, которое может уменьшить раскрытие трещины до 15%

от раскрытия прямолинейной трещины. На рисунке 4.44 приведены распре-

Рисунок 4.43 – Распределения раскрытия трещины с круговой траекторией вдоль длины трещины
при фиксированном угле поворота α = 60◦ (слева) и при фиксированном радиусе кривизны траек-
тории R = 0.5м (справа). Слева: точки – R = 0.5м, пунктир – R = 3м, точка-пунктир – R = 4м.

Справа: сплошная – α = 0◦; точки – α = 30◦, пунктир – α = 60◦, точка-пунктир – α = 80◦.

деления раскрытия трещины с кусочно прямолинейной траекторией вдоль ее
длины при фиксированном угле поворота α = 60◦ и при фиксированной длине
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прямолинейного участка R = 0.5м. Эта серия вычислительных экспериментов
позволяет подтвердить вывод о прямой зависимости величины уменьшения рас-
крытия трещины от длины участка трещины, неортогонального направлению
действия минимальных напряжений. Так же видно, что для обоих семейств
траекторий величина пережатия сильно зависит от угла поворота α, а область
пережатия ограничена искривленным участком трещины.

Рисунок 4.44 – Распределения раскрытия трещины с изломом вдоль длины трещины при фиксиро-
ванном угле поворота α = 60◦ (слева) и при фиксированной длине прямолинейного участка R = 0.5м
(справа). Слева: точки – R = 0.5м, пунктир – R = 3м, точка-пунктир – R = 4м. Справа: сплошная

– α = 0◦; точки – α = 30◦, пунктир – α = 60◦, точка-пунктир – α = 80◦.

В работе [24] предложенная двумерная модель с фиксированной траектори-
ей трещины была обобщена на случай обсаженной скважины. Развитие модели
заключалось в рассмотрении деформации материала, состоящего из стальной
обсадной колонны, цементной колонны и породы, имеющих различные моду-
ли Юнга (200, 8.28 и 20.7 ГПа, соответственно). Между областями ставилось
условие равенства нормальных границе компонент векторов смещений и напря-
жений и задавались нулевые значения их касательных границе компонент. На
основе модифицированной модели рассчитаны смещения в каждой из областей,
как показано на левой части рисунке 4.45, и продемонстрировано сохранение
эффекта пережатия в обсаженных скважинах, как видно из правой части ри-
сунке 4.45. Модель трещины с заданной траекторией позволила обнаружить
уменьшение раскрытия искривленной трещины в прискважинной области, по-
казать возможность критического для закачки проппанта пережатия и оценить
влияние параметров траектории и параметров НДС породы в естественном за-
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Рисунок 4.45 – Смещения границ скважины, стали и цемента и берегов трещины в окрестности
обсаженной скважины (слева) Распределения раскрытия прямолинейной трещины и искривленной

трещины с гладкой траекторией α = 45◦ (слева)

легании на его величину Однако в рамках этой модели нельзя сделать вывод о
неизбежности пережатия, поскольку она не отвечает на вопрос о реализуемости
различных видов траекторий при распространении трещины.

Моделирование на основе двумерной модели с выбором траектории

В работе [75] предложена модель с выбором направления распространения тре-
щины, являющаяся развитием модели с фиксированной траектории. Развитие
заключалось в использовании для решения задачи определения НДС породы,
вызванного давлением в трещине, более экономичного МГЭ5 вместо МКР, рас-
смотрении всей трещины без выделения прискважинной части и добавлении
критерия распространения трещины. Используемый двумерный критерий рас-
пространения трещины основывается на принципе локальной симметрии [204]
и критерии скорости высвобождения энергии разрушения [172], записанных в
неявной постановке, как и предложенный в Главе 3 глобальный критерий.

На основе этой модели был описан эффект пережатия трещины без предва-
рительного задания ее траектории. Предполагалось, что распространение начи-
нается с зародышевой трещины, ориентация которой определяется НДС породы
и конфигурацией области перфорирования и не может быть определена на осно-

5 Двумерная версия МГЭ является прообразом описанного в § 2.4 трехмерного МГЭ, не принадлежит
автору диссертации и упоминается для полноты описания двумерной модели.
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ве модели распространения. Поэтому были рассмотрены различные ориентации
зародышевой трещины, описываемые углом поворота α. На основе серии вы-

Рисунок 4.46 – Траектории распространения трещины гидроразрыва в зависимости от угла перфо-
рирования α: 1 – α = 30◦, 2 – α = 60◦, 3 – α = 90◦

Рисунок 4.47 – Траектории распространения трещины гидроразрыва при угле α = 30◦ в зависимости
от соотношения главных напряжений залегания k = σmax/σmin: 1 – k = 1.0, 2 – k = 1.1, 3 – k = 1.25,

4 – k = 1.5, 5 – k = 2.0

числительных экспериментов выявлены зависимости траектории трещины от
угла наклона зародышевой трещины α и анизотропности НДС породы, харак-
теризующейся отношением значения максимальных сжимающих напряжений
в породе к минимальным k = σmax/σmin. На рисунке 4.46 и 4.47 приведены
траектории трещин, полученные для различных углов поворота и напряже-
ниях в породе. Значения остальных параметров задачи были заданы следую-
щим фиксированным значениям. Диаметр скважины D = 0.1м, длина перфо-
рации L0 = 0.1м. Модуль Юнга породы E = 20.7 ГПа, коэффициент Пуассона
ν = 0.27, трещиностойкость KIc = 1.5 МПа·м0.5. Напряжения залегания рав-
ны σmin = 69 МПа, σmax = 103.5 МПа. Степенная жидкость с коэффициентом
консистенции K = 0.6 Па·сn и показателем степени n = 0.8 закачивалась с
расходом Qin = 0.7 · 10−3 м2/c в каждое крыло трещины.
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Видно, что размер криволинейного участка не превосходит нескольких диа-
метров скважины, что соответствует представлениям, сформированным на ос-
нове экспериментальных исследований [26], и увеличивается при увеличении
анизотропности НДС породы. Также показано, что величина пережатия суще-
ственно зависит от угла поворота зародышевой трещины α и может достигать
80% от раскрытия прямолинейной трещины. Это можно наблюдать на рисун-
ке 4.48, где приведены распределения раскрытия трещины вдоль ее длины при
различных углах поворота зародышевой трещины.

Рисунок 4.48 – Распределения раскрытия трещины вдоль ее длины при различных углах поворота
зародышевой трещины α: 1 – α = 30◦, 2 – α = 60◦, 3 – α = 90◦

4.5. Заключение по Главе 4

Трехмерная модель распространения трещины, вызванной закачкой вязкой
жидкости, применена для исследования распространения трещины гидрораз-
рыва пласта.

• Проведена верификация путем сравнения результатов моделирования рас-
пространения радиальной трещины с результатам расчета с использованием
одномерной модели и аналитическим решением, полученным для режима
течения с доминирующей вязкостью.

• Показано, что при инициации трещины в направлении, не совпадающем
с плоскостью действия минимальных напряжений в породе, возникает пе-
режатие трещины в окрестности скважины. Для продольной к скважине
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трещины это пережатие выражено значительно сильнее (до 80%), чем для
поперечной (до 30%) и оказывает больший эффект на падение давления
в прискважинной области. Эффекта пережатия для продольной трещины
может описываться на основе моделирования в двумерной постановке, так
как скорость распространения трещины вдоль скважины значительно пре-
восходит скорость распространения вглубь породы.

• На основе численного анализа чувствительности траектории трещины и ос-
новных ее параметров получено подтверждение выводов, сделанных на ос-
нове безразмерного анализа. Показано, что при моделировании распростра-
нения трещины, вызванной закачкой в нее жидкости сложной реологии, на
этапе формирования траектории можно использовать модель ньютоновской
жидкости с правильно подобранным коэффициентом эффективной вязко-
сти. Предельное напряжение сдвига на этом этапе не оказывает влияния на
распространение трещины и может не учитываться.



164

Иерархия моделей
распространения трещины
при закачке в нее вязкой
жидкости

Последняя глава диссертации посвящена описанию иерархии моделей тре-
щин, которые получаются из представленной выше полностью трехмерной
модели путем добавления предположений о форме трещины. Такие предпо-
ложения позволяют упростить описание движения жидкости, напряженно-
деформированного состояния упругого материала и условий его разрушения,
что повышает эффективность моделей при сужении области их применимости.
В рамках диссертационного исследования разработаны модели, основывающи-
еся на следующих упрощающих предположениях.

• Поверхность трещины является заданной. Это позволяет находить на
каждом шаге только величину приращения трещины в каждой точке ее
фронта и отказаться от поиска направления распространения. Такая тре-
щина может реализоваться на границе между материалами, и на основе
модели такой трещины решена задача об определении стойкости гидроизо-
ляции скважины к трещинам между цементной пробкой и обсадной колон-
ной, описанная в параграфе 5.1.

• Поверхность трещины является плоскостью. В этом случае решение за-
дачи деформации породы может быть выписано в виде интеграла, связы-
вающего раскрытие трещины и давление в ней, и нет необходимости искать
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все три компоненты вектора смещений. На основе такого предположения
разрабатываются плоские трехмерные модели трещин ГРП, реализация од-
ной из которых описана в параграфе 5.2.

• Плоская трещина имеет круговую форму. Такое предположение позволяет
получить одномерные уравнения движения жидкости и осесимметричное
решение задачи деформации породы. В рамках диссертационной работы
модели круглой трещины применены для оценки места закупоривания тре-
щины проппантом (параграф 5.3) и определения параметров естественных
трещин по данным о потерях бурового раствора (параграф 5.4).

• Длины плоской трещины много больше ее фиксированной высоты. Благо-
даря этому предположению и гипотезе о независимости поперечных сече-
ний, задача, как и в предыдущем случае, сводится к одномерной с локаль-
ной связью между давлением и раскрытием. Это предположение лежит как
в основе классической PKN модели, так и двух приведенных в диссертации
моделей, которые применялись для описания переноса проппанта в трещине
и эволюции трещины до и после его остановки (параграфы 5.5, 5.6).

5.1. Модель трещины, распространяющейся

вдоль заданной поверхности

В этом параграфе предложена модель трещины, полученная из описанной вы-
ше полностью трехмерной модели путем добавления предположения о заданной
форме поверхности, вдоль которой распространяется трещина. В рамках такого
предположения нет необходимости в использовании критерия, определяющего
направление распространения трещины, и для определения формы фронта ис-
пользуется только критерий величины распространения. Полученная модель
применяется для описания распространения трещины вдоль границы гидро-
изоляции скважины (пробки) и обсадной колонны [15].
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5.1.1. Актуальность задачи

При эксплуатации нефтяных скважин часто возникает необходимость изоли-
ровать нефтеносные слои от водоносных, а также отделить нефтеносные слои
друг от друга. Кроме того гидроизоляция необходима при консервации сква-
жины или при использовании истощенных месторождений для консервирова-
ния углекислого газа, призванного повлиять на его количество в атмосфере и
уменьшить парниковый эффект [254].

Для этого применяется технология цементирования скважин, согласно ко-
торой внутрь обсадной колонны скважины помещается цементный раствор, об-
разующий после застывания цементную пробку. Развитие добычи сланцевых
газа и нефти, требующей большого количества как бурения скважин, так и их
последующей консервации обуславливает необходимость исследования свойств
и надежности гидроизоляции. При этом из-за высокой цены специального обо-
рудования и материалов необходимо соблюдать баланс между стоимостью за-
купоривания скважины и надежностью гидроизоляции [255]. Хотя в настоящее
время существуют попытки стандартизировать размеры пробки, параметры це-
мента и другие параметры цементирования, в них часто не учитываются такие
особенности пластов, как температура, пластовое давление и т.д., которые су-
щественно могут влиять на надежность гидроизоляции [256]. Несмотря на то,
что пробка предназначена для полного изолирования нижней и верхней частей
скважины друг от друга, потенциально возможны несколько путей перетока
жидкости или газа между ними. Эти пути схематично показаны на рисунке 5.1,
заимствованном из работы [254], и включают в себя следующие: через микрока-
налы на границах стальной обсадной колонны и цемента внутри или снаружи
нее (a, b), на границе цемента с породой (f) или путем фильтрации через мате-
риал пробки (c).

Описанная ниже модель направлена на описание образования и распростра-
нения трещины на стыке обсадной колонны и пробки, которая приводит к об-
разованию микроканалов, соответствующих случаю (b) на рисунке 5.1. Пред-
полагается, что пробка находится под действием пластового давления, прило-
женного к нижнему торцу и давления в скважине, приложенного к верхне-
му. Изменения этих давлений, а также других параметров среды, окружающей
пробку, могут привести к нарушению целостности пробки или нарушению ее
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связи с обсадной колонной и прорыву жидкости из одной части скважины в
другую. В работах [ [257–259]] приводится количественный анализ риска утеч-
ки жидкости в скважину. Авторы работ утверждают, что трещины образуются
только внутри обсадной колонны в канале, образовавшемся в случае неудачной
заливки цемента, внутри цемента или, что наиболее распространено, на грани-
це обсадной колонны и цементной пробки либо цементной оболочки и породы.
В работе [260] на основе лабораторных и полевых тестов также было получено,
что основной причиной утечек жидкости в скважину является отслоение це-
мента от стальной колонны. Кроме того, модель, разработанная для описания
распространения трещины по внутренней границе обсадной колонны, может
быть после незначительных модификаций применена для описания трещины,
распространяющейся и по ее внешней стороне.

Применение разработанной модели трещины, распространяющейся вдоль
заданной поверхности, позволит ответить на следующие вопросы, касающиеся
особенностей распространения трещины по границе цементной пробки и сталь-
ной обсадной колонны, ответы на которые могут быть использованы при разра-
ботке рекомендаций для инженеров, проектирующих гидроизоляцию скважин.

• Если на нижней стороне пробки есть дефекты цементирования, неплотное
прилипание цемента к стальной колонне и т.д., то имеет ли значение раз-
мер этого дефекта? Необходимы ли дополнительные меры по укреплению
нижней части пробки или достаточно избегать крупных дефектов цементи-
рования?

• Если все-таки произошло образование канала по границе цемента и обсад-
ной колонны, то какую форму канала надо использовать при расчете объ-
ема протекания жидкости через гидроизоляцию? Происходит ли полный
отрыв пробки от обсадной колонны или канал занимает лишь часть сече-
ния?

• Какие параметры среди тех, что могут контролироваться при проведении
работ по закупориванию скважины, влияют на надежность гидроизоляции?
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Рисунок 5.1 – Схема ствола скважины с гидроизоляцией и возможные причины утечки жидкости
(заимствовано из [254]).

5.1.2. Постановка задачи

Рассматривается распространение трещины по границе цементной пробки и
стальной обсадной колонны, которое вызвано проникновением жидкости в тре-
щину под действием повышающегося давления в скважине на нижнем торце
пробки (см. рисунке 5.2). При моделировании распространения трещины опи-
сывается деформация пробки, движение вязкой жидкости внутри нее и разру-
шение пробки на границе со стальной колонной.

Предполагается, что пробка помещается в скважину путем закачки задан-
ного объема жидкого цемента с помощью давления, которое обеспечивает его
продвижение на заданную глубину. Так как поровая жидкость из пласта сво-
бодно попадает в ствол скважины ниже пробки, то абсолютное давление на
нижней границе пробки в момент ее помещения (t = t0) совпадает с давлением
пластовой жидкости P абс

п,0 . Распределение абсолютного давления в остальном
цементе P абс

п,0 (z) в этот момент определяется влиянием силы тяжести и равно

P абс
п,0 (z) = P абс

п,0 (z)− ρcgz (5.1)
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Рисунок 5.2 – Постановка задачи о распространении трещины, расчетная сетка и деформация пробки
(смещения боковой поверхности увеличены в 1000 раз

После застывания цемента t = t1 в нем возникает дополнительное давление Pc, и
напряженно-деформированное состояние уже твердой пробки характеризуется
шаровым тензором напряжений

σабс0 = −P абс
ц,1 (z)I, P абс

ц,1 (z) = P абс
п,0 (z) + Pc = P абс

п,0 (z)− ρcgz + Pc (5.2)

При решении задачи о распространении трещины вдоль границы пробки это
ее состояние будет считаться исходным, и изменение напряжений, деформаций
и смещений материала будет рассчитываться относительно этого состояния. В
результате фильтрации пластовой жидкости к скважине давление в ее окрест-
ности повышается на некоторую величину Pp. Это вызывает отслаивание це-
мента от обсадной колонны и заполнение образовавшейся трещины пластовой
жидкостью. В этот момент (t = t2) на нижний торец пробки Γн и заполненную
жидкостью область Γp (см. рисунок 5.2), действуют давления, равные

Γн : P абс
п,2 = P абс

п,0 + Pp,

Γp : P абс
ж,2 = P абс

п,0 − ρfgz + p, (5.3)

Здесь давление жидкости в трещине P абс
ж,2 представлено в виде суммы трех сла-

гаемых: пластового давления на момент помещения цемента P абс
п,0 , гидростати-

ческой составляющей ρfgz и в общем случае переменного, нелинейного рас-
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пределения давления p, вызванного движением жидкости в трещине и удовле-
творяющего условию p

∣∣
z=0

= Pp. Абсолютное поровое давление P абс
п,2 намного

превышает его вариации Pp, а влияние силы тяжести может быть добавлено и
в уравнения движения жидкости и в уравнения упругого равновесия благодаря
их линейности. Поэтому для снижения погрешности вычислений при численном
моделировании использовались относительные напряжения σотн0 = σабс − σабс0 ,
характеризующие изменение напряженного состояния пробки относительно со-
стояния в момент застывания цемента t = t1, и выше введенное давление p.
Давления, действующие на нижний торец пробки и в области, где произошло
отслоение, в терминах относительных напряжений σотн0 записываются как

Γн : P отн
п,2 = P абс

п,1 − P абс
ц,1

∣∣
z=0

= Pp − Pc,

Γж : P отн
ж,2 = P абс

ж,2 − P абс
ц,1 = p− Pc + (ρc − ρf)gz. (5.4)

Эти давления используются для постановки задачи упругого равновесия, а
задача движения жидкости будет решаться без учета силы тяжести. Символ
«отн» будет далее для компактности опускаться.

Деформация материала

Как и в трехмерной модели (см. параграф 1.3.1) деформация пробки описы-
вается уравнениями упругого равновесия в предположении однородности, изо-
тропности и линейной упругости материала 1.5–1.7 Отличия постановок заклю-
чаются в формулировке граничных условий. Расчетная область представляет
собой цилиндр (см. рисунок 5.2), на нижнем Γн и верхнем Γв торцах которо-
го задана нормальная к поверхности компонента тензора напряжений, равная
поровому давлению жидкости в резервуаре (пластовому давлению) снизу Pp

и сверху P0 от пробки и давлению Pf движущейся жидкости в области, где
произошел отрыв,

Γн : p = Pp, Γв : p = P0, Γp : p = Pf . (5.5)

Во всех случаях силами трения жидкости и цемента пренебрегается, и нор-
мальная к поверхности компонента тензора напряжений задается равной нулю.
В области Γu, где цемент остается в контакте с обсадной колонной, заданы ну-
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левые смещения
Γu : u = 0. (5.6)

В результате решения краевой задачи (1.5)–(1.7), (5.5)–(5.6) методом гранич-
ных элементов [5] рассчитывается вектор смещений u, по которому вычисляется
раскрытие трещины w в области Γp. Деформация стальной обсадной колонны
считается незначительной, так как модуль Юнга стали значительно (до 10 раз)
превосходит модуль Юнга цемента, что обуславливает пропорционально мень-
шие деформации.

Следует отметить, что в момент затвердевания цемента пробка находится в
преднапряженном состоянии. Предполагается, что это напряженное состояние
обуславливается гидростатическим давлением −ρcgz цемента с плотностью ρc

и дополнительным давлением, образующимся в результате гидратации цемента
Pc. Поэтому избыточное давление жидкости в граничном условии (5.5) с учетом
преднапряженного состояния рассчитывается как

Pf(z) = p− Pc + (ρc − ρf)gz, (5.7)

где p —давление жидкости, полученное из решения уравнений ее движения
без учета влияния силы тяжести, ρf — плотность жидкости, а уровень z = 0

соответствует нижнему торцу пробки.

Движение жидкости

Для описания движения жидкости в трещине используется модель, описанная
в параграфе 3.1.2, записанная для частного случая ньютоновской жидкости с
постоянной вязкостью µ.

В отличие от полной трехмерной модели, расчетная область для уравне-
ний движения жидкости соответствует области отрыва цемента от стальной
колонны (см. рисунок 5.2). На фронте жидкости Γф и входной границе ставят-
ся условия для давления, поскольку расход жидкости в трещину неизвестен

Γж : p = 0, Γн : p = Pp. (5.8)

Уравнения (5.11), (5.12) с граничными условиями (5.8), как и в полной трех-
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мерной модели, решаются методом конечных элементов, описанном в парагра-
фе 3.2. При этом используется та же сетка и те же базисные функции, что и
в методе граничных элементов, применяемом для решения уравнений упругого
равновесия, как описано в параграфе 1.3 и работах [3, 4]. Положение фрон-
та жидкости Γж в каждый момент времени определяется из условия Стефана
(5.17), согласно которому скорость жидкости на фронте равна скорости дви-
жения фронта. Как и в полной модели трещины гидроразрыва предполагается
наличие отставания фронта жидкости Γж от фронта трещины Γф (см. рису-
нок 5.2). В этой области жидкость отсутствует, поэтому ее абсолютное давление
полагается равным нулю.

Критерий разрушения

Так как поверхность, вдоль которой распространяется трещина задана внутрен-
ней поверхностью осадной колонны, нет необходимости в выборе направления
распространения трещины. Для выбора величины приращения используется
классический силовой критерий хрупкого разрушения, предложенный Ирви-
ном [159], согласно которому трещина распространяется, когда коэффициент
интенсивности напряжений (КИН) на ее фронте достигает критического значе-
ния для рассматриваемого материала. Поэтому на фронте трещины Γф ставится
условие

KI = KIc, (5.9)

которое и является условием для определения формы фронта трещины на каж-
дом шаге ее распространения. Поскольку модули Юнга стали и цемента отли-
чаются, как минимум, на порядок, предполагается, что обсадная колонна яв-
ляется абсолютно жестким телом. Это исключает наложение берегов трещины
друг на друга и позволяет при расчете КИН учитывать только смещения це-
мента. КИН KI вычисляется по раскрытию трещины в окрестности фронта на
основе интерполяционных формул, описанных, например, в [5], которые допол-
нены условием неподвижности одного из берегов трещины. При определении
критического значения КИН для трещины, распространяющейся по границе
материалов, следует учитывать свойства каждого из материалов и величину
сил их сцепления. Однако так как в распоряжении автора нет достаточной
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информации об этих свойствах, то предполагалось, что KIc может принимать
любое значение от 0 до критического значения KIc, соответствующего цементу.
Ниже будет показано, что этот параметр слабо влияет на способность пробки
противостоять давлению жидкости, поэтому можно ожидать, что приведенные
выше упрощения незначительно сказываются на результатах моделирования.

5.1.3. Валидация

Ввиду сложности получения полной информации о поведении закупоренной
скважины, находящейся в реальном пласте, для валидации построенной моде-
ли был выбран лабораторный эксперимент, описанный в [261]. Лабораторные
образцы были изготовлены путем цементирования алюминиевой (E = 69ГПа,
ν = 0.33) трубы диаметра Ds = 40мм, имитирующей обсадную колонну ствола
скважины, в скважину в блоке полиметилметакрилата (E = 3.3ГПа, ν = 0.35).
«Цемент» представлял собой эпоксидную систему (E = 2.5ГПа, ν = 0.35). Вяз-
кость закачиваемой жидкости равнялась µ = 11.9Па · c, а давление на нижнем
торце пробки было зафиксировано равным Pp = 10МПа. Трещина распростра-
нялась вдоль границы цемент-порода от нижнего конца пробки к ее верхнему
концу. Формы трещин в различные моменты времени в ходе эксперимента пока-
заны на рисунке 5.3. Видно, что в эксперименте наблюдалось распространение
трещины как в продольном, так и в окружном направлениях. Разработанная

Рисунок 5.3 – Формы трещины, наблюдавшиеся в эксперименте [261]

численная модель способна описывать деформацию упругой пробки внутри, а
не снаружи обсадной колонны. Поэтому при выполнении вычислительного экс-
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перимента материал со свойствами, соответствующими полиметилметакрилату,
используемому в эксперименте, был помещен внутрь обсадной колонны и тре-
щина в вычислительном эксперименте распространяется внутри нее, а не сна-
ружи, как в лабораторном. В результате удалось провести лишь качественное
сравнение с экспериментом. Как и для реальных пробок, жесткость материала
обсадной колонны в эксперименте много больше жесткости пробки, поэтому де-
формациями обсадной колонны пренебрегалось. Из-за неполного соответствия
геометрии удалось провести лишь качественное сравнение с экспериментом.

Для оценки величины ошибки, вносимой численным решением уравнений
была проведена серия расчетов на последовательности сгущающихся сеток, со-
держащих 160, 300 и 600 узлов для покрытия поверхности начальной трещины,
с размерами элемента у фронта трещины 2, 1, и 0.5мм, соответственно, что
соответствует 1/20 — 1/80 диаметра скважины. Также изменялся другой па-
раметр численного алгоритма — величина приращения трещины за один шаг,
который определяет максимальный размер элементов, добавляемых в сетку при
приращении трещины. Его величина варьировалась от 1 до 4 мм (1/10 — 1/40
диаметра скважины). В обоих случаях была получена сеточная сходимость за-
висимости длины трещины от времени.

После выбора параметров численного алгоритма было проведено сравне-
ние с результатами лабораторного эксперимента. На рисунке 5.4 представлены
формы фронта трещины, наблюдаемые в лабораторном эксперименте и рассчи-
танные численно в различные моменты времени. Формы фронта, полученные
на первых шагах моделирования, совпадают с формами, полученными в экспе-
рименте. Там же приведены зависимости угла раствора трещины Θ, вычисляе-
мого по ее поперечному размеру h и диаметру скважиныDs, от длины трещины
вдоль скважины L. Как видно, рассчитанная зависимость близка к наблюдае-
мой в лабораторном эксперименте. При дальнейшем распространении трещины
асимметричность формы фронта возрастала, что в силу симметричности поста-
новки задачи при проведении вычислительного эксперимента не может быть
воссоздано.

Проведенное сравнение показывает, что предложенная модель позволяет
описывать распространение трещины по границе обсадной колонны и цемент-
ной пробки, вызванной закачкой в нее вязкой жидкости.
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Рисунок 5.4 – Формы фронта трещины, полученные в эксперименте (сплошные линии) и в числен-
ном моделировании (пунктирные линии), в различные моменты распространения трещины (слева).

Зависимость угла раствора Θ от длины трещины L вдоль оси скважины (справа)

5.1.4. Оценка стойкости гидроизоляции скважины

Для проведения вычислительных экспериментов были выбраны следующие па-
раметры: модуль Юнга цемента E = 9ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.15,
плотность ρc = 2000кг/м3, коэффициент трещиностойкости KIc варьировался
от 0.025 до 0.2МПа·

√
м, плотность поровой жидкости ρc = 800кг/м3, вязкость

µ = 0.2Па · c, внутренний диаметр обсадной колонны Ds = 0.3м, пластовое дав-
ление и давление застывания цемента, если не указано иное, равны Pp = 10МПа
и Pc = 0.

Влияние размера начального дефекта

Одной из целей исследования была оценка чувствительности давления, необхо-
димого для начала распространения трещины, к размеру начального дефекта,
обусловленному несовершенством цементирования. Для этого были рассмотре-
ны дефекты различного размера и для каждого найдено давление, необходи-
мое для удовлетворения критерия распространения (5.9). В качестве параметра,
определяющего размер дефекта или начальной трещины, выбран угол раство-
ра трещины Θ (см. рисунок 5.4). Для упрощения анализа предполагается, что
критерий удовлетворяется во всех точках фронта, что позволяет для каждого
угла раствора Θ определить длину трещины и форму фронта.



176

В самом деле, если в для распространения трещины в каких-либо точках
фронта требуется большее давление, чем для распространения в остальной его
части, то это давление приведет к распространению всего фронта до тех пор,
пока не условие (5.9) не будет выполнено для всего фронта.

Рисунок 5.5 – Форма трещины с постоянным давлением (слева). Зависимости давления, необходимо-
го для распространения трещины, (сплошная линия) и длины трещины (пунктир), от угла раствора

трещины Θ (справа)

На рисунке 5.5 приведены формы фронта, полученные для различных уг-
лов раствора Θ, и зависимость давления, необходимого для начала распростра-
нения трещин, имеющих такую форму. Видно, что с ростом размера дефекта
давление ведет себя не монотонно. Как и в случае круговых трещин в простран-
стве, давление, необходимое для начала распространения трещины, падает с
ростом ее размера. Затем, из-за того, что трещина находится в ограниченном
пространстве, зависимость давления от размера становится обратной, в силу
того, что трещина охватывает пробку с разных сторон и сжимающие напряже-
ния в пробке увеличиваются. Этот эффект говорит о том что, если произошла
инициация трещины, то угол ее раствора достигнет примерно Θ = 90◦, так как
для роста трещины требуется меньшее давление, чем для инициации. Таким
образом показано, что размер начального дефекта не важен и в практических
приложениях следует либо обеспечивать совершенное прилипание цемента к
обсадной колонне, либо искать механизмы, предотвращающие распростране-
ние трещины, а не ее инициацию. Сходный вывод был сделан в [262], где на
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основе экспериментального исследования прочности цементных пробок сделан
утверждалось о существенном увеличении их стойкости при использовании до-
полнительного укрепления именно их нижней части (металлические пробки,
высоковязкие жидкости и т.д.).

Второе наблюдение из рисунка 5.5, заключается в том, при увеличении раз-
мера трещины ее форма становится более вытянутой вдоль скважины. При
увеличении угла раствора Θ наряду с ростом давления Pc, необходимого для
распространения трещины наблюдается рост и производной ∂L/∂Θ, что видно
по углу наклона графика. Это говорит о том, что с ростом размера трещи-
ны распространение вдоль скважины становится предпочтительным, то есть
требует меньшего давления в трещине, чем распространение в окружном на-
правлении. Последнее исключает возможность распространения трещины по
всей окружности скважины и полный отрыв пробки от обсадной колонны. Тот
же вывод был сделан в [261] на основе лабораторных экспериментов и анализа
напряженного состояния пробки в двумерной постановке.

Влияние пластового давления на скорость распространения трещины

Очевидно, что, так как для инициации трещины требуется увеличение давле-
ния, то повышение давления приводит к большей вероятности инициации тре-
щины. Однако важным параметром является скорость, с которой будет распро-
страняться трещина после инициации. Для определения этой величины необ-
ходимо описывать движение жидкости в трещине вместо задания в ней по-
стоянного давления, как было сделано в предыдущем разделе. На рисунке 5.6,
слева приведены зависимости длины трещины от времени, полученные для раз-
личных длин начальной трещины и давлений резервуара. Видно, что трещины
различной начальной длины распространяются с одинаковой скоростью, кото-
рая зависит от пластового давления Pp. Единственное отличие состоит в том,
что трещине, стартующей с меньшего дефекта, требуется некоторое незначи-
тельное время для достижения размера большего начального дефекта. Эти за-
висимости подтверждают вывод, сделанный в предыдущем разделе без учета
движения жидкости, об отсутствии влияния размера начального дефекта на
распространение трещины. На том же рисунке 5.6, справа в логарифмическом
масштабе приведены зависимости скорости распространения трещины vт от ее
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длины, полученные при различных значениях пластового давления. Видно, что
эта величина является определяющим параметром для скорости распростране-
ния трещины, так, например, ее увеличение в 2-3 раза приводит к увеличению
скорости распространения трещины в 10-30 раз.

Рисунок 5.6 – Зависимости длины трещины от времени при различных длинах начальной трещины
L0 и давлениях в резервуаре Pp (слева: ): 1, 3 — Pp = 10МПа; 2, 4 — Pp = 2МПа; 1, 2 — L0 = 0.1м;
3, 4 — L0 = 0.4м. Зависимости скорости распространения трещины от времени при различных

давлениях в резервуаре: 1, 2, 3 — Pp = 5, 10, 15МПа соответственно (справа)

В отличие от существенного влияния давления Pp, действующего на ниж-
ний торец пробки, влияние давления P0, действующего на ее верхний торец со
стороны столба жидкости в скважине, незначительно. Этот факт был подтвер-
жден серией расчетов, проведенных при различных значениях этого давления,
и подкрепляется следующими теоретическими рассуждениями.

После застывания пробка представляет собой цилиндр, большая часть боко-
вой поверхности которого (за исключением области течения жидкости) нераз-
рывно связана с обсадной колонной и потому неподвижна. Это значит, что дей-
ствие давления на пробку со стороны верхнего торца компенсируется силами,
вызванными условиями прилипания на боковой поверхности в его окрестности.
То есть равнодействующая сил, действующих со стороны столба жидкости и об-
садной колонны, равна нулю. Так как диаметр пробки не превосходит полумет-
ра, а длина пробки обычно более десяти метров, размер области, где действуют
силы, вызванные приложением давления , много меньше, чем расстояние до
нижнего торца пробки — области, где происходит начальное развитие трещины.
Это позволяет применить принцип Сен-Венана, согласно которому локальным
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распределением сил, равнодействующая которых равна нулю, можно пренебре-
гать при описании напряженно-деформированного состояния на достаточном
удалении от области, где они приложены.

Влияние трещиностойкости цемента на скорость распространения
трещины

Важным параметром при изучении механики трещин является трещиностой-
кость или критическое значение коэффициента интенсивности напряженийKIc.
Значение этого параметра для пары материалов сталь-цемент в общем случае
трудно определима, так как зависит от параметров самого цемента и условий
его затвердевания. Тем не менее, при проведении работ по закупориванию сква-
жины эта величина поддается влиянию путем выбора параметров цемента, вре-
мени его затвердевания до снятия давления с верхнего торца пробки и т.д., по-
этому исследование чувствительности стойкости пробки к изменению этой ве-
личины представляет интерес для инженеров, проектирующих закупоривание
скважины. Достоверно известно, что трещиностойкость соединения ограниче-
на снизу и сверху нулем и трещиностойкостью самого цемента. Поэтому для
изучения влияния этого неизвестного параметра его значение варьировалось в
интервале 0.025МПа · c ≤ KIc ≤ 0.2МПа · c и оценивалась изменение скоро-
сти распространения трещины, как показано на рисунке 5.7. Хотя при малых
значениях трещиностойкости из-за численных эффектов скорость распростра-
нения в немонотонна, но ее усредненное поведение совпадает наблюдаемым в
остальных случаях — скорость распространения уменьшается с ростом длины
трещины.

Видно, что трещиностойкость материала (или границы между материала-
ми) влияет на скорость распространения трещины, но это влияние снижает-
ся с ростом ее длины. Например, когда длина трещины равна двум диамет-
рам ствола скважины (≈ 0.6м), скорость распространения, полученная при
KIc = 0.025МПа · c в 4 раза больше скорости, полученной при KIc = 0.2МПа · c
(в 8 раз большей трещиностойкости). Но это соотношение уменьшается пример-
но до 1.5, когда длина трещины достигает десяти диаметров ствола скважины
(≈ 3м). Таким образом можно сделать вывод, что влияние трещиностойкости
на скорость распространения трещины ограничено начальным этапом распро-
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странения трещины, когда ее длина не превышает примерно десяти диаметров
ствола скважины.

Рисунок 5.7 – Зависимости скорости распространения трещины от ее длины при различных значе-
ниях трещиностойкости цемента: 1 —KIc = 0.025МПа · c; 2 —KIc = 0.05МПа · c; 3 —KIc = 0.1МПа · c;

4 —KIc = 0.2МПа · c

Влияние преднапряженного состояния цемента на скорость распро-
странения трещины

Еще один параметр, который доступен для влияния со стороны инженеров, про-
ектирующих закупоривание скважины, это давление Pc, которое характеризует
преднапряженное состояние цемента, зависящее как от давления, при котором
происходит его застывание, так и от добавок, влияющих на степень его сжатия
или расширения при застывании. На основе уравнения (5.7), в котором дав-
ление в цементе вычитается из давления жидкости, можно ожидать, что его
влияние будет по величине эквивалентно влиянию пластового давления, но про-
тивоположным по знаку. Для проверки этого предположения были рассчитаны
скорости трещины при двух значениях пластового давления Pp = 10 и 9МПа и
трех значений давления цемента Pc = 0, 0.5 и 1МПа. Как видно из рисунке 5.8,
скорости, полученные для случаев Pp = 10МПа, Pc = 0.5МПа и Pp = 9МПа,
Pc = 0МПа близки, то есть увеличение давления цемента на 0.5МПа оказалось
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практически эквивалентным снижению пластового давления на 1МПа. Это объ-
ясняется тем, что приведенное выше соображение не учитывает эффект отста-
вания фронта жидкости от фронта трещины, в результате которого образуется
область не заполненная жидкостью. В этой области проявляется влияние давле-
ния застывания цемента, но отсутствует влияние пластового давления. Таким
образом, одним из способов повышения стойкости гидроизоляции скважины
может являться повышение давления, характеризующего преднапряженное со-
стояние цемента, причем увеличение этого параметра имеет примерно вдвое
больший эффект, чем повышение пластового давления.

Рисунок 5.8 – Зависимости скорости распространения трещины от ее длины при различных пласто-
вых давлениях и давлениях застывания цемента: 1 — Pp = 10МПа, Pc = 0МПа; 2 — Pp = 10МПа, Pc =

0.5МПа; 3 — Pp = 10МПа, Pc = 1МПа; 4 — Pp = 9МПа, Pc = 0МПа.

Расстояние между фронтами трещины и жидкости зависит, как и в случае
классической трещины гидроразрыва, от сжимающих напряжений в матери-
але, в роли которых в данном случае выступает напряжения в цементе. Они
складываются из гидростатических напряжений в жидком цементе перед его
застыванием и добавочного давления Pc, появившегося при его застывании.
При рассматриваемых параметрах максимальный по всему фронту размер рас-
стояния между фронтами трещины и жидкости составил 5.5 см при Pc = 0

и 2 см при Pc = 1МПа. Несмотря на то что размер области, не заполненной
жидкостью, мал по сравнению с размерами трещины, эта область расположена
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в окрестности фронта трещины, поэтому напряжения в ней оказывают влия-
ние на ширину всей трещины. Таким образом, одним из способов повышения
стойкости гидроизоляции скважины может являться повышение давления, ха-
рактеризующего преднапряженное состояние цемента, причем увеличение этого
параметра имеет примерно вдвое больший эффект, чем повышение пластового
давления.

5.1.5. Заключение по результатам применения модели

трещины, распространяющейся вдоль заданной по-

верхности

Разработанная на основе полной трехмерной модели Разработанная модель тре-
щины, распространяющейся вдоль заданной поверхности, применена для опи-
сания инициирования и распространения трещины вдоль границы цементной
пробки и стальной обсадной колонны. Валидация модели, проведенная путем
сравнения с лабораторным экспериментом [261], показала качественное согла-
сование форм фронта трещины в различные моменты времени.

На основе серии вычислительных экспериментов сделаны выводы о чувстви-
тельности скорости распространения трещины, а значит и стойкости гидроизо-
ляции скважины к следующим основным параметрам.

• Определяющим параметром, влияющим на скорость распространения тре-
щины, является давление в пласте. Если пластовое давление превышает
давление в цементной пробке, то из дефектов цементирования на нижнем
торце пробки может развиться трещина.

• Размер дефекта цементирования не имеет значения, так как давление, тре-
буемое для продолжения распространения трещины, растёт с ростом ее раз-
мера. Только использование подходов, полностью устраняющих дефекты
цементирования на нижней границе пробки, может существенно увеличить
стойкость гидроизоляции.

• Трещиностойкость цемента или пары цемент–сталь влияет на скорость рас-
пространения трещины только на начальном этапе распространения, когда
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ее длина не превосходит десяти диаметров скважины. Увеличение агдезии
цемента не приведет к заметному повышению стойкости гидроизоляции.

• Преднапряженное состояние цемента оказывает существенное (вдвое боль-
шее, чем пластовое давление) влияние на скорость распространения тре-
щины. Увеличение давления застывания цемента на 1 МПа позволяет гид-
роизоляции противостоять пластовому давлению, увеличенному на вдвое
большую величину.

5.2. Модель плоской трехмерной трещины

Дальнейшее упрощение модели трещины проведено путем выбора плоскости в
качестве поверхности, по которой распространяется трещина [13]. Это позволя-
ет отказаться от метода граничных элементов, связывающего смещения и уси-
лия на берегах трещины через СЛАУ, и использовать интегральное уравнение,
связывающее непосредственно давление p и раскрытие трещины w. Поскольку
трещина может считаться плоской только в случае, когда размер искривленного
участка много меньше размера трещины, естественным применением плоской
модели является описание распространения развитых трещин. Такие трещины
характеризуются, в том числе, относительно малым размером “лага” – обла-
сти в окрестности кончика трещины, не заполненной жидкостью. Это не поз-
воляет использовать описанный в параграфе 1.4 алгоритм, который основан
на выделении границ фронта трещины и жидкости, так как это потребовало
бы неоправданно сильного сгущения расчетной сетки. Вместо этого в модели
используются асимптотические решения для кончика трещины [126], дающие
аналитическую зависимость раскрытия трещины от скорости распространения
и расстояния до фронта.

Плоские трехмерные модели в настоящее время широко развиваются как в
научных работах, так и в промышленных симуляторах (MFrac [110], FracCade
[134]), поскольку, в отличие от полностью трехмерных моделей, они достаточно
вычислительно эффективны, чтобы их можно было использовать для серийных
расчетов, и тем не менее способны учитывать основные особенности развитых
трещин. Поэтому иерархия моделей трещин, от простейших до полностью трех-
мерной, включает в себя и плоскую трехмерную модель.
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5.2.1. Математическая модель

Предположения о свойствах породы совпадают с предположениями, сделанны-
ми при разработке полностью трехмерной модели (однородность, изотропность
хрупкость, линейная упругость материала). Единственное отличие обусловле-
но плоской формой трещины, в результате чего при описании напряженного
состояния породы в естественном залегании учитывается только нормальное к
плоскости трещины сжимающее напряжение σc(y), которое может зависеть от
глубины залегания y. Жидкость считается ньютоновской несжимаемой с по-
стоянной вязкостью µ и постоянной скоростью закачки через перфорацию со
скоростью Qin.

Предполагается, что трещина является развитой, поэтому, в отличие от пол-
ной трехмерной модели, фронт трещины совпадает с фронтом жидкости и опи-
сывается одной и той же плоской кривой xf . Таким образом, переменными,
которые необходимо вычислять на каждом шаге распространения, являются
двумерные распределения давления p и раскрытия w и фронт трещины xf ,
который ограничивает трещину.

Система координат вводится таким образом, что начало координат (0, 0)
расположено на входе в перфорацию, а плоскость xy совпадает с плоскостью
трещины. Крылья трещины считаются симметричными, и рассматривается
только одно крыло, как показано на рисунке 5.9. Направления x, y считают-
ся эквивалентными за исключением распределения сжимающих напряжений
σc(y), которое зависит только от одной координаты.

Деформация породы

В отличие от полностью трехмерной модели при описании распространения
плоской трехмерной трещины достаточно находить только раскрытие трещи-
ны, а не все три компоненты вектора смещений. Поэтому вместо МГЭ, здесь
используется традиционное для плоских трехмерных моделей [123] решение за-
дачи о плоской нагруженной давлением трещине, записанное в виде гиперсин-
гулярного уравнения [263], [264]

p(x, y) = −E
′

π

∫
S

w(x′, y′)dx′dy′

((x′ − x)2 + (y′ − y)2)2/3
+ σc(y). (5.10)
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Рисунок 5.9 – Схема плоской трещины и расчетной сетки

Движение жидкости в трещине

Для описания движения жидкости в трещине используется модель, описанная
в параграфе 3.1.2, примененная к частному случаю ньютоновской жидкости с
постоянной вязкостью µ.

∇ · (a∇p) = f, (5.11)

where
a =

W 3

12µ
, f =

∂W

∂t
+Q(x, y)δ(x, y). (5.12)

Единственным дополнением в уравнениях (5.11)-(5.12) является источниковое
слагаемое Q(x, y, t)δ(x, y) которое включает в себя закачку жидкости через пер-
форацию в точке (x = 0, y = 0) с расходом Qin и утечку жидкости в породу
QL. Последнее рассчитывается по формуле Картера [47]

QL = − CL
(t− texp)0.5

, (5.13)

в которой используются коэффициент утечки CL и момент texp прохождения
фронта трещины через точку (x, y).

Уравнения (5.11) дополняются

1. нулевым, в силу симметричности задачи, условием на поток жидкости на
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границе симметрии, обозначенной Γq на рисунке 5.9

Γq : q = (a∇p) = 0, (5.14)

2. и условием на давление на фронте трещины xf

xf : p(x, y) = pout(x, y). (5.15)

Следует отметить, что в литературе описаны и другие варианты постанов-
ки граничных условий. Например, в [265] на фронте трещины вместо давления
задается поток жидкости. Но при таком условии уравнение течения жидко-
сти не может быть решено независимо от остальных уравнений модели из-за
неединственности решения задачи Неймана. Хотя при использовании в составе
общей модели уравнения движения жидкости дополняются условием на общий
объем трещины, что обеспечивает единственность давления, в диссертационной
работе этот подход не используется для сохранения корректности постановки
каждой из подзадач.

Распространение трещины и асимптотические условия на фронте

Для получения замкнутой модели, необходимо задать условие для давления
pout на фронте трещины и рассчитать скорость распространения фронта Vf .
Для этой цели в работе используется асимптотическое решение [124], получен-
ное для плоской полубесконечной трещины, распространяющейся в упругом
хрупком материале с постоянной скоростью. На основе этого асимптотическо-
го решения, можно получить соотношения для параметров трещины в точке
xs, расположенной в окрестности фронта трещины на некотором расстоянии s
от него. Поэтому решение уравнений (5.10), (5.12), (5.14), (5.15) в окрестности
фронта, показанной на рисунке 5.10, заменяется соотношениями, полученными
из асимптотических решений.

Эти соотношения для точки в окрестности фронта xs, согласно работе [125],
могут быть выписаны в виде выражения для раскрытия трещины

w ≈ wa(s, Vf). (5.16)
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Их можно дополнить условием Стефана, согласно которому скорость каждой
точки фронта равна скорости жидкости в ней, и которое может быть перепи-
сано в терминах расстояния s от неподвижной точки xs до движущейся точки
фронта xf в виде

ds

dt
=
dxf
dt

= Vf . (5.17)

Объем части трещины между ее фронтом и точкой xs (см. рисунок 5.10) явля-
ется функцией раскрытия трещины V = V (w(s), s), и для него выполнен закон
сохранения, связывающий изменение объема прифронтовой части и нормаль-
ную к фронту составляющую скорости жидкости vs в точке xs

dV

dt
= vs. (5.18)

Как будет показано ниже, объединение уравнений (5.16)–(5.18) может быть
использовано для выражения скорости фронта трещины Vf и ее раскрытия wa
на расстоянии s от фронта через значение скорости жидкости vs в точке xs в
окрестности фронта.

Рисунок 5.10 – Схема прифронтового участка трещины на двух шагах распространения

5.2.2. Численный метод

Расчетная сетка и типы ячеек

В отличие от полной трехмерной модели, в модели плоской трещины использу-
ется стационарная декартова вычислительная сетка с ячейками nx × ny разме-
ром hx×hy, которая позволяет упростить аппроксимацию уравнений движения
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жидкости и интегрального уравнения (5.10). Предполагается, что давление и
раскрытие трещины аппроксимируются внутри ячеек константами, отнесенны-
ми к центрам ячеек. Следуя работам [123], [265] расчетная сетка, покрывающая
внутренность трещины представлена ячейками двух типов: “прифронтовые” (n)
и “внутренние” (c), как показано на рисунке 5.9.

Каждой ячейке расчетной сетки (независимо от того, содержится она в внут-
ри трещины или нет) сопоставляется пара индексов (двумерный индекс) i, j, ко-
торая не меняется в процессе расчета. Для ячеек, которые полностью находятся
внутри трещины, наряду с двумерной нумерацией вводится новая одномерная
1 < k < K. Это позволяет рассматривать давление p(x, y) и раскрытие w(x, y)

как одномерные векторы P = (p1, ..., pK), W = (w1, ..., wK) на каждом шаге
распространения. Использование введенной одномерной нумерации позволяет
записать аппроксимацию двумерных уравнений модели в удобном векторно-
матричном виде и упрощает применение операций линейной алгебры.

Аппроксимация интегрального решения задачи о раскрытии трещи-
ны

Интеграл по переменным (x′, y′), используемый в (5.10) для расчета давления
в точке (x, y), в силу аддитивности вычисляется стандартным суммированием
по ячейкам, находящимся внутри трещины. Для ячеек, не содержащих точку
(x, y), используется кубатурная формула Гаусса с 20 узлами. Для гиперсингу-
лярного интеграла по ячейке с центром в точке (x, y) может быть вычислено
только главное значение в смысле Адамара. Но в силу использования постоян-
ных элементов подынтегральная функция записывается в явном виде и пред-
ставляет собой выражение 1/r3, главное значение интеграла от которого вычис-
ляется аналитически. В результате суммирования интегралов по всем ячейкам
получается система линейных уравнений с постоянными коэффициентами для
компонент векторов P и W

P = TW + σ или
K∑
l=1

T lkWl − Pk = −σk, (5.19)
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в которой обозначение σ содержит значения сжимающих напряжений на глу-
бине yk.

Так как рассматривается только одно крыло трещины, симметричная часть
трещины (x < 0) учитывается в (5.19) путем удвоения интеграла в правой части
уравнения (5.10) с заменой x на −x в подынтегральном выражении.

Аппроксимация уравнений движения жидкости

Использование прямоугольной декартовой сетки с постоянными значениями
давления внутри ячеек позволяет использовать метод конечных объемов для
аппроксимации уравнения движения жидкости (5.11) на пятиточечном шаб-
лоне

− τ

hx

(
ai+1/2 j

pi+1 j − pi j
hx

− ai−1/2 j
pi j − pi−1 j

hx

)
−

− τ

hz

(
ai j+1/2

pi j+1 − pi j
hy

− ai j−1/2
pi j − pi j−1

hy

)
+wn+1

ij =

= wn
ij − τQi,jδ(i, j), (5.20)

где

ai±1/2 j =
(wi±1j + wij)

3

96µ
, ai j±1/2 =

(wij±1 + wij)
3

96µ
. (5.21)

В уравнении (5.20) все неизвестные переменные перенесены в левую часть, сде-
лано умножение на −τ , в результате чего получается СЛАУ для вектора дав-
ления с положительно определенной матрицей.

Нулевые условия на поток жидкости (5.14), будучи примененными к пер-
вому у оси y слою ячеек учитываются путем отбрасывания соответствующе-
го слагаемого (ai−1/2 j

pi j−pi−1 j

hx
) в (5.20). Для ячеек с заданным из граничного

условия (5.15) давлением уравнение (5.20) заменяется условием

Pk = pout(xk, yk). (5.22)

Уравнения (5.20) с условиями (5.22) записываются с использованием одно-
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мерной нумерации в матричной форме

A(W )P + DW = BPc или
K∑
l=1

A(W )lkPl + DkWk = (BPc)k. (5.23)

В этой СЛАУ разреженная положительно определенная матрица A зависит от
W , потому что коэффициенты a в (5.21) зависят от раскрытия w. Диагональная
матрица D почти совпадает с единичной: на строках, соответствующих ячей-
кам, в которых применяется уравнение (5.20), на диагонали стоит 1, а строки,
соответствующие ячейкам с граничным условием (5.22), полностью нулевые.
Вектор правой части (BPc)k = DkW

n
k − τQkδ(k) содержит источниковые члены

(расход в трещину Qin в ячейке k, находящейся в начале координат, и утечку в
породу) и раскрытие W n на предыдущем временном шаге n.

Аппроксимация условий на фронте трещины

Асимптотическое решение, описанное в п. 5.2.1, используется для определения
скорости фронта трещины и граничных условий для задачи о течении жид-
кости. Асимптотические решения могут быть использованы различными спо-
собами, такими как интерполяция численно вычисленных и табличных значе-
ний [265] или в виде их приближенной аппроксимации явной функцией [128].
Здесь асимптотические зависимости записаны в виде нелинейных уравнений,
решение которых дает неявное выражение для приращения фронта и раскры-
тия в заданной “прифронтовой” точке. Эта процедура предложена и протести-
рована для случая одномерной радиальной модели [14] и обобщена в диссерта-
ции для плоской трехмерной модели.

Поскольку значения распределений давления и раскрытия отнесены к цен-
трам “прифронтовых” ячеек расчетной сетки, далее под xs будет пониматься
центр одной из таких ячеек. Выражение (5.16) неявно, но в [128] предлагается
короткий и удобный способ интерпретации этой формулы. Для его реализации
следуя [125], [128], выполняются следующие шаги

• рассчитывается безразмерное расстояние до фронта

s̃ =
(s
l

)0.5

, l =

(
K ′3

12µE ′2Vf

)2

, K ′ =

(
32

π

)0.5

KIc, (5.24)
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• численно решается нелинейное уравнение для безразмерного раскрытия
трещины w̃, полученное из приближенного решения нулевого порядка [125],
[128]

w̃3 − 1− 1.5b0(w̃
2 − 1) + 3b0(w̃ − 1)− 3b3

0 ln

(
b0 + w̃

b0 + 1

)
= β3

ms̃ (5.25)

• рассчитывается “размерное” раскрытие w из выражения

wa =
s0.5K ′

E ′
w̃ (5.26)

Здесь

b0 ≈ 0.9912
4CLE

′

V 0.5
f K ′

, βm = 21/33−5/6. (5.27)

После получения численного решения уравнения (5.16) его можно исполь-
зовать для численного решения уравнений (5.18), (5.17), чтобы получить ско-
рость фронта трещины Vf и раскрытие трещины в “прифронтовой” ячейке xs

для каждого значения скорости жидкости vs в этой ячейке. А именно, аппрок-
симация условия Стефана (5.17) дает

sn+1 − sn = ∆tVf . (5.28)

и аппроксимация (5.18) записывается как

∫ sn+1

0

wa(s
′)ds′ −

∫ sn

0

wa(s
′)ds′ − wa(s)vs∆t = 0. (5.29)

Интегралы в (5.29) записываются в явной форме, приведенной в работе [128]∫ s

0

wa(s
′)ds′ =

2wa(s)s

3 + 1
6

. (5.30)

Затем, используя (5.28), можно получить нелинейное уравнение для скорости
фронта Vf

2wa(s
n + ∆tVf , Vf)(s

n + ∆t)

3 + 1
6

−2wa(s
n, Vf)s

n

3 + 1
6

−wa(sn+∆tVf , Vf)vs∆t = 0, (5.31)
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где wa(s, Vf) рассчитано путем численного решения (5.16) описанным выше ме-
тодом.

В итоге для центра каждой “прифронтовой” ячейки xf получено неявное
выражение

wa = wa(s, vs(s)), (5.32)

позволяющее вычислить раскрытие трещины w(xs) по известной скорости жид-
кости в ней vs(xs), и нелинейное уравнение (5.31), из которого рассчитывается
скорость фронта в ближайшей к ячейке xs точке фронта xf .

Поскольку асимптотическое решение дает уравнение для раскрытия, а не
давления, в “прифронтовых” ячейках, граничные условия (5.15) должны быть
заменены комбинацией линейных уравнений (5.19) и выражением (5.32), что
даст искомое условие для давления.

Так как для точек фронта xnf на каждом шаге n распространения извест-
на скорость этого распространения Vf(xf) и величина шага по времени ∆t, то
конфигурация фронта xn+1

f на следующем шаге может рассчитывается с ис-
пользованием процедуры решения уравнения эйконала, описанной в [128].

Решение задачи “гидродинамика–упругость”

После получения положения фронта и раскрытия трещины в “прифронтовых”
ячейках можно решить задачу “гидродинамика–упругость” (5.19), (5.20), для
получения векторов (распределений по поверхности трещины) давления и рас-
крытия P,W . Следует напомнить, что эти уравнения не могут решаться неза-
висимо, так как каждое содержит оба вектора.

Решение задачи о раскрытии нагруженной давлением трещины (5.19) для
“внутренних” (“c”) и “прифронтовых” (“n”) ячеек записывается в матричной
форме (

T cc T nc

T cn T nn

)(
Wc

Wn

)
−

(
Pc

Pn

)
+

(
σc

σn

)
= 0. (5.33)

Аппроксимация уравнений движения жидкости (5.20) используется только для
“внутренних” ячеек

Dc
cWc + Ac

c(W )Pc + An
c (W )Pn −BPc = 0, (5.34)
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тогда как условие (5.32) применяется для “прифронтовых” ячеек.
Комбинируя (5.33), (5.34) и (5.32) можно записать итоговую систему нели-

нейных уравнений в следующей форме

F (X) = M(X)X −B = 0, (5.35)

где

M =


T cc T nc −I 0

0 I 0 0

Dc
c 0 Ac

c(W ) An
c (W )

−T cn −T nn 0 I

 , X =


Wc

Wn

Pc

Pn

 , B =


−σc
wa

BPc

σn

 . (5.36)

Полученная система уравнений (5.36) решается методом Ньютона

Xm+1 = Xm −∆X, где ∆X такое, что
(
∂F

∂X

)
∆X = F (Xn). (5.37)

Матрица Якоби (∂F/∂X) в (5.37), необходимая для расчета следующего при-
ближения, рассчитывается аналитически. Это несложно сделать, так как мат-
рица M зависит от вектора X только через разреженные и явным образом
заданные подматрицы Ac

c, A
n
c .

5.2.3. Результаты расчетов

Верификация путем сравнения с решением задачи о распростране-
нии плоской круговой трещины

Для верификации предложенного метода реализации модели плоской трещины
была выбрана задача о распространении плоской круговой трещины, имею-
щая аналитическое решение [234]. Параметры задачи были выбраны равными
E = 20ГПа, ν = 0.25, Qin = 0.042m3/s, µ = 0.42Pa · s. Для оценки сеточ-
ной сходимости использовались три сетки с квадратными ячейками размеров
hx = hy = h = 0, 5, 1 и 2 м и соответствующие им три величины шага по
времени ∆t = 1, 2 и 4 с. На рисунке 5.11, слева показаны зависимости длины
одного крыла трещины L и ее полувысоты H/2 от времени, рассчитанные с ис-
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пользованием каждой из сеток (сплошные цветные линии 1-3), а также радиус
круговой трещины, полученный аналитически (черный 0). На том же рисунке,
справа приведены зависимости от времени максимального раскрытия трещины.
Как видно из рисунка, предложенный алгоритм позволяет получить сеточную
сходимость к аналитическому решению. Пунктирными линиями показана эво-
люция численных ошибок, полученных с использованием описанных сеток

ErrR =

∣∣∣∣0.5(L+H/2)−R
R

∣∣∣∣ · 100%, Errw =

∣∣∣∣w − wanwan

∣∣∣∣ · 100%, (5.38)

которая, как видно из рисунка, не превышает 5% и уменьшается со временем.

Рисунок 5.11 – Зависимости длины одного крыла трещины L и ее полувысоты H/2 (слева) и макси-
мального раскрытия w (справа) от времени, рассчитанные на различных сетках (сплошная), и по-
грешности рассчитанных величин (штрих): 0 – аналитическое решение [234]; 1 – ∆t = 1s, h = 0.5m;

2 – ∆t = 2s, h = 1m; 3 – ∆t = 4s, h = 2m

Сравнение с решением трещины постоянной высоты (PKN модель)

В качестве второй задачи для верификации предложенного алгоритма была
выбрана задача о распространении трещины постоянной высоты, описываемая
PKN-моделью, имеющей аналитическое решение [82]. В плоской трехмерной мо-
дели чтобы предотвратить распространение трещины в вертикальном направ-
лении y, было задано непостоянное распределение сжимающих напряжений.
На интервале [−H/2 < y < H/2] было задано нулевое значение сжимающих
напряжений σc, а за его пределами — значение σc = 100. Это позволяет полу-
чить распространение трещины фиксированной высоты H = 20m. В остальном
параметры задачи совпадали с параметрам из предыдущего раздела (5.2.3) за
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исключением того, что в PKN-модели рассматривается только одно крыло тре-
щины, а не вся трещина, как в модели круговой трещины. Зависимости длины L

и максимального раскрытия w трещины от времени показаны на рисунке 5.12.
Зависимость длины трещины в левой части рисунка 5.12 показана в логариф-
мическом масштабе, чтобы продемонстрировать, что в области применимости
решения PKN модели (L >> H = 20m) предлагаемая реализация плоской трех-
мерной модели отражает степенную зависимость длины от времени L ∼ t4/5.
Вне этого интервала предположение о том, что длина трещины L много боль-
ше ее высоты H, лежащее в основе PKN модели и аналитического решения,
очевидным образом не выполняется.

Рисунок 5.12 – Зависимости длины трещины L (слева) и максимального раскрытия w (справа) от
времени, рассчитанные на различных сетках: 0 – аналитическое решение [82]; 1 – ∆t = 2s, h = 1m;

2 – ∆t = 4s, h = 2m

На рисунке 5.13 приведены распределения давления в трещине в три момен-
та времени t = 40, 160, 320s. Из рисунка видно, что решение задачи (течение
жидкости) действительно одномерно, как и в PKN модели, и распространение
трещины в вертикальном y направлении отсутствует в силу неравномерности
сжимающих напряжений.

5.2.4. Заключение по плоской модели трещины

Реализована плоская 3D-модель распространения гидроразрыва. Распределе-
ния раскрытия и давления связаны через уравнение Рейнольдса для давления
жидкости внутри трещины и гиперсингулярное уравнение, полученное из ре-
шения задачи о плоской трещине, нагруженной давлением. Распространение
фронта трещины и граничные условия в “прифронтовых” ячейках получены из
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Рисунок 5.13 – Распределение давления в плоской трехмерной трещине, распространяющейся между
слоями с большими сжимающими напряжениями

асимптотического решения о плоской полубесконечной трещине. Особенности
реализации модели заключаются в том, что

• связанная система нелинейных уравнений для давления и раскрытия реша-
ется методом Ньютона с аналитическим вычислением матрицы Якоби;

• скорость фронта вычисляется как решение нелинейных уравнений, полу-
ченных из асимптотического решения в окрестности фронта;

• положение фронта трещины рассчитывается явным образом.

Сравнения с аналитическими решениями задач о круговой трещине и трещине
постоянной высоты (PKN) показали наличие сеточной сходимости и способ-
ность алгоритма учитывать непостоянное распределение сжимающих напря-
жений.
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5.3. Плоскорадиальная модель трещины, рас-

пространяющейся под действием закачки

смеси жидкости Гершеля–Балкли с проп-

пантом

Следующий шаг в последовательности упрощающихся моделей основан на
предположении об изотропности напряженного состояния породы и малом вли-
янии силы тяжести [14, 20]. Эти предположения верны, например, для попереч-
ной к вертикальной скважине трещины или в случае проведения гидроразрыва
пласта в горизонтальных скважинах приводящего к распространению трещины
в вертикальной плоскости от источника закачки близкого к точечному. В силу
осесимметричности постановки трещина приобретает круговую форму, и ее рас-
пространение может описываться на основе одномерных уравнений. Простота
модели позволяет без существенного повышения требований к вычислительным
ресурсам использовать ее для описания процесса переноса проппанта в трещине
и определения условий остановки его движения. Об актуальности задачи этой
свидетельствует заметное количество появившихся в последнее десятилетие ра-
бот [18, 38, 42, 266].

Добавление проппанта существенно изменяет вязкость закачиваемой смеси
и может вызывать закупоривание трещины с последующей остановкой течения
жидкости. Также неочевидным является вопрос о скорости движения проп-
панта относительно скорости жидкости. При моделировании вязкость смеси
определяется функцией от объемной концентрации проппанта — с увеличени-
ем объемной концентрации вязкость существенно возрастает. При этом выбор
конкретного закона остается на усмотрение исследователя. В диссертационной
работе и в [18] используется хорошо известная формула Марона – Пирса [267], в
работах [38, 42, 266] — реологический закон, основанный на экспериментальных
данных, полученных для сдвиговых течений [39]. Закупоривание определяет-
ся следующим критерием: объемная концентрация проппанта в точке трещи-
ны достигла заданного предельного значения. Предельное значение выбирается
авторами либо исходя из экспериментальных данных, либо из решения геомет-
рической задачи о плотной упаковке частиц проппанта. Большинство авторов
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придерживаются концепции, что скорость переноса проппанта равна средней
скорости течения жидкости в трещине [268].

Приведенный выше критерий закупоривания справедлив и хорошо рабо-
тает, в том случае если проппант достаточно мелкий относительно раскрытия
трещины. Такими свойствами обладают участки трещины около скважины: ти-
пичный диаметр проппанта составляет a ∼ 1 мм, типичное раскрытие трещины
на этих участках w ∼ 5− 10 мм. Однако на участках близких к фронту трещи-
ны раскрытие уменьшается до 1− 3 мм и это условие уже не выполняется и не
может адекватно описывать процесс. Однако первый критерий закупоривания
можно дополнить вторым [108]: трещина закупоривается, если проппант достиг
точки трещины с малым ее раскрытием w 6 3a. Иными словами, необходимо
удовлетворение двух условий в точке трещины: чтобы раскрытие трещины бы-
ло меньше заданного значения и объемная концентрация проппанта достигла
минимально необходимой для закупорки.

5.3.1. Модель радиальной трещины с учетом переноса

проппанта

В силу осесимметричности постановки задачи считается, что все величины яв-
ляются функциями только радиуса r — расстояния до центра трещины. Геомет-
рия радиальной трещины и основные распределения показаны на рисунке 5.14.

Рисунок 5.14 – Геометрия радиальной трещины, ее радиальное сечение и основные искомые вели-
чины модели гидроразрыва

Движение смеси жидкости и проппанта считается осесимметричным и опи-
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сывается в рамках модели ньютоновской жидкости с вязкостью µ = µ(c), зави-
сящей от концентрации проппанта. Модель течения содержит уравнение дви-
жения [69]

∂p

∂r
= −6µ(c)Q

πrw3
, Rw 6 r 6 R, (5.39)

полученное из решения задачи о радиальном течении жидкости между двумя
параллельными пластинами (течение Пуазейля), и уравнение неразрывности

2πr
∂w

∂t
+
∂Q

∂r
+QL(r, t) = 0, Rw 6 r 6 R. (5.40)

Здесь p = p(r, t), w = w(r, t) и q = q(r, t) есть избыточное давление жидкости
относительно горного давления, раскрытие трещины и расход жидкости через
круговое сечение трещины на расстоянии r от ее центра, соответственно. Рас-
ход смеси может быть выражен через среднюю скорость va течения q = 2πrwva.
Границы области применимости уравнений задаются положение фронта трещи-
ны R = R(t) в момент времени t и радиусом скважины Rw. Часть жидкости
гидроразрыва фильтруется (утекает) из трещины в породу и ее скорость uL(t)

рассчитывается по формуле Картера [47] (5.13) в которой CL — коэффици-
ент утечек, t — текущий момент времени, texp — момент прохождения фронтом
трещины рассматриваемой точки r. В этом случае объем жидкости, утекающий
через берега трещины на окружности радиуса r, есть

QL(r, t) = 2

2π∫
0

uL(r, t)rdφ =
4πrCL√
t− texp(r)

. (5.41)

Так же как и в моделях с двумерным движением жидкости уравнения (5.39)-
(5.41), описывающие течение в трещине смеси жидкости и проппанта, удобно
объединять в одно дифференциальное уравнение

1

r

∂

∂r

(
rw3

12µ(c)

∂p

∂r

)
=
∂w

∂t
+

2CL√
t− texp(r)

, Rw 6 r 6 R. (5.42)

Раскрытие трещины рассчитывается из решения задачи о симметрично на-
груженной круговой плоской трещине в однородном упругом материале, при-



200

веденном, например, в [88]:

w(r) =
8

πE ′

R∫
r

x∫
0

p(ρ)ρ√
x2 − ρ2

√
x2 − r2

dρdx. (5.43)

В качестве условия распространения используется силовой критерий Ир-
вина для хрупкого материала [159]: трещина распространяется при условии
достижения КИН его критического значения KIc для породы. Для круговой
трещины КИН вычисляется по следующей формуле [93]

KI =
2√
πR

R∫
0

p(ρ)ρ√
R2 − ρ2

dρ = KIc. (5.44)

Последнее соотношение может быть записано в виде условия на раскрытие тре-
щины в достаточно малой окрестности фронта

w(r) ∼ KIc

√
2π(R− r) при r → R. (5.45)

Уравнения дополняются граничным условием на скважине (постоянный рас-
ход)

Q
∣∣
r=Rw

= Qin, (5.46)

которое с учетом (5.39) переписывается в виде условия на производную давле-
ния

∂p

∂r

∣∣∣∣
r=Rw

=
6µQin

πRww(Rw)
(5.47)

и условием на фронте трещины

Q
∣∣
r=R

= 0, (5.48)

которое в сочетании с условием w
∣∣
r=R

= 0, следующим из (5.43), дает соотно-
шение

w3(r)
∂p(r)

∂r
−−→
r→R

0 (5.49)

Для описания движения проппанта в трещине уравнения (5.42) и (5.43) до-
полняются уравнением переноса объемной концентрации c(r, t) проппанта, по-
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лученной в предположении, что проппант переносится со скоростью смеси

∂wc

∂t
+

1

2πr

∂Qc

∂r
= 0, Rw 6 r 6 R. (5.50)

Используя (5.40), уравнение (5.50) можно переписать в форме уравнения для
концентрации со скоростью va

∂c

∂t
+ va

∂c

∂r
=

cQL

2πrw
. (5.51)

Уравнение (5.51) дополняется граничным условием в источнике закачки

c
∣∣
r=Rw

= cin(t). (5.52)

Обычно проппант закачивают спустя некоторое время после начала закачки
жидкости гидроразрыва, поэтому cin(t) = 0 при t < t0, где t0 — время начала
закачки проппанта. Таким образом, cin(t) является разрывной функцией.

Для учета влияния концентрации проппанта на реологические свойства сме-
си его частицы рассматриваются как одинаковые сферы диаметра a. Это позво-
ляет применять закон Марона – Пирса [267] для аппроксимации вязкости смеси

µ(c) = µ0

(
1− c

c∗

)−2

(5.53)

где c∗ =
π

3
√

2
≈ 0.74 — объемная концентрация гексагональной плотной упаков-

ки проппанта, полученная из решения геометрической задачи о максимально
плотной упаковке сфер (см. рисунок 5.15, слева), µ0 — вязкость чистой жидко-
сти гидроразрыва.

Согласно первому критерию закупоривания (далее “критерий I”) движение
смеси останавливается при достижении концентрацией проппанта критического
значения:

c(r) > c∗∗. (5.54)

Здесь c∗∗ 6 c∗ концентрация, необходимая для закупоривания, Значение c∗∗

можно выбрать, например, из решения геометрической задачи о хаотичной
плотной упаковке сфер c∗∗ ≈ 0.65 на основе предположения о потере подвиж-
ности такой упаковки.
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Согласно второму критерию (далее “критерий II”), закупоривание происхо-
дит, когда проппант достиг области трещины с малым раскрытием:

w(r) 6 3a, c(r) > c∗∗∗, (5.55)

где c∗∗∗ = π/6 ≈ 0.52 — объемная концентрация проппанта, при которой воз-
можна потеря ее подвижности. Величина c∗∗∗ определяется из решения геомет-
рической задачи о наиболее плотной упаковке сфер, еще сохраняющей подвиж-
ность, которая изображена справа на рисунке 5.15. Следует уточнить, что c∗∗ —
это концентрация проппанта, при которой определенно происходит закупорива-
ние, так как при ее достижении любая упаковка сфер теряет подвижность, тогда
как c∗∗∗ — это концентрация, при которой может произойти закупоривание,
так как это наибольшая концентрация, при которой существует подвижная упа-
ковка. При этом величина объемной концентрации проппанта в модели всегда
конечна, так как ограничивается критериями закупоривания c∗∗ или c∗∗∗.

Рисунок 5.15 – Плотная неподвижная упаковка проппанта (слева) — сферы расположены в уз-
лах сетки, состоящей из правильных тетраэдров со стороной a, и упаковка, сохраняющая подвиж-

ность (справа) — сферы расположены в узлах сетки, состоящей из кубов со стороной a

Таким образом, модель состоит из дифференциальных уравнений (5.42),
(5.51), интегрального уравнения (5.43), граничных условий (5.47), (5.48)
и (5.52), интегрального условия (5.44) и условий закупоривания (5.54)
и/или (5.55).
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5.3.2. Численный метод с выделением сингулярности на

фронте трещины

Если рассматривать математическую модель гидроразрыва без отставания
жидкости от фронта трещины, то ее решение (давление) в окрестности фрон-
та трещины ведет себя сингулярным образом [234], [66]. Отметим также, что
величина утечки жидкости гидроразрыва (5.41) тоже ведет себя сингулярным
образом в окрестности фронта трещины.

В диссертационной работе часть расчетной области около фронта трещины
исключается из численного расчета и вместо него используются асимптоти-
ческие формулы, полученные в [124] для плоской, полубесконечной трещины,
распространяющейся с постоянной скоростью V .

В зависимости от режима распространения (трещиностойкостный wk, уте-
чек wm̃, вязкостный wm) в окрестности фронта трещины можно использовать
одну из асимптотик решения модели распространения полубесконечной трещи-
ны гидроразрыва (либо переходную для переходного режима)

wk(r, V ) =

√
32KIc√
πE ′

(R− r)1/2,

wm̃(r, V ) = βm̃

(
48µV CL
E ′2

)1/8

(R− r)5/8,

wm(r, V ) = βm

(
12µV

E ′

)1/3

(R− r)2/3. (5.56)

Здесь βm̃ = 4/(151/4(21/2 − 1)1/4), βm = 21/335/6. Характерные расстояния rk,
rm̃ и rm от фронта фронта трещины, на которых могут быть применимы эти
асимптотики с точностью лучше 1%, задаются условиями :

rk 6 6.3 · 10−7 min{lmk, lm̃k},

0.44llm̃k
6rm̃ 6 2 · 10−14lmm̃,

max{1.34lmk, 1.6 · 107lmm̃} 6rm, (5.57)

где переходные расстояния равны:

lmk =
211

9π3

K6
Ic

E ′4µ2V 2
, lmm̃ =

4

9

C6
LE
′2

µ2V 5
, lm̃k =

214

9π4

K8
Ic

E ′6C2
Lµ

2V
. (5.58)
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Формулы (5.56) используются на участке трещины [RA, R] в окрестности ее
фронта вместо условий (5.44) и (5.48) на самом фронте трещины.

Выбор асимптотики осуществляется на основании того, условия для какого
отступа в (5.58) (rk, rm̃ или rm) выполнены для точки r ≥ RA . Например, если
для точки r условия (5.58) выполняются при подстановке rm = r, то считает-
ся, что раскрытие в точке r рассчитывается из (5.57) как w(r) = wm. В [124]
приведены формулы, по которым можно определить не только раскрытие в
окрестности фронта, но и давление в ней для каждого из режимов:

pk(r, V ) = 0,

pm̃(r, V ) = δ̃0
(24CLµ)1/4

E ′5/4
V 1/8

(R− r)3/8
,

pm(r, V ) = δ0
(12µ)1/3

E ′4/3
V 1/3

(R− r)1/3
. (5.59)

Здесь δ0 = βmf(2/3), δ̃0 = βm̃f(5/8), f(λ) =
λ ctg λπ

4
. При этом асимптотиче-

ское поведение раскрытия и давления трещины около фронта будет определять-
ся параметрами модели, скоростью распространения трещины и расстоянием до
фронта. Поэтому формулы (5.56) и (5.59) нужно использовать, выбирая режим
распространения трещины согласно (5.57).

На участке трещины [Rw, RA] расчет распределений давления и раскры-
тия производится численно. Для этого используется равномерная разностная
сетка Rw = r0, . . . , rK = RA, состоящая из K интервалов длинной ∆r, и фик-
сированный шаг по времени ∆t. Распределение давления жидкости на шаге
времени n+ 1 рассчитывается по известным на двух шагах значениям раскры-
тия трещины wn, wn+1 из уравнений (5.39) и (5.40) с граничным условием (5.46)
и некоторым условием для давления на правой границе

pK = p∗. (5.60)

Аппроксимация уравнений проводится методом конечных разностей, так из
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дифференциального уравнения (5.40) получается выражение

Ql+1
k −Ql+1

k−1

2∆r

Qn
k −Qn+1

k−1

2∆r
+ 2πrk−1/2

[
wl
k − wn

k

∆t
+
wl
k−1 − wn

k−1

∆t

]
QL(rk−1/2, t

n+1/2) = 0, k = 1, . . . , K,

Ql+1
0 = Qin.

(5.61)
Здесь и ниже используется обозначение f l = (fn+1)l для функций Q,w, p, в
котором верхний индекс обозначает номер итерации в итерационном процес-
се, применяемом для решения нелинейной системы уравнений, которая полу-
чится в результате аппроксимации (5.39)–(5.40). Значения расхода жидкости
wl+1
k вычисляются слева направо в предположении об известных значениях wl

k

с предыдущей итерации.
Затем по вычисленным значениям расхода также явной схемой (бегущий

счет, направление счета — справа налево) рассчитываются значения давления
вдоль по трещине из уравнения (5.40:

pl+1
k−1 − p

l+1
k

∆r
=

3µnk−1Q
n+1
k−1

πrk−1(wl
k−1)

3
+

3µnkQ
n+1
k

πrk(wl
k)

3
, k = K − 1, . . . , 1,

pn+1
K = p∗.

(5.62)

В общем случае, для определения раскрытия трещины wl+1 по известному
распределению давления pl+1 необходимо численно проинтегрировать форму-
лу (5.43). Для этого перепишем ее, заменив пределы интегрирования в соответ-
ствии с областями определения подынтегральных функций.

w(r) =
8

πE ′

R∫
r

1√
x2 − r2

J(x, p)dx, J(x, p) =

x∫
0

p(ρ)ρ√
x2 − ρ2

dρ. (5.63)

Для расчета значений раскрытия трещины в узлах разностной сетки wn+1
k фор-

мула (5.63) переписывается в следующем виде

wk =
K∑
j=0

Mkjpj, 0 6 k 6 K, (5.64)

что позволяет вычислить коэффициенты матрицы только один раз на одном
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шаге распространения трещины. Для расчета коэффициентов Mkj предполага-
ется, что давление между узлами сетки распределено линейно

p(r) = pj
r − rj−1

∆r
− pj−1

r − rj
∆r

, rk−1 6 r 6 rk. (5.65)

Это позволяет представить внутренний J(x, p) интеграл в (5.63) в виде суммы
вида

J(x, p) =

r0∫
0

p0ρ√
x2 − ρ2

dρ+
K∑
j=1

rj∫
rj−1

p(ρ)ρ√
x2 − ρ2

dρ = p0J1(0, r0, x)+

+
K∑
j=1

pj−1

∆r
(rjJ1(rj−1, rj, x)− J2(rj−1, rj, x))−

−
K∑
j=0

pj
∆r

(rj−1J1(rj−1, rj, x)− J2(rj−1, rj, x)), (5.66)

в которой интегралы вида Jm(a, b, x) = Jm(0, b, x) − Jm(0, a, x), m = 1, 2 рас-
считываются аналитически по следующим формулам:

J1(0, b, x) =

b∫
0

ρ√
x2 − ρ2

= x−
√
x2 − b2,

J2(0, b, x) =

b∫
0

ρ2√
x2 − ρ2

=
x2

2
arcsin

b

x
− b

2

√
x2 − b2. (5.67)

Таким образом, для расчета коэффициентов Mkj нужно найти значения внеш-
них интегралов в (5.63) по формуле Гаусса достаточной точности и объединить
коэффициенты при соответствующих pj. Расчеты показали, что достаточную
точность обеспечивает уже формула с 6 узлами, гарантирующая обеспечиваю-
щая погрешность порядка O(h12).

Если на временном шаге n известны распределения всех величин, длина тре-
щины R и значение давления p∗, то задав границу RA на основе (5.60), (5.62),
(5.64) можно сформулировать и решить методом релаксации подзадачу «гид-
родинамика – упругость» для нахождения распределений на слое n + 1. В ка-
честве начальных распределений l = 0 берутся распределения с предыдущего
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временного шага n. Далее по известному распределению wl
k рассчитываются по-

следовательно Ql+1
k из (5.61), pl+1

k из (5.62) и завершая переход на следующую
итерацию wl+1

k из (5.64). Выбор достаточно малого значения релаксационного
параметра позволяет сделать отображение wl+1

k = w(wl
k) сжимающим и полу-

чить неподвижную точку этого отображения, являющегося решением.
После того как найдено совместное решение уравнений образующих подза-

дачу “гидродинамика – упругость”, должно быть вычислено распределение объ-
емной концентрации проппанта в трещине из уравнения (5.50). Для обеспечения
равенства скоростей движения проппанта и смеси это уравнение естественно
аппроксимировать консервативной схемой второго порядка аппроксимации. Но
такие схемы проявляют сильные дисперсионные свойства и из-за разрывности
функции cin(t) вызывают нежелательные осцилляции.

Несмотря на наличие монотонных схем, устраняющих осцилляции, в диссер-
тационной работе для решения уравнения (5.50) был применен метод частиц в
ячейках как более аккуратно предсказывающий положение разрыва решения.
В момент начала закачки проппанта на слое n0, соответствующем начальному
моменту времени t0 на достаточно длинном участке левее границы Rw равно-
мерно расставляется NP частиц таким образом, чтобы на один шаг разностной
сетки приходилось минимум несколько частиц. Каждая частица характеризу-
ются координатой r(j) и величиной переносимой концентрации пропанта c(j), где
нижний индекс в скобках обозначает номер частицы. Во все частицы на слое
n0 назначается концентрация равная произведению cin на шаг расстановки ча-
стиц. На следующем слое по времени координаты и значения концентрации в
них находятся по следующим формулам:

rn+1
(j) − r

n
(j)

∆t
=

(va)
n+1
k + (va)

n
k + (va)

n+1
k+1 + (va)

n
k+1

4

cn+1
(j) − c

n
(j)

∆t
=

(
cn+1

(j) + cn(j)

)
QL(rk+1/2, t

n+1/2)

πrk+1/2

(
wn+1
k + wn

k + wn+1
k+1 + wn

k+1

) (5.68)

где индекс ячейки сетки k соответствует ячейке, в которой находится частица
(j). Аппроксимация уравнения (5.50) методом частиц в ячейках (5.68) обеспе-
чивает совпадение скоростей проппанта и смеси на разностном уровне. Погреш-
ность может возникать при вычислении концентрации проппанта в узлах сетки
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rk, которое происходит с использованием взвешенной суммы

cn+1
k =

NP∑
j=0

φk(r
n+1
(j) )cn+1

(j) , φk(r) = max

(
0, 1− |rk − r|

∆r

)
. (5.69)

Чтобы завершить вычисления, на каждом следующем шаге по времени n+1

нужно рассчитать положение фронта трещины Rn+1 и определить p∗ в гранич-
ном условии (5.60). С одной стороны, значение p∗ необходимо для решения за-
дачи на участке трещины [Rw, RA], с другой стороны это значение может быть
определено с помощью асимптотических формул (5.59) при известном режиме
распространения k,m, m̃ и положении фронта трещиныRn+1. Для этого исполь-
зуется следующая процедура. Количество смеси на участке RA, R

n в окрест-
ности фронта трещины, показанном на рисунке 5.16 равно

∫ Rn

RA
2πrw(r, V )dr.

Величины V и Rn+1−RA определяют тип используемого асимптотического ре-
шения в точке RA, так как являются скоростью распространения и расстоянием
до фронта. За время ∆t через сечение r = RA проходит смесь объемом Qn

N∆t.
Новое положение фронта трещины определяется из уравнения сохранения мас-
сы смеси ∫ Rn+1

RA

2πrw(r, V n+1)dr =

∫ Rn

RA

2πrw(r, V n)dr +Qn
n∆t

V n+1 =
Rn+1 −Rn

∆t

(5.70)

Это соотношение дает нелинейное уравнение на величину Rn+1, аналитическое
решение которого осложняется тем, что разным значениям Rn+1 могут соот-
ветствовать разные режимы распространения, а значит и разные зависимости
w(r, V ). Поэтому значение Rn+1 находится численно из решения нелинейного
уравнения (5.70) хорошо известными методами релаксации или бисекций.

Таким образом, можно сформулировать явный алгоритм пошагового рас-
пространения трещины (в предположении, что все значения на предыдущем
слое n по времени известны):

1. Из решения (5.70) определяются положение фронта трещины и режим рас-
пространения.
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2. Из (5.59) определяется значение p∗ для граничного условия (5.60)

3. Методом релаксации решается задача “гидродинамика–упругость” (5.46),
(5.60)–(5.63) на интервале [Rw, R

n
A] и вычисляются распределения wn+1,

pn+1, Qn+1.

4. В случае, если изменение положения границы окрестности фронта Rn+1
A =

Rn
A + ∆r не меняет режим распространения трещины и не выходит за

пределы самой трещины, то область применения разностных уравнений
[Ww, R

n+1
A ] расширяется вправо.

5. По вычисленным ранее раскрытию wn+1 и расходу Qn+1 из (5.68), (5.69)
вычисляется распределение концентрации проппанта cn+1

k .

6. Пересчитывается распределение динамической вязкости µn+1
k по закону

Марона-Пирса.

7. Если не выполняются условия закупоривания трещины (5.54) и/или (5.55),
то происходит переход на следующий шаг по времени (п. 1 алгоритма).

R R
A

n n
R

n+1
r

W

Q �t
n

Рисунок 5.16 – Раскрытие трещины около ее фронта на двух последовательных шагах распростра-
нения

Дифференциальные уравнения (5.39), (5.40) и (5.50) аппроксимируются схе-
мами (5.61) и (5.62) с порядками O(∆t2 + ∆r2) и O(∆t + ∆r2), соответствен-
но. Указанный порядок аппроксимации верен для гладких функций, тогда как
функция концентрации проппанта c(t, x) в силу задания граничного условия
не является гладкой, что приводит к негладкости и зависящей от нее функции
вязкости µ(t, x). Интегральное соотношение для раскрытия трещины (5.43) вы-
числяется с порядком O(∆r2), так как в основе своей оно содержит формулу
трапеций. Метод частиц в ячейках (5.68), (5.69) также позволяет вычислить



210

решение с погрешностью порядка O(∆t2 + ∆r). Учитывая вышесказанное, по-
рядок погрешности всего численного метода не будет превышать первого. С
другой стороны точность решения зависит от расстояния, на котором применя-
ются асимптотические формулы (5.56) и (5.59). Уменьшение этого расстояния
приводит к уменьшению погрешности, вызванной использованием асимптоти-
ческих решений вместо точного расчета раскрытия трещины и давления.

В силу использования явно-неявной аппроксимации очевидно, что рассмат-
риваемая комбинация методов является абсолютно устойчивой. Благодаря при-
менению метода релаксации в подзадаче “гидродинамика-упругость”, подбором
параметра релаксации всегда удается обеспечить сходимость итераций к реше-
нию уравнений.

Трещина приращивается пошагово: шаг приращения ∆R трещины и шаг по
времени ∆t связаны. Можно проводить расчеты как с фиксированным шагом по
времени, как в плоской трехмерной модели (см. п. 5.2 ) так и с фиксированным
приращением фронта трещины, как в полной трехмерной модели (см. главы 1-
3). Также необходимо контролировать расстояние (5.57), чтобы отслеживать
режим распространения.

Схема (5.61) и метод частиц в ячейках (5.68) и (5.69) являются консерватив-
ными. Следовательно, на разностном уровне объемы смеси и проппанта будут
сохраняться. При этом на разностном уровне скорость движения проппанта
совпадает со скоростью движения смеси.

5.3.3. Верификация разработанного алгоритма

Для верификации алгоритма было проведено сравнение радиуса трещи-
ны R(t) и ее раскрытия w(r) в различные моменты времени со значениями,
полученными из аналитического решения модели [269], описывающего поведе-
ние радиальной трещины, распространяющейся в вязкостном режиме распро-
странения при отсутствии утечек жидкости в породу.

В этом режиме распространения всей трещины основная энергия закачки
расходуется на преодоление сил вязкого трения. В него трещина переходит на
больших временах распространения [234] (при больших радиусах трещины),
которые и рассматриваются в настоящей работе. При этом асимптотический
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режим распространения фронта трещины может быть либо трещиностойкост-
ным k, либо вязкостным m. Решение задачи распространения трещины с точ-
ностью лучше, чем 0.5% определяется следующими формулами [269]:

w(r, t) = 1.1901

(
12µ0Q

3
in

E ′2
t

)1/9 (
1 +

r

R

)0.487 (
1− r

R

)2/3

,

R(t) = 0.6944

(
Q3
inE

′

12µ0
t4
)1/9

.

(5.71)

На рисунке 5.17, слева приведены зависимости радиуса трещиныR(t) от вре-
мени (t), рассчитанные по настоящей модели и по формуле (5.71). Значения па-
раметров, как и в [269] были выбраны равными E ′ = 10 ГПа, KIc = 1 МПа·с1/2,
Qin = 0.01 м3/с, µ0 = 1 Па·с, CL = 0 м/с1/2. Варьировался шаг приращения
трещины ∆R (тем самым варьировался и шаг по времени ∆t). Распределения
раскрытия трещины w(r) вдоль радиуса в момент времени t = 300 с показаны
на рисунке 5.17, справа. Также наблюдается сходимость численных решений к
аналитическому.

Таким образом, приближение численного решения к точному на рисунке 5.17
можно трактовать как сеточную сходимость при одновременном уменьшении
шагов и по времени, и пространству. Максимальное отклонение на интерва-
ле времени t ∈ [0, 900 с] рассчитанного радиуса трещины от полученного ана-
литически составляет 5%, 1.4% и 0.4% при значениях приращения трещины
∆R = 0.12R, 0.06Rи0.03R, соответственно. Максимальное отклонение раскры-
тия трещины на том же интервале составляет 1.5%, 0.8% и 0.4% при тех же
значениях приращения. Численная оценка порядка сходимости этих величин
не выше первого, как и ожидалось на основе априорных рассуждений.

Показано, что при уменьшении шагов по пространству и времени, а также
области, в которой решение рассчитывается по асимптотическим формулам,
решение стремится к аналитическому решению (5.71).

5.3.4. Результаты расчетов

С помощью разработанной численной модели было исследовано распростра-
нение трещины с учетом закачки проппанта и с проверкой условий ее закупо-
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Рисунок 5.17 – Зависимости радиуса трещины от времени (слева) и раскрытия трещины в момент
t = 300 с (справа): черный пунктир, 0 — значения, полученные по аналитической формуле (5.71); 1–3
— рассчитанные по предложенному алгоритму: красный 1 — ∆R = 0.12R; зеленый 2 — ∆R = 0.06R;

синий 3 — ∆R = 0.03R

ривания. Значения параметров модели были выбраны равными E ′ = 10 ГПа,
KIc = 1 МПа·с1/2, Qin = 0.01 м3/с, µ0 = 1 Па·с, CL = 0.1 · 10−3 м/с1/2. На-
чиная с t0 = 900 с в трещину закачивалась смесь жидкости с проппантом с
концентрацией последнего cin = 0.2. Критическая концентрация в критерии
закупоривания I была выбрана равной c∗∗ = 0.65. Диаметр проппанта состав-
лял a = 1 мм, следовательно критическая ширина во втором критерии (5.55)
была равной w = 3 мм. Выполнение одного из критериев закупоривания при-
водило к остановке течения в этой точке и остановке расчета. Эти параметры
рассматривались как основные и в случае варьирования какого-либо параметра
модели остальные оставались неизменными.

На рисунке 5.18 приведены распределения раскрытия трещины и концен-
трации проппанта в момент выполнения одного из критериев закупоривания
и за 180 с до его выполнения. Из-за утечек жидкости гидроразрыва в породу
концентрация проппанта в смеси растет при прохождении им трещины. При
большом коэффициенте утечек CL = 0.1 · 10−3 м/с1/2 пробка из проппанта,
то есть область с высокой его концентрацией, успевает сформироваться до то-
го как проппант дойдет до узкой части трещины в окрестности кончика. Это
приводит к росту концентрации до критического значения c∗∗ и выполнению
критерия I (5.54). В этом случае в трещине формируется участок заполненный
проппантом, тогда как ближе к фронту трещины проппант отсутствует. При
более низких утечках в породу CL = 0.04 · 10−3 м/с1/2 рост концентрации менее
выражен и критическая концентрация c∗∗∗ достигается ближе к фронту трещи-
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ны в области с малым раскрытием, что приводит к закупориванию согласно
второму критерию II (5.55). В этом случае проппант практически достигает
фронта трещины. Очевидно, что при отсутствии утечек в породу не будет про-
исходить роста концентрации проппанта и ни один из критериев закупоривания
выполнен не будет.

Для создания протяженной трещины, наполненной проппантом желательно,
чтобы закупоривание трещины происходило по второму критерию. Тогда ради-
уса заполненной проппантом трещины близок к полному радиусу, что говорит
об эффективности процедуры закачки.

Рисунок 5.18 – Распределения раскрытия трещины w (1) и концентрации проппанта c (2) вдоль
радиуса трещины в момент выполнения критерия закупоривания трещины (сплошная) и за 180 с до
его выполнения (пунктир) при различных величинах утечки: выполнен критерий (5.54) при CL =

0.1 · 10−3 м/с1/2 (слева), выполнен критерий (5.55) при CL = 0.04 · 10−3 м/с1/2 (справа)

На основании проведенных расчетов было установлено, что наибольшее вли-
яние на процесс закупоривания оказывают величина утечки жидкости гидро-
разрыва и ее расход в трещину, поэтому далее они будут варьироваться в ши-
роких пределах. Следует отметить, что если коэффициент утечки в большей
степени определяется параметрами породы, то расход смеси в трещину может
варьироваться инженерами для воздействия на тип закупоривания трещины и,
следовательно, размер заполненного проппантом участка. На процесс закупори-
вания хоть и в меньшей степени влияют и другие параметры модели: вязкость
чистой жидкости µ0 и плоский модуль напряжений E ′. При этом параметры
времени начала закачки t0 и закачиваемой концентрации cin не могут меняться
в широких пределах из-за технологических ограничений.

На рисунке 5.19 приведены зависимости радиуса трещины и ее раскрытия
около скважины ww = w(Rw) от времени, полученные при различных значе-
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ниях коэффициента утечек (CL варьировался от 0 до 0.2 · 10−3 м/с1/2) и фик-
сированном расходе Qin = 0.01 м3/с. Видно, что увеличение утечек в породу
существенно уменьшает радиус трещины, но слабо влияет на ее раскрытие. В
момент начала закачки проппанта t0 из-за скачкообразного изменения вязкости
закачиваемой смеси резко меняется поведение раскрытия трещины в окрестно-
сти скважины, как показано на рисунке 5.19 справа.

Рисунок 5.19 – Зависимости радиуса R трещины и ее раскрытия ww на скважине от времени,
полученные при различных значениях коэффициента утечек: 1 — CL = 0 м/с1/2; 2 — CL =

0.05 · 10−3 м/с1/2; 3 — CL = 0.1 · 10−3 м/с1/2; 4 — CL = 0.2 · 10−3 м/с1/2

На рисунке 5.20 приведены зависимости радиуса R трещины и ее раскры-
тия ww на скважине от времени, полученные при различных значениях расхода
жидкости (Qin варьировался от 0.005 до 0.04 м3/с) при одинаковом значении
коэффициента утечек CL = 0.1 · 10−3 м/с1/2. Видно, что увеличение расхода
жидкости существенно увеличивает и радиус трещины и ее раскрытие.

Рисунок 5.20 – Зависимости радиуса R трещины и ее раскрытия ww на скважине от времени, полу-
ченные при различных значениях расхода жидкости: 1 — Qin = 0.0025 м3/с; 2 — Qin = 0.005 м3/с;

3 — Qin = 0.01 м3/с; 4 — Qin = 0.02 м3/с

В таблице 1 приведены значения радиуса трещины R, при котором про-
изошло выполнение одного из критериев, расстояния от точки, где произошло
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закупоривание, до центра трещины Rp и время закупоривания tstop. Как видно
из таблицы, при одновременном увеличении коэффициента утечек и расхода
жидкости радиус трещины практически не меняется. С одной стороны, инва-
риантность длины трещины к изменению коэффициента утечек и расхода при
сохранении их некоторого отношения позволяет при проведении гидроразры-
ва в породах с большой проницаемостью обеспечить получение трещины же-
лаемого радиуса путем повышения расхода. С другой стороны, расстояние от
скважины до пробки проппанта зависит от каждого из параметров CL и Qin,
и радиус заполненной проппантом трещины при увеличении их обоих будет
уменьшаться.

Таблица 5.1 – Параметры трещины после ее закупоривания

Qin CL · 10−3 Rp R tstop критерий
0.003 0.02 30.2 34.6 5700 II
0.005 0.1 17.3 18.9 1260 I
0.01 0.05 30.5 35.1 2350 II
0.01 0.1 17.1 24.9 1470 I
0.01 0.2 10.0 18.4 1070 I
0.02 0.1 34.5 37.7 1730 I
0.03 0.13 29.7 39.6 1810 I
0.04 0.1 33.6 46.6 1610 I

Следует отметить, что большее практическое значение имеет не радиус по-
лучившейся трещины, а радиус ее части, заполненной проппантомRp. Для оцен-
ки чувствительности этой величины к изменению основных параметров на ри-
сунке 5.21 приведены ее зависимости от коэффициента утечек при различных
расходах жидкости.

На рисунке 5.22 приведены линии постоянных значений радиуса заполнен-
ной проппантом части трещины Rp при различных значениях коэффициента
утечек CL и расходах жидкости Qin. Для наглядности по осям графика отло-
жены величины logQin и logCL, поэтому степенные зависимости представля-
ются прямыми линиями. Благодаря этому легко видеть, что линии постоянных
значений радиуса заполненной проппантом части трещины хорошо аппрокси-
мируются следующим семейством зависимостей

CL
Qα

= θ(Rp) = const, где α ≈ 0.7, (5.72)
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Рисунок 5.21 – Зависимости радиуса заполненной проппантом части трещины Rp от коэффициента
утечек CL при различных расходах жидкости Qin: 1 — Qin = 0.005 м3/с; 2 — Qin = 0.01 м3/с; 3 —

Qin = 0.02 м3/с; 4 — Qin = 0.04 м3/с

которые показаны на рисунке 5.22 пунктиром.

Рисунок 5.22 – Линии постоянных значений радиуса заполненной проппантом части трещины Rp

при различных значениях коэффициента утечек CL и расходах жидкости Qin. Символами отмечены
параметры для рисунке 5.23

Например, следующие пары значений расхода и утечек согласно форму-
ле (5.72) дают одинаковое значение радиуса закупоренной части, равное Rp ≈
30 м и одинаковое значение θ(Rp) ≈ (1.3 ± 0.5) · 10−4: Qin = 0.003 м3/с, CL =

0.0237 · 10−3 м/с1/2; Qin = 0.01 м3/с, CL = 0.053 · 10−3 м/с1/2; Qin = 0.03 м3/с,
CL = 0.133 · 10−3 м/с1/2. Для этих параметров на рисунке 5.23 приведены,
распределения концентрации проппанта вдоль радиуса трещины в момент за-
купоривания трещины. Для первой и второй групп параметров выполняется
критерий II, концентрация достигла значения c∗∗∗ на участке трещины с рас-



217

крытием меньше предельного. Для третьей группы параметров выполняется
критерий I, концентрация достигла значения c∗∗. Предельная концентрация до-
стигнута примерно при указанном значении Rp ≈ 45 м. Следует отметить, что
радиус трещины, при котором произошло закупоривание, и ее раскрытие раз-
личны для рассматриваемых пар параметров. То есть эти величины, в отличии
от Rp, являются функциями обоих параметров Qin, CL, а не их соотношения.
Следует отметить легкий перегиб графиков раскрытия на 5.23, справа в окрест-
ности точки закупоривания (r = 30м).

Рисунок 5.23 – Распределения концентрации проппанта (слева) и раскрытия трещины (справа) вдоль
радиуса, полученные при различных соотношениях коэффициента утечек и расхода жидкости:Qin =
0.003 м3/с, CL = 0.0237 · 10−3 м/с1/2; Qin = 0.01 м3/с, CL = 0.053 · 10−3 м/с1/2; Qin = 0.03 м3/с,

CL = 0.133 · 10−3 м/с1/2

Другим важным вопросом является определение области параметров, в ко-
торой происходит закупоривание трещины согласно каждому из описанных
критериев I или II. Так выполнение критерия I говорит о том, что часть тре-
щины около фронта не заполнена проппантом. На рисунке 5.24 в пространстве
параметров QL, CL приближенно показаны границы между областями, в кото-
рых выполняется каждый из критериев. Так же как и на рисунке 5.23 по осям
откладывались величины logQin и logCL. Граница раздела между выполне-
нием того или иного критерия получилась нечеткой ввиду того, что при этих
параметрах радиус заполненной проппантом трещины Rp для каждого из кри-
териев отдельно очень близок и переключения в этой области имеют характер
близкий к случайному.

Граница перехода между критериями может быть приближенно определена
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Рисунок 5.24 – Граница областей выполнения различных критериев закупоривания (сплошная) и
аппроксимация этой границы соотношением (5.73) (пунктир)

по значению параметра вида

æ = CLQ
3/2
in . (5.73)

На рисунке 5.24 значениям æ = 0.5, 1 соответствуют пунктирные линии.
Таким образом, при æ > 2 выполняется критерий I, при æ 6 0.5 выполняется
критерий II, при 0.5 6 æ 6 1 модель не позволяет определить достоверно
тип закупоривания критерия, так как радиус закупоренной части трещины Rp

для них примерно одинаков. Также сплошной линией на рисунке 5.24 показана
граница области параметров, соответствующих большому расходу и малому
коэффициенту утечек. В этой области трещина достигает радиуса 50 м без
образования пробки из проппанта. Граница области хорошо аппроксимируется
формулой (5.72) при Rp = 50 м. Следует отметить, что трещина столь большого
радиуса будет выходить за пределы типичного продуктового пласта и не будет
полезной.

5.3.5. Заключение по модели круговой трещины

Путем добавления в плоскую трехмерную модель предположения о круговой
форме фронта трещины, получена радиальная модель гидроразрыва, в кото-
рая адаптирована для описания переноса проппанта и остановки его движения.
Разработан эффективный численный алгоритм решения уравнений модели, ос-
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нованный на аппроксимации уравнений конечными разностями и выделением
сингулярности в окрестности фронта трещины. Верификация алгоритма про-
ведена на задаче о круговой трещине, распространяющейся в вязкостном ре-
жиме. На основе серии вычислительных экспериментов с использованием двух
критериев закупоривания определены условия образования пробки проппанта
в окрестности фронта трещины и вдали от него. Установлено, что основными
параметрами, которые влияют на закупоривание, являются скорость закачки
(расход жидкости в скважину) и утечка жидкости гидроразрыва в породу. На
основе выполненных расчетов определен вычисляемый по ихъ значениям па-
раметр, который определяет тип закупоривания. При большом значении па-
раметра то закупоривание трещины происходит из-за достижения предельной
концентрации проппанта вне окрестности фронта трещины, а при малом — в
этой окрестности. Сформулирован способ приближенного определения радиу-
са части трещины, заполненной проппантом, как функции расхода жидкости
трещину и ее утечки в породу.

5.4. Определение параметров трещиновато-

пористой среды по утечкам бурового рас-

твора

Одна из модификаций модели круговой трещины была использована для ре-
шения задачи об оценке параметров трещин по потерям бурового раствора [17].
Модификация заключается в учете наличия естественной трещины в которой
возможно течение бурового раствора даже при наличии нулевой деформации
породы, что требует описания положения фронта бурового раствора и границы
области, в которой происходит деформация породы. В отличие от полностью
трехмерной модели, в этой задаче фронт бурового раствора (жидкости) нахо-
дится дальше от центра трещины, чем граница области деформации (фронт
трещины), что требует формулировки новых условий для определения их по-
ложения.
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5.4.1. Постановка задачи и основные допущения

Процесс бурения скважин часто сопровождается потерей бурового раствора.
Одной из причин этих потерь может стать его утечка в естественные трещины
в породе. Эффективной мерой борьбы с утечкой бурового раствора является
установка обсадной колонны, однако это ограниивает возможности бурения и
каротажных исследований скважины [270] Другим способом уменьшение та-
ких потерь является использование различные добавки к буровому раствору.
Эффективное использование этой технологии требует учета параметров трещи-
новатой среды, поскольку, как правило, существуют некоторые ограничения на
использование таких добавок. В этом параграфе предложена разработка про-
цедуры определения параметров трещиноватых пород (количество трещин, их
ширина6, проницаемость, пористость множества трещин и т. д.). Процедура
основана на анализе временных зависимостей между давлением в стволе сква-
жины и объемом потерь бурового раствора во время бурения. Она состоит в
проведении серии расчетов потерь бурового раствора при заданном давлении в
стволе скважины (прямая задача), а затем в корректировке параметров набо-
ра трещин для достижения наилучшего соответствия между рассчитанными и
измеренными потерями (обратная задача). Для расчета потерь для заданного
давления в стволе скважины используется модель потерь бурового раствора в
семейство трещин. Предлагаемая модель описывает поток бурового раствора в
набор трещин, сопровождаемый деформацией берегов трещин под действием
давления накачки. Для учета фильтрации бурового раствора из трещины в по-
ристую среду используется закон Картера. Входными параметрами в прямой
задаче являются ширина и количество трещин, параметры реологии бурового
раствора, зависимость давления в скважине от времени. В результате реше-
ния прямой задачи получается суммарный по всем трещинам объем утечек в
породу.

6Поскольку в случае естественных трещин ширина канала, в котором движется жидкость, не равна нулю
при отсутствии деформации породы и смещения берегов трещин, в данном параграфе используется термин
“ширина” вместо “раскрытие”, как более корректный.
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5.4.2. Модель потерь бурового раствора в систему есте-

ственных трещин

Допущения и концепция модели

В модели предполагается, что буровой раствор утекает в семейство поперечных
осесимметричных трещин, ортогональных стволу скважины, как схематично
показано на рисунке 5.25. Предполагается, что все трещины расположены до-
статочно далеко друг от друга, так что их влиянием на взаимное напряжение
можно пренебречь. Время начала утечки раствора и зависимость давления на
входе в трещину от времени указаны для каждой трещины. Перед началом
бурения все трещины считаются открытыми на на некоторую заданную шири-
ну w0. Порода сжата напряжениям σmin в направлении, поперечном плоскости
трещин. Упругие свойства породы характеризуются модулем Юнга E и коэф-
фициентом Пуассона ν. Буровой раствор описывается в приближении модели
жидкости Гершеля–Балкли и считается несжимаемой. Его реология характери-
зуется коэффициентом консистенции K, показателем степени n и предельным
напряжением сдвига τ0. Вязкими свойствами поровой жидкости и ее сопротив-
лением проникновению бурового раствора в трещины пренебрегается в силу
значительно меньшей вязкости поровой жидкости по сравнению с вязкостью
бурового раствора. Деформации породы модели потерь в систему трещин опи-

Рисунок 5.25 – Схема утечек бурового раствора в систему трещин

сывается той же моделью, что и в классической модели плоской радиальной
трещины (описанной в параграфе 5.3). При этом учитывается исходная ши-
рина трещин и отсутствие кончика трещины. Поэтому области применимости
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уравнений и граничных условий отличаются от используемых в радиальной
модели гидроразрыва пласта. Схема модели одной естественной трещины при
движении по ней бурового раствора представлена на рисунке 5.26. Можно вы-
делить три интервала: область, занятая буровых раствором, давление которого
достаточно, для смещения берегов трещины (I); область, занятая буровым рас-
твором, в которой ширина трещины остается равной исходной (II); область,
занятая поровой жидкостью (III).

Рисунок 5.26 – Схема одиночной трещины при течении в ней бурового раствора: I - область дефор-
мации берегов трещины; II - область, занятая буровым раствором; III - область, занятая поровой

жидкостью

Описание движение жидкости в трещине

Движение жидкости в трещине считается осесимметричным и описывается в
рамках приближения модели Гершеля-Балкли. Трещина считается радиальным
каналом переменного сечения с источником в центре. Подмодель течения жид-
кости совпадает с моделью течения радиальной трещины (§. 5.3) и включает
в себя те же уравнение для давления (5.39) и уравнение неразрывности (5.39),
но отличающиеся граничные условия на скважине и границе распространения
бурового раствора

p(Rw, t) = pin, p(Rfront, t) = ppore. (5.74)

Для определения положения границы бурового раствора, которое разделяет
области (II) и (III), используется условие Стефана, говорящее о том, что фронт
жидкости движется со скоростью жидкости

dRfront

dt
=

Qfront

2πRfrontw(Rfront)
. (5.75)
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с начальным условием

Rfront

∣∣∣∣
t=0

= Rw (5.76)

Величина утечки QL описывается, как и в радиальной модели трещины гидро-
разрыва законом Картера [47] (5.13).

Расчет раскрытия естественной трещины

В случае, когда давление бурового раствора p(r) не превосходит сжимающих
напряжений σmin, ширина трещины задается равной ширине в естественном
залегании

w(r, t) = w0. (5.77)

В ином случае добавочная ширина трещины wadd рассчитывается по формуле
(5.43), используемой в модели радиальной трещины, при подстановке pnet =

p − σmin. Полная ширина получается суммированием ширины в естественном
залегании и добавочной

w(r, t) = w0 + wadd. (5.78)

Положение границы между областями, где ширина трещины равна началь-
ной ширине (I) и областью (II), где берега трещины деформированы, рассчиты-
вается так же как положение кончика в радиальной трещине из условия (5.44).
Так как трещина уже существует, то не требуется притока энергии для разру-
шения породы, поэтому в условии (5.44) КИН KI c выбирается равным нулю,
что соответствует условию плавного смыкания.

5.4.3. Решение прямой задачи о потерях бурового раство-

ра в систему трещин

Верификация модели

Модель и метод решения ее уравнений были верифицированы на задачах о те-
чении ньютоновской и неньютоновской жидкости в радиальной трещине без
утечки в породу путем сравнения с аналитическим решением и расчетами дру-
гих авторов. В случае ньютоновской жидкости уравнения модели могут быть
переписаны в виде задачи Коши для обыкновенного дифференциального урав-



224

нения
dRfront

dt
=

w2
0(pin − ppore)

12KRfrontln(Rfront/Rw)
,

q =
πw3

0(pin − ppore)
6KRfront ln(Rfront/Rw)

(5.79)

с граничным условием (5.77), которую можно решить численно с высокой точ-
ностью.

Решение задачи (5.79), (5.77) использовалось в качестве точного решения
для сравнения с решениями, полученными по рассматриваемой модели потерь,
бурового раствора в систему трещин и по модели радиального потока жид-
кости в канале постоянной ширины, представленном в [271]. На рисунке 5.27
(слева) показано сравнение зависимостей от времени расхода бурового раство-
ра, полученных по модели [271] и по настоящей модели с точным решением для
фиксированного давления и постоянной ширины трещины. Вязкость жидкости
задавалась равной K = 0.0383Па · с, коэффициент утечек – CL = 0, разница
давлений pin − ppore = 4.83Па, ширина трещины w0 = 0.85мм. Очевидно, что
решение, полученное по настоящей модели, совпадает с точным решением, а
решение, полученное по модели [271], имеет погрешность порядка 10%.

Для случая неньютоновской жидкости, описываемой моделью Гершеля-
Балкли, проведено аналогичное сравнение настоящей модели с моделью [271],
предоставленной ее автором. Реология жидкости в этом расчете описывалась
моделью Гершеля-Балкли с параметрами K = 0.0383Па · сn, n = 0.94, τ0 =

4Па, остальные параметры оставались неизменными. На рисунке 5.27 (справа)
показано зависимостей от времени расхода бурового раствора, полученных по
модели [271] и по настоящей модели. Как и в случае Ньютоновской жидкости
численный метод [271] дает завышенный по сравнению с настоящей моделью
расход бурового раствора. Из-за погрешности метода [271], показанной на ри-
сунке 5.27 невозможно получить абсолютное совпадение результатов, но каче-
ственное поведение кривых, полученных на основе обеих моделей, одинаково, а
различия между ними не превышают 30%. Следует отметить, что, во-первых,
погрешность метода [271] возрастает при увеличении предельного напряжения
сдвига, во-вторых, эта погрешность присутствует в расчете не только расхода
бурового раствора, но и в определении фронта его проникновения.
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Рисунок 5.27 – Зависимости расхода бурового раствора от времени, рассчитанные по различным
моделям для раствора с Ньютоновской реологией (слева) и реологией Гершеля-Балкли (справа) :

0–модель [271]; 1 - настоящая модель, пунктир – решение задачи Коши (5.79), (5.77)

Чувствительность потерь бурового раствора к изменению основных
параметров

В настоящем разделе будет проведена оценка влияния реологических свойств
бурового раствора на скорость потерь. Также на примере двух основных набо-
ров реологических параметров будет показана чувствительность скорости по-
терь к изменению других параметров модели. Эти базовые наборы имеют оди-
наковый коэффициент консистенции и показатель степени K = 0.0383Pa · sn,
n = 1 и отличаются отличаются значениями предельного напряжения сдвига:
τ0 = 0Pa и τ0 = 4Pa. Вычислительные эксперименты проводились с исполь-
зованием “полевых” данных, содержащих зависимость давления в скважине и
расхода бурового раствора от времени, как показано на рисунке 5.28.. Эти дан-
ные использовались в работе [272] для определения параметров трещиновато-
пористой среды в рамках модели с двойной пористостью. Поскольку “полевые”
данные существенно немонотонны, так как содержат выбросы, обусловленные
качеством измерения, для удобства проведения вычислительных экспериментов
было проведено их сглаживание, сохраняющее основные особенности зависимо-
стей, как показано на рисунке 5.28.

Для оценки влияния вязкости бурового раствора на рисунке 5.29 показаны
временные зависимости его расхода с коэффициентом консистенции, равным
исходному значению и отличающимся на ±10%. На рисунке 5.30также пред-
ставлены те же зависимости для показателя степени и предельного напряжения
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Рисунок 5.28 – Зависимости давления в скважине (слева) и расхода бурового раствора (справа) от
времени, используемые при проведении вычислительного эксперимента: тонкая линия – исходные

данные, толстая – сглаженные

сдвига, изменяющийся на ±10% и на ±100% по отношению к их основным зна-
чениям, соответственно. Поскольку предельное напряжение сдвига может ме-
няться в более широком диапазоне, чем показатель степени, варьирование его
значения в вычислительном эксперименте так же проводилось более интенсив-
но. Ширина трещины для всех расчетов, представленных на рисунке 5.29–5.30,
была постоянной и равна w0 = 0.67мм. Это значение соответствует наилуч-
шему совпадению между измеренными и рассчитанными коэффициентами по-
терь для реологии, характеризующейся параметрами K = 0.0383Па ·sn, n = 1,
τ0 = 4Па. Как видно из рисунке 5.29, 5.30, расход бурового раствора в трещину

Рисунок 5.29 – Зависимости расхода бурового раствора от времени при варьировании коэффи-
циента консистенции на 10%: 0 – полевые данные; 1–K = 0.034Па · сn; 2–K = 0.0383Па · сn; 3–

K = 0.042Па · сn



227

Рисунок 5.30 – Зависимости расхода бурового раствора от времени при варьировании показателя
степени на 10% (слева) и предельного напряжения сдвига (справа) на 100%: 0 – полевые данные;

Слева: 1–n = 0.91; 2–n = 0.94; 1–n = 1. Справа: 1–τ0 = 0Pa; 2–τ0 = 4Pa; 3–τ0 = 8Pa

наиболее чувствителен к изменению показателя степени: изменение этого пара-
метра на 10% вызвало изменение расхода на 16%, тогда как такое же изменение
показателя консистенции и предельного напряжения сдвига вызвало изменение
расхода на 6% и 11%, соответственно. Следует, однако, отметить, что предель-
ное напряжение сдвига в практически применяемых жидкостях может варьи-
роваться в больших пределах, чем остальные два параметра. Поэтому мень-
шая чувствительность расхода бурового раствора к вариации этого параметра
по сравнению с чувствительностью к вариации показателя степени компенси-
руется большим интервалом его изменения, что делает учет таких изменений
необходимым.

Для оценки влияния порового давления на расход бурового раствора ис-
пользовались два набора параметров реологии, отличающиеся значениями пре-
дельного напряжения сдвига: τ0 = 0Па и τ0 = 4Па. Для каждого из наборов
ширина трещины w0 была выбрана так, чтобы обеспечивать наилучшее совпа-
дение между рассчитанными и измеренными расходами бурового раствора и
равнялась w0 = 0.59мм для τ0 = 0Па и w0 = 0.67мм для τ0 = 4Па. Очевидно,
что на величину потерь скорость потерь влияет разница давлений pw − ppore,
а не поровое давление ppore, непосредственно, поэтому варьировалось значение
именно этой величины. На рисунке 5.31 показаны зависимости расхода бурово-
го раствора от времени, которые соответствуют базовому поровому давлению
ppore = 37МПа и значениям порового давления, которые обеспечивают ±10%
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Рисунок 5.31 – Зависимости расхода бурового раствора от времени при варьировании порового дав-
ления для τ0 = 0Па (слева) и τ0 = 4Па (справа): 0 – полевые данные; 1–ppore = 36.75МПа; 2–

ppore = 37МПа; 3–ppore = 37.25МПа

отклонение перепада давления pw − ppore. Видно, что расход бурового раство-
ра пропорционален перепаду давления и 10% -ое изменение перепада давления
приводит к примерно такому же (11%) изменению расхода. Следует также от-
метить, что изменение абсолютного значения порового давления в этом расчете
составляет всего 0,67%, что означает, что поровое давление является ключевым
параметром для определения ширины трещины и должно измеряться с высокой
точностью.

Рисунок 5.32 – Зависимости расхода бурового раствора от времени при варьировании коэффициента
утечек для τ0 = 0Па (слева) и τ0 = 4Па (справа): 0 – полевые данные; 1–CL = 0; 2–CL = 50 ·

10−6 м
√
с; 3–CL = 100 · 10−6 м

√
с; 4 – CL = 150 · 10−6 м

√
с

На рисунке 5.32 показаны зависимости расхода бурового раствора для раз-
личных коэффициентов утечки. Коэффициент утечки изменялся в диапазоне
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от нуля (непроницаемой породы) до значения CL = 150·10−6 м
√
с, которое было

рассчитано в [271] для случая трещиноватых сланцев на основе полевых экс-
пертных оценок. Хорошо видно, что наличие утечки значительно увеличивает
расход бурового раствора. Можно видеть также, что разница между непрони-
цаемой и проницаемой породой выше, чем разница между разными коэффи-
циентами утечек в проницаемой породе. Это означает, что наличие утечки в
породу имеет большее значение, чем абсолютная величина коэффициента уте-
чек, а, значит, допустима некоторая погрешность при определении значения
коэффициента утечки для использования в настоящей модели.

Рисунок 5.33 – Зависимости расхода бурового раствора от времени (слева) и ширины трещины на
скважине (справа) при варьировании сжимающих напряжений в породе σmin для τ0 = 0Pa : 0 –
полевые данные; 1–σmin = 40MPa; 2–σmin = 38.8MPa; 3–σmin = 38.7MPa; 4–σmin = 38.6MPa;

5–σmin = 38.2MPa

Одним из важных отличий предложенной модели потерь в систему трещин
является возможность учета деформации берегов трещины, которая опреде-
ляется разницей между давлением в скважине pw(t) и сжимающими напря-
жениями σmin. Для исследования влияния сжимающих напряжений на рисун-
ке 5.33-5.34 представлены зависимости расхода бурового раствора, полученные
при различных значениях этого параметра. Они также показывают соответ-
ствующее изменение ширины трещины в стволе скважины. Хорошо видно, что
существует некоторый предел разницы между давлением в стволе скважины
и сжимающим напряжением в естественном залегании. Если давление в сква-
жине превышает этот предел, то трещина начинает развиваться по сценарию
трещины гидроразрыва. Характерным для этого сценария является экспонен-
циальный рост расхода при поддержании постоянного давления в скважине.



230

Рисунок 5.34 – Зависимости расхода бурового раствора от времени (слева) и ширины трещины на
скважине (справа) при варьировании сжимающих напряжений в породе σmin для τ0 = 4Pa : 0 –
полевые данные; 1–σmin = 40MPa; 2–σmin = 38.8MPa; 3–σmin = 38.7MPa; 4–σmin = 38.6MPa;

5–σmin = 38.2MPa

В рассматриваемом примере это предельное значение находилось в интерва-
ле pin− σmin ∈ [0.5; 1]МПа и соответствовало сжимающему напряжению, нахо-
дящемуся в интервале 38.6МПа ≤ σmin ≤ 38.7МПа. Когда сжимающее напря-
жение немного превышает это значение σmin ≥ 38.7МПа, расход бурового рас-
твора становится нечувствительным к точному значению σmin и близок расходу,
к полученному при σmin = 40МПа, когда берега трещины не деформируются.
Когда сжимающее напряжение ниже предельного значения, то точное значение
σmin влияет только на момент начала лавинообразного роста расхода бурового
раствора. Изменение значения предельного напряжения сдвига несколько по-
вышает чувствительность расхода и ширины трещины к “всплескам” давления,
то есть к кратковременным локальным максимумам давления в скважине, од-
нако незначительно влияет на предельное значение, при превышении которого
наблюдается рост потерь бурового раствора.

С одной стороны, учет деформации горных пород позволяет модели пред-
сказать возможный быстрый рост потерь бурового раствора по сценарию тре-
щины гидроразрыва. С другой стороны, если давление в стволе скважины под-
держивается меньшим, чем сжимающие напряжения сжимающие напряжения
в породе, то можно вычислять расход бурового раствора без учета деформации
берегов трещины. Это позволяет исключить такой параметр, как значение сжи-
мающих напряжений σmin из методики по определению параметров породы по
данным о потерях бурового раствора.
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5.4.4. Расчет раскрытия трещины по данным об утечках

бурового раствора

Обратная задача определения параметров трещиноватости породы заключается
в определении ширины трещин и их количества на основе анализа зависимо-
стей давления в скважине и расхода бурового раствора в трещины от времени.
Эта задача формулируется так же как и в работе [272] в виде оптимизацион-
ной задачи. Требуется найти значения параметров x, обеспечивающие минимум
функционалу

F (x) =

[∫ T

0

(Qexp
well(t)−Q

num
well (t,x))

2
dt

]1/2

. (5.80)

Здесь Qexp
well – потери бурового раствора, наблюдаемые при бурении, T – период

времени, в течение которого наблюдались потери, Qnum
well – суммарный расход

во все трещины, полученный в вычислительном эксперименте. В предположе-
нии об одинаковости всех трещин его можно рассчитать как Qnum

well = QinN , где
Qin – расход бурового раствора в одну трещину. Естественными компонентами
вектора параметров являются количество N и ширина трещин w0 на участке,
где происходят потери бурового раствора. Однако, как будет показано ниже,
из условия минимизации функционала (5.80) можно получить только некото-
рую связь между этими параметрами, а не значения каждого из них. Поэтому
в при проведении исследования один из параметров — количество трещин —
фиксировался равным N = 1 и использовался метод решения оптимизацион-
ной задачи с одним параметром, а именно, метод золотого сечения, описанный,
например, в [273] и использованный в [272] для решения аналогичной задачи.

Связь между шириной и количеством трещин

Для анализа влияния основных ширины и количество трещин на расход буро-
вого раствора будет проведен безразмерный анализ уравнений модели. С этой
целью уравнения движения жидкости (5.39), (5.40), переписываются для слу-
чая непроницаемой породы, степенной жидкости без учета деформации породы
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∂p

∂r
= −2K

(
2n+ 1

πn

)n
(Q/N)n

w2n+1Rn
,

∂Rw

∂T
+

1

2π

∂(Q/N)

∂R
∂Rfront

∂T
=

Qfront

2πRfrontwfront

(5.81)

Новые безразмерные переменные вводятся по следующим формулам

R = R∗r, T = T∗t, P = P∗p, Q = Q∗q, w = w∗w (5.82)

где R∗ – максимальный радиус проникновения бурового раствора, T∗ – пери-
од наблюдения за процессом, P∗ – усредненная по времени разность давлений
между давлением в стволе скважины и поровым давлением, Q∗ – средний вре-
мени расход раствора, w∗ – средняя ширина трещины. Уравнения в терминах
безразмерных переменных можно записать следующим образом:

C̃1
∂rw
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2π
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∂r

C̃2
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= −2k

(
2n+ 1

πn

)n
(q)n

w2n+1rn
,

C̃1
∂rfront
∂t

=
qfront

2πrfrontwfront

(5.83)

Здесь C̃1 и C̃2 — безразмерные комбинации, определяемые формулами

C̃1 =
P∗w

2n+1
∗ Rn−1

∗
K(Q∗/N)n

, C̃2 =
R2
∗w∗

T∗Q∗/N
(5.84)

В соответствии с постановкой задачи известны характерные значения пере-
падов давления (P∗), времени (T∗) и скорости потери бурового раствора (P∗),
а необходимо определить среднюю ширину трещин (w∗), их количество (N)
и радиус внешней границы бурового раствора (R∗). Можно исключить R∗ из
рассмотрения, переписав

C1 = C̃1C̃
2/(n−1)
2 =

P∗T
(n−1)/2
∗

K

(
Nw3

∗
Q∗

)(n+1)/2

, C2C̃
1/2
2 =

(
R2
∗w∗

T∗Q∗/N

)1/2

(5.85)
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Тогда уравнения (5.83) можно переписать следующим образом:
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(5.86)

Таким образом, решение прямой задачи определяется двумя параметрами. Зна-
чит, решая серию безразмерных задач (5.86) для различных значений C1 и C2, а
затем сравнивая полученные кривые зависимости давления и расхода бурового
раствора с данными “полевых измерений”, можно выбрасть наиболее подходя-
щие значения комбинаций C1 и C2. Однако знание этих значений порождает
только два соотношения (5.85) для трех неизвестных w∗, R∗ и N . Отсюда сле-
дует, что каждой паре параметров C∗1 и C∗2 соответствует множество троек па-
раметров w∗, R∗ и N , связанных двумя соотношениями C1(w∗, R∗, N) = C∗1 ,
C2(w∗, R∗, N) = C∗2 . Значит, одновременное определение всех трех неизвестных
из данных анализа полевых записей давления ствола скважины и расхода буро-
вого раствора невозможно. В частности, невозможно определить одновременно
как среднюю ширину, так и количество трещин, если радиус зоны проникно-
вения неизвестен. Анализ результатов расчетов показал, что этот вывод спра-
ведлив и для бурового раствора с ненулевым предельным напряжением сдвига
τ0. Из (5.85) следует, что в случае жидкости степенной реологии неизвестные
связаны следующими соотношениями:

w∗ ∼ N−1/3, R∗ ∼ (w∗N)−1/2 ∼ N−1/3. (5.87)

Поэтому в качестве решении задачи об определении параметров трещиноватой
среды по потерям бурового раствора достаточно указывать, например, значение
коэффициента

CWN = w0 ·N 1/3, (5.88)

при котором обеспечивается отклонение рассчитанного расхода бурового рас-
твора менее всего отклоняется полученного при бурении распределения. Это
значение CWN будет равно ширине единственной трещины, обеспечивающей
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минимум функционала (5.80). Ширину трещин w0(N) при их известном (напри-
мер, при анализе керна) количестве N можно получить из очевидной формулы
w0 = CWN ·N−1/3.

Чувствительность ширины трещин, определяемой по потерям буро-
вого раствора, к основным параметрам задачи

В предыдущем пункте 5.4.3 было показано влияние основных параметров на
распределение расхода бурового раствора, здесь будет показано влияние тех
же параметров на решение обратной задачи, то есть на ширину трещины, при
которых распределение расхода наиболее близко наблюдаемому в эксперименте.

Как показано 5.4.3, малые (<10%) изменения коэффициента консистенции
слабо влияют на расход бурового раствора, следовательно, влияние этого па-
раметра на ширину также будет незначительным. Поэтому будет исследовано
только влияние показателя степени n и предела текучести τ0. На рисунке 5.35
показаны зависимости расхода бурового раствора от времени в одной трещине,
полученные для различных показателей степени. В отличие от рисунка 5.30, где
расчеты скорости потери бурового раствора вычисляются для одной и той же
ширины, здесь ширина в каждом расчете выбирается так, чтобы находить наи-
лучшее соответствие для измеренного расхода (ширина отличается для разных
значений показателя степени). На том же рисунке показано значение коэффи-
циента CWN (5.88), рассчитанного из решения обратной задачи при различных
количествах трещин. Слабая (<3%) вариация коэффициента CWN при изме-
нении количества трещин подтверждает полученную на основе безразмерного
анализа зависимость (5.87) между шириной и количеством трещин.

На рисунке 5.36 показаны зависимости расхода бурового раствора от време-
ни в одной трещине, и зависимости ширины трещины от числа трещин, полу-
ченные для различных значений предельного напряжения сдвига

Видно, что показатель степени и предельное напряжение сдвига влияют на
определяемую из решения оптимизационной задачи ширину трещины слабее,
чем на расход бурового раствора. Вариация ширины трещины при вариации
показателя степени на 10% составила 9% (против 16% изменения расхода, см
рис 5.30), а изменение предельного напряжения сдвига на 100% привело к из-
менению оцениваемой ширины трещины на 13%, тогда как 10% вариация пре-
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Рисунок 5.35 – Зависимости расхода бурового раствора от времени в одной трещине (слева) и за-
висимость коэффициента CWN от числа трещин (справа), полученные для различных показателей
степени: 0 – полевые данные; 1 – n = 0.91, w = 0.63мм; 2 – n = 0.94, w = 0.67мм; 3 – n = 1, w = 0.75мм

дельного напряжения сдвига приводит к 11% изменению расхода.
Можно также видеть, что значение предельное напряжение сдвига влияет

на форму зависимости расхода бурового раствора от времени — наклон кри-
вой значительно изменяется, тогда как при разных показателях степени кри-
вая расхода раствора практически одинакова. Этот же вывод можно сделать
из рисунка 5.31, на котором видно, что углы наклона кривых расхода бурово-
го раствора отличаются для разных значений предельного напряжения сдвига.
Отсюда следует, что существует возможность определить значение предельного
напряжения сдвига бурового раствора одновременно с шириной трещины при
анализе кривой потерь. Однако методика такой оценки требует дополнитель-
ного исследования и выходит за рамки целей диссертационной работы.

На рисунке 5.37 показаны зависимости ширины трещины или коэффициен-
та CWN от разницы между сжимающим напряжением и поровым давлением
для двух значений предела текучести τ0 Па и τ4 Па. В модели потерь бурового
раствора при отсутствии деформаций берегов трещины расход раствора опре-
деляется избыточным давлением в стволе скважины pwell(t) по отношению к
поровому давлению ppore. Поэтому естественным было бы исследовать чувстви-
тельность к ширины трещины к величине pwell(t) − ppore. Однако давление в
стволе скважины pwell(t) изменяется во времени и не подходит для использова-
ния в качестве параметра. Сжимающие напряжения σmin можно приближенно
рассматривать в качестве верхней границы для давления в скважине, так как



236

Рисунок 5.36 – Зависимости расхода бурового раствора от времени в одной трещине, (слева) и зави-
симость коэффициента CWN от числа трещин (справа), полученные при различных значениях пре-
дельного напряжения сдвига: 0 – полевые данные; 1 – τ0 = 0, w = 0.58мм; 2 – τ0 = 4МПа, w = 0.67мм;

3 – τ0 = 8МПа, w = 0.75мм

при превышении этого значения потери бурового раствора неограниченно рас-
тут, в качестве параметра используется именно разница σmin − ppore.

Изменение перепада давления ∆p = σmin−ppore в широком диапазоне (1,5-8
МПа) приводит к изменению ширины трещины в пределах 50%. Зависимость
ширины трещины w от этого параметра близка к степенной, и может быть
приближенно записана в виде

w(∆p) ≈ w
∣∣∣
∆p=1МПа

·∆pα, α ≈ 2.2÷ 2.5. (5.89)

На рисунке 5.37 также показаны зависимости ширины трещины или коэф-
фициента CWN от коэффициента утечки CL в законе Картера. Можно видеть,
что для оценки ширины трещины информация о наличии или отсутствии утеч-
ки в матрицу трещиновато-пористой среды более важна, чем знание точного
значения коэффициента утечки. При изменении коэффициента утечек от зна-
чения CL = 100 · 10−6 м

√
с, характеризующего трещиновато-пористую среду

со слабопроницаемой матрицей, до CL = 0, соответствующего трещиноватой
среде с абсолютно непроницаемой матрицей, ширина трещины, определяемая
из условия наилучшей аппроксимации рассчитанных потерей расхода бурового
раствора, увеличивается на 20%÷ 30% в зависимости от предельного напряже-
ния сдвига. При этом увеличение коэффициента в 10 раз от CL = 100 ·10−6 м

√
с

до CL = 10−3 м
√
с уменьшает ширину трещины на 10%÷ 15%.
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Рисунок 5.37 – Зависимости коэффициента CWN от перепада давления ∆p = σmin−ppore (справа) и
коэффициента утечки CL (справа) полученные при различных значениях предельного напряжения

сдвига: 1 – τ0 = 0; 2 – τ0 = 4МПа

5.4.5. Аналогия между моделью системы естественных

трещин и моделью трещиновато-пористой среды

В работе [272] была разработана методика определения фильтрационных пара-
метров породы по данным о потерях бурового раствора. В основу предлагаемой
методики положена модель плоскорадиальной фильтрации бурового раствора
в трещиновато-пористую среду с вытеснением поровой жидкости. Предполага-
ется, что среда имеет трещиновато-пористую структуру и представляет собой
совокупность пористых блоков, отделенных друг от друга трещинами. Количе-
ство трещин считается достаточно большим, чтобы рассматривать их совокуп-
ность в качестве трещиноватой фазы трещиновато-пористой среды, характе-
ризующейся высокой проницаемостью kf и низкой пористостью mf . Пористая
фаза, состоящая из блоков среды характеризуется высокой пористостью mr и
низкой проницаемостью kr. Обмен жидкостью между фазами среды характе-
ризуется параметром перетока α0.

Предложенная в [272] модель описывает тот же процесс движения бурового
раствора в трещиновато-пористую среду, что и рассматриваемая в настоящем
параграфе модель. Ключевым отличием модели потерь в систему трещин яв-
ляется описание движения в каждой из трещин, что делает ее пригодной для
случая, когда весь раствор утекает в одну трещину. Модель фильтрации опи-
сывает движение в трещинах на основе уравнений фильтрации, применимых
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для большого количества трещин. Тем не менее, ниже приведены результаты
сравнения моделей для случая среднего 10 ÷ 100 количества трещин. Следует
отметить, что кроме различий в предположениях о количестве трещин, модели
содержат и другие отличия в базовых предположениях, которые приведены в
таблице, поэтому возможны отличия и в полученных результатах.

Таблица 5.2 – Различающиеся предположения в моделях потерь бурового раствора

МодельМатериал
Потерь в систему трещин Фильтрации

Буровой раствор Несжимаемый Слабосжимаемый
Поровая жидкость Невязкая Вязкая, слабосжимаемая

Порода Линейно упругая Слабосжимаемая

Так как модели бурового раствора в систему трещин и в среду с двойной
пористостью описывают один и тот же процесс, можно установить взаимосвя-
зи между их ключевыми параметрами, которые определяют процесс движения
раствора. Для этого уравнения, описывающие поток жидкости внутри трещи-
ны, следует переписать в форме уравнений фильтрации и выделить соответ-
ствующие коэффициенты при скорости жидкости и производной давления. По-
сле алгебраических вычислений можно получить следующие для ширины тре-
щин w и их количества N , с одной стороны и пористости mf и проницаемости
kf трещиноватой фазы — с другой.

kf =
n

4n+ 2

w2+1/nN

21/nK1−1/nH
, mf =

Nw

H
,

w = K
1−n
1+n2

1
1+n

(
4n+ 2

n

kf
mf

) n
1+n

, N =
mfH

w
.

(5.90)

Далее обе модели были применены для определения параметров
трещиновато-пористой среды по потерям бурового раствора при следующих па-
раметрах: n = 0.94, τ = 0, K = 0.0383Па · сn, ppore = 37МПа, σmin = 40МПа.
Для модели фильтрации в среде с двойной пористостью использовались до-
полнительно параметры, приведенные в [272], а именно сжимаемость бурового
раствора была выбрана равной сжимаемости воды βm = 4.58 ·10−10 Па−1, пори-
стость и проницаемость пористой фазы породы были выбраны характерными
для песчаника mr = 0.3, kr = 10mD = 10−14 м2.
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Рисунок 5.38 – Зависимости проницаемости трещиноватой среды kf от пористости mf (слева) и
ширины трещин W от их количества N (справа), рассчитанные из решения обратной задачи по
различным моделям: 1 — модель потерь в систему трещин; 2 — модель фильтрации в систему с

двойной пористостью

Как было показано выше и в [272], решение обратной задачи позволяет по-
лучить только зависимость одного из определяемых параметров от другого, на-
пример, ширины трещин от их количества или проницаемости от пористости.
На рисунке 5.38 приведены указанные зависимости w = w(N) и kf = kf(mf),
являющиеся решением обратной задачи определения параметров трещиноватой
среды по потерям бурового раствора. Хорошо видно, что проницаемости тре-
щиноватой фазы, рассчитанные по разным моделям, различаются почти в два
раза, тогда как зависимости ширины трещин от их количества практически
совпадают. Большая чувствительность проницаемости объясняется степенной
зависимостью ее от ширины трещины (5.90) с большим (≈ 3) показателем степе-
ни. Поскольку ширина трещин является ключевым параметром при разработке
закупоривающих добавок, можно сделать вывод, что при среднем количестве
трещин (10 ≤ N ≤ 100) обе модели дают согласующиеся результаты, несмотря
на значительные различия между их подходами и основными предположения-
ми.

5.4.6. Заключение по модели потерь бурового раствора

На основе радиальной трещины предложена модель потерь бурового раствора в
систему естественных трещин. Модель описывает радиальное движение бурово-
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го раствора из скважины в трещину, его утечку в породу и деформацию стенок
трещины под действием давления раствора. Модель позволяет по известным
параметрам пласта, реологии раствора и давлению в затрубном пространстве
скважины получить зависимость величины потерь раствора от времени.

Сформулирована задача определения параметров трещиновато-пористой
среды по данным о потерях бурового раствора. Разработан метод решения об-
ратной задачи на основе предложенной модели. Показано, что только из за-
висимостей давления и величины потерь раствора от времени можно оценить
только один из параметров, характеризующих трещиноватую среду. Приведены
результаты решения обратной задачи, в которых определена ширина естествен-
ных трещин по зависимостям давления и величины потерь раствора от времени.
Выполнен анализ чувствительности оцениваемой ширины трещины к величине
погрешности при задании параметров раствора и пласта.

Установлена аналогия с ранее разработанной моделью потерь в
трещиновато-пористую среду на основе уравнений фильтрации с двойной
пористостью. Приведены формулы пересчета параметров. Показано, что
обе модели, несмотря на значительные различия между их подходами и
основными предположениями, дают согласующиеся результаты при среднем
количестве трещин и могут быть использованы в этом интервале с одинаковой
эффективностью.

5.5. Модель длинной трещины, включающая

механизм оседания пропанта

5.5.1. Постановка задачи

В предыдущих параграфах 5.3, 5.4 были описаны плоские модели радиальных
трещин, полученные из плоской трехмерной модели, описанной в параграфе
5.2, на основе предположений об изотропности и однородности напряженного
состояния породы и малом влиянии силы тяжести. В настоящем параграфе
описывается модель [18], полученная из плоской трехмерной модели на осно-
ве предположения о большой длине трещины, которая соответствует трещине,
распространяющиеся в вертикальной плоскости в пласте, ограниченном по вы-
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соте пропластками с более сильными сжимающими напряжениями, что чаще
встречается на практике. Модели для описания таких, ограниченных по высо-
те, трещин (модели PKN-типа) были предложены более 50 лет назад [81, 82],
и в настоящее время заменены псевдо-трехмерными моделями, допускающими
распространение трещины и в вертикальном направлении [94, 100, 104]. Тем не
менее, модели PKN-типа используются для исследований, сфокусированных на
движении жидкости или ее смеси с проппантом внутри трещины. Актуальность
описания переноса проппанта подтверждается большим количеством современ-
ных работ по построению усовершенствованных теоретических моделей пере-
носа [40, 274] и моделей, основанных на экспериментальных данных [38, 42].
Важными составляющими всех предлагаемых моделей [275] является разли-
чие осредненных скоростей жидкости и проппанта и существенное повышение
вязкости смеси от концентрации частиц, определяемое различными функцио-
нальными зависимостями. Получаемые при этом модели гидроразрыва явля-
ются достаточно сложными для аналитического исследования и требуют при-
менения численных методов. Однако адекватное исследование механики про-
текающих процессов не всегда возможно из-за относительно высокой вычисли-
тельной сложности моделей, связанной с одновременным решением связанных
разнородных уравнений, описывающих распространение трещины ГРП. Иссле-
дование же движения смеси в трещине в составе PKN-модели позволяет учиты-
вать влияние давления на ширину канала (раскрытие трещины) и не требует
существенных вычислительных ресурсов, как при использовании, например,
плоских трехмерных моделей По этой причине в работе [18] была предложена
описанная настоящем параграфе плоская модель длинной трещины, в которой
связь между давлением смеси и раскрытием трещины в поперечных сечени-
ях локальна, но движение смеси рассчитывается в двумерной постановке, что
позволяет учитывать влияние силы тяжести и описывать оседание проппанта.

Перенос проппанта обычно связан с разнообразными эффектами, такими
как конвекция, оседание [45, 268] и формирование областей плотно упакованно-
го проппанта [46]. Несомненно, множество подобных исследований может быть
найдено в литературе [41, 44, 45, 59, 108, 276]. Новизна предлагаемой модели
состоит в следующих улучшениях. Во-первых, рассмотрена фильтрация жидко-
сти через проппантную упаковку с использованием модели переключения тече-
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ния на фильтрацию в отличие от современных моделей [38, 42], основанных на
обобщении экспериментальных данных из работы [39]. Учет фильтрации рас-
ширяет область применимости модели, позволяя рассматривать распростране-
ние трещины с более высокой концентрацией проппанта. Иначе [44, 59, 276],
формирование проппантной упаковки вызовет полную остановку течения. Ис-
следование распределения проппанта высокой концентрации помогает проек-
тировать более эффективные трещины гидроразрыва [277]. Во-вторых, приме-
няется упрощенный механизм раскрытия трещины. Это позволяет более адек-
ватно описывать раскрытие трещины, чем в моделях с предписанным поведе-
нием [44, 45], но требует меньших вычислительных затрат, чем решение пол-
ной задачи упругости [3, 41, 59, 108, 276]. Наконец, метод частиц в ячейках
применен для решения уравнения переноса концентрации проппанта с целью
уменьшения численной диффузии по сравнению с конечно-разностными схема-
ми [40] и другими популярными методами [41]. Также предложен надежный
метод совместного решения нелинейной системы уравнений модели.

Таким образом, построенная модель включает в себя различные механизмы
для учета следующих явлений: влияния проппанта на вязкость смеси, оседания
проппанта, фильтрации жидкости через упаковку проппанта, утечки жидкости
в формацию и раскрытие трещины под действием давления смеси.

5.5.2. Основные уравнения и граничные условия

Уравнения баланса жидкости и проппанта с учетом утечек

Предполагается, что трещина имеет постоянную высоту H и переменное рас-
крытие w(x, y, t). Смесь жидкости гидроразрыва и проппанта течет внутри тре-
щины. Течение считается гомогенным, т.е. свойства течения усреднены по по-
перечной координате z. Движение суспензии, содержащей взвешенные частицы
проппанта, в трещине гидроразрыва описывается моделью двухфазной жидко-
сти в двухскоростном приближении. Считается, что каждая фаза несжимаема.
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Течение смеси двумерное, и уравнения сохранения жидкости и проппанта

∂

∂t
((1− c)w) + div((1− c)wuf) = −QL, (5.91)

∂

∂t
(cw) + div(cwup) = 0 (5.92)

являются естественными обобщениями известного уравнения неразрывно-
сти [60]

∂w

∂t
+ div(w u) = Q(t)δ(x), (5.93)

полученного осреднением трехмерного закона сохранения массы по поперечной
координате z. В приведенных уравнениях x есть координата вдоль трещины,
y — вертикальная координата, c(x, y, t) — средняя поперечной координате z кон-
центрация проппанта (объемная доля), uf(x, y, t) — средняя скорость жидкости
и up(x, y, t) — средняя скорость проппанта.

Утечка жидкости, как и в плоской трехмерной модели определяется зако-
ном Картера (5.13) [47], в который добавлено условие отсутствия утечки при
достижении концентрацией проппанта критического значения c∗.

Раскрытие трещины

Раскрытие трещины рассчитывается, как и в классической PKN модели [82]
на основе предположения о независимости поперечных сечений, дающего ло-
кальную линейную связь между средним по сечению x избыточным давлением
p̄(x, t) и распределением раскрытия w(x, y, t) по высоте сечения y [278]

w(x, y, t) = p̄(x, t)w0(y), w0(y) =
1− ν2

E

√
H2

4
− y2, (5.94)

p̄(x, t) =
1

H

H∫
0

p(x, y, t)dy, (5.95)

Это упрощенное уравнение упругости описывает поведение трещины, зави-
сящее от давления смеси. В то же время, его применение не вызывает трудно-
стей с вычислительной точки зрения. В работах других авторов трещина может
предполагаться постоянной формы [45] с целью исследования течения смеси
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без возможности изучения эффекта распространения трещины. Другим реше-
нием может быть рассмотрение однопараметрического семейства форм трещи-
ны, позволяющее описывать рост трещины без какого-либо влияния изменения
давления [44]. Полная модель упругости [3, 4, 8, 59, 276], хотя и дает наиболее
детальное описание процесса, требует больше вычислительных затрат.

Поля скоростей

Движение жидкости и проппанта вызвано перепадом давления за счет закачки
жидкости в трещину либо гравитационных сил. Скорости жидкости и проп-
панта в общем случае не совпадают. Например, проппант останавливается при
высокой концентрации, тогда как жидкость фильтруется через упаковку проп-
панта. И наоборот, при оседании проппант может двигаться в покоящейся жид-
кости.

Скорости жидкости uf и проппанта up определяются двумя различными
способами в зависимости от концентрации проппанта. Если концентрация боль-
ше критического значения c∗, поля скоростей определяются следующим обра-
зом

up = 0, (5.96)

uf = ufiltration, (5.97)

что означает, что жидкость фильтруется через неподвижный проппант. Ско-
рость фильтрации ufiltration вычисляется с использованием уравнения [279]

−∇p+ ρmg =

(
72λmc

∗2µf
(1− c∗)3d2

p

|ufiltration|+
3

2
f0

c∗

(1− c∗)3

ρf
2dp
|ufiltration|2

)
ufiltration

|ufiltration|
,

(5.98)
где µf и ρf есть соответственно вязкость и плотность жидкости гидроразрыва,
dp есть диаметр частиц проппанта, а значения эмпирических параметров рав-
ны λm = 25/12, f0 = 7/3. Уравнение (5.98) является известным уравнением
Эргуна, которое описывает нелинейную фильтрацию жидкости через плотную
упаковку сферических частиц проппанта. Согласно ему повышение перепада
давления ведет к практически квадратичному росту сопротивления фильтра-
ции.
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Другой режим течения смеси осуществляется, если концентрация проппанта
меньше критического значения. В этом случае определение скоростей происхо-
дит с помощью соотношений, полученных Хаммондом [268],

up = uflow + usettling, (5.99)

uf = uflow −
c

1− c
usettling, (5.100)

uflow =
−w2

12µ(c)
(∇p− ρmg), (5.101)

usettling =
(ρp − ρm)d2

p

18µ(c)
g, (5.102)

где µ(c) есть вязкость смеси, ρp — плотность проппанта и ρm = (1− c)ρf + cρp,
uflow — скорость ньютоновской смеси в узком канале, usettling — скорость грави-
тационного оседания проппанта. Считается, что смесь проппанта и жидкости
является однородной (распределение частиц по поперечной координате посто-
янно), скорость оседания сферических частиц проппанта относительно жидко-
сти определяется согласно формуле Стокса. Также уравнение (5.101) не учиты-
вает рассогласование средних скоростей фаз при приложенном фиксированном
перепаде давления. Влиянием движения проппанта на течение жидкости пре-
небрегается. Поэтому в уравнениях закона сохранения импульса отсутствуют
слагаемые, отвечающие за приток импульса от движения проппанта.

Вязкость смеси определяется из концентрации проппанта с помощью соотно-
шения Марона-Пирса (5.53) [267] Согласно экспериментальному исследованию,
выполненному Мюллером [280], это соотношение может быть использовано для
вычисления вязкости суспензии твердых частиц. Формула (5.53) имеет сингу-
лярность при достижении плотной упаковки c = c∗. Для того, чтобы избежать в
алгоритме реализации предлагаемой модели сингулярности, переход к режиму
фильтрации проводится по закону

uf = maxmod{uflow −
c

1− c
usettling, ufiltration −

c

1− c
usettling}, (5.103)

где функция maxmod{v1,v2} дает вектор, максимальный по модулю, а ufiltration

определяется из уравнения (5.98), при подстановке в него текущего значения
концентрации c вместо критического c∗.
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Скорость ньютоновской смеси uflow не успевает достичь нулевого значения,
соответствующего критическому значению концентрации c = c∗ (дающему син-
гулярность в формуле (5.53)) в силу выполнения всегда условия |ufiltration | > 0.
Если концентрация превысила критическое значение, то считается, что произо-
шла остановка движения проппанта. В отличие от модели радиальной трещи-
ны, в которой только фиксировалось закупоривание трещины, в рамках модели
длинной трещины сделана попытка продолжить описание эволюции трещины
путем учета фильтрации проппанта через пробку. Таким образом, алгоритм ре-
ализации модели исключает возникновение сингулярности, т.к. переключение
на фильтрацию происходит с меньшими концентрациями c < c∗ при конечных
значениях µ(c) [22].

Граничные и начальные условия

Задача ставится в области x ∈ [0, L], y ∈ [0, H]. Смесь закачивается через вход-
ное сечение x = 0, на котором задаются нормальная компонента скорости смеси
и концентрация проппанта. Нормальная компонента скорости смеси равна нулю
на нижней и верхней границах трещины, а на границе x = L скорость имеет
нулевую нормальную производную. Во всех рассмотренных задачах входная
скорость постоянна вдоль сечения и вычисляется таким образом, чтобы обес-
печить заданную объемную скорость закачки. В начальный момент времени
раскрытие трещины равно нулю везде, кроме маленькой области возле входно-
го сечения.

5.5.3. Численный метод

Уравнение сохранения массы смеси

Уравнение сохранения смеси получается путем суммирования уравнений сохра-
нения жидкости (5.91) и сохранения проппанта (5.92)

∂w

∂t
+ div(wum) = −QL, (5.104)
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где um = (1− c)uf + cup. Последнее уравнение с учетом уравнения раскрытия
трещины (5.94) можно переписать в виде

∂w

∂t
+ div(k∇p) = f, (5.105)

w(x, y, t) = w0(y)p̄(x, t). (5.106)

Функция k(p,∇p, w, c) вычисляется по закону

k(p,∇p, w, c) = −wmax

{
w2

12µ(c)
,
(1− c)|ufiltration|

|∇p|

}
, (5.107)

который обеспечивает бессингулярный переход от режима течения смеси к ре-
жиму фильтрации жидкости через упаковку проппанта. Скорость ufiltration опре-
деляется из решения уравнения (5.98). Правая часть уравнения (5.105) прини-
мает значения

f =
g

12

∂

∂y

(
ρmw

3

µ(c)

)
−QL (5.108)

в режиме течения смеси и
f = −QL

в режиме фильтрации. Тип течения определяется по переключению k.
Дискретизация (5.105) по неявной схеме первого порядка по времени дает

wn+1 − wn

∆t
+ div(kn+1∇pn+1) = fn+1, (5.109)

wn+1(x, y, t) = wn+1
0 (y)p̄(x, t). (5.110)

Затем вводится итерационный процесс для линеаризации системы

ws+1 − wn

∆t
+ div(ks∇ps+1) = f s, (5.111)

ws+1(x, y, t) = ws+1
0 (y)p̄(x, t), (5.112)

где s есть номер итерации. Решение с предыдущего шага по времени использует-
ся в качестве начального итерационного приближения для решения на текущем
шаге.

Пространственная дискретизация выполнена с использованием метода ко-
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нечных объемов на равномерной декартовой сетке, имеющей Nx и Ny ячеек в
направлениях x и y соответственно. Центр ячейки обозначен как xα, греческие
нижние индексы α и β означают номера ячеек. В итоге, дискретные уравнения
могут быть представлены в форме

ws+1
α − wn

α

∆t
+
∑
β

asαβp
s+1
β = bsα, (5.113)

ws+1
α =

∑
β

dαβp
s+1
β , (5.114)

где коэффициенты asαβ и bsα вычисляются с помощью значений, известных с
предыдущей итерации.

Сопряжение моделей жидкости и упругости

Уравнения (5.113)-(5.114) составляют линейную систему для нахождения ws+1

и ps+1 на каждой итерации. Однако, так как формула для раскрытия трещины
содержит давление, осредненное по каждому сечению x, шаблон схемы вклю-
чает по крайней мере Ny + 2 точек для “внутренних” ячеек.

Для уменьшения шаблона используется другой метод линеаризации, соглас-
но которому, уравнение (5.113) переписывается в виде

ws+1
α − ws

α

∆t
+
ws
α − wn

α

∆t
+
∑
β

asαβp
s+1
β = bsα (5.115)

и вместо (5.114) используется упрощенное соотношение для ws+1 − ws, учиты-
вающее влияние давления только одной ячейки на раскрытие

ws+1
α − ws

α = κα(ps+1
α − psα). (5.116)

После подстановки (5.116) в (5.115) получаем окончательный вид уравнения
для давления

κα
∆t
ps+1
α +

ws
α − wn

α

∆t
+
∑
β

asαβp
s+1
β = bsα +

κα
∆t
psα. (5.117)
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Коэффициенты κα =
∑
β

dαβ выбираются таким образом, чтобы соотношение

(5.116) при выполнении (5.114) точно выполнялось для любого постоянного при-
ращения давления ps+1

α − psα = ∆p0. В [18] приведено обоснование сходимости
предложенного итерационного процесса, которое для краткости опускается, так
как не является предметом диссертационного исследования.

Уравнение переноса проппанта

Уравнение переноса проппанта получено из (5.92) и (5.104) и преобразовано с
использованием индивидуальной производной

∂c

∂t
+ up · ∇c =

c

w
[div(w(1− c)(uf − up)) +QL] (5.118)

для решения с помощью метода частиц в ячейках. Изначально предложенный
Харлоу [281], этот метод использует набор двигающихся частиц, расположен-
ных в области моделирования. Частицы характеризуются их месторасположе-
нием xi и значением концентрации проппанта ci, где i есть номер частицы.
Эти данные используются для вычисления концентрации проппанта в каждой
ячейке сетки xα с использованием взвешенного осреднения

cα =

∑
i

wα(xi)ci∑
i

wα(xi)
, (5.119)

wα(xi) = max(0, 1− rα(xi)/ro), (5.120)

rα(xi) =

√(
xi − xα
∆xα/2

)2

+

(
yi − yα
∆yα/2

)2

, (5.121)

где r0 =
√

2 означает значение величины r, при котором вес равен нулю.
В соответствии с методом частиц в ячейках уравнения для траектории дви-

жения i-ой частицы проппанта и изменения вдоль нее концентрации проппанта
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записываются в виде

ẋi = up(xi, t), (5.122)

ċi = RHS(xi, t), (5.123)

где точкой сверху обозначена полная производная вдоль траектории, а через
RHS обозначена пространтственная дискретизация правой части уравнения
(5.118).

Дискретизация по времени в свою очередь обеспечивается методом Рунге-
Кутты второго порядка

x
n+1/2
i = xni +

∆t

2
unp(x

n
i ) (5.124)

xn+1
i = xni + ∆t unp(x

n+1/2
i ) (5.125)

cn+1
i = cni + ∆tRHSi . (5.126)

Значения RHSi вычисляются с использованием правила ближайшего соседа,
т.е. копируются из ближайшего центра ячейки. Билинейная интерполяция из
узлов сетки используется для определения up(xi).

Для того, чтобы поддерживать разумную плотность частиц, частицы могут
удаляться либо добавляться в область. Частица добавляется в центр ячейки, ес-
ли полное количество частиц в ячейке меньше заданного значения и расстояние
от центра ячейки до ближайшей частицы достаточно велико.

Краткое описание алгоритма

Вычисления выполняются по временным шагам. На каждом n-м шаге по време-
ни решаются уравнения с использованием итераций по s. Итерация начинается
с решения уравнения (5.117) для нахождения ps+1. Затем вычисляется раскры-
тие трещины ws+1 с помощью явной формулы (5.114). Поля как давления, так
и раскрытие трещины используются для нахождения полей скоростей проп-
панта и жидкости из уравнений (5.99) и (5.100). Наконец, уравнение переноса
проппанта (5.118) разрешается на основе известных значений скорости. Ите-
рационная процедура повторяется до тех пор, пока не выполнится критерий
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сходимости

R =
max
α
|ps+1
α − psα|

average(|ps|)
< ε = 10−2. (5.127)

После этого алгоритм переходит на следующий шаг по времени.

5.5.4. Верификация алгоритма и результаты численного

моделирования

Верификация модели переноса и оседания проппанта

Для того, чтобы продемонстрировать характер поведения получаемого по мо-
дели решения, рассмотрим тестовую задачу. Эксперименты проведены со сле-
дующими параметрами. L = 200м, H = 50м, E = 1010 Па, ν = 0.2, g =

(0,−10)м / с2,Nx = 200,Ny = 50, ∆t = 20 с,Qin = 0.01м3 / с, CL = 3·10−5 м / с
1
2 ,

µf = 1Па · с, ρf = 1000 кг /м3, ρp = 2700 кг /м3, dp = 2мм, c∗ = 0.64, cin = 0.3,
которые соответствуют реалистичной операции гидроразрыва. Трещина рас-
пространяется постепенно от линии закачки жидкости. Процесс начинается с
закачки подушки в течение начального периода 2500 с, за которым следует гид-
росмесь с проппантом с концентрацией cin. В течение процесса концентрация
проппанта возрастает возле кончика трещины из-за утечки жидкости в породу.
Также концентрация проппанта увеличивается в нижней части трещины, а в
верхней части формируется область с чистой жидкостью.

На рисунке 5.39 показана форма трещины, полученная путем визуализации
раскрытия, увеличенной в 700 раз. Трещина имеет эллиптический профиль в
каждом сечении x. Цвет каждой точки обозначает значение концентрации проп-
панта. Горизонтальная жирная линия выделяет сечение срединной плоскости
на рисунке 5.39 также содержит контурные графики концентрации проппанта
в различные моменты времени.

Результаты, полученные по настоящей модели, сравниваются с результата-
ми [45], полученными для трещин, имеющих фиксированную форму. В этом
случае течение полностью определяется в данный момент времени в терминах
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Рисунок 5.39 – Тестовая задача: форма трещины при t = 4500 с; распределения концентрации проп-
панта в различные моменты времени: t = 2500, 4500, 7500 с

безразмерных переменных скорости закачки Qin и числа плавучести [45]

NBu =
c∗(ρp − ρf)w3H|g|

µfQin
. (5.128)

На рисунке 5.40 показаны графики фронта проппанта для двух случаев.
Первый случай это течение смеси в эллиптической трещине с максимальным
раскрытием 6мм; число плавучести равно NBu = 26.1 и Qin = 0.0065м3 / с.
Во втором случае рассмотрено течение в канале равномерной ширины w =

12.7мм сNBu = 46 иQin = 0.075м3 / с. Расчеты по настоящей модели проведены
при тех же условиях. В обоих случаях наблюдается общее соответствие между
двумя решениями.
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Рисунок 5.40 – Сравнения результатов [45] (©) с данными, полученными по настоящей модели, (∆):
слева результаты для эллиптической трещины; справа — для канала постоянной ширины; x∗ = x/H

и y∗ = y/H

Влияние проппанта

Для оценки влияния закачки проппанта, проведены расчеты с различной кон-
центрацией закачиваемого проппанта. Утечкой жидкости и силами гравитации
пренебрегается На рисунке 5.41 показаны распределения раскрытия трещины
и концентрации проппанта в срединном сечении. Все графики приведены для
одного и того же момента времени. Длина трещины различается в зависимости
от концентрации закачиваемого проппанта: чем выше концентрация, тем мед-
леннее трещина распространяется. Этот эффект вызван зависимостью (5.53)
вязкости смеси от концентрации проппанта.
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Рисунок 5.41 – Распределения раскрытия трещины и концентрации проппанта в срединном сечении
трещины для различных значений концентрации закачиваемого проппанта
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Влияние утечки жидкости

На рисунке 5.42 показаны распределения концентрации проппанта для различ-
ных значений коэффициента утечки CL. Так как рост концентрации проппанта
обусловлен утечкой жидкости, а, согласно формуле (5.13), то области высокой
концентрации проппанта распределены вдоль его фронта, то есть для частиц
проппанта наиболее долго находящихся в трещине. Повышение концентрации
проппанта и формирование области его закупоривания в нижней и верхней ча-
стях трещины обусловлено тем, что скорость утечки одинакова по высоте тре-
щины, а раскрытие трещины и объем смеси максимальны в середине сечения.
Рост концентрации проппанта ведет к торможению распространения трещины
и возрастанию давления в скважине.
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Рисунок 5.42 – Распределения концентрации проппанта для различных значений Картеровского
коэффициента утечки CL
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Влияние фильтрации жидкости

На рисунке 5.43 показаны распределения концентрации проппанта для раз-
личных размеров частиц проппанта с cin = 0.5. Размер частиц учитывается в
уравнении, описывающем фильтрацию жидкости через проппантную упаковку
(5.98), согласно которому большие частицы дают более интенсивную фильтра-
цию. Фильтрующаяся жидкость, проходя через упаковку проппанта в область
кончика трещины вызывает дальнейшее распространение трещины и увели-
чение раскрытия в области, занятой упаковкой проппанта, что приводит к ее
разжижению. Как видно из рисунка 5.44 и рисунка 5.45, трещина распространя-
ется дальше и упаковка проппанта и упаковка проппанта формируется позже
в случае проппанта с большим размером частиц. Так как уравнения течения
смеси не учитывают размер проппанта, упаковка проппанта формируется во
всех случаях в один и тот же момент времени t = 4000 с. Затем она либо оста-
ется и приводит к закрытию трещины (dp = 0.5, 1мм), либо разжижается под
действием фильтрующейся жидкости (dp = 2, 4мм).

Влияние оседания проппанта и конвекции

Расчеты в этом параграфе проведены с учетом гравитационных сил (gy =

−10м / с2). Гравитация в этой модели имеет два эффекта: конвекция проппанта
и оседание проппанта [45]. Конвекция проппанта связана с перераспределением
больших кусков проппанта из-за разности плотности смеси. С другой стороны,
оседание проппанта вызвано медленным движением частиц проппанта, взве-
шенных в жидкости. Как показано на рисунке 5.46, первый эффект вызывает
изменение формы фронта проппанта; второй эффект увеличивает концентра-
цию проппанта в нижней части трещины. Интенсивность оседания выше для
частиц большего размера. Использование больших частиц приводит к форми-
рованию плотной упаковки проппанта в нижней части трещины (dp = 4мм).

5.5.5. Заключение по модели длинной трещины

На основе предположения о большой длине трещины (PKN-модель) разработа-
на и численно реализована модель трещины ГРП, учитывающая деформацию
породы, двумерное движение смеси жидкости с проппантом и утечку жидкости



256

x, 

y,
 

0 50 100 1500

10

20

30

40

50 c
0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

dp = 0.5 

x, 

y,
 

0 50 100 1500

10

20

30

40

50 c
0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

dp = 1 

x, 

y,
 

0 50 100 1500

10

20

30

40

50 c
0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

dp = 2 

x, 

y,
 

0 50 100 1500

10

20

30

40

50 c
0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

dp = 4 

Рисунок 5.43 – Распределения концентрации проппанта для различных значений диаметра частиц
проппанта с cin = 0.5

в пласт. Упрощенное рассмотрение в ней деформированного состояния поро-
ды обуславливает невысокую вычислительную сложность реализации модели.
Течение жидкости, содержащей взвешенные частицы проппанта, описывается
двухфазной моделью жидкости в двухскоростном приближении с учетом гра-
витационного оседания проппанта. Образование плотной упаковки проппанта
из-за утечки жидкости в породу не приводит к остановке описания эволюции
трещины, вместо этого движение жидкости через упаковку описывается на ос-
нове уравнений фильтрации. Предложен алгоритм переключения режимов те-
чения жидкости, исключающий возникновение сингулярности у выражения для
вязкости смеси.

Метод частиц в ячейках, примененный для решения уравнений переноса,
обеспечивает резкие границы между областями с различной концентрацией
проппанта и сохраняет равномерное распределение концентрации. Для решения
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Рисунок 5.45 – История изменения длины трещины Lf для различных значений диаметра частиц
проппанта с cin = 0.5

возникающей системы уравнений предложен метод их совместного решения. Он
не расширяет шаблон метода и сходится в рассмотренных задачах. Двумерная
модель гидроразрыва верифицирована путем сравнения с результатами расче-
тов других авторов.

Проведенные численные эксперименты показали, что фильтрация может
иметь большое влияние на процесс распространения трещины. Фильтрация поз-
воляет жидкости гидроразрыва разжижать упаковку проппанта, увеличивая
длину трещины и уменьшая давление смеси.
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Рисунок 5.46 – Распределения концентрации проппанта для различных значений диаметра частиц
проппанта с gy = −10м / с2

5.6. Одномерная модель длинной трещины,

включающая механизм закупоривания тре-

щины пропантом

Описанная в настоящем параграфе модель [22] получена как дальнейшее упро-
щение модели длинной трещины [18] путем замены двумерных уравнений дви-
жения жидкости на одномерные. Хотя исторически развитие моделей гидрораз-
рыва происходит путем их усложнения и расширения функционала, выбранный
в диссертационной работе путь описания моделей от общих к частным и от
сложных к простым требует помещения настоящего параграфа на последнее
место. На основе описываемой модели сделана попытка уже в одномерном при-
ближении оценить возможность увеличения длины закупоренной части трещи-
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ны путем закачки смеси с переменной концентрацией проппанта, в предположе-
нии, что образовавшаяся в трещине проппантная пробка может быть размыта
поступающей чистой жидкостью.

5.6.1. Основные уравнения

Так же как и в модели длиной трещины (п. 5.5) для получения локальной связи
раскрытия трещины w и давления p используются предположение о независи-
мости поперечных сечений и решение о задачи о раскрытии плоской трещины,
нагруженной давлением (5.94). Поскольку используются одномерные уравне-
ния движения жидкости, давление считается постоянным по всему сечению
p = p̄.

Смесь жидкости гидроразрыва и частиц пропанта описывается двухфазной
жидкостью в односкоростном приближении. Считается, что течение смеси ква-
зиодномерно, т.е. параметры течения постоянны в каждом поперечном сечении
x = const. Уравнения неразрывности смеси и пропанта тогда принимают вид

π

4

∂Hwρ

∂t
+
π

4

∂Hwρu

∂x
= −ρfQL, (5.129)

∂Hwc

∂t
+
Hwcu

∂x
= 0, (5.130)

где ρ = αρf + cρp – плотность смеси; ρf , ρp – плотности жидкости и пропан-
та; c – объемная концентрация пропанта. Утечка жидкости в породу опреде-
ляется по эмпирическому закону Картера (5.13) [47]. Поскольку используется
односкоростная модель движения смеси, для связи давления и скорости ее дви-
жения используется уравнение (5.101) при u = uflow. К уравнениям добавлены
начально-краевые условия. На скважине задаются расход смеси и концентрация
пропанта

Q(0, t) = Qin(t), c(0, t) = cin(t), (5.131)

а в начальный момент и на правой границе области – условие отсутствия воз-
мущений

w = 0, c = 0, u = 0, p = 0 при t = 0 или x = L, (5.132)

где L – длина области моделирования.
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Для учета возможности фильтрации жидкости через проппантную проб-
ку, образующуюся при достижении концентрацией критического значения, в
модель добавлен специальный механизм фильтрации. Механизм реализуется
введением в уравнение неразрывности смеси (5.129) дополнительного диффу-
зионного члена QΦ

π

4

∂Hwρ

∂t
+
π

4

∂Hwρu

∂x
= −ρf(−QL +QΦ),

который определяется следующим образом

QΦ = (Dαx)x, (5.133)

D =

−K · αw · px при cx > 0

0 при cx ≤ 0,
(5.134)

где K характеризует интенсивность фильтрации. Такое определение позволя-
ет добавить в модель поток жидкости, пропорциональный пропорциональной
объему жидкости, перепадам давления и концентрации и возникающий при
возрастании концентрации проппанта. Хотя введение такого механизма дает
дополнительный приток жидкости с расходом −Kαwpxαx|x=0, что приводит к
нарушению баланса жидкости, на практике величина дополнительного притока
жидкости невелика, и отклонение баланса не превышает 1% от общего объема
закачки.

Модель состоит из уравнений (5.94), (5.129), (5.130) и (5.101) относитель-
но неизвестных w(x, t), c(x, t), u(x, t), p(x, t) с дополнительными условиями
(5.131),(5.132) и зависимостью вязкости смеси от концентрации проппанта, ко-
торая как и в предыдущих моделях описывается законом Марона-Пирса (5.53)
[267]. Численный метод решения приведенных в модели уравнений и его ве-
рификация описаны в работе [22] и опускаются здесь, так как не являются
предметом диссертационного исследования.

5.6.2. Приложение модели к процессу гидроразрыва

Вычислительные эксперименты проводились при следующих физических пара-
метрах Qin = 0.05 м3

с , E = 2.46 · 1010 Па, ν = 0.25, H = 20м, µf = 3 · 10−3Па·с,
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CL = 1.3 · 10−4 м√
с , K = 18 · 10−6 Па·с

м4 , c∗ = 0.64, на сетке с M = 3840 ячеек,
покрывающей область L = 50м с шагом по времени ∆t = 0.005 с.

Для того, чтобы продемонстрировать важность выбора закона зависимости
вязкости смеси от концентрации проппанта слева на рисунке 5.47 показаны за-
висимости длин трещин от времени, полученные при использовании входящего
в модель закона (5.53) и простейшей линейной формулы

µ(c) = (1− c)µf + cµ̃p, µ̃p = 3.16, (5.135)

в которой где µp – параметр, отвечающий значению вязкости смеси при c = 1.
На правой части рисунка 5.47 приведены такие же зависимости длин трещин от
времени, полученные с учетом и без учета фильтрации после образования про-
ппантной пробки. Как видно из рисунка 5.47, линейная зависимость не может

Рисунок 5.47 – Зависимость длины трещины от времени при разных способах вычисления вязкости
смеси (слева) и с учетом и без учета фильтрации (справа)

применяться при моделировании распространения трещины, т.к. не позволя-
ет даже качественно передать поведение трещины при повышении концентра-
ции пропанта — трещина продолжает распространяться практически с той же
скоростью. При использовании зависимости (5.53) происходит остановка разви-
тия трещины и повышение давления на скважине, что соответствует реальным
наблюдениям. Хотя фильтрация жидкости присутствует лишь в окрестности
кончика трещины, влияние этого механизма распространяется на всю трещину
вплоть до скважины и его учет позволяет описать продолжение распростране-
ния трещины за счет описания снижения концентрации проппанта в кончике
трещины. Это можно заключить из рисунка 5.48, где приведены распределения
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раскрытия трещины и концентрации после образования проппантной пробки,
полученные с учетом и без учета фильтрации жидкости.

Рисунок 5.48 – Распределения раскрытия трещины w(сплошная линия) и концентрации c (штрихо-
вая линия) после образования проппантной пробки, полученные с учетом и без учета фильтрации

Рисунок 5.49 – Зависимости концентрации закачиваемого проппанта от времени (слева) и соответ-
ствующие зависимости длины трещины от времени (справа)

Автору известно о ряде экспериментальных данных, согласно которым пуль-
совая закачка проппанта позволяет получить заполненную проппантом трещи-
ну большей длины, чем при закачке проппанта того же объема с постоянной
концентрацией. Для проверки принципиальной возможности описания этого
эффекта в рамках одномерной модели было проведено сравнение трещин, по-
лученных при закачке проппанта с постоянной концентрацией, одним и двумя
импульсами. Зависимости концентрации закачиваемого проппанта от времени
приведены на рисунке 5.49, слева. На правой части того же рисунка приведены
зависимости длины трещины от времени. Видно, что пульсовая закачка может
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привести к продвижению проппантной пробки на большее расстояние и увели-
чению дины трещины, но увеличение количества пульсов может и обязательно
усиливает этот эффект. Этот же вывод можно сделать на основе рисунка 5.50–
5.52, где приведены распределения раскрытия трещины и концентрации про-
панта полученные при различных закачках проппанта: постоянной, с одним и
двумя импульсами.

Рисунок 5.50 – Распределения раскрытия трещины w (сплошная линия) и концентрации пропанта
c (штриховая линия), полученные при закачке проппанта с постоянной концентрацией

Рисунок 5.51 – Распределения раскрытия трещины w (сплошная линия) и концентрации пропанта
c (штриховая линия), полученные при различных закачке проппанта с одним импульсом

Эффект увеличения длины трещины основан на том, что чистая жидкость,
следующая за первым импульсом пропанта, снижает концентрацию пропанта в
пробке, что приводит к снижению вязкости смеси и увеличению её подвижно-
сти. Другой причиной увеличения длины трещины может быть проникновение
жидкости в область за пробкой и повышение давления в окрестности кончика,
в результате чего трещина распространяется за пробкой. Однако в рамках ис-
пользуемой односкоростной модели описание этого эффекта невозможно. Тем
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Рисунок 5.52 – Распределения раскрытия трещины w (сплошная линия) и концентрации пропанта
c (штриховая линия) полученные при различных закачке с двумя импульсами

не менее, даже предлагаемая модель показывает, что при некоторых сочетаниях
параметров можно добиться увеличения длины трещины за счет чередования
закачки чистой жидкости и смеси.
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Заключение

Основными результатами выполненного диссертационного исследова-
ния являются следующие.

1. Новая постановка задачи распространения трещины в упругой среде под
действием закачиваемой жидкости жидкости, впервые позволяющая одно-
временно описывать

• деформацию материала в трехмерной области сложной формы;

• изменение направления распространения трещины и ее формы под дей-
ствием анизотропного нагружения материала;

• движение в трещине жидкости сложной реологии.
2. Полная трехмерная модель распространения неплоской трещины от поло-

сти под действием закачки в нее жидкости сложной реологии в материале,
нагруженном на бесконечном удалении сложными анизотропными напря-
жениями.

3. Новый полностью трехмерный неявный глобальный критерий скорости ро-
ста трещины и выбора направления ее распространения для полной трех-
мерной модели (п. 2), в котором вместо предсказания направления распро-
странения в каждой отдельной точке фронта анализируются возможные
конфигурации фронта в целом, получающиеся после продвижения трещи-
ны трещины.

4. Численные модели описания движения жидкости Гершеля–Балкли и слабо-
сжимаемой жидкости внутри трещины, необходимые для адекватного рас-
чета давления жидкости на берега трещины в полной трехмерной модели
(п. 2).

5. Метод решения системы интегральных и дифференциальных уравнений в
области со свободными границами и нелинейной связью между искомыми
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функциями, формирующейся в полной трехмерной подели (п. 2) на каждом
шаге распространения.

6. Иерархия моделей трещин, распространяющихся под действием закачивае-
мой жидкости, в которой каждая из моделей получена внесением в полную
трехмерную постановку задачи дополнительных предположений о форме
трещины.

7. Обоснование путем верификации и валидации предложенной полностью
трехмерной модели распространения трещины (п. 2) и ее компонент: гло-
бального неявного критерия распространения (п. 3) и моделей движения
жидкостей сложной реологии в (п. 4), а также элементов иерархии моделей
трещин (п. 5).

8. Программное обеспечение для численного моделирования нестационарно-
го распространения трещин в упругой среде под действием закачиваемой
жидкости, реализующее полную трехмерную модель (п. 2) и входящие в
иерархию (п. 6) модели.

9. Результаты моделирования процесса распространения трещины гидрораз-
рыва пласта на основе полной трехмерной модели (п. 2):

• исследован эффект “пережатия” трещины при искривлении ее траекто-
рии и описаны особенности выхода трещины на магистральное направ-
ление;

• изучено влияние реологии закачиваемой жидкости на форму трещины;

• определены модели жидкости, пригодные для описания ее движения в
трещине на начальном этапе распространения.

10. Результаты применения входящих в иерархию (п. 5) моделей для решения
практических задач:

• исследованы условия инициации и распространения трещины в гидро-
изоляции скважины, выявлена зависимость прочности гидроизоляции
от условий ее создания и напряженного состояния породы;

• разработан метод определения ширины естественных трещин по извест-
ным зависимостям давления и величины потерь бурового раствора в
них. Показано, что невозможно одновременное определение количества
и ширины трещин с использованием только этих зависимостей.
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На основе результатов диссертационного исследования сформулированы
следующие рекомендации в области математического моделирования.

1. Описание начального этапа распространения трещины гидроразрыва пла-
ста в материале, нагруженном анизотропным полем напряжений, на основе
полной трехмерной модели позволяет определить форму серединной по-
верхности трещины. Форма серединной поверхности оказывает влияние на
раскрытие трещины в окрестности скважины, вызывая его уменьшение на
искривленном, не ортогональном направлению действия минимальных на-
пряжений, участке.

2. Для описания направления распространения трещины при сложном ани-
зотропном нагружении следует использовать критерий, учитывающий все
три моды напряжений в окрестности фронта. Разработанный неявный гло-
бальный критерий удовлетворяет этому свойству и позволяет описывать
распространение таких трещин.

3. В модели эволюции трещины, распространяющейся под действием давле-
ния закачиваемой в нее жидкости сложной реологии, на начальном этапе
формирования серединной поверхности (траектории) может использовать-
ся модель ньютоновской жидкости с соответствующим выбором коэффици-
ента вязкости, тогда как для описания развитой трещины должны приме-
няться адекватные поведению жидкости реологические законы.

Результаты решения прикладных задач позволяют сформулировать прак-
тические рекомендации

1. Определяющее влияние на гидроизоляцию скважины, выполненную пу-
тем помещения цементной пробки внутрь стальной колонны, определяющее
влияние играет давление застывания и цемента и его напряженное состоя-
ние после застывания, тогда как качество нижнего торца пробки и наличие
/ отсутствие дефектов на нем не влияет на стойкость пробки к распростра-
нению трещин.

2. Параметры системы естественных трещин, вызывающих потери бурового
раствора из затрубного пространства, не могут быть вычислены на основе
только данных о давлении раствора и величине его потерь, но эти данные
позволяют определить среднюю ширину трещин и известном их количестве.
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Перспективы дальнейшей разработки темы диссертационного иссле-
дования заключаются расширении области применимости предложенной пол-
ной трехмерной модели и повышении ее вычислительной эффективности, а так
же в дополнении описанной иерархии моделей новыми элементами, которые
могут быть разработаны при решении практических задач. Развитие полной
трехмерной модели наиболее перспективно в следующих направлениях.

1. Адаптация и применение модели для широкого спектра задач описания тре-
щин, распространяющихся под действием давления жидкости в них, таких
как трещины в тающих ледниках, магматические дайки и т.д.

2. Обобщение модели деформации материала на случай пористых и неодно-
родных материалов, что позволит описывать распространение трещины в
слоистых породах и учитывать влияние распределения порового давления
в окрестности скважины.

3. Повышение удобства применения глобального неявного критерия распро-
странения трещины путем разработки методики вычисления входящего в
него весового параметра по другим характеристикам материала (модулю
упругости, прочности, характерному размеру неоднородностей и т.д.), ко-
торые могут быть определены из экспериментов, не связанных с анализом
траектории трещины.

4. Повышение вычислительной эффективности алгоритмов за счет примене-
ния итерационных методов решения систем нелинейных уравнений, с по-
рядком сходимости, более высоким, чем первый. Таким алгоритмом может
быть метод Ньютона с явным аналитическим вычислением матрицы про-
изводных, использованный в рамках описанной в диссертационной работе
плоской трехмерной модели, хотя его реализация в составе полной трехмер-
ной модели является существенно более трудоемкой задачей.
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