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Введение

Настоящая работа посвящена изучению и построению инвариантных ко­

нечно-разностных уравнений, разностных сеток и разностных функционалов.

Моделирование заданной системы дифференциальных уравнений с помощью

разностных уравнений и сеток может быть основано на симметрии. Более то­

го, так же как и в дифференциальном случае, использование вариационных

принципов для получения законов сохранения является следствием симметрий

разностной модели. Известно, что одна и та же система дифференциальных

уравнений может быть аппроксимирована с помощью неограниченного ко­

личества разностных схем. Поэтому при конечно-разностном моделировании

всегда стоит вопрос об отборе схем, предпочтительных с какой-либо стороны.

В качестве критериев отбора часто выступают фундаментальные физические

принципы, присутствующие в исходной модели (выполнение законов сохра­

нения, вариационные принципы и т. д.). В связи с этим большое значение

приобретают геометрические соображения при построении численных алгорит­

мов, позволяющие вносить «физическое содержание» изучаемого объекта в

численный метод исследования его математической модели [1;2]. Такой взгляд

привел к созданию методов построения консервативных и полностью консерва­

тивных разностных схем [3; 4].

Впервые теория непрерывных групп преобразований была сформулиро­

вана С. Ли при развитии им общих методов интегрирования обыкновенных

дифференциальных уравнений. Дальнейшее развитие группового анализа диф­

ференциальных уравнений и систематическое изучение структуры множества

их решений связано с работами Л.В. Овсянникова [5; 6], Г. Биркгофа [7] и их

учеников и последователей [8–12]. С годами приложение идей С. Ли к описа­

нию симметрии дифференциальных уравнений оформилось в самостоятельное

научное направление. В настоящее время групповой анализ представляет собой

общепризнанный метод описания непрерывных симметрии дифференциальных

и интегро-дифференциальных уравнений математической физики.

Актуальность и степень разработанности темы исследования. Ис­

следование групповых свойств дискретных уравнений, заданных на сеточных

пространствах, началось в конце 1980-ых годов с работ [13–15] и за послед­

ние 30 лет был достигнут значительный прогресс в распространении теории
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групп Ли на конечно-разностные уравнения (см. обзор в [1; 2; 16; 17], а также

работы [1;2;13;14;18–36]). В работе [27] была проведена групповая классифика­

ция всех обыкновенных разностных уравнений второго порядка, обладающих

нетривиальными симметриями. В работах [1;2;14;21;28;37] разработан лагран­

жев формализм, позволяющий строить консервативные разностные модели с

помощью разностного аналога теоремы Нётер [8; 38]. Его обобщение на случай

систем обыкновенных разносных уравнений проводится в [39]. В работах [24–26]

разработан гамильтонов формализм, в рамках которого также дается способ

строить схемы, обладающие первыми интегралами.

Законы сохранения уравнений, не имеющих вариационной постановки, мо­

гут быть получены с помощью тождества Лагранжа, связывающего симметрию

уравнения, решения сопряженного уравнения и законы сохранения (метод со­

пряженного уравнения) [10; 40–43]. Разностный аналог этой конструкции был

разработан в работах [44; 45].

В работах [46; 47] разработан альтернативный подход к законам со­

хранения (т. н. прямой метод), основанный на нахождении интегрирующего

множителя. Прямой метод для разностных уравнений также используется в

настоящей работе.

Непрерывные симметрии дискретных уравнений без требования аппрокси­

мации какой-либо системы дифференциальных уравнений также представляют

интерес, поскольку дискретные уравнения возникают в качестве первичных

математических моделей в механике и физике. Их интегрируемость, наличие

точных решений и законов сохранения, безусловно, связаны с присутствием у

них непрерывной симметрии. Симметриям дискретных уравнений посвящены

работы [48; 49].

Таким образом, групповой анализ дискретных и конечно-разностных урав­

нений — активно развивающаяся область математики. Его конечная цель

состоит в том, чтобы превратить теорию групп Ли в столь же эффективный

инструмент анализа и решения разностных уравнений, каковым она является

сейчас для уравнений дифференциальных.

Разностные методы находят широкое применение в численном исследова­

нии физических явлений в механике сплошных сред [4;50–61]. Особый интерес

представляют инвариантные конечно-разностные схемы, то есть схемы, обла­

дающие симметриями [1; 2], поскольку это фундаментальное геометрическое

свойство исходных уравнений. В качестве примера таких схем можно привести
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инвариантные разностные схемы для уравнений мелкой воды, предложенные

в [56], в которых, однако, не удалось получить закон сохранения энергии. Зако­

ны сохранения представляют собой фундаментальные законы природы и имеют

широкое применение в механике сплошных сред: они представляют практиче­

скую основу для понимания эффектов, происходящих вследствие движения в

сплошной среде и играют значительную роль при конструировании численных

схем [4; 50; 51; 57].

Построение консервативных разностных схем — одна из актуальных за­

дач моделирования физических процессов. Важность сохранения разностных

аналогов законов сохранения обсуждалась на примере одномерных уравнений

газовой динамики и магнитной гидродинамики в [3] и [62]. Этот подход привел

к понятию полностью консервативных разностных схем, где помимо собственно

консервативности, схемы удовлетворяют дополнительным условиям, выражаю­

щим баланс различных компонентов энергии. Примеры построения таких схем

в газовой динамике, теории мелкой воды, магнитной гидродинамике можно най­

ти в [3; 52–55].

Важной частью группового анализа является групповая классифика­

ция дифференциальных уравнений, поскольку позволяет рассматривать целые

классы уравнений с групповой точки зрения как единые объекты. Этому

посвящена обширная литература [5; 8; 9; 63–66]. Групповой классификации раз­

ностных уравнений посвящены работы [1; 2; 27; 67].

Целью данной работы состоит в разработке методов построения ин­

вариантных разностных схем, обладающих законами сохранения, а также в

реализации инвариантных разностных схем для уравнений сплошной среды.

В диссертации ставятся и решаются следующие задачи:

1. Построение с помощью разностного аналога теоремы Нётер новой

инвариантной разностной схемы для обыкновенного дифференциаль­

ного уравнения (ОДУ) второго порядка из классификационного списка

Ли, обладающей всеми разностными аналогами первых интегралов

дифференциального уравнения, и ее численное исследование (эта ин­

тегрируемая схема завершает список интегрируемых инвариантных

разностных схем, полученных в результате групповой классификации,

проведенной в [27]).
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2. Построение точных инвариантных разностных схем для некоторых

нелинейных ОДУ второго порядка из классификационного списка Ли

и их численное исследование.

3. Обобщение разностного аналога тождества Нётер на случай системы

обыкновенных разносных уравнений. Построение, с помощью это­

го обобщения, инвариантной разностной схемы системы уравнений

Ермакова [68] специального вида, обладающей всеми разностными ана­

логами первых интегралов исходной дифференциальной системы.

4. Разработка разностного аналога метода сопряженных уравнений для

случая обыкновенных разностных уравнений, не допускающих вариа­

ционной формулировки.

5. Разработка разностного аналога прямого метода [10] для разност­

ных уравнений в частных производных. Построение с его помощью

инвариантной разностной схемы волновых уравнений, обладающих раз­

носными законами сохранения.

6. Групповая классификация одномерных уравнений механики сплошной

среды специального вида в лагранжевых координатах. Это позволяет

рассмотреть, в частности, случай уравнения мелкой воды с произволь­

ным дном, и найти законы сохранения в координатах Лагранжа и

Эйлера для последующей дискретизации и численной реализации.

7. Построение инвариантной консервативной разностной схемы для од­

номерных уравнений мелкой воды с плоским дном, обладающей ло­

кальными законами сохранения массы, импульса, энергии и движения

центра масс. Разработка комплекса программ с целью упрощения чис­

ленного исследования схемы и ее сопоставления другими известными

схемами уравнений мелкой воды.

Научная новизна:

– Построена интегрируемая инвариантная схема ОДУ второго порядка

из списка Ли, являющаяся важным дополнением к групповой класси­

фикации инвариантных разностных схем второго порядка [28].

– Построено обобщение разностного аналога тождества Нётер на случай

системы обыкновенных разностных уравнений и приведен пример при­

менения нового тождества.

– Разработан разностный аналог метода сопряженных уравнений для

обыкновенных разностных уравнений, позволяющий находить разност­
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ные первые интегралы и в случаях, когда задача не допускает вариаци­

онной постановки.

– Приведен разностный аналог прямого метода нахождения законов со­

хранения для случая разностных уравнений второго порядка в частных

производных. С его помощью построены инвариантные разностные схе­

мы для нелинейного волнового уравнения, обладающие локальными

законами сохранения.

– Произведена групповая классификация уравнений сплошной среды в

лагранжевых координатах специального вида, дополняющая уже из­

вестные классификации. Найдены законы сохранения этих уравнений в

координатах Эйлера и Лагранжа. Эти результаты используются при по­

строении инвариантной разностной схемы для уравнений мелкой воды

с плоским дном, обладающей локальными законами сохранения.

– Построена новая инвариантная полностью консервативная разностная

схема для одномерных уравнений мелкой воды с плоским дном, облада­

ющая локальными законами сохранения вещества, импульса, энергии и

движения центра масс.

– Разработан гибкий программный инструментарий, позволяющий эф­

фективно производить численные расчеты по одномерным схемам для

уравнений газовой динамики и уравнений мелкой воды, содержащий

стандартный набор тестовых заданий и позволяющий без труда добав­

лять новые тестовые задания, точные решения, отображать численные

результаты и сопоставлять результаты, полученные для разных схем.

Теоретическая и практическая значимость. С теоретической точки

зрения полученные результаты представляют собой вклад в развитие методов

группового анализа разностных уравнений и методов построения инвариантных

разностных схем, в том числе для уравнений, не допускающих вариационную

постановку.

С практической точки зрения результаты работы могут быть исполь­

зованы при построении разностных схем — в работе предложен целый ряд

методов, помогающих строить схемы, обладающие важными качественными

свойствами аппроксимируемых дифференциальных уравнений, такими как

инвариантность, наличие законов сохранения (консервативность) и интегриру­

емость.
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Групповая классификация одномерных уравнений сплошной среды специ­

ального вида, произведенная в работе, расширяет и дополняет уже известные

классификации и ее результаты могут быть использованы в справочных целях.

Методология и методы исследования. При решении поставленных

задач использованы методы группового анализа дифференциальных и разност­

ных уравнений. В процессе выполнения работы были использованы методы

вычислительной математики. Численное исследование ряда задач проводилось

с использованием разработанного программного комплекса.

Основные положения, выносимые на защиту: На защиту выносят­

ся основные результаты диссертационной работы, изложенные в Заключении

диссертационной работы.

Достоверность изложенных в диссертационной работе результатов обес­

печивается проверкой предложенных численных методик на тестовых задачах,

имеющих точные решения, и сравнением результатов с расчетными данны­

ми, полученными с помощью других методов. Для полученных в работе

точных конечно-разностных схем достоверность результатов обеспечивается

именно точностью этих схем (решения точных разностных схем во всех точ­

ках совпадают с решениями аппроксимируемых уравнений). Все полученные

в работе разностные тождества проверяются прямым вычислением. Резуль­

таты проведенной в четвертой главе групповой классификации одномерных

уравнений течений жидкости и газа получены стандартными методами клас­

сификации (см. [66]) и, кроме того, во многом пересекаются с уже известными

классификациями и, таким образом, проверяются путем сопоставления.

Апробация работы. Результаты диссертации обсуждались на следую­

щих конференциях:

– XV Всероссийская конференция–школа «Современные проблемы мате­

матического моделирования» пос. Дюрсо, 2013 г., [69];

– ХХII Всероссийская конференция «Теоретические основы и конструиро­

вание численных алгоритмов решения задач математической физики»,

им. К.И. Бабенко, пос. Дюрсо, 2018 г., [70];

– Международная конференция «Modern Treatment of Symmetries,

Differential Equations and Applications», г. Накхонратчасима, Таиланд,

2019 г., [71].

Результаты научной работы также докладывались автором и обсуждались на

научном семинаре кафедры вычислительных методов факультета вычислитель­
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ной математики и кибернетики МГУ им. М. В. Ломоносова 11 сентября 2019,

семинаре теоретического отдела Институт гидродинамики им. М. А. Лаврентье­

ва СО РАН, 9 сентября 2019, научном семинаре в Институте вычислительного

моделирования СО РАН в Красноярске, 6 сентября 2019, и на научном семинаре

ИПМ им. М. В. Келдыша под руководством проф. В. Ф. Тишкина и А. А. Ку­

лешова, 12 сентября 2019.

Публикации и личный вклад автора. Основной материал диссерта­

ции опубликован в 8 научных работах [22;39;44;45;72–75] и в 3 статьях [69–71]

в сборниках трудов конференций. Все перечисленные научные работы опуб­

ликованы в изданиях, входящих в перечень ВАК, а работы [45; 74; 75] — в

зарубежных рецензируемых журналах. Работы [22;39;44;45;74;75] проиндекси­

рованы в международных реферативных базах данных Web of Science и Scopus.

В работах [22;39;44;45;72] постановки задач и общие схемы их исследова­

ний принадлежат научному руководителю В. А. Дородницыну. В работах [74;75]

постановка задач осуществлялась В. А. Дородницыным и С. В. Мелешко. В

работах [22; 39; 72–74] все основные новые результаты получены автором дис­

сертации самостоятельно. В работах [44; 45] результаты получены авторами

совместно. Из опубликованных в соавторстве работ в диссертационную рабо­

ту включены преимущественно результаты автора.

Исследования по теме диссертации проводились в рамках следующих гран­

тов:

– грант Российского научного фонда, проект №18-11-00238 «Системы

уравнений гидродинамического типа: симметрии, законы сохранения,

инвариантные разностные схемы»;

– гранты Правительства РФ по постановлению №220, договоры

15-01-04677-a (2015–2017 гг.) и 18-01-00890-a (2018–2020 гг.) между

Минобрнауки РФ, ИПМ им. Келдыша и ведущим ученым В. А. До­

родницыным по теме «Симметрии дискретных и непрерывных моделей

нелинейных сред»;

– Suranaree University of Technology (Thailand) Full-time Master Researcher

Fellowship (15/2561).

Объем и структура работы

Диссертация состоит из введения, 5 глав, заключения, списка литературы,

списка иллюстративного материала, списка таблиц и 5 приложений. Полный
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объем диссертации составляет 208 страниц, включая 20 рисунков и 8 таблиц.

Список литературы содержит 157 наименований.

Краткое содержание диссертации

Первая глава посвящена построению инвариантных разностных схем для

ОДУ второго порядка и систем ОДУ второго порядка, допускающих вариа­

ционную постановку (т. е. являющихся уравнениями Эйлера–Лагранжа для

некоторых функций Лагранжа), построению их первых интегралов и точных

решений. В качестве примеров рассматриваются ОДУ из классификационного

списка С. Ли и система уравнений Ермакова [68].

В первом разделе главы кратко приводятся необходимые сведения из груп­

пового анализа [5; 8; 9]. Приводятся сведения по применению симметрий к

конечно-разностным моделям, в том числе рассмотрена инвариантность раз­

ностных сеток [1; 2; 13]. В заключение раздела рассмотрены вариационные

задачи и законы сохранения. Во втором разделе рассмотрены примеры построе­

ния инвариантных разностных моделей для обыкновенных дифференциальных

уравнений второго порядка [22; 28]. В третьем разделе рассмотрена система

уравнений Ермакова и для нее строится инвариантная разностная модель [39],

интегрируемая в той же степени, что и аппроксимируемая дифференциальная

система.

Во второй главе рассматриваются задачи, не допускающие вариационной

постановки. В случае отсутствия инвариантного Лагранжиана существуют аль­

тернативные методы получения первых интегралов, предложенные в [10;40–43].

Эти методы сводятся к использованию решений сопряженных уравнений, полу­

чаемых из исходного уравнения с помощью вариационной производной, поэтому

этот метод был назван “методом сопряженного уравнения”. В главе предлагает­

ся разностный аналог этого метода для обыкновенных разностных уравнений,

который впервые был предложен в наших публикациях [44; 45]. В качестве

примера рассмотрено нелинейное ОДУ третьего порядка, на основе симметрий

которого строится полный набор разносных инвариантов. С помощью разнос­

ных инвариантов строится инвариантная аппроксимация и инвариантная сетка

для данного ОДУ. Строится разностный аналог тождества Лагранжа, позво­

ляющий вычислить три первых интеграла построенной разностной модели.
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Разностная модель является алгебраически интегрируемой и ее общее реше­

ние совпадает с общим решением исходного ОДУ, то есть разностная модель

является точной.

В первом разделе главы приводятся теоретические сведения по мето­

ду сопряженного уравнения в общем случае дифференциальных уравнений

в частных производных. Во втором разделе описывается метод сопряжен­

ного уравнения для случая обыкновенных дифференциальных уравнений и

приводится детальный пример решения нелинейного ОДУ третьего порядка

с помощью этого метода. В третьем разделе описан разностный аналог мето­

да сопряженного уравнения и приводятся примеры его использования (простой

иллюстративный пример уравнения линейного осциллятора и более сложный

пример аппроксимации нелинейного ОДУ из второго раздела). В последнем,

четвертом, разделе приводятся заключительные замечания.

В третьей главе рассматриваются разностные уравнения в частных произ­

водных на примерах линейного и нелинейного волновых уравнений. Для случая

разностных уравнений в частных производных приводится краткая теория, за­

тем, с помощью разностного аналога т. н. прямого метода [10;11], производится

построение инвариантных разностных схем, обладающих законами сохранения.

В первом разделе главы приводятся общие сведения и основные обозна­

чения, касающиеся разностных схем уравнений второго порядка в частных

производных. Применение разностного аналога тождества Нётер [1; 2; 14; 21]

в случае уравнений в частных производных затруднено в связи с появлением

в тождестве “дифференциальных” частных производных независимых пере­

менных. Более эффективным в данном случае оказывается так называемый

прямой метод, которые описан во втором разделе. В третьем разделе с

помощью прямого метода находятся законы сохранения для схемы линейно­

го волнового уравнения. С помощью того же метода строится инвариантная

конечно–разностная схема для нелинейного волнового уравнения, возникаю­

щее в эластодинамике [76], обладающая законами сохранения. Показывается,

что на 9–точечном разностном шаблоне не существует полиномиальных раз­

ностных схем нелинейного волнового уравнения, обладающих всеми законами

сохранения, и производится классификация таких схем по количеству законов

сохранения.
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В четвертой главе проводится групповая классификация нелинейного

уравнения специального вида для течения жидкости и газа в лагранжевых ко­

ординатах. Это уравнение имеет форму

𝑢𝑡𝑡 +𝐺(𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 −𝐻(𝑢) = 0, 𝐺′ ̸= 0,

где 𝐺 и 𝐻 — произвольные функции своих аргументов. При некоторых видах

функций 𝐺 и 𝐻 получаются известные уравнения механики сплошной среды,

такие как одномерные уравнения изэнтропических течений политропного газа

и гиперболические уравнения мелкой воды с произвольным дном. Для всех

полученных классов уравнений приводятся законы сохранения в лагранжевых

и эйлеровых координатах.

В первом разделе главы рассматривается уравнение, зависящее от двух

произвольных функций, приведенное выше. Оно получается как уравнение

Эйлера–Лагранжа для вариационного функционала специального вида. Во

втором разделе производится групповая классификация этого уравнения. В

третьем разделе главы даются законы сохранения рассмотренного уравнения

в лагранжевых ив эйлеровых координатах, полученные с помощью теоремы Нё­

тер. В последнем, четвертом, разделе приводятся заключительные замечания

к главе.

Пятая глава посвящена построению инвариантных консервативных конечно­

разностных схем уравнений мелкой воды в потенциальных и массовых коор­

динатах Лагранжа. Для уравнений мелкой воды такие схемы на подвижных

сетках были предложены в работе [56]. Основным недостатком этих схем явля­

ется отсутствие у них закона сохранения энергии. В [56] отмечается сложность

конструирования сохраняющих энергию разностных схем для уравнений мел­

кой воды. В главе производится построение инвариантной консервативной

разностной схемы для одномерных уравнений мелкой воды с плоским дном,

обладающей локальными законами сохранения вещества, импульса, энергии и

движения центра масс.

В первом разделе главы даются вводные замечания и приводятся основ­

ные уравнения в эйлеровых и лагранжевых координатах. Во втором разделе

подробно рассматриваются уравнений мелкой воды в лагранжевых (потенциаль­

ных) координатах и в массовых координатах Лагранжа. В третьем разделе
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для уравнений мелкой воды с плоским дном производится построение инва­

риантных разностных схем, обладающих локальными законами сохранения

энергии, количества вещества, импульса и законом движения центра масс. Так­

же для случая произвольного дна приводится разностная схема, обладающая

локальным законом сохранения энергии. Напомним, что локальные законы со­

хранения не всегда справедливы на разрывных решениях соответствующих

уравнений, но всегда выполняются на гладких решениях. В четвертом раз­

деле проводится численное исследование одной из полученных инвариантных

схем (для случая плоского дна) на примере нескольких тестовых задач. По ин­

вариантной схеме производятся расчеты, результаты которых сравниваются с

результатами расчетов по другим существующим схемам [4], адаптированным

на случай однослойной мелкой воды. Пятый раздел главы посвящен описанию

программного комплекса Schemelib, специально разработанного для проведения

численных расчетов по различным конечно-разностным схемам для уравнений

мелкой воды и одномерных уравнений газовой динамики. В последнем,шестом,

разделе главы приводятся заключительные замечания.

В заключении сформулированы основные результаты диссертационной ра­

боты.
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Глава 1. Первые интегралы и инвариантные разностные схемы для

обыкновенных дифференциальных уравнений, обладающих

симметриями

Инвариантность дифференциальных уравнений относительно непрерыв­

ной группы преобразований является, безусловно, фундаментальным свойством

математических моделей физики. Напомним, что знание симметрии дает

значительную информацию об исследуемой системе дифференциальных урав­

нений [5; 8; 9]:

– действие группы Ли преобразований переводит множество всех реше­

ний в себя, это позволяет находить новые решения из уже известных;

– стандартная процедура вычисления инвариантов группы позволяет

представить дифференциальные уравнения в инвариантной форме, а

также находить форму инвариантно-групповых решений, поиск кото­

рых приводит к интегрированию уравнений меньшей размерности;

– для обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), обладающих

симметрией, существуют процедуры понижения порядка вплоть до

полной интегрируемости, если размерность симметрии равна (в опре­

деленном смысле) или больше порядка уравнения;

– инвариантность дифференциальных уравнений является необходимым

условием применения теоремы Э. Нётер [38] для получения законов со­

хранения (первых интегралов для ОДУ) лагранжевых систем и первых

интегралов для гамильтоновых систем.

При конструировании разностных уравнений и сеток инвариантность от­

носительно групп Ли преобразований играет столь же большую роль, что

и сохранение других качественных характеристик исходных дифференциаль­

ных уравнений. Сохранение симметрии исходной дифференциальной модели

в ее разностном аналоге приводит к тем же качественным результатам, кото­

рые перечислены выше. Однако здесь есть своя специфика, присущая только

разностным, т. е. нелокальным, объектам. Группа преобразований может де­

формировать геометрическую структуру разностной сетки, что повлияет на

аппроксимацию и алгебраические свойства разностной схемы. Особенность рас­

сматриваемого здесь подхода к симметрии разностных моделей заключается

в том, что к разностному уравнению, аппроксимирующему исходное диффе­
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ренциальное уравнение, добавляется еще одно уравнение, характеризующее

геометрическую структуру разностной сетки. В работах [13;14;21;27] были выде­

лены классы преобразований, сохраняющих равномерность, ортогональность и

другие геометрические характеристики разностных сеток. Это послужило осно­

вой для построения серии разностных моделей, в которых полностью сохранена

симметрия исходных дифференциальных уравнений [1; 2; 65].

В групповой классификации обыкновенных дифференциальных уравне­

ний (ОДУ) второго порядка (см., например, [65]) С. Ли были выделены все

уравнения, обладающие нетривиальной симметрией. Именно, им было выделено

линейное уравнение с максимальной 8-параметрической симметрией, 4 пред­

ставителя уравнений с 3-х параметрической группой преобразований, 2 класса

уравнений, инвариантных относительно двухпараметрической группы, и один

класс ОДУ с одной симметрией (см. Таблицу 1). Важно отметить, что выделен­

ные уравнения являются представителями классов уравнений, эквивалентных

по отношению к любым точечным преобразованиям. Заметим также, что урав­

нения из списка Ли (и им эквивалентные в указанном смысле) представляют

собой большинство ОДУ второго порядка, решения и интегралы которых пред­

ставлены в известных справочниках.

Таблица 1 — Групповая классификация С. Ли

Группа Базис операторов ОДУ

𝐺1 𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
𝑦′′ = 𝐹 (𝑦,𝑦′)

𝐺2 a) 𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑦
𝑦′′ = 𝐹 (𝑦′)

𝐺2 b) 𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑦
, 𝑋2 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑦′′ =

1

𝑥
𝐹 (𝑦′)

𝐺3 a)
𝑋1 =

𝜕
𝜕𝑥 +

𝜕
𝜕𝑦 , 𝑋2 = 𝑥 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑦 𝜕
𝜕𝑦 ,

𝑋3 = 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑦2 𝜕

𝜕𝑦

𝑦′′ = 2
𝑦′ + 𝐶𝑦′

√
𝑦′ + 𝑦′2

𝑦 − 𝑥
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Продолжение таблицы 1

Группа Базис операторов ОДУ

𝐺3 b)
𝑋1 =

𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋2 = 2𝑥 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑦 𝜕
𝜕𝑦 ,

𝑋3 = 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑥𝑦 𝜕

𝜕𝑦

𝑦′′ = 𝑦−3

𝐺3 c)
𝑋1 =

𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋2 =

𝜕
𝜕𝑦 ,

𝑋3 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥 + (𝑥+ 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦

𝑦′′ = exp(−𝑦′)

𝐺3 d)
𝑋1 =

𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋2 =

𝜕
𝜕𝑦 ,

𝑋3 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑘𝑦 𝜕

𝜕𝑦 , 𝑘 ̸= 0, 12 , 1, 2

𝑦′′ = 𝑦
′𝑘−2
𝑘−1

𝐺8

𝑋1 =
𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋2 =

𝜕
𝜕𝑦 , 𝑋3 = 𝑥 𝜕

𝜕𝑦 ,

𝑋4 = 𝑥 𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋5 = 𝑦 𝜕

𝜕𝑥 , 𝑋6 = 𝑦 𝜕
𝜕𝑦 ,

𝑋7 = 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑥𝑦 𝜕

𝜕𝑦 , 𝑋8 = 𝑥𝑦 𝜕
𝜕𝑥 + 𝑥2 𝜕

𝜕𝑦

𝑦′′ = 0

Аналогичная групповая классификация всех обыкновенных разностных

уравнений и сеток была проведена в [27], где перечислены все классы раз­

ностных моделей, обладающих нетривиальными симметриями. Любопытно, что

список разностных моделей, обладающих симметриями, оказался существенно

шире аналогичного списка С. Ли для ОДУ. В работах [1;2;14;21;28;37] разрабо­

тан лагранжев формализм, позволяющий строить консервативные разностные

модели. В работах [24–26] разработан гамильтонов формализм, в рамках кото­

рого также дается способ строить схемы, обладающие первыми интегралами.

В этой главе строится новый пример инвариантной разностной модели,

завершающий список [28; 37] интегрируемых уравнений с тремя симметриями.

Кроме того, показывается, что среди инвариантных разностных схем присут­

ствуют точные схемы, то есть схемы, общее решение которых совпадает с

соответствующим множеством решений дифференциальных уравнений в уз­

лах сетки, плотность которых может быть произвольной. Иначе говоря, точные

схемы представляют собой дискретное представление ОДУ второго порядка с
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симметриями. Тем самым показано, что для рассматриваемых задач существу­

ет своеобразный математический дуализм: для одного и того же физического

процесса (одномерного движения частицы в поле некоторых потенциалов) суще­

ствует две эквивалентные математических модели, - непрерывная и дискретная,

первая описывается непрерывными кривыми, вторая - точками на этих же кри­

вых.

Отметим, что в случае нелинейных дифференциальных уравнений пер­

вого порядка интегрируемость основана на существовании интегрирующего

множителя и его связи с допускаемой группой (см. [5;8;9]). Точные разностные

схемы для ОДУ первого порядка рассматривались в [77]. Точная разностная

модель для системы ОДУ, описывающей кеплеровское движение, получена и

протестирована в [78].

В первом разделе этой главы кратко приводятся необходимые сведения

из группового анализа [5; 8; 9].

Приводятся сведения по применению симметрий к конечно-разностным

моделям, в том числе рассмотрена инвариантность разностных сеток [1; 2; 13].

В заключение раздела рассмотрены вариационные задачи и законы сохранения.

Во втором разделе рассмотрены примеры построения инвариантных раз­

ностных моделей для обыкновенных дифференциальных уравнений второго

порядка [22; 28]. Рассматриваются интегрируемые уравнения второго порядка,

для которых общее решение известно и которые обладают трехмерной алгеброй

симметрий. Это позволяет сравнивать решения полученных схем с решения­

ми исходных дифференциальных уравнений. Заметим, что интегрируемость

этих уравнений при построении схем нигде не используется. В результа­

те получается семейство инвариантных разностных схем, обладающих всеми

аналогами интегралов исходного ОДУ. Среди этих схем находится точная схе­

ма, для обнаружения которой используется знание решения исходного ОДУ.

Свойства точной схемы совершенно аналогичны свойствам любой схемы из ин­

вариантного семейства.

В третьем разделе рассмотрена система уравнений Ермакова [68] (для ко­

торой общее решение не известно) и для нее строится инвариантная разностная

модель [39]. Построенная модель обладает всеми разностными аналогами пер­

вых интегралов системы Ермакова.
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1.1 Группы преобразований (предварительные сведения)

1.1.1 Однопараметрические группы преобразований и алгебры Ли

операторов

Рассмотрим Евклидово пространство R𝑛 точек 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), на кото­

ром заданы некоторые гладкие преобразования 𝑇𝑠, 𝑠 = 1, 2, ..., переводящие R𝑛

в себя. Действие преобразования может быть записано в виде системы соот­

ношений

𝑥𝑖* = 𝑓 𝑖
𝑠(𝑥) = 𝑓 𝑖

𝑠(𝑥
1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, 𝑠 = 1, 2, ....

Предполагается, что функции 𝑓 𝑖
𝑠 по крайней мере три раза дифференцируемы

и определяют локально обратимое преобразование 𝑇−1
𝑠 . Композиция преобра­

зований 𝑇1𝑇2

𝑓 𝑖(𝑥) = 𝑓 𝑖
1(𝑓

1
2 (𝑥), ..., 𝑓

𝑛
2 (𝑥)), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

называется их умножением (или произведением), причем единичным элемен­

том такого умножения является тождественное преобразование. Из приведен­

ного определения следуют ассоциативность преобразований

𝑇1(𝑇2𝑇3) = (𝑇1𝑇2)𝑇3

и формула обратного преобразования

(𝑇1𝑇2)
−1 = 𝑇−1

2 𝑇−1
1 .

Рассмотрим семейство {𝑇𝑎} преобразований, 𝑎 ∈ Δ ⊂ R. Семейство {𝑇𝑎} на­

зывается локально замкнутым по умножению, если существует δ ∈ Δ такое,

что 𝑇𝑎𝑇𝑏 ∈ {𝑇𝑎} при любых 𝑎, 𝑏 ∈ δ, или

𝑇𝑎 : 𝑥𝑖* = 𝑓 𝑖(𝑥, 𝑎), 𝑖 = 1,2, ..., 𝑛,

𝑇𝑎𝑇𝑏 : 𝑓
𝑖(𝑓(𝑥,𝑏), 𝑎) = 𝑓 𝑖(𝑥,φ(𝑎,𝑏)), 𝑖 = 1,2, ..., 𝑛.

Функция φ(𝑎,𝑏) задает закон умножения для семейства {𝑇𝑎} так, что произве­
дению 𝑇𝑎𝑇𝑏 = 𝑇𝑐 соответствует 𝑐 = φ(𝑎,𝑏). Предполагается, что φ(𝑎,𝑏) трижды

дифференцируема.

Семейство {𝑇𝑎} называется локальной однопараметрической непрерывной
группой преобразований (локальной группой Ли преобразований), если
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1. {𝑇𝑎} локально замкнуто по умножению.
2. Существует уникальный параметр 𝑎0, определяющий тождественное

преобразование 𝑇𝑎0.

3. Уравнение φ(𝑎,𝑏) = 𝑎0 имеет единственное решение 𝑏 = 𝑎−1 для всех

𝑎 ∈ δ. Это означает обратимость преобразования,

(𝑇𝑎)
−1 = 𝑇𝑎−1.

Однопараметрические группы преобразований обычно обозначают как 𝐺1.

Согласно теоремам Ли, всякой группе 𝐺1 можно сопоставить инфинитезималь­

ный оператор (или генератор) группы

𝑋 = ξ𝑖(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
,

где функции ξ𝑖(𝑥) называются координатами оператора𝑋. Здесь и далее ведет­

ся суммирование по повторяющимся индексам. Координаты оператора связаны

с преобразованиями 𝐺1 уравнениями Ли

ξ𝑖(𝑥) =
𝜕𝑓 𝑖(𝑥,𝑎)

𝜕𝑎

⃒⃒⃒
𝑎=0

, 𝑓 𝑖(𝑥,0) = 𝑥𝑖, 𝑖 = 1,2,...,𝑛.

В теории групп Ли одним из центральных является понятие инварианта.

Локально аналитическая функция 𝐹 (𝑥) ̸= 0 называется инвариантом группы

𝐺1, если 𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑥*) для любого преобразования группы 𝐺1. Необходимым и

достаточным условием инвариантности 𝐹 (𝑥) является выполнение равенства

𝑋𝐹 (𝑥) = 0. (1.1)

Известно, что линейное дифференциальное уравнение в частных произ­

водных (1.1) имеет ровно 𝑛 − 1 функционально независимых решений

𝐼1(𝑥), ..., 𝐼𝑛(𝑥) и общее решение вида

𝐹 (𝑥) = Φ(𝐼1(𝑥), ..., 𝐼𝑛(𝑥)),

где Φ — произвольная дифференцируемая функция своих аргументов. Таким

образом, группа 𝐺1 имеет 𝑛− 1 функционально независимых инвариантов.

В случае 𝑛 + 𝑚 мерного пространства R𝑛+𝑚 зависимых и независимых

переменных (𝑥,𝑢) = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 𝑢1, ...., 𝑢𝑚), где

𝑢𝑘 = 𝑢𝑘(𝑥) = 𝑢𝑘(𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑘 = 1,2,...,𝑚,
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групповые преобразования записывают в виде

𝑥𝑖* = 𝑓 𝑖(𝑥,𝑢,𝑎), 𝑖 = 1,2,...,𝑛,

𝑢𝑗* = 𝑔𝑗(𝑥,𝑢,𝑎), 𝑗 = 1,2,...,𝑚.

и инфинитезимальный оператор имеет вид

𝑋 = ξ𝑖(𝑥,𝑢)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ η𝑗(𝑥,𝑢)

𝜕

𝜕𝑢𝑗
, (1.2)

где

ξ𝑖(𝑥,𝑢) = 𝜕𝑓 𝑖(𝑥,𝑢,𝑎)
𝜕𝑎

⃒⃒
𝑎=0

, 𝑖 = 1,2,...,𝑛,

η𝑗(𝑥,𝑢) = 𝜕𝑔𝑗(𝑥,𝑢,𝑎)
𝜕𝑎

⃒⃒
𝑎=0

, 𝑗 = 1,2,...,𝑚.

Пространство R𝑛+𝑚 продолжается на производные, обозначаемые:

𝑢𝑘𝑖 =
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1,2,...,𝑛, 𝑘 = 1,2,...,𝑚.

Продолжение оператора (1.2) на расширенное пространство имеет вид1

𝑋̃ = ξ𝑖(𝑥,𝑢)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ η𝑘(𝑥,𝑢)

𝜕

𝜕𝑢𝑘
+ ζ𝑘𝑖

𝜕

𝜕𝑢𝑘𝑖
,+ζ𝑘𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑢𝑘𝑖𝑗
+ . . . , (1.3)

где

ζ𝑘𝑖 = 𝐷𝑖(η
𝑘)− 𝑢𝑘𝑗𝐷𝑖(ξ

𝑖),

ζ𝑘𝑖𝑗 = 𝐷𝑖(ζ
𝑘
𝑗 )− 𝑢𝑘𝑠𝑗𝐷𝑖(ξ

𝑠),

. . . ,

𝑖,𝑗 = 1,2,...,𝑛, 𝑘 = 1,2,...,𝑚,

Здесь и далее через 𝐷𝑖 обозначены операторы полного дифференцирования

по переменной 𝑥𝑖

𝐷𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑢𝑘𝑖

𝜕

𝜕𝑢𝑘
+ . . . , 𝑖 = 1,2,...,𝑛.

Инварианты, соответствующие продолженному оператору (1.3), называются

дифференциальными.
1Обычно значок «∼» при этом опускают.
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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 𝑠–ого порядка

𝐹α(𝑥,𝑢,𝑢1, ..., 𝑢𝑠) = 0, α = 1,2,...,𝑚, (1.4)

где

𝑢𝑠 = {𝑢𝑘𝑖1...𝑖𝑠}, 1 ⩽ 𝑖1, ..., 𝑖𝑠 ⩽ 𝑛, 𝑘 = 1,2,...,𝑚

— множество производных порядка 𝑠. Система (1.4) рассматривается как

многообразие на соответствующем продолженном пространстве. Система (1.4)

допускает группу 𝐺1, если соответствующее многообразие есть дифференци­

альное многообразие группы 𝐺1, то есть если система (1.4) не меняется под

действием продолженной на производные до 𝑠-ого порядка группы преобра­

зований.

Инвариантность системы (1.4) устанавливается при помощи инфинитези­

мального критерия инвариантности

𝑋̃𝐹α(𝑥,𝑢,𝑢1, ..., 𝑢𝑠)
⃒⃒
[𝐹α]

= 0, α = 1,2, ...,𝑚. (1.5)

Запись [𝐹α] означает, что выражение рассматривается на системе 𝐹α = 0 и ее

дифференциальных следствиях.

Система (1.5) называется системой определяющих уравнений. Множество

ее решений образует векторное пространство, называемое алгеброй Ли. Точнее,

алгеброй Ли 𝐿 операторов называется векторное пространство, содержащее ин­

финитезимальные операторы и все возможные их коммутаторы:

[𝑋1,𝑋2] = 𝑋1𝑋2 −𝑋2𝑋1 = (𝑋1ξ
𝑖
2 −𝑋2ξ

𝑖
1)

𝜕

𝜕𝑥𝑖

Операция коммутации обладает следующими свойствами:

1. Билинейность

[𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋2, 𝑋3] = 𝑎1[𝑋1,𝑋3] + 𝑎2[𝑋2,𝑋3].

2. Антисимметричность

[𝑋1,𝑋2] = −[𝑋2,𝑋1].

3. Удовлетворяет тождеству Якоби:

[[𝑋1,𝑋2],𝑋3] + [[𝑋2,𝑋3],𝑋1] + [[𝑋3,𝑋1],𝑋2] = 0.
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Размерность 𝑟 векторного пространства, образованного таким образом, называ­

ется размерностью алгебры Ли. Если число 𝑟 конечно, то алгебру обозначают

символом 𝐿𝑟. В конечномерной алгебре Ли можно выделить некоторый базис

операторов X = {𝑋1,....,𝑋𝑟} вида (1.2). При это коммутатор любых двух базис­
ных векторов можно разложить по самому базису следующим образом

[𝑋α,𝑋β] = 𝑐γαβ𝑋γ, α,β = 1,2, ..., 𝑟,

где числа 𝑐γαβ называются структурными константами алгебры 𝐿𝑟 в базисеX.

Всякий базисный оператор алгебры 𝐿𝑟 порождает однопараметрическую

группу преобразований. Последовательное применение таких однопарамет­

рических групп составляет 𝑟-параметрическую группу преобразований 𝐺𝑟.

Все основные определения, приведенные для однопараметрических групп 𝐺1,

естественным образом обобщаются на случай многопараметрических групп пре­

образований 𝐺𝑟.

1.1.2 Алгебра бесконечно малых преобразований в пространстве

конечно-разностных переменных

В разностном случае группы преобразований, аналогичные непрерывным

группам Ли, вводятся с помощью аппарата формальных рядов [13]. С целью

упрощения изложения далее рассматривается случай одной независимой пере­

менной 𝑥 и одной зависимой переменной 𝑢.

Рассматривается пространство 𝑍 последовательностей (𝑥,𝑢,𝑢1,𝑢2, ...), где

𝑢1, 𝑢2, ... — дифференциальные переменные первого, второго и т. д. порядка.

В пространстве 𝑍 задается отображение (дифференцирование) 𝐷, действую­

щее по правилу

𝐷(𝑥) = 1, 𝐷(𝑢) = 𝑢1, . . . 𝐷(𝑢𝑠) = 𝑢𝑠+1, 𝑠 = 1,2,....

Пусть 𝐴 — пространство аналитических функций 𝐹 (𝑧) от конечного числа

переменных 𝑧 из набора (𝑥,𝑢,𝑢1, ...). Пространство 𝑍 является подпростран­

ством пространства последовательностей 𝑍 формальных степенных рядов

(𝑓 1(𝑧,𝑎),...,𝑓 𝑠(𝑧,𝑎),...), где

𝑓 𝑖(𝑧,𝑎) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑖
𝑘(𝑧)𝑎

𝑘, 𝐴𝑖
𝑘(𝑧) ∈ 𝐴 𝑖 = 1,2, . . . .
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Дифференцирование 𝐷 распространяется на функции из 𝐴 путем отождествле­

ния его с действием линейного дифференциального оператора первого порядка

𝐷 =
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑢1

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑢2

𝜕

𝜕𝑢1
+ . . . .

С помощью экспоненциального представления преобразования этой группы

определяются действием оператора 𝑇𝑎 ≡ 𝑒𝑎𝐷,

𝑧𝑖* = 𝑒𝑎𝐷(𝑧𝑖) ≡
∞∑︁
𝑠=0

𝐷(𝑠)(𝑧𝑖),

где точка 𝑧 ∈ 𝑍 имеет координаты

𝑥* = 𝑇𝑎(𝑥) = 𝑥+ 𝑎,

𝑢* = 𝑇𝑎(𝑢) =
∑︀∞

𝑠=0
𝑎𝑠

𝑠!𝑢𝑠,

. . .

𝑢*𝑘 = 𝑇𝑎(𝑢𝑘) =
∑︀∞

𝑠=0
𝑎𝑠

𝑠!𝑢𝑠+𝑘,

и т. д.. Последние преобразования образуют так называемую группу Тэйлора.

С помощью группы Тэйлора могут быть определены операторы правого

и левого разностных сдвигов

𝑆
+ℎ

= 𝑒ℎ𝐷 ≡
∞∑︁
𝑠=0

ℎ𝑠

𝑠!
𝐷𝑠, 𝑆

−ℎ
= 𝑒−ℎ𝐷 ≡

∞∑︁
𝑠=0

(−ℎ)𝑠

𝑠!
𝐷𝑠, (1.6)

где 𝐷 — дифференцирование в 𝑍, а величина ℎ имеет смысл шага конечно-раз­

ностной сетки. Операторы правого и левого сдвига коммутируют между собой

и с оператором 𝑇𝑎 = 𝑒𝑎𝐷 и, кроме того, 𝑆
+ℎ

𝑆
−ℎ

= 𝑆
−ℎ

𝑆
+ℎ

= 1.

С помощью операторов (1.6) определяют правое и левое разностные диф­

ференцирования

𝐷
+ℎ

≡ 1

ℎ
(𝑆
+ℎ

−1) ≡
∞∑︁
𝑠=1

ℎ𝑠−1

𝑠!
𝐷𝑠,

𝐷
−ℎ

≡ 1

ℎ
(1− 𝑆

−ℎ
) ≡

∞∑︁
𝑠=1

(−ℎ)𝑠−1

𝑠!
𝐷𝑠.

Операторы 𝑆
+ℎ
, 𝑆
−ℎ
, 𝐷
+ℎ
, 𝐷
−ℎ

и оператор 𝑇𝑎 попарно коммутируют, и

𝐷
+ℎ

= 𝐷
−ℎ

𝑆
+ℎ
, 𝐷

−ℎ
= 𝐷

+ℎ
𝑆
−ℎ

.



27

Действие дискретного сдвига 𝑆
±ℎ

распространяется на функции из 𝐴:

𝑆
±ℎ
(𝐹 (𝑧)) = 𝐹 (𝑆

±ℎ
(𝑧))

Разностная производная на функции из 𝐴 определяется через дискретный

сдвиг:

𝐷
±ℎ
(𝐹 (𝑧)) = ±

𝐹 (𝑆
±ℎ
(𝑧))− 𝐹 (𝑧)

ℎ
.

С помощью (1.6) также устанавливается разностное правило Лейбница:

𝐷
±ℎ
(𝐹𝐺) = 𝐷

±ℎ
(𝐹 )𝐺+ 𝐹𝐷

±ℎ
(𝐺)± ℎ𝐷

±ℎ
(𝐹 )𝐷

±ℎ
(𝐺).

По аналогии с дифференциальным случаем, группе однопараметрических

преобразований 𝐺1
ℎ
разностного пространства ставится в соответствие инфини­

тезимальный оператор

𝑋 = ξ
𝜕

𝜕𝑥
+ η

𝜕

𝜕𝑢
,

причем формулы продолжения оператора на точки разностного пространства

имеют простой вид:

𝑋̃ =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑆
+ℎ

𝑘

(︂
ξ
𝜕

𝜕𝑥
+ η

𝜕

𝜕𝑢

)︂
. (1.7)

Понятие инварианта вводится аналогично дифференциальному случаю.

Функция 𝐹 (𝑧) ̸= 0 ∈ 𝐴 называется инвариантом группы 𝐺1
ℎ
, если 𝐹 (𝑧) = 𝐹 (𝑧*)

для любого преобразования группы 𝐺1
ℎ
. Необходимым и достаточным условием

инвариантности 𝐹 (𝑧) является выполнение равенства

𝑋𝐹 (𝑧) = 0.

Определения алгебры Ли, ее базиса и коммутатора инфинитезимальных

операторов сохраняют свою силу и в разностном случае.

Замечание 1.1.1. В случае двух независимых переменных все основные опре­

деления вводятся аналогично. Если вторая переменная играет роль времени 𝑡,

то используются символ τ для временных шагов сетки, 𝑆
±τ

и символы 𝐷
±τ

— для

операторов сдвига и дифференцирования.
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1.1.3 Конечно–разностные сетки и условия их инвариантности

Операторы сдвига 𝑆
±ℎ

позволяют провести «дискретизацию» пространства.

Счетное множество значений независимой переменной 𝑥

ω
ℎ
= {. . . , 𝑥𝑚−2, 𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+2, . . . } = 𝑆

+ℎ

α(𝑥𝑚), α = 0,± 1, . . . .

образует неравномерную сетку в случае, если для каких-либо 𝑝 и 𝑞 оказывается

𝑥𝑚+𝑝 − 𝑥𝑚+𝑝−1 ̸= 𝑥𝑚+𝑞 − 𝑥𝑚+𝑞−1 и равномерную сетку в противном случае. В

случае неравномерной сетки операторы (1.6) уже не коммутриуют, а шаг сетки

ℎ перестает быть постоянным:

ℎ𝑚+𝑘 = 𝑥𝑚+𝑘 − 𝑥𝑚+𝑘−1, 𝑘 = 0,± 1, . . . .

В безиндексной форме также записывают

ℎ−− = 𝑆
−ℎ
(ℎ−), ℎ− = 𝑥− 𝑆

−ℎ
(𝑥), ℎ+ = 𝑆

+ℎ
(𝑥)− 𝑥, ℎ++ = 𝑆

+ℎ
(ℎ+)

и т. д..

В отличие от дифференциальных операторов, конечно-разностные опе­

раторы задаются на конечном подмножестве счетного множества точек про­

странственной сетки, что приводит к их нелокальности. Из этой нелокальности

вытекают различные свойства групп преобразований, которые отсутствуют в

дифференциальном случае: искажения пропорций, нарушение ортогональности

разностной сетки и др.. Это приводит к необходимости введения дополнитель­

ных условий инвариантности разностной сетки. Среди них наибольшее значение

имеют нижеследующие.

1. Действие оператора (1.7) сохраняет равномерность разностной сетки

в направлении 𝑥𝑖, если во всей рассматриваемой области выполняется

условие

𝐷
+ℎ

𝐷
−ℎ
(ξ𝑖(𝑧)) = 0

2. Действие оператора (1.7) сохраняет ортогональность двумерной раз­

ностной сетки (𝑥,𝑡), если во всей рассматриваемой области выполняется

условие

𝐷
±ℎ
(ξ𝑡(𝑧)) = −𝐷

±τ
(ξ𝑥(𝑧)).

3. В ряде случаев (например, при рассмотрении эволюционных уравне­

ний) важно сохранить плоскими временные слои разностной сетки. Для
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этого должно выполняться условие

𝐷
+ℎ

𝐷
+τ
(ξ𝑡(𝑧)) = 0.

1.1.4 Инвариантные вариационные задачи и законы сохранения

Одно из главных достижений группового анализа состоит в открытии

связи между симметриями дифференциальных уравнений и существованием

законов сохранения для их решений для вариационных задач.

Пусть задана система дифференциальных уравнений вида (1.4)

𝐹 𝑗(𝑥,𝑢,𝑢1,...,𝑢𝑠) = 0, 𝑗 = 1,...,𝑚, (1.8)

решения которой являются экстремалями функционала

𝐿(𝑢) =

∫︁
Ω

ℒ(𝑥, 𝑢, 𝑢1, ..., 𝑢𝑘)𝑑𝑥, (1.9)

где интеграл берется по области Ω ∈ R𝑛. Уравнения (1.8), соответствующее

функционалу (1.9), называются уравнениями Эйлера (или Эйлера–Лагранжа)

и определяются соотношениями

𝐹 𝑗 =
δℒ
δ𝑢𝑗

, 𝑗 = 1,...,𝑛,

где δ/δ𝑢𝑗 — вариационная производная

δ

δ𝑢𝑗
=

𝜕

𝜕𝑢𝑗
+

∞∑︁
𝑠=1

(−1)𝑠𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑠

𝜕

𝜕𝑢𝑗𝑖1...𝑖𝑠
.

Теорема 1.1.1 (первая теорема Нётер). Необходимое и достаточное условие

инвариантности функционала (1.9) относительно группы 𝐺𝑛
𝑟 имеет вид

𝑋αℒ+ ℒ𝐷𝑖(ξ
𝑖
α) = 0, α = 1,2,...,𝑟,

где 𝐷𝑖 — оператор полного дифференцирования по переменной 𝑥𝑖,

𝐷𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑢𝑖

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑢𝑖𝑖

𝜕

𝜕𝑢𝑖
+ . . . .
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Операторное тождество Нётер устанавливает связь между инвариантно­

стью вариационного функционала и законами сохранения соответствующего

уравнения Эйлера (1.8)

ξ𝑖α
𝜕ℒ
𝜕𝑥𝑖

+ η𝑘α
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

+ [𝐷𝑖(η
𝑘
α)− 𝑢𝑘𝑗𝐷𝑖(ξ

𝑗
α)]

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘𝑖

+ ℒ𝐷𝑖(ξ
𝑖
α)

≡ (η𝑘α − 𝑢𝑘𝑖 ξ
𝑖
α)
δℒ
δ𝑢𝑘

+𝐷𝑖

(︂
(η𝑘α − 𝑢𝑘𝑖 ξ

𝑖
α)

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

+ ℒξ𝑖α
)︂
,

где α = 1,2, ..., 𝑟.

Рассмотрим тождество Нётер на решениях уравнений Эйлера.

Теорема 1.1.2 (основная теорема Нётер). Инвариантность вариационного

функционала (1.9) относительно группы 𝐺𝑛
𝑟 на решениях уравнений Эйле­

ра (1.8) необходима и достаточна для существования законов сохранения∑︁
(𝑖)

𝐷𝑖

(︂
(η𝑘α − 𝑢𝑘𝑖 ξ

𝑖
α)

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

+ ℒξ𝑖α
)︂ ⃒⃒⃒

[𝐹α]
= 0.

В качестве примера рассмотрим нелинейный осциллятор с кубической

нелинейностью.

Пример 1.1.1. Уравнение

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢3 = 0. (1.10)

допускает двумерную алгебру операторов

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Данное уравнение является уравнением Эйлера для такого, например, лагран­

жиана

ℒ =
1

4
𝑢4 − 1

2
𝑢2𝑥,

который допускает лишь 𝑋1. По-видимому, не существует лагранжиана, инва­

риантного относительно растяжения 𝑋2.

В соответствии с теоремой Нётер может быть получен первый интеграл:

𝐽1 =
1

4
𝑢4 +

1

2
𝑢2𝑥 = 𝐴0.

□
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1.2 Инвариантные схемы для обыкновенных дифференциальных

уравнений второго порядка

Рассмотрим трехточечную разностную схему для ОДУ второго порядка.

Переменный индекс для точек разностных уравнений не используется, посколь­

ку для анализа трехточечного разностного уравнения реально необходимо лишь

три значения координат и соответствующих функций (см. Рис. 1.1):

𝑓 = 𝑓(𝑥,𝑢), 𝑓+ = 𝑓(𝑥+,𝑢+), 𝑓− = 𝑓(𝑥−,𝑢−).

-

6

˂˂˂˂˂˂��������

t t
tu

x

(𝑥−,𝑢−)
(𝑥,𝑢)

(𝑥+,𝑢+)

ℎ− ℎ+

Рисунок 1.1 — Трехточечный шаблон

В многомерном случае ситуация аналогична, — необходимы лишь точки

разностного шаблона, на котором аппроксимируется уравнение. Также будут

использоваться следующие обозначения для разностных производных вправо

и влево соответственно:

𝑢𝑥 =
𝑢+ − 𝑢

ℎ+
, 𝑢𝑥̄ =

𝑢− 𝑢−

ℎ− .

Для отличия разностных производных от непрерывных, последние будем обо­

значать как 𝑢′, 𝑢′′, . . . .

Разностную модель для ОДУ второго порядка будем представлять в виде

двух конечно-разностных уравнений:

𝐹 (𝑥,𝑥−,𝑥+,𝑢,𝑢−,𝑢+) = 0; (1.11)

Ω(𝑥,𝑥−,𝑥+,𝑢,𝑢−,𝑢+) = 0,

второе из которых представляет собой уравнение для сетки. Это второе уравне­

ние обычно не дописывают, а структуру сетки подразумевают или равномерной,

или неравномерной, с заданными шагами сетки

ℎ+ = 𝑥+ − 𝑥, ℎ− = 𝑥− 𝑥−,
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где ℎ+,ℎ− - шаги сетки право и влево от данной точки 𝑥. В нашем подходе

явная запись уравнения сетки имеет принципиальное значение. Именно это

позволяет получать разностные схемы, допускающие полную симметрию соот­

ветствующего ОДУ.

Первое уравнение в системе (1.11) представляет собой разностное урав­

нение второго порядка, которое в континуальном пределе (ℎ → 0) дает ОДУ

второго порядка. Второе уравнение, уравнение для сетки, не обязано давать

ОДУ второго порядка при стремлении шага сетки к нулю. Например, можно

рассматривать равномерную разностную сетку в виде уравнения ℎ+ = ℎ−, ко­

торое «исчезает» в континуальном пределе: 0 = 0. Геометрически это означает

превращение разностного шаблона в точку, не имеющую ни размерности, ни

геометрической структуры. Это порождает определенные трудности в разност­

ном моделировании, - уравнение, генерирующее разностную сетку, отсутствует

в дифференциальной модели, - его «неоткуда взять». Однако, как будет видно,

можно выписать некоторое общее семейство уравнений для разностных сеток,

сохраняющих группу исходного дифференциального уравнения. Из этого семей­

ства надлежит выбрать такое уравнение, которое соответствует поставленным

целям. Такой целью может быть, например, максимальная простота структуры

сетки, адаптация к специфике семейства решений и т. д.

Рассмотрим непрерывную группу преобразований, генерируемую алгеб­

рой Ли инфинитезимальных операторов вида

𝑋 = ξ(𝑥,𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+ η(𝑥,𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
. (1.12)

Соответствующие непрерывные преобразования определяются коэффици­

ентами ξ(𝑥,𝑢), η(𝑥,𝑢). Эти преобразования действуют во всем пространстве (а

не только в узлах сетки) и являются обычными точечными преобразования­

ми, так как коэффициенты ξ и η операторов (1.12) зависят только от (𝑥,𝑢) и

не зависят от соседних точек (𝑥+,𝑢+) и (𝑥−,𝑢−). Векторное поле (ξ,η) опре­

делено в каждой точке пространства (𝑥,𝑢), в том числе и в соседних узловых

точках сетки. Поэтому продолжение оператора (1.12) на все точки разностного

шаблона геометрически очевидно:

𝑋̃ = ξ(𝑥,𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+ ξ(𝑥+,𝑢+)

𝜕

𝜕𝑥+
+ ξ(𝑥−,𝑢−)

𝜕

𝜕𝑥−
+

+ η(𝑥,𝑢)
𝜕

𝜕𝑢
+ η(𝑥+,𝑢+)

𝜕

𝜕𝑢+
+ η(𝑥−,𝑢−)

𝜕

𝜕𝑢−
. (1.13)
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Основная идея развиваемого подхода заключается в точном сохранении

группы преобразований в конечно-разностных моделях, аппроксимирующих

данные непрерывные уравнения. Именно это позволяет в полной мере восполь­

зоваться следствиями допускаемой симметрии, указанными выше.

Известно (см. [9]), что ОДУ второго порядка могут быть получены

как уравнения Эйлера некоторого вариационного функционала. В случае

инвариантности функционала соответствующее уравнение Эйлера наследует

симметрию и имеет столько независимых интегралов, сколько независимых сим­

метрий имеется у вариационного функционала, - в этом и заключается теорема

Нетер для обыкновенных дифференциальных уравнений (см. [38]).

В разностных вариационных задачах ситуация усложняется [1;2;14;21;28;

37]. Прежде всего, разностный функционал c функцией Лагранжа

ℒ = ℒ(𝑥, 𝑥+, 𝑢, 𝑢+),

определенной на двух точках разностного шаблона, надо рассматривать вместе

с сеткой в виде следующей системы

𝐿 =
∑︁
Ω

ℒ(𝑥,𝑥+, 𝑢, 𝑢+)ℎ+, (1.14)

Ω(𝑥,𝑢,𝑢+,𝑢−,...,ℎ+,ℎ−) = 0. (1.15)

Инвариантность функционала вместе с сеткой нетрудно записать с помощью

действия соответствующего инфинитезимального оператора группы:

𝑋̃ℒ+ ℒ𝐷
+ℎ
(ξ) = 0, (1.16)

𝑋̃Ω(𝑥,𝑢,𝑢+,𝑢−,...,ℎ+,ℎ−) = 0.

Разностный аналог теоремы Нетер (см. [14], [21]) основан на следующем опера­

торном тождестве, которое также надо рассматривать на сетке (1.15):

ξ
𝜕ℒ
𝜕𝑥

+ ξ+
𝜕ℒ
𝜕𝑥+

+ η
𝜕ℒ
𝜕𝑢

+ η+
𝜕ℒ
𝜕𝑢+

+ ℒ𝐷
+ℎ
(ξ) ≡ (1.17)

≡ ξ
(︂
𝜕ℒ
𝜕𝑥

+
ℎ−

ℎ+

𝜕ℒ−

𝜕𝑥
− 𝐷

+ℎ
(ℒ−)

)︂
+ η

(︂
𝜕ℒ
𝜕𝑢

+
ℎ−

ℎ+

𝜕ℒ−

𝜕𝑢

)︂
+

+𝐷
+ℎ

(︂
ℎ−η

𝜕ℒ−

𝜕𝑢
+ ℎ−ξ

𝜕ℒ−

𝜕𝑥
+ ξℒ−

)︂
,
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где ξ+ = ξ(𝑥+,𝑢+),η+ = η(𝑥+,𝑢+), а левая часть тождества представляет собой

подробную запись уравнения (1.16).

Аналогичные тождества справедливы и для многомерных случаев (см.

[1; 2]). Тождество (1.17) при ℎ → 0 обращается в соответствующее тождество

Нетер (см. [8]), однако при конечном ℎ оно имеет существенно более сложную

структуру, которая исчезает в континуальном пределе. Это тождество выделяет

следующие разностные объекты. Прежде всего, в отличие от непрерывного слу­

чая, выделяется не уравнение Эйлера, а некоторое другое уравнение, названное

квазиэкстремальным или локально-экстремальным:

ξ

(︂
𝜕ℒ
𝜕𝑥

+
ℎ−

ℎ+

𝜕ℒ−

𝜕𝑥
− 𝐷

+ℎ
(ℒ−)

)︂
+ η

(︂
𝜕ℒ
𝜕𝑢

+
ℎ−

ℎ+

𝜕ℒ−

𝜕𝑢

)︂
= 0. (1.18)

Во-вторых, это уравнение зависит от конкретной подгруппы, так как содер­

жит коэффициенты генератора группы ξ,η в явном виде. Обращение в нуль

левой части тождества означает инвариантность функционала (1.14). Обраще­

ние в нуль правой части тождества (1.17) позволяет выписать (см. [14], [21])

первый интеграл

𝐷
+ℎ

(︂
ℎ−η

𝜕ℒ−

𝜕𝑢
+ ℎ−ξ

𝜕ℒ−

𝜕𝑥
+ ξℒ−

)︂
|(1.15),(1.18) = 0, (1.19)

справедливый на решениях соответствующего квазиэкстремального уравнения.

Таким образом, в случае разностных уравнений ситуация существенно

усложняется: разным подгруппам соответствуют разные квазиэкстремальные

уравнения, для каждого из которых есть «свой» закон сохранения, соответ­

ствующий инвариантности разностного функционала относительно подгруппы

с данными ξ,η.

Следующее утверждение дает достаточные условия существования у од­

ного уравнения полного набора законов сохранения (см. [14], [21], [28], [37]).

Теорема 1.2.1. Пусть на сетке (1.15) функционал (1.14) допускает

𝑟-параметрическую группу преобразований. Пусть существует решение си­

стемы разностных уравнений ( глобальная экстремаль):

𝜕ℒ
𝜕𝑥

+
ℎ−

ℎ+

𝜕ℒ−

𝜕𝑥
− 𝐷

+ℎ
(ℒ−) = 0, (1.20)

𝜕ℒ
𝜕𝑢

+
ℎ−

ℎ+

𝜕ℒ−

𝜕𝑢
= 0;
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Тогда на решениях системы (1.20) справедливы 𝑟 законов сохранения вида

(1.19).

Это утверждение можно рассматривать как разностный аналог теоремы

Нетер. Ее применение будет продемонстрировано на примерах. Начнем с наибо­

лее простого нелинейного ОДУ из списка Ли, обладающего тремя симметриями.

Разностный аналог тождества Нётер [1;2;14;21] позволяет находить зако­

ны сохранения разностных уравнений.

Продолжим Пример 1.1.1 и построим инвариантную схему уравнения

(1.10) на трехточечном шаблоне (𝑥,𝑥+,𝑥−,𝑢,𝑢+,𝑢−). Два оператора в указанном

пространстве переменных имеют четыре разностных инварианта:

ℎ+

ℎ− , ℎ+𝑢, ℎ+𝑢+, ℎ−𝑢−.

Общий вид инвариантной сетки такой:

ℎ+ = ℎ−𝐹 (ℎ+𝑢, ℎ+𝑢+, ℎ−𝑢−),

где 𝐹 — произвольная функция своих аргументов. Выберем простейшую рав­

номерную сетку:

ℎ+ = ℎ− = ℎ.

В качестве инвариантного разностного лагранжиана выберем простей­

ший:

ℒ =
1

4
𝑢4 − (𝑢+ − 𝑢)2

2(ℎ+)2
.

Используя разностное тождество Нётер, нетрудно выписать квазиэкстре­

мальное уравнение

𝑢𝑥𝑥̄
𝑢𝑥 + 𝑢𝑥̄

2
+ 𝑢𝑥̄

(𝑢2 + (𝑢−)2)(𝑢+ 𝑢−)

4
= 0,

и соответствующий первый интеграл:

𝑢2𝑥̄
2

+
(𝑢−)4

4
= 𝐴0.

В следующих примерах будут рассмотрены разностные модели для ОДУ

второго порядка из списка Ли, обладающих трехмерными алгебрами симмет­

рий.
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1.2.1 Пример 1

Рассмотрим конечно-разностную модель обыкновенного дифференциаль­

ного уравнения из списка С. Ли

𝑢′′ =
1

𝑢3
. (1.21)

Уравнение (1.21) можно рассматривать как уравнение Эйлера инвариантного

функционала с функцией Лагранжа ( 1
𝑢2 − (𝑢′)2). Оно допускает трехпараметри­

ческую группу преобразований с операторами:

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
; 𝑋2 = 2𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
; 𝑋3 = 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑥𝑢

𝜕

𝜕𝑢
;

В соответствии с теоремой Нетер у уравнения (1.21) есть три первых ин­

теграла:

𝐽1 = (𝑢′)2 + 1
𝑢2 = 𝐴0, 𝐽2 =

𝑥
𝑢2 − (𝑢− 𝑢′𝑥)𝑢′ = 𝐵0, (1.22)

𝐽3 =
𝑥2

𝑢2 + (𝑢− 𝑥𝑢′)2 = 𝐶0.

Из трех интегралов первые два получаются из инвариантности указанного

лагранжиана, а третий - из его «дивергентной инвариантности» (см., на­

пример, [8]). В этой ситуации теорема Нетер гарантирует функциональную

независимость лишь двух интегралов. Однако наличие и двух независимых ин­

тегралов в (1.22) позволяет выписать общее решение уравнения (1.21)

𝐴0𝑢
2 = (𝐴0𝑥+𝐵0)

2 + 1.

Инвариантная разностная схема может быть построена на основе следу­

ющей функции Лагранжа:

ℒ =
1

𝑢𝑢+
−
(︂
𝑢+ − 𝑢

ℎ+

)︂2

.

С помощью методов, описанных в предыдущем разделе, получается следую­

щая разностная схема: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑥−𝑢𝑥̄

ℎ− = 1
𝑢2𝑢− ,

ℎ+

𝑢𝑢+ = ℎ−

𝑢𝑢− = ε,

(1.23)

где ε — параметр, задающий плотность сетки.
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В соответствии с теоремой предыдущего раздела разностная систе­

ма (1.23) обладает тремя разностными интегралами:

𝑢𝑥
2 +

1

𝑢𝑢+
= 𝐴,

2𝑥+ ℎ+

2
𝑢𝑥

2 +
2𝑥+ ℎ+

2𝑢𝑢+
− 𝑢+ 𝑢+

2
𝑢𝑥 = 𝐵,

𝑥(𝑥+ ℎ+)

𝑢𝑢+
+

(︂
𝑢+ 𝑢+

2
− 2𝑥+ ℎ+

2
𝑢𝑥

)︂2

= 𝐶,

(1.24)

Путем чисто алгебраических действий с интегралами (1.24) легко полу­

чить общее решение схемы (1.23):

𝐴𝑢2 = (𝐴𝑥+𝐵)2 + 1− ε2

4
. (1.25)

Точное решение (1.25) схемы отличается от общего решения исходного

уравнения (1.21) на ε2

4 , причем оценка ошибки носит равномерный характер.

Точная разностная схема может быть получена с помощью вспомогатель­

ного параметра δ:

ℒ =
δ

𝑢𝑢+
−
(︂
𝑢+ − 𝑢

ℎ+

)︂2

.

В этом случае точная схема имеет вид⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑥−𝑢𝑥̄

ℎ− = δ
𝑢2𝑢− ,

ℎ+

𝑢𝑢+ = ℎ−

𝑢𝑢− = ε,

Точное решение схемы совпадает с общим решением исходного уравнения (1.21),

если принять

δ = 2
1−

√
1− ε2
ε2

.

1.2.2 Метод возмущения инвариантного лагранжиана

Прежде чем рассмотреть дальнейшие примеры построения инвариантных

консервативных схем, проделаем некоторые вычисления более общего харак­

тера.
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Рассмотрим случаи, когда у исходного ОДУ имеется три симметрии, но

лишь две из них допускаются вариационным функционалом и порождают

первые интегралы. В непрерывном случае двух интегралов достаточно для

интегрирования одного уравнения. В разностной модели, состоящей из двух

уравнений, нам требуется четыре интеграла.

Для нахождения дополнительных интегралов был предложен метод воз­

мущения инвариантного лагранжиана. Идея заключается в том, что условия

инвариантности лагранжиана допускает некоторую свободу в аппроксимации

его разностным лагранжианом. Поэтому возможно ввести весовые множители

в разностный лагранжиан и рассматривать параметрические семейства инвари­

антных лагранжианов. Рассмотрим следующее семейство лагранжианов:

ℒ = α𝐺(𝑢𝑥) + β𝑢+ (1− β)𝑢+, α ≈ 1, 0 ⩽ β ⩽ 1.

где α и β - некоторые параметры, 𝐺(𝑢𝑥) - произвольная функция от разност­

ной производной.

Такие лагранжианы допускают алгебру операторов трансляции

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑦
. (1.26)

Общим уравнением второго порядка, допускающим эту абелеву алгебру, явля­

ется следующее ОДУ:

𝑦′′ = 𝐹 (𝑦′). (1.27)

Каждый разностный лагранжиан с некоторым набором весовых коэффи­

циентов порождает свою систему глобальных экстремалей:

α [−𝐺′(𝑢𝑥) +𝐺′(𝑢𝑥̄)] + βℎ+ + (1− β)ℎ− = 0 (1.28)

α [𝑢𝑥𝐺
′(𝑢𝑥)− 𝑢𝑥̄𝐺

′(𝑢𝑥̄)−𝐺(𝑢𝑥) +𝐺(𝑢𝑥̄)]−β(𝑢−𝑢−)−(1−β)(𝑢+−𝑢) = 0 (1.29)

Рассмотрим один такой лагранжиан с α3 = 1 и β3 = 0.5 как базисный, а

остальные, - как его возмущения. Каждый лагранжиан в семействе допускает

𝑋1 =
𝜕
𝜕𝑥 и дивергентно инвариантен по отношению к 𝑋2 =

𝜕
𝜕𝑢 . Это порождает

первые интегралы для глобальных квазиэкстремалей (1.28),(1.29):

α [−𝑢𝑥𝐺
′(𝑢𝑥) +𝐺(𝑢𝑥)] + 𝑢+ (1− β)ℎ+𝑢𝑥 = 𝐴 (1.30)

α𝐺′(𝑢𝑥)− 𝑥− βℎ+ = 𝐵. (1.31)
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Выберем три различных набора (α𝑖,β𝑖), которые дадут шесть первых ин­

тегралов для шести глобальных экстремальных уравнений. Покажем, что путем

выбора констант α𝑖 и β𝑖 и выбора некоторых констант дополнительных инте­

гралов 𝐴𝑖 и 𝐵𝑖 возможно получить совместную систему разностных уравнений

и сетки, которая к тому же будет иметь общее решение благодаря наличию

достаточного количества первых интегралов.

Возьмем одно уравнение в форме (1.30) и два уравнения в форме (1.31).

Выберем соответствующие константы α3 = 1, β3 = 0.5 и 𝐵2 = 𝐵3 = 𝐵. Рас­

смотрим разницу двух уравнений с одной и той же константой 𝐵 как уравнение

сетки. В итоге получим

α1 [−𝑢𝑥𝐺
′(𝑢𝑥) +𝐺(𝑢𝑥)] + 𝑢+ (1− β1)ℎ+𝑢𝑥 = 𝐴, (1.32)

𝐺′(𝑢𝑥)− 𝑥− 1

2
ℎ+ = 𝐵, (1.33)

(1− α2)𝐺
′(𝑢𝑥)−

(︂
1

2
− β2

)︂
ℎ+ = 0. (1.34)

Из уравнения (1.33) и (1.34) имеем

𝐺′(𝑢𝑥) =
𝑥+ + 𝑥+ 2𝐵

2
, (1.35)

𝑥+ − (1 + ε)𝑥− ε𝐵 = 0, (1.36)

где был введен малый параметр

ε =
2(1− α2)

α2 − 2β2
. (1.37)

Заметим, что континуальному пределу соответствует ε → 0.

Общее решение линейного разностного уравнения (1.36) легко находится

(см., например, [22]):

𝑥𝑛 = (𝑥0 +𝐵)(1 + ε)𝑛 −𝐵 (1.38)

и зависит от константы интегрирования 𝑥0. Это решение дает разностную сетку,

соответствующую ℎ− > 0 и ℎ+ > 0 для 𝑥0 > −𝐵 если ε > 0, и для 𝑥0 < −𝐵,

если ε < 0. Для остальных случаев: 𝑥0 < −𝐵, если ε > 0, и для 𝑥0 > −𝐵,

если ε < 0, формула (1.38) дает сетку с обратным порядком нумерации точек

сетки: ℎ− < 0 и ℎ+ < 0.
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С помощью (1.38),(1.35), выразим 𝑢𝑥 через 𝑥:

𝐺′(𝑢𝑥) =
(︁
1 +

ε

2

)︁
(𝐵 + 𝑥).

Обозначим через 𝐻 функцию, обратную 𝐺′(𝑢𝑥):

𝑢𝑥 = 𝐻
[︁(︁

1 +
ε

2

)︁
(𝐵 + 𝑥)

]︁
. (1.39)

Теперь, используя (1.32) и (1.39), выпишем общее решение системы (1.32), (1.33)

и (1.34) в виде

𝑢(𝑥) = 𝐴− α1𝐺(𝐻) + (𝑥+𝐵)𝐻, (1.40)

где

α1

(︁
1 +

ε

2

)︁
− (1− β1)ε = 1.

Величина α1, фигурирующая в решении (1.40), должна быть выбрана из

требования совместности разностной системы. Именно, 𝑥𝑛 и 𝑢𝑛 в уравнениях

(1.38) и (1.40) должны удовлетворять системе (1.32), (1.33) и (1.34). Следует

потребовать, чтобы 𝑢𝑥 в (1.39) и 𝑢𝑥 = (𝑢𝑛+1−𝑢𝑛)/(𝑥𝑛+1−𝑥𝑛) совпали. Из этого

требования следует, что α1 должна удовлетворять соотношению

α1 = (1 + ε)𝑛+1(𝑥0 +𝐵)
𝐻𝑛+1 −𝐻𝑛

𝐺(𝐻𝑛+1)−𝐺(𝐻𝑛)
. (1.41)

Это соотношение, в свою очередь, справедливо если только его правая часть

постоянна, то есть не зависит от 𝑛. Константы α𝑖 и β𝑖 могут зависеть от ε, и

при ε → 0 должно быть справедливо: α1,α2 → 1; β1,β2 → 0.5.

Из уравнения (1.34) следует, что

ℎ+

𝐺′(𝑢𝑥)
=

2(1− α2)

1− 2β2

Это выражение должно стремится к нулю при ε→ 0. Для этого положим

α2 = 1 + ε2, β2 =
1

2
+ ε+

ε2

2
.

Уравнение (1.37) удовлетворено, и

ℎ+

𝐺′(𝑢𝑥)
=

2ε

ε+ 2
. (1.42)
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Можно рассматривать (1.38) и (1.40) как общее решение следующей трехто­

чечной схемы:

𝐺′(𝑢𝑥)−𝐺′(𝑢𝑥̄)−
𝑥+ − 𝑥−

2
= 0,

ℎ+

𝐺′(𝑢𝑥)
=

ℎ−

𝐺′(𝑢𝑥̄)
.

(1.43)

Строго говоря, эта полученная нами система не является системой урав­

нений глобальных экстремалей, поскольку она не была получена вариацией

одного лагранжиана. Константы 𝐴, 𝐵 и ε выбраны из выражений интегра­

лов (1.32), (1.33) и (1.42), которые соответствуют трем разным инвариантным

лагранжианам. Система (1.43) инвариантна относительно группы с оператора­

ми (1.26), поскольку получена из инвариантных лагранжианов.

Итак, ОДУ (1.27) может быть аппроксимировано разностной систе­

мой (1.43). Если α1 в (1.41) постоянна, тогда общее решение системы имеет вид

𝑥𝑛 = (𝑥0 +𝐵)(1 + ε)𝑛 −𝐵,

𝑢(𝑥𝑛) = 𝐴− α1𝐺(𝐻𝑛) + (𝑥𝑛 +𝐵)𝐻𝑛,
(1.44)

где 𝐴, 𝐵, ε и 𝑥0,- произвольные постоянные.

Не было доказано, что уравнение (1.41) справедливо для любой функции

𝐺(𝑢𝑥), однако в нижеследующих примерах это требование будет удовлетворено.

В обоих примерах будем иметь дело с трехмерной алгеброй операторов симмет­

рии, однако только два из них допускаются вариационным функционалом.

1.2.3 Пример 2

Трехмерная алгебра операторов (см. Таблицу 1)

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑋3 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘𝑦

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑘 ̸= 0,

1

2
, 1, 2,

зависящая от параметра 𝑘, в качестве инвариантного ОДУ второго порядка

имеет следующее уравнение

𝑦′′ = 𝑦′
𝑘−2
𝑘−1 . (1.45)

Это уравнение является уравнением Эйлера для вариационного функци­

онала с такой, например, функцией Лагранжа:

𝐿 =
(𝑘 − 1)2

𝑘
(𝑦′)

𝑘
𝑘−1 + 𝑦.
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Такой функционал допускает 𝑋1 и 𝑋2 при любом параметре 𝑘

𝑋1𝐿+ 𝐿𝐷(ξ1) = 0, 𝑋2𝐿+ 𝐿𝐷(ξ2) = 1 = 𝐷(𝑥),

а также оператор 𝑋3 при частном значении 𝑘 = −1.

При произвольном 𝑘 имеется два первых интеграла

𝐽1 =
(1− 𝑘)

𝑘
(𝑦′)

𝑘
𝑘−1 + 𝑦 = 𝐴0, 𝐽2 = (𝑘 − 1)(𝑦′)

1
𝑘−1 − 𝑥 = 𝐵0.

Исключая 𝑦′, нетрудно найти общее решение в виде

𝑦 =
1

𝑘

(︂
1

𝑘 − 1

)︂𝑘−1

(𝑥+𝐵0)𝑘 + 𝐴0. (1.46)

Приближенная инвариантная разностная модель

Для получения приближенной разностной модели воспользуемся ранее вы­

полненными выкладками. В данном случае

𝐺(𝑢𝑥) =
(𝑘 − 1)2

𝑘
𝑢𝑥

𝑘
𝑘−1 ,

а разностная схема принимает вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(𝑘 − 1)

(︁
(𝑢𝑥)

1
𝑘−1 − (𝑢𝑥̄)

1
𝑘−1

)︁
=

𝑥+ − 𝑥−
2

,

ℎ+

(𝑢𝑥)
1

𝑘−1

=
ℎ−

(𝑢𝑥̄)
1

𝑘−1

=
2ε (𝑘 − 1)

2 + ε
.

Здесь малый параметр ε, как и в Примере 1, определяет плотность сетки.

Решение 𝑢𝑛 уравнения (1.44) приобретает конкретный вид

𝑢𝑛 = 𝐴+
(𝑥+𝐵)𝑘

(𝑘 − 1)𝑘−1

ε
(︀
1 + ε

2

)︀𝑘−1

(1 + ε)𝑘 − 1
.

Полученное разностное решение аппроксимирует решение (1.46) ОДУ (1.45) с

точностью до 𝑂(ε2).

Точная разностная схема

Сравнение общего решения инвариантной схемы с решением исходного

ОДУ позволяет найти коэффициент γ небольшого растяжения, преобразующий

инвариантную схему в точную:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
γ(𝑘 − 1)

(︁
(𝑢𝑥)

1
𝑘−1 − (𝑢𝑥̄)

1
𝑘−1

)︁
=

𝑥+ − 𝑥−
2

,

ℎ+

γ (𝑢𝑥)
1

𝑘−1

=
ℎ−

γ (𝑢𝑥̄)
1

𝑘−1

=
2ε (𝑘 − 1)

2 + ε
,

где

γ =

[︃
2 ε 𝑘

(︀
1 + ε

2

)︀𝑘
(2 + ε)((1 + ε)𝑘 − 1)

]︃ 1
𝑘−1

.

1.2.4 Пример 3

Рассмотрим пример другой трехмерной алгебры:

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑋3 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ (𝑥+ 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
.

Соответствующее инвариантное ОДУ имеет вид:

𝑦′′ = exp(−𝑦′) (1.47)

и может быть получено вариацией функционала с функцией Лагранжа

𝐿 = exp(𝑦′) + 𝑦.

Лагранжиан допускает лишь две симметрии

𝑋1𝐿+ 𝐿𝐷(ξ1) = 0; 𝑋2𝐿+ 𝐿𝐷(ξ2) = 1 = 𝐷(𝑥);

которые дают следующие первые интегралы уравнения (1.47)

exp(𝑦′)(1− 𝑦′) + 𝑦 = 𝐴, exp(𝑦′)− 𝑥 = 𝐵.

С помощью двух интегралов строится общее решение уравнения (1.47)

𝑦 = (𝑥+𝐵)(ln(𝑥+𝐵)− 1) + 𝐴. (1.48)

Приближенная инвариантная разностная модель

Теперь рассмотрим разностную схему, следуя общим построениям, приве­

денным ранее. В данном случае имеем

𝐺(𝑢𝑥) = exp(𝑢𝑥),
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а инвариантная схема имеет следующий вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
exp(𝑢𝑥)− exp(𝑢𝑥̄) =

𝑥+−𝑥−
2 ,

ℎ+

exp(𝑢𝑥)
=

ℎ−

exp(𝑢𝑥̄)
=

2ε

2 + ε
.

Решение 𝑢(𝑥) на сетке (1.44) будет таким

𝑢𝑛 = 𝐴+ (𝑥𝑛 +𝐵) ln(𝑥𝑛 +𝐵) + (𝑥𝑛 +𝐵)

[︂
ln
(︁
1 +

ε

2

)︁
− (1 + ε) ln(1 + ε)

ε

]︂
.

Разностное решение (1.48) совпадает с решением ОДУ (1.47) с точностью

до 𝑂(ε2).

Точная разностная схема

Сравнение общего решения инвариантной схемы с решением исходного

ОДУ дает возможность найти коэффициент σ небольшого растяжения, преоб­

разующий инвариантную схему в точную:

σ (exp(𝑢𝑥)− exp(𝑢𝑥̄)) =
𝑥+−𝑥−

2 ,

ℎ+

σ exp(𝑢𝑥)
=

ℎ−

σ exp(𝑢𝑥̄)
=

2ε

2 + ε
.

где

σ =

(︀
1 + ε

2

)︀
exp(1)

(1 + ε)1+
1
ε

.

1.2.5 Пример 4

Рассмотрим теперь новый пример ОДУ, допускающего трехмерную груп­

пу преобразований. Обыкновенное дифференциальное уравнение

𝑦′′ + 2
𝑦′ + 𝐶𝑦′

√
𝑦′ + 𝑦′2

𝑥− 𝑦
= 0, 𝐶 = const, (1.49)

допускает трехмерную алгебру операторов

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑋2 = 𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑋3 = 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑦2

𝜕

𝜕𝑦
;

и является уравнением Эйлера для следующей функции Лагранжа:

𝐿 =
2
√
𝑦′ + 𝐶

𝑥− 𝑦
. (1.50)
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Лагранжиан (1.50) допускает все три вариационные симметрии, последняя из

которых — дивергентная:

𝑋3𝐿+ 𝐿𝐷(ξ3) = 𝐶 = 𝐷(𝐶𝑥).

С помощью тождества Нётер получаются следующие первые интегралы:

𝐽1 =
1

𝑥−𝑦

(︁
𝑦′+1√

𝑦′
+ 𝐶

)︁
= 𝐴0, 𝐽2 =

1
𝑥−𝑦

(︁
𝑥𝑦′+𝑦√

𝑦′
+ 𝐶𝑥

)︁
= 𝐵0,

𝐽3 =
1

𝑥−𝑦

(︁
𝑥2𝑦′+𝑦2√

𝑦′
+ 𝐶𝑥𝑦

)︁
= 𝐶0.

Эти интегралы функционально зависимы и связаны соотношением

(𝐽2)
2 − 𝐶𝐽2 + 1 = 𝐽1𝐽3. (1.51)

Исключив 𝑦′ из интегралов 𝐽1 и 𝐽2, получим общее решение уравнения (1.49):

𝑦 =
1

𝐴0(𝐵0 − 𝐴0𝑥)
+

𝐵0 − 𝐶

𝐴0
. (1.52)

Приближенная инвариантная разностная модель

Поиск инвариантного лагранжиана для этого примера представляет со­

бой непростую задачу. Эта задача была решена в работе [22] (там же имеются

подробности построения точной схемы). Подходящий лагранжиан имеет вид:

ℒ =
2√︀

(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)

√
𝑢𝑥 +

𝐶

ℎ+
ln

(︂
𝑥+ − 𝑢

𝑥− 𝑢

)︂
Разностный аналог теоремы Нётер гарантирует существование следую­

щих интегралов на глобальной экстремали:

𝐽1 =
𝑢𝑥 + 1√︀

𝑢𝑥(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)
+

𝐶

𝑥+ − 𝑢
= 𝐴,

𝐽2 =
𝑢𝑥𝑥+ + 𝑢√︀

𝑢𝑥(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)
+

𝐶𝑥+

𝑥+ − 𝑢
= 𝐵,

𝐽3 =
𝑥𝑥+𝑢𝑥 + 𝑢𝑢+√︀

𝑢𝑥(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)
+

𝐶𝑥+𝑢

𝑥+ − 𝑢
.

Функциональная зависимость (1.51) в разностном случае уже не имеет места:

(𝐽2)
2 − 𝐶𝐽2 − 𝐽1𝐽3 + 1 =

ℎ2
+𝑢𝑥

(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)
+

𝐶 ℎ+
√
𝑢𝑥√︀

(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)
.
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Вследствие этого интегралы 𝐽1,𝐽2 и 𝐽3 порождают новый интеграл

ℎ2
+𝑢𝑥

(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)
+

𝐶 ℎ+
√
𝑢𝑥√︀

(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)
= δ = const, 0 < δ≪ 1.

Новый интеграл можно существенно упростить:

ℎ2
+𝑢𝑥

(𝑥− 𝑢+)(𝑥+ − 𝑢)
=

ℎ2
−𝑢𝑥̄

(𝑥− 𝑢−)(𝑥− − 𝑢)
= ε, (1.53)

где

ε =
2δ− 𝐶(sgn𝐶

√
𝐶2 + 4δ− 𝐶)

2(1− δ) + 𝐶 (sgn𝐶
√
𝐶2 + 4δ− 𝐶)

, 0 < ε≪ 1.

Уравнение (1.53) может быть использовано в качестве сетки с плотностью ε.

Таким образом, инвариантная разностная схема имеет вид:⎧⎪⎨⎪⎩ ℎ−

(︂ √
𝑢𝑥̄√

(𝑥−𝑢−)(𝑥−−𝑢)
− (𝑥+−𝑢)

(𝑥−−𝑢)

√
𝑢𝑥√

(𝑥−𝑢+)(𝑥+−𝑢)

)︂
=

ℎ2
−𝑢𝑥̄ 𝐶

√
1+ε

(𝑥−𝑢−)(𝑥−−𝑢) ,

ℎ2
+𝑢𝑥

(𝑥−𝑢+)(𝑥+−𝑢) =
ℎ2
−𝑢𝑥̄

(𝑥−𝑢−)(𝑥−−𝑢) = ε.

Используя первые интегралы и сетку, можно получить общее решение:

𝑢𝑛 =

1
1+ε − 𝐶

√
ε√

1+ε

𝐴(𝐵 − 𝐴𝑥𝑛)
+

𝐵 − 𝐶

𝐴
. (1.54)

𝑥𝑛 =

(︂
𝐵 − 1√

ε (ε+1)

)︂
𝑥𝑛−1 +

𝐵
𝐴 (𝐶 −𝐵)− ε

𝐴
1√
ε (ε+1)

(︂
1√
ε (ε+1)

− 𝐶

)︂
𝐴𝑥𝑛−1 −

(︂
𝐵 − 𝐶 + 1√

ε (ε+1)

)︂ . (1.55)

Уравнение (1.54) сходится к решению (1.52) с первым порядком точности

по ε, т. е. второму порядку по ℎ+. Уравнение (1.55) может быть решено (см. [22]).

Точная разностная схема

С целью нахождения точной схемы добавим параметр θ в лагранжиан:

ℒ =
2 θ

√
𝑢𝑥√︀

(𝑥− 𝑢)(𝑥+ − 𝑢+)
+

𝐶

ℎ+
ln

(︂
𝑥+ − 𝑢

𝑥− 𝑢

)︂
.

Повторяя выкладки, проделанные при поиске приближенной инвариант­

ной схемы, получим аналогичные (1.54),(1.55) выражения для 𝑢𝑛, 𝑥𝑛:

𝑢𝑛 =

θ2

1+ε − 𝐶 θ
√
ε√

1+ε

𝐴(𝐵 − 𝐴𝑥𝑛)
+

𝐵 − 𝐶

𝐴
. (1.56)
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𝑥𝑛 =

(︂
𝐵 − θ√

ε (ε+1)

)︂
𝑥𝑛−1 +

𝐵
𝐴 (𝐶 −𝐵)− ε

𝐴
θ√
ε (ε+1)

(︂
θ√
ε (ε+1)

− 𝐶

)︂
𝐴𝑥𝑛−1 −

(︂
𝐵 − 𝐶 + θ√

ε (ε+1)

)︂ . (1.57)

Сравнивая (1.56) с общим решением (1.52) исходного ОДУ, приходим к

условию точности

θ =

√
1 + ε

2

(︁
𝐶
√
ε−

√︀
ε𝐶2 + 4

)︁
.

Подставив θ в инвариантную схему, получим окончательно⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ℎ−

(︂ √
𝑢𝑥̄√

(𝑥−𝑢−)(𝑥−−𝑢)
− (𝑥+−𝑢)

(𝑥−−𝑢)

√
𝑢𝑥√

(𝑥−𝑢+)(𝑥+−𝑢)

)︂
= 2𝐶

𝐶
√
ε±

√
ε𝐶2+4

ℎ2
−𝑢𝑥̄

(𝑥−𝑢−)(𝑥−−𝑢) ,

ℎ2
+𝑢𝑥

(𝑥−𝑢+)(𝑥+−𝑢) =
ℎ2
−𝑢𝑥̄

(𝑥−𝑢−)(𝑥−−𝑢) = ε.

Выражения (1.56), (1.57) для точной схемы принимают вид:

𝑢𝑛 = 1
𝐴(𝐵−𝐴𝑥𝑛)

+ 𝐵−𝐶
𝐴 ,

𝑥𝑛 =
(𝐵+

√
ε𝐶2+4

2
√
ε

−𝐶
2 )𝑥𝑛−1+

𝐵(𝐶−𝐵)−1
𝐴

𝐴𝑥𝑛−1−(𝐵−
√

ε𝐶2+4

2
√
ε

−𝐶
2 )

.

Последнее уравнение решено в [22]. Процедура получения решения и само ре­

шение достаточно громоздкие и здесь не приводятся.

1.2.6 Численная реализация инвариантных схем

Численная реализация точных инвариантных схем, полученных в приме­

рах, приводится в Приложении А. Решения точных схем совпадают с точными

решениями соответствующих ОДУ при произвольно выбранных шагах сетки.

Детальное описание процедуры расчетов можно найти в работе [72].

1.3 Система ОДУ Ермакова

В данном разделе строится пример инвариантных разностных моделей

для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, а именно, – систе­

мы уравнений Ермакова, обладающих рядом нетривиальных алгебраических

свойств. Строятся инвариантные разностные схемы и сетки, на решениях кото­

рых выполняются разностные аналоги первых интегралов системы Ермакова.
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1.3.1 Тождество Нётер для систем ОДУ второго порядка и первые

интегралы

Ниже будет выписано операторное тождество Нётер для функционалов,

зависящих от первых производных

L[y] =
∫︁
𝐼

ℒ(𝑥,y, ẏ)𝑑𝑥, 𝐼 ∈ R, (1.58)

где ℒ – функция Лагранжа, y = (𝑦1, ..., 𝑦𝑚), ẏ = (𝑦̇1, ..., 𝑦̇𝑚), 𝑦𝑘 – функции

единственного аргумента 𝑥.

Известно, что функционал (1.58) достигает стационарных значений на ре­

шениях системы уравнений Эйлера-Лагранжа:

δℒ
δ𝑦𝑙

=
𝜕ℒ
𝜕𝑦𝑙

−𝐷

(︂
𝜕ℒ
𝜕𝑦̇𝑙

)︂
= 0, 𝑙 = 1, ...,𝑚, (1.59)

представляющей собой систему 𝑚 обыкновенных дифференциальных уравне­

ний второго порядка. Через

𝐷 =
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦𝑘
𝑦̇𝑘 +

𝜕

𝜕𝑦̇𝑘
𝑦𝑘 + ...

обозначен оператор полного дифференцирования. о повторяющимся индексам

всюду подразумевается суммирование.

Пусть 𝐺 – группа Ли преобразований, допускаемых системой (1.59), кото­

рой соответствует инфинитезимальный оператор:

𝑋 = ξ(𝑥,y)
𝜕

𝜕𝑥
+ η𝑘(𝑥,y)

𝜕

𝜕𝑦𝑘
.

По умолчанию всюду будем предполагать, что оператор продолжен на произ­

водные в пространстве переменных (𝑥,y, ẏ, ÿ,...) по стандартным формулам:

𝑋 = ξ(𝑥,y)
𝜕

𝜕𝑥
+ η𝑘(𝑥,y)

𝜕

𝜕𝑦𝑘
+ ζ𝑘1

𝜕

𝜕𝑦̇𝑘
+ ζ𝑘2

𝜕

𝜕𝑦𝑘
+ ...,

где

ζ𝑘𝑙 = 𝐷(ζ𝑘𝑙−1)− 𝑦
(𝑙)
𝑘 𝐷(ξ), ζ𝑘0 ≡ η𝑘, 𝑙 ⩾ 1.

Симметрия 𝑋 называется вариационной, если ее допускает элементарное

действие по Лагранжу ℒ𝑑𝑥 (что обеспечивает инвариантность функционала).

Для этого необходимо и достаточно, чтобы

𝑋ℒ+ ℒ𝐷 (ξ) = 0.
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то условие допускает обобщение на случай, когда в правой части стоит полная

дивергенция от некоторого вектора (так называемая дивергентная инвариант­

ность функционала).

Наиболее наглядно теорема Нетер [38], может быть сформулирована с по­

мощью операторного тождества:

𝑋ℒ+ ℒ𝐷 (ξ) ≡ (η𝑘 − ξ𝑦̇𝑘)
δℒ
δ𝑦𝑘

+𝐷

(︂
ξℒ+ (η𝑘 − ξ𝑦̇𝑘)

δℒ
δ𝑦𝑘

)︂
.

Из тождества вытекает, что из инвариантности функционала (левая часть рав­

на нулю) на решениях экстремальных уравнений (1.59) следует выполнение

первых интегралов

ξℒ+ (η𝑘 − ξ𝑦̇𝑘)
δℒ
δ𝑦𝑘

= 𝐶 = const.

на той же системе (1.59). В этом и заключается теорема Нетер.

Таким образом, если для системы 𝑚 уравнений второго порядка известны

функция Лагранжа и 2𝑚 вариационных симметрий, дающих функционально

независимые интегралы, то эту систему можно проинтегрировать чисто алгеб­

раическим путем. Для этого достаточно из интегралов исключить производные

первого порядка. В случае меньшего числа симметрий возможно понижение

порядка системы.

1.3.2 Система Ермакова и некоторые ее свойства

Уравнение Ермакова [68]

𝑦 + α(𝑡)𝑦 = 𝑘𝑦−3, 𝑘 = const ̸= 0 (1.60)

может быть упрощено с помощью частных решений уравнения осциллятора

𝑣 + α(𝑡)𝑣 = 0. (1.61)

Если известно два независимых решения (1.61), 𝑣1(𝑡) и 𝑣2(𝑡), с единичным Врон­

скианом 𝑣̇1𝑣2 − 𝑣1𝑣̇2, то (1.61) преобразованием

𝑡* =
𝑣2(𝑡)

𝑣1(𝑡)
̸= const, 𝑣* =

𝑣(𝑡)

𝑣1(𝑡)
,

приводится к линейному уравнению 𝑣* = 0. Таким же преобразованием урав­

нение (1.60) переводится в уравнение

𝑦* = 𝑘𝑦−3
* , 𝑘 = const. (1.62)
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Уравнение (1.62) было выделено С. Ли при групповой классификации

ОДУ второго порядка. Позже Пиннэ [79] показал, что решение (1.60) при произ­

вольных начальных данных 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 ̸= 0, 𝑦̇(𝑡0) = 𝑦1 имеет форму (нелинейная

суперпозиция)

𝑦(𝑡) =
√︁
𝑉 2
1 (𝑡) + 𝑘𝑊−2𝑉 2

2 (𝑡),

где 𝑉1(𝑡),𝑉2(𝑡) — линейно независимые решения (1.61) такие, что

𝑉1(𝑡0) = 𝑦0, 𝑉̇1(𝑡0) = 𝑦1, 𝑉2(𝑡0) = 0, 𝑉̇2(𝑡0) ̸= 0,

и 𝑊 — определитель Вронского:

𝑊 = 𝑉1𝑉̇2 − 𝑉2𝑉̇1 = const ̸= 0.

В работах [80], [81] были построены разностные аналоги (1.60), сохраняю­

щие нелинейную суперпозицию и обладающие свойством Пенлеве.

Система вида

𝑢̈+ α(𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑣/𝑢)𝑢−3, 𝑣 + α(𝑡)𝑣 = 𝑔(𝑣/𝑢) 𝑣−3 (1.63)

была представлена Реем и Рейдом [82;83] как обобщение (1.60) и названы систе­

мами Ермакова. Она обладает первым интегралом (называемым инвариантом

Рей-Рейда):

(𝑢𝑣̇ − 𝑣𝑢̇)2

2
+

∫︁ 𝑣/𝑢 [︀
λ𝑓(λ)− λ−3𝑔(λ)

]︀
𝑑λ = const.

Если известно два частных решения — φ1(𝑡) и φ2(𝑡) — линейного уравнения

(1.61) с единичным Вронскианом φ1φ̇2 − φ2φ̇1, то преобразованием

𝑥 =
φ2(𝑡)

φ1(𝑡)
, 𝑧(𝑥) =

𝑢(𝑡)

φ1(𝑡)
, 𝑤(𝑥) =

𝑣(𝑡)

φ1(𝑡)
, (1.64)

Система (1.63) приводится к виду

𝑧′′𝑥𝑥 = 𝑧−3𝑓(𝑤/𝑧), 𝑤′′
𝑥𝑥 = 𝑤−3𝑔(𝑤/𝑧).

Последняя система обладает частным решением

𝑧(𝑥) = 𝐴
√︀
𝐶2𝑥2 + 𝐶1𝑥+ 𝐶0,

𝑤(𝑥) = 𝑠𝐴
√︀
𝐶2𝑥2 + 𝐶1𝑥+ 𝐶0,

𝐴 =

(︂
𝑓(𝑠)

𝐶0𝐶2 − 1
4 𝐶

2
1

)︂ 1
4

,
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где 𝐶0, 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные, 𝑠 — корень алгебраического урав­

нения

𝑠4𝑓(𝑠) = 𝑔(𝑠).

В данной работе рассмотрим частный случай системы Ермакова [84]⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑢̈+ α𝑢 = 1
𝑢2𝑣 ,

𝑣 + α𝑣 = 1
𝑣2𝑢 ,

(1.65)

где α — некоторая константа. Эта система, называемая системой Ермакова­

Рей-Рейда, встречается в приложениях, в частности, при описании движения

мелкой воды с поверхностью дна, имеющей топографию эллиптического па­

раболоида [84].

В данном случае

𝑓
(︁𝑣
𝑢

)︁
≡ 𝑢

𝑣
, 𝑔

(︁𝑣
𝑢

)︁
≡ 𝑣

𝑢
.

а решениях системы (1.65) инвариант Рей-Рейда принимает вид [84; 85]:

𝐼 =
(𝑣𝑢̇− 𝑢𝑣̇)2

2
+

𝑢

𝑣
+

𝑣

𝑢
= const. (1.66)

Используя инвариант и замену

𝑙(𝑡*) =
𝑢(𝑡)

𝑣(𝑡)
, 𝑑𝑡* = 𝑣(𝑡)−2𝑑𝑡,

получаем

𝑙𝑡* =
√︀
2 (𝐼 + 𝑙 + 𝑙−1)

и
1√
2

∫︁
𝑑𝑙√︀

(𝐼 + 𝑙 + 𝑙−1)
= 𝑡* + 𝐶. (1.67)

Последняя квадратура в элементарных функциях не интегрируется.

Преобразование (1.64) принимает вид{︃
𝑢(𝑡) = 𝑧(𝑥)α1/4

cos
√
α𝑡
, 𝑣(𝑡) = 𝑤(𝑥)α1/4

cos
√
α𝑡

, 𝑡 = arctan𝑥√
α

, α > 0,

𝑢(𝑡) = 𝑧(𝑥)(−α)1/4
cosh

√
−α𝑡 , 𝑣(𝑡) = 𝑤(𝑥)(−α)1/4

cosh
√
−α𝑡 , 𝑡 = arctanh𝑥√

−α , α < 0,

и переводит систему (1.65) в систему{︃
𝑧′′𝑥𝑥 =

1
𝑧2𝑤 ,

𝑤′′
𝑥𝑥 =

1
𝑤2𝑧 .

(1.68)
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Система (1.65) может быть получена как уравнение Эйлера-Лагранжа

некоторого функционала, обладающего тремя вариационными симметриями.

Теорема Нётер позволяет найти три первых интеграла системы (1.65), связан­

ных с инвариантом (1.66).

Исследуем отдельно три случая: α = 0,α > 0 и α < 0.

1. При α = 0 система допускает три симметрии:

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
, 𝑋2 = 2𝑡

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑣
, 𝑋3 = 𝑡2

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑥𝑢

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑡𝑣

𝜕

𝜕𝑣
.

Порождающий систему лагранжиан

ℒ =
1

𝑢𝑣
− 𝑢̇2 + 𝑣̇2

2

инвариантен по отношению к операторам 𝑋1, 𝑋2 и дивергентно-инва­

риантен по отношению к 𝑋3:

𝑋3ℒ+ ℒ𝐷(𝑡2) = 𝐷

(︂
−𝑢2 + 𝑣2

2

)︂
.

С помощью теоремы Нётер могут быть получены следующие первые

интегралы:

𝐽1
1 =

1

𝑢𝑣
+

𝑢̇2 + 𝑣̇2

2
= 𝐴1,

𝐽2
1 =

2𝑡

𝑢𝑣
+ 𝑡(𝑢̇2 + 𝑣̇2)− (𝑢𝑢̇+ 𝑣𝑣̇) = 𝐵1,

𝐽3
1 =

𝑡2

𝑢𝑣
+

𝑡2(𝑢̇2 + 𝑣̇2)

2
− (𝑢𝑢̇+ 𝑣𝑣̇)𝑡+

𝑢2 + 𝑣2

2
= 𝐶1.

Инвариант (1.66) в данном случае выражается через первые интегралы:

𝐼 = 2𝐽1
1𝐽

3
1 −

(𝐽2
1 )

2

2
. (1.69)

Исключая 𝑢̇, 𝑣̇ из найденных интегралов, получаем соотношение:

𝐴1𝑡
2 −𝐵1𝑡−

𝑢2 + 𝑣2

2
+ 𝐶1 = 0.

Довести процесс до получения общего решения не удастся, поскольку

система обладает только тремя симметриями.

Положив 𝑢2 = 𝑣2, можно получить частное решение:

𝑢 = ±
√︀

𝐴1𝑡2 −𝐵1𝑡+ 𝐶1, 𝑣2 = 𝑢2.
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2. При α > 0 система допускает три симметрии:

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
,

𝑋2 = cos(2
√
α𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
− sin(2

√
α𝑡)

√
α𝑢

𝜕

𝜕𝑢
− sin(2

√
α𝑡)

√
α𝑣

𝜕

𝜕𝑣
,

𝑋3 = sin(2
√
α𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
+ cos(2

√
α𝑡)

√
α𝑢

𝜕

𝜕𝑢
+ cos(2

√
α𝑡)

√
α𝑣

𝜕

𝜕𝑣
.

Порождающий систему лагранжиан

ℒ =
1

𝑢𝑣
− 1

2
(𝑢̇2 + 𝑣̇2 − α𝑢2 − α𝑣2),

инвариантен к действию оператора 𝑋1 и дивергентно инвариантен по

отношению к 𝑋2 и 𝑋3:

𝑋2ℒ+ ℒ𝐷(cos(2
√
α𝑡)) = 𝐷

(︀
α cos(2

√
α𝑡)(𝑢2 + 𝑣2)

)︀
.

𝑋3ℒ+ ℒ𝐷(sin(2
√
α𝑡)) = 𝐷

(︀
α sin(2

√
α𝑡)(𝑢2 + 𝑣2)

)︀
,

Тождество Нётер дает три интеграла (соответствующих симметриям

𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3):

𝐽1
2 =

1

𝑢𝑣
+

1

2
(α𝑢2 + α𝑣2 + 𝑢̇2 + 𝑣̇2) = 𝐴2.

𝐽2
2 = cos(2

√
α𝑡)

(︂
1

𝑢𝑣
+

1

2
(α𝑢2 + α𝑣2 − 𝑢̇2 − 𝑣̇2)

)︂
+ (

√
α sin(2

√
α𝑡)𝑢+ 𝑢̇ cos(2

√
α𝑡)) 𝑢̇

+ (
√
α sin(2

√
α𝑡)𝑣 + 𝑣̇ cos(2

√
α𝑡)) 𝑣̇

− α cos(2
√
α𝑡)(𝑢2 + 𝑣2) = 𝐵2.

𝐽2
3 = sin(2

√
α𝑡)

(︂
1

𝑢𝑣
+

1

2
(α𝑢2 + α𝑣2 − 𝑢̇2 − 𝑣̇2)

)︂
− (

√
α cos(2

√
α𝑡)𝑢− 𝑢̇ sin(2

√
α𝑡)) 𝑢̇

− (
√
α cos(2

√
α𝑡)𝑣 − 𝑣̇ sin(2

√
α𝑡)) 𝑣̇

− α sin(2
√
α𝑡)(𝑢2 + 𝑣2) = 𝐶2.

Исключая 𝑢̇,𝑣̇ из 𝐽1
2 , 𝐽

2
2 , 𝐽

3
2 , можно получить соотношение:

𝐵2 cos(2
√
α𝑡) + 𝐶2 sin(2

√
α𝑡) + α(𝑢2 + 𝑣2) = 𝐴2.
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Откуда, как и в предыдущем случае, отсюда можно получить частное

решение:

𝑢 = ±
[︂
𝐴2 −𝐵2 cos (2

√
α𝑡)− 𝐶2 sin (2

√
α𝑡)

2α

]︂ 1
2

, 𝑣2 = 𝑢2.

Инвариант (1.66) связан с интегралами соотношением

𝐼 =
1

2α

(︀
(𝐽1

2 )
2 − (𝐽2

2 )
2 − (𝐽3

2 )
2
)︀
. (1.70)

3. При α < 0 система допускает три симметрии:

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
,

𝑋2 = 𝑒2
√
−α𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑒2

√
−α𝑡√−α𝑢 𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑒2

√
−α𝑡√−α𝑣 𝜕

𝜕𝑣
,

𝑋3 = 𝑒−2
√
−α𝑡 𝜕

𝜕𝑡
− 𝑒−2

√
−α𝑡√−α𝑢 𝜕

𝜕𝑢
− 𝑒−2

√
−α𝑡√−α𝑣 𝜕

𝜕𝑣
.

Порождающий систему лагранжиан

ℒ =
1

𝑢𝑣
− 1

2
(𝑢̇2 + 𝑣̇2 − α𝑢2 − α𝑣2),

инвариантен к действию оператора 𝑋1 и дивергентно инвариантен по

отношению к 𝑋2 и 𝑋3:

𝑋2ℒ+ ℒ𝐷(𝑒2
√
−α𝑡) = 𝐷

(︁
α𝑒2

√
−α𝑡 (𝑢2 + 𝑣2)

)︁
,

𝑋3ℒ+ ℒ𝐷(𝑒−2
√
−α𝑡) = 𝐷

(︁
α𝑒−2

√
−α𝑡 (𝑢2 + 𝑣2)

)︁
.

Тождество Нётер дает три первых интеграла,соответствующих симмет­

риям 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3:

𝐽1
3 =

1

𝑢𝑣
+

1

2
(𝑢̇2 + 𝑣̇2 + α𝑢2 + α𝑣2) = 𝐴3.

𝐽2
3 =

𝑒2
√
−α𝑡

2

(︂
2

𝑢𝑣
− α(𝑢2 + 𝑣2) + 𝑢̇2 + 𝑣̇2 − 2

√
−α(𝑢𝑢̇+ 𝑣𝑣̇)

)︂
= 𝐵3.

𝐽3
3 =

𝑒−2
√
−α𝑡

2

(︂
2

𝑢𝑣
− α(𝑢2 + 𝑣2) + 𝑢̇2 + 𝑣̇2 + 2

√
−α(𝑢𝑢̇+ 𝑣𝑣̇)

)︂
= 𝐶3.

Исключая 𝑢̇,𝑣̇ из 𝐽1
3 , 𝐽

2
3 , 𝐽

3
3 , можно получить выражение для суммы

квадратов (𝑢2 + 𝑣2):
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𝐶3𝑒
2
√
−α𝑡 +𝐵3𝑒

−2
√
−α𝑡

2
+ α(𝑢2 + 𝑣2) = 𝐴3.

Очевидно, как и в предыдущих случаях, отсюда можно получить част­

ное решение:

𝑢 = ±

[︃
2𝐴3 −𝐵3𝑒

−2
√
−α𝑡 − 𝐶3𝐵3𝑒

2
√
−α𝑡

4α

]︃ 1
2

, 𝑣2 = 𝑢2.

Инвариант (1.66) связан с интегралами соотношением

𝐼 =
1

2α

(︀
(𝐽1

3 )
2 − 𝐽2

3𝐽
3
3

)︀
.

1.3.3 Консервативные разностные схемы систем ОДУ второго

порядка

Рассмотрим трехточечную разностную схему для системы ОДУ второго

порядка. Будем представлять модель в виде двух семейств конечно-разност­

ных уравнений:

𝐹 𝑘(𝑥, 𝑥−, 𝑥+,u,u−,u+) = 0, (1.71)

Ω𝑘(𝑥, 𝑥−, 𝑥+,u,u−,u+) = 0, 𝑘 = 1, ...,𝑚, (1.72)

второе семейство представляет собой уравнения для сетки. то второе семейство

обычно не дописывают, а структуру сетки подразумевают или равномерной,

или неравномерной, с заданными шагами сетки

ℎ+ = 𝑥+ − 𝑥, ℎ− = 𝑥− 𝑥−,

где ℎ+,ℎ− — шаги сетки право и влево от данной точки 𝑥. В нашем подхо­

де явная запись уравнения сетки имеет принципиальное значение. Именно это

позволяет получать разностные схемы, допускающие полную симметрию соот­

ветствующего ОДУ.

Первая система разностных уравнений в системе (1.71) представляет со­

бой разностные уравнения второго порядка, которые в континуальном пределе

(ℎ → 0) дают ОДУ второго порядка. Второе семейство уравнений для сетки

не обязано давать ОДУ второго порядка при стремлении шага сетки к нулю.
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Например, можно рассматривать равномерную разностную сетку в виде урав­

нения

ℎ+ = ℎ−,

которое «исчезает» в континуальном пределе: 0 = 0. Геометрически это озна­

чает превращение разностного шаблона в точку, не имеющую ни размерности,

ни геометрической структуры. то порождает определенные трудности в разност­

ном моделировании, — уравнение, генерирующее разностную сетку, отсутствует

в дифференциальной модели. Однако, как будет далее видно, можно выпи­

сать некоторое общее семейство уравнений для разностных сеток, сохраняющих

группу исходного дифференциального уравнения. Из этого семейства надлежит

выбрать такое уравнение, которое соответствует поставленным целям. Такой

целью может быть, например, максимальная простота структуры сетки, адап­

тация к специфике семейства решений и т. д.

В пространстве разностных переменных удобно ввести операторы сдвига

вправо и влево соответственно:

𝑆
+ℎ

(𝑓) = 𝑓+ = 𝑓(𝑥+,𝑢+), 𝑆
−ℎ

(𝑓) = 𝑓− = 𝑓(𝑥−,𝑢−),

и операторы разностного дифференцирования:

𝐷
+ℎ

=
𝑆
+ℎ

− 1

ℎ+
, 𝐷

−ℎ
=

1− 𝑆
−ℎ

ℎ−
.

Через

𝑢𝑥 = 𝐷
+ℎ

(𝑢) =
𝑢+ − 𝑢

ℎ+
, 𝑢𝑥̄ = 𝐷

−ℎ
(𝑢) =

𝑢− 𝑢−
ℎ−

обозначим правую и левую разностные производные.

Разностная схема инвариантна к действию оператора 𝑋, если выполня­

ется условие: {︃
𝑋 𝐹 𝑘|𝐹 𝑙=0,Ω𝑙=0 = 0,

𝑋 Ω𝑘|𝐹 𝑙=0,Ω𝑙=0 = 0, 𝑘, 𝑙 = 1, ...,𝑚.

где

𝑋 =
∑︁
𝑠

𝑆
+ℎ

(𝑠)

(︂
ξ(𝑥,u)

𝜕

𝜕𝑥
+ η𝑘(𝑥,u)

𝜕

𝜕𝑢𝑘

)︂
— продолжение оператора 𝑋 на пространство сеточных переменных. В частно­

сти, на трехточечном шаблоне достаточно рассмотреть только три члена этой

суммы.
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Разностными инвариантами оператора 𝑋 называют решения линейного

уравнения в частных производных

𝑋Φ = 0, (1.73)

где Φ — искомая функция, определенная в точках разностного шаблона.

Рассмотрим разностный функционал

ℒ =
∑︁
𝑠

𝐿(𝑥, 𝑥+,u,u+)ℎ+, (1.74)

с двухточечной разностной функцией Лагранжа

𝐿 (𝑥, 𝑥+,u,u+) .

Разностный аналог теоремы Нетер (см. [14; 21]) основан на следующем

операторном тождестве:

ξ
𝜕𝐿

𝜕𝑥
+ ξ+

𝜕𝐿

𝜕𝑥+
+ η𝑘

𝜕𝐿

𝜕𝑢
+ η𝑘+

𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑘+
+ 𝐿𝐷

+ℎ
(ξ) ≡

≡ ξ
(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥
+

ℎ−

ℎ+

𝜕𝐿−

𝜕𝑥
− 𝐷

+ℎ

(︀
𝐿−)︀)︂+ η𝑘

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑘
+

ℎ−

ℎ+

𝜕𝐿−

𝜕𝑢𝑘

)︂
+

+ 𝐷
+ℎ

(︂
ℎ−η

𝑘𝜕𝐿
−

𝜕𝑢𝑘
+ ℎ−ξ

𝜕𝐿−

𝜕𝑥
+ ξ𝐿−

)︂
, (1.75)

где ξ+ = ξ(𝑥+,u+),η
𝑘
+ = η𝑘(𝑥+,u+).

то тождество выделяет следующие разностные объекты. Прежде всего, в

отличие от непрерывного случая, выделяется не уравнение Эйлера, а некоторое

другое уравнение, названное квазиэкстремальным или локально-экстремаль­

ным:

ξ

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑥
+

ℎ−

ℎ+

𝜕𝐿−

𝜕𝑥
− 𝐷

+ℎ

(︀
𝐿−)︀)︂+ η𝑘

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑘
+

ℎ−

ℎ+

𝜕𝐿−

𝜕𝑢𝑘

)︂
= 0. (1.76)

Во-вторых, это уравнение зависит от конкретной подгруппы, так как содержит

коэффициенты генератора группы ξ,η в явном виде. Обращение в нуль левой

части тождества означает инвариантность разностного функционала. Обраще­

ние в нуль правой части тождества (1.75) позволяет выписать первый интеграл

𝐷
+ℎ

(︂
ℎ−η

𝜕𝐿−

𝜕𝑢
+ ℎ−ξ

𝜕𝐿−

𝜕𝑥
+ ξ𝐿−

)︂
|(1.72),(1.76) = 0, (1.77)

справедливый на решениях соответствующего квазиэкстремального уравнения.
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Таким образом, в случае разностных уравнений ситуация существенно

усложняется: разным подгруппам соответствуют разные квазиэкстремальные

уравнения, для каждого из которых есть «свой» закон сохранения, соответ­

ствующий инвариантности разностного функционала относительно подгруппы

с данными ξ, η.

Следующее утверждение дает достаточные условия существования у од­

ного уравнения полного набора законов сохранения (см. [1; 14; 21]).

Теорема 1.3.1. Пусть функционал (1.74) допускает 𝑟-параметрическую груп­

пу преобразований на сетке (1.72). Пусть существует решение системы

разностных уравнений ( глобальная экстремаль):

δ𝐿

δ𝑥
= ℎ+

𝜕𝐿

𝜕𝑥
+ ℎ−

𝜕𝐿−

𝜕𝑥
+ 𝐿− − 𝐿, (1.78)

δ𝐿

δ𝑢𝑘
= ℎ+

𝜕𝐿

𝜕𝑢𝑘
+ ℎ−

𝜕𝐿−

𝜕𝑢𝑘
, (1.79)

которая эквивалентна (1.71). Тогда на решениях системы (1.71)–(1.72) спра­

ведливы 𝑟 законов сохранения вида (1.77).

Инвариантная разностная схема

Будем искать 3-точечную разностную модель на нерегулярной сетке в под­

пространстве (𝑡,𝑢,𝑣,𝑡+,𝑢+,𝑣+,𝑡−,𝑢−,𝑣−) (соответствующий разностный шаблон

изображен на Рис. 1.2).

-
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𝑣+

τ− τ+

Рисунок 1.2 — Шаблон для разностной системы

Случай α = 0.

Выпишем разностные инварианты симметрий 𝑋1—𝑋3, найденные решени­

ем уравнений (1.73):

𝐼11 = 𝑢
𝑣 , 𝐼12 = 𝑢+

𝑣+ , 𝐼13 = 𝑢−

𝑣− ,

𝐼14 = 𝑢𝑣𝑢−

τ−

(︁
𝑢+−𝑢
τ+

− 𝑢−𝑢−

τ−

)︁
, 𝐼15 = τ+

𝑢𝑢+ , 𝐼16 = τ−

𝑢𝑢− ,
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где τ+ = 𝑡+ − 𝑡, τ− = 𝑡 − 𝑡−.

которые понадобятся в дальнейшем для выбора сеточных уравнений. Кро­

ме того, инвариантная разностная схема должна представлять собой некоторую

функцию (комбинацию) этих инвариантов.

Выбор подходящей функции Лагранжа представляет определенные труд­

ности, т. к. не всякая разностная функция, аппроксимирующая дифференци­

альный лагранжиан, окажется инвариантной. Для того, чтобы найти общий

вид инвариатной функции Лагранжа, решим систему, составленную из уравне­

ний–условий инвариантности:

𝑋1𝐿+ 𝐿𝐷
+ℎ

(ξ1) = 𝑋1𝐿 = 0,

𝑋2𝐿+ 𝐿𝐷
+ℎ

(ξ2) = 𝑋2𝐿+ 2𝐿 = 0,

𝑋3𝐿+ 𝐿𝐷
+ℎ

(ξ3) + 𝐷
+ℎ

(︁
𝑢2+𝑣2

2

)︁
=

= 𝑋2𝐿+ (𝑡+ + 𝑡)𝐿+ (𝑢+)2+(𝑣+)2−𝑢2−𝑣2

2(𝑡+−𝑡) = 0,

Из условия совместности системы можно определить, что:

𝐿(𝑡,𝑡+,𝑢,𝑢+,𝑣,𝑣+) =
1

τ+
𝐹

(︂
𝑢𝑢+

τ+
,
𝑣𝑣+

τ+
,
𝑣

𝑢

)︂
− (𝑢+)2 + (𝑣+)2 + (𝑢+ 𝑣)2

2(τ+)2
,

где 𝐹 — произвольная функция своих аргументов. Функция 𝐿 должна аппрокси­

мировать дифференциальный лагранжиан, что позволяет выбрать подходящую

функцию 𝐹 .

Выберем, например, 𝐹 следующего вида:

𝐹

(︂
𝑢𝑢+

τ+
,
𝑣𝑣+

τ+
,
𝑣

𝑢

)︂
=
τ+

𝑢𝑢+
𝑢

𝑣
+

𝑢𝑢+

τ+
+

𝑣𝑣+

τ+
.

Тогда — после некоторых упрощений — получим лагранжиан

𝐿1 =
1

τ+
τ+

𝑢𝑢+
𝑢

𝑣
+

(︂
𝑢𝑢+

(τ+)2
+

𝑣𝑣+

(τ+)2
− (𝑢+)2 + (𝑣+)2 + (𝑢+ 𝑣)2

2(τ+)2

)︂
=

1

𝑣𝑢+
− 1

2

(︃(︂
𝑢+ − 𝑢

τ+

)︂2

+

(︂
𝑣+ − 𝑣

τ+

)︂2
)︃

=
1

𝑢𝑣
− 𝑢̇2 + 𝑣̇2

2
+𝑂(τ+).

Лагранжиан

𝐿1 =
1

𝑣𝑢+
− 1

2

(︃(︂
𝑢+ − 𝑢

τ+

)︂2

+

(︂
𝑣+ − 𝑣

τ+

)︂2
)︃
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допускает симметрии 𝑋1, 𝑋2 и дивергентно инвариантен по отношению к 𝑋3:

𝑋3𝐿1 + 𝐿1𝐷(𝑡2) = 𝐷
+ℎ

(︂
−𝑢2 + 𝑣2

2

)︂
.

Аналогично можно получить семейство лагранжианов:

𝐿θ =
θ

𝑣𝑢+
+

1− θ
𝑢𝑣+

− 1

2

(︃(︂
𝑢+ − 𝑢

τ+

)︂2

+

(︂
𝑣+ − 𝑣

τ+

)︂2
)︃
, 0 < θ < 1,

обладающих теми же свойствами.

Выберем θ = 1
2 , чтобы придать функции более симметричный вид:

𝐿 = 𝐿 1
2
=

1

2𝑢𝑣+
+

1

2𝑣𝑢+
− 1

2

(︂
𝑢+ − 𝑢

τ+

)︂2

− 1

2

(︂
𝑣+ − 𝑣

τ+

)︂2

.

Выпишем теперь уравнения квазиэкстремалей (1.78), (1.79):

δ𝐿

δ𝑡
:

𝑢2𝑡 − 𝑢2𝑡 + 𝑣2𝑡 − 𝑣2𝑡
2

=
1

2𝑣𝑢−
+

1

2𝑢𝑣−
− 1

2𝑣𝑢+
− 1

2𝑢𝑣+
,

δ𝐿

δ𝑢
: 𝑢𝑡 − 𝑢𝑡 =

1

2𝑢2

(︂
τ+

𝑣+
+
τ−

𝑣−

)︂
,

δ𝐿

δ𝑣
: 𝑣𝑡 − 𝑣𝑡 =

1

2𝑣2

(︂
τ+

𝑢+
+
τ−

𝑢−

)︂
.

Необходимо показать, что уравнения квазиэкстремалей совместны (полу­

чить «глобальную экстремаль») на некоторой инвариантной сетке.

Упростим вид δ𝐿
δ𝑡 :

𝑢𝑡 + 𝑢𝑡
2

(︂
𝑢𝑡 − 𝑢𝑡 −

1
𝑢𝑣− − 1

𝑢𝑣+

𝑢𝑡 + 𝑢𝑡

)︂
+

𝑣𝑡 + 𝑣𝑡
2

(︂
𝑣𝑡 − 𝑣𝑡 −

1
𝑣𝑢− − 1

𝑣𝑢+

𝑣𝑡 + 𝑣𝑡

)︂
= 0.

Теперь видно, что для совмещения квазиэкстремалей должны выполняться сле­

дующие условия: ⎧⎨⎩
1

𝑢𝑣−− 1
𝑢𝑣+

𝑢𝑡+𝑢𝑡
= 1

2𝑢2

(︁
τ+

𝑣+ + τ−

𝑣−

)︁
,

1
𝑣𝑢−− 1

𝑣𝑢+

𝑣𝑡+𝑣𝑡
= 1

2𝑣2

(︁
τ+

𝑢+ + τ−

𝑢−

)︁
.

(1.80)

В качестве сеточных уравнений выберем следующие инвариантные соотноше­

ния:

Ω :
τ+

𝑢𝑢+
=
τ−

𝑢𝑢−
= ε1,

τ+

𝑣𝑣+
=
τ−

𝑣𝑣−
= ε2, (1.81)
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где |ε1| ≪ 1, |ε2| ≪ 1 — некоторые числа.

а инвариантной сетке (1.81) квазиэкстремали совместны. Действительно,

уравнения (1.80) после подстановки в них уравнений сетки и упрощений обра­

щаются в тождества 0 = 0, что проверяется непосредственно.

Теперь инвариантную разностную схему можно записать в виде:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡 − 𝑢𝑡 =

1
2𝑢2

(︁
τ+

𝑣+ + τ−

𝑣−

)︁
,

𝑣𝑡 − 𝑣𝑡 =
1
2𝑣2

(︁
τ+

𝑢+ + τ−

𝑢−

)︁
,

τ+

𝑢𝑢+ = τ−

𝑢𝑢− ,
τ+

𝑣𝑣+ = τ−

𝑣𝑣− .

(1.82)

Применение разностного аналога теоремы Нётер позволяет найти следу­

ющие первые интегралы:

𝐽1
1 =

1

2𝑢𝑣+
+

1

2𝑣𝑢+
+

𝑢2𝑡 + 𝑣2𝑡
2

= 𝐴1,

𝐽1
2 =

𝑡+ 𝑡+

2

(︂
1

𝑣𝑢+
+

1

𝑢𝑣+

)︂
+ (𝑢2𝑡 + 𝑣2𝑡 ) 𝑡− 𝑢𝑢𝑡 − 𝑣𝑣𝑡 = 𝐵1,

𝐽1
3 =

(𝑡+)2

2

(︂
1

𝑢𝑣+
+

1

𝑣𝑢+
+ 𝑢2𝑡 + 𝑣2𝑡

)︂
− 𝑡+

(︂
𝑢𝑡𝑢

+ + 𝑣𝑡𝑣
+ +

τ+

2𝑢𝑣+
+

τ+

2𝑣𝑢+

)︂
+

(𝑢+)2 + (𝑣+)2

2
= 𝐶1.

Исключив 𝑢+, 𝑣+ из интегралов 𝐽1
1—𝐽1

3 , можно получить следующее соотноше­

ние:

𝐴1𝑡
2 −𝐵1𝑡−

𝑢2 + 𝑣2

2
+ 𝐶1 = 0.

Точно такое же соотношение имелось в дифференциальном случае. Положив

𝑢2 = 𝑣2, можно получить точное частное решение:

𝑢 = ±
√︀

𝐴1𝑡2 −𝐵1𝑡+ 𝐶1, 𝑣2 = 𝑢2.

Таким образом, построенная инвариантная схема обладает тремя первыми инте­

гралами и является точной на сумме квадратов решений. Схема интегрируема

ровно в той степени, в какой интегрируема исходная дифференциальная си­

стема.
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Воспользуемся соотношением (1.69) с целью получения разностного ин­

варианта Рей-Рейда:

𝐼1 = 2𝐽1
1𝐽

1
3 −

(𝐽1
2 )

2

2
=

(𝑣𝑢𝑡 − 𝑢𝑣𝑡)
2

2
+

𝑢

𝑣
+

𝑣

𝑢
+

+
1

2

(︂
𝑢+

𝑣+
− 𝑢

𝑣
+

𝑣+

𝑢+
− 𝑣

𝑢

)︂
− 1

8

(︂
τ+

𝑣𝑢+
+
τ+

𝑢𝑣+

)︂2

. (1.83)

Заметим, что с помощью сетки инвариант (1.83) можно записать в виде:

𝐼1|Ω =
(𝑣𝑢𝑡 − 𝑢𝑣𝑡)

2

2
+

1

2

(︂
1 +

ε1

ε2

)︂
𝑢

𝑣
+

1

2

(︂
1 +

ε2

ε1

)︂
𝑣

𝑢
− 1

8

(︁
ε1
𝑢

𝑣
+ ε2

𝑣

𝑢

)︁2
. (1.84)

Сделаем теперь замену:

𝑙 =
𝑢

𝑣
, τ+* =

τ+

𝑣𝑣+
.

Тогда из (1.84) получим:

1√
2

𝑙+ − 𝑙

τ+*
=
√︀

𝐼1 + 𝑙 + 𝑙−1.

Последнее соотношение представляет собой разностный аналог (1.67) для слу­

чая α = 0.

Случай α > 0.

Выпишем набор разностных инвариантов симметрий 𝑋1—𝑋3:

𝐼21 = 𝑢
𝑣 , 𝐼22 = 𝑢+

𝑣+ , 𝐼23 = 𝑢−

𝑣− ,

𝐼24 = sin(
√
α (τ−))

𝑢𝑢− , 𝐼25 = sin(
√
α (τ+))

𝑢𝑢+ ,

𝐼26 = sin(
√
α (τ++τ−))
𝑢−𝑢+

Для нахождения общей формы разностного лагранжиана надо решить систему

условий инвариантности:

𝑋1𝐿+ 𝐿𝐷
+ℎ

(ξ1) = 𝑋1𝐿 = 0,

𝑋2𝐿+ 𝐿𝐷
+ℎ

(︀
cos(2

√
α𝑡)
)︀
= 𝐷

+ℎ

(︀
α cos(2

√
α𝑡)(𝑢2 + 𝑣2)

)︀
,

𝑋3𝐿+ 𝐿𝐷
+ℎ

(︀
sin(2

√
α𝑡)
)︀
= 𝐷

+ℎ

(︀
α sin(2

√
α𝑡)(𝑢2 + 𝑣2)

)︀
.
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Из условия совместности системы следует, что такой лагранжиан должен иметь

вид:

𝐿 =
1

τ+
𝐹

(︂
𝑣

𝑢
,
𝑣+

𝑢+
,

𝑢𝑢+

sin(
√
ατ+)

)︂
−

√
α

2τ+
𝑢2 + 𝑣2 + (𝑢+)2 + (𝑣+)2

tg(
√
ατ+)

=

=
1

τ+
𝐹

(︂
𝑣

𝑢
,

𝑣𝑣+

sin(
√
ατ+)

,
𝑢𝑢+

sin(
√
ατ+)

)︂
−

√
α

2τ+
𝑢2 + 𝑣2 + (𝑢+)2 + (𝑣+)2

tg(
√
ατ+)

, (1.85)

где 𝐹 — произвольна функция своих аргументов.

Функция 𝐿 должна аппроксимировать дифференциальный лагранжиан,

так что нам придется выбрать и подходящую функцию 𝐹 .

Если предел

lim
τ+→0

𝐹

конечен, то (1.85) неограниченно возрастает.

Кроме того, в (1.85), разложение в ряд Тейлора
√
α

2τ+
𝑢2 + 𝑣2 + (𝑢+)2 + (𝑣+)2

tg(
√
ατ+)

имеет члены порядка 1/(τ+)2. Итак, 𝐹 должна иметь разложение в ряд Тейлора

порядка 1/τ+, чтобы лагранжиан имел конечное разложение.

Можно заметить, что выражение
√
α

2τ+
𝑢2 + 𝑣2 + (𝑢+)2 + (𝑣+)2

tg(
√
ατ+)

−
√
α

τ+
𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+

sin(
√
ατ+)

представляет собой

1

2
(𝑢̇2 + 𝑣̇2 − α(𝑢2 + 𝑣2)) +𝑂(τ+),

так что в качестве 𝐹 можно выбрать

√
α

𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+

sin(
√
ατ+)

.

Наконец, приходим к следующей форме лагранжиана:

𝐿θ =
sin(

√
ατ+)√
ατ+

(︂
θ

𝑣𝑢+
+

1− θ
𝑢𝑣+

)︂
−

√
α

2τ+
𝑢2 + 𝑣2 + (𝑢+)2 + (𝑣+)2

tg(
√
ατ+)

+

√
α

τ+
𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+

sin(
√
ατ+)

=

=
1

𝑢𝑣
− 𝑢̇2 + 𝑣̇2 − α𝑢2 − α𝑣2

2
+𝑂(τ+),
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где θ — любое число от 0 до 1.

Как и в случае α = 0, выберем θ = 1/2, чтобы придать более симмет­

ричный вид функции:

𝐿 = 𝐿 1
2
=

sin(
√
ατ+)

2
√
ατ+

(︂
1

𝑣𝑢+
+

1

𝑢𝑣+

)︂
−

√
α

2τ+
𝑢2 + 𝑣2 + (𝑢+)2 + (𝑣+)2

tg(
√
ατ+)

+

√
α

τ+
𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+

sin(
√
ατ+)

.

Выпишем уравнения квазиэкстремалей:

δ𝐿

δ𝑡
:

cos(
√
ατ−)

2

(︂
1

𝑣𝑢− +
1

𝑢𝑣−

)︂
− cos(

√
ατ+)

2

(︂
1

𝑣𝑢+
+

1

𝑢𝑣+

)︂
−α
2

(𝑢+)2 + (𝑣+)2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 2(𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+) cos(
√
ατ+)

sin2(
√
ατ+)

+
α

2

(𝑢−)2 + (𝑣−)2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 2(𝑢𝑢− + 𝑣𝑣−) cos(
√
ατ−)

sin2(
√
ατ−)

= 0,

δ𝐿

δ𝑢
:

1

2
√
α𝑢2

(︂
sin(

√
ατ+)

𝑣+
+

sin(
√
ατ−)

𝑣−

)︂
=

=
√
α

(︂
𝑢+ − 𝑢 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+
𝑢− − 𝑢 cos(

√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂
,

δ𝐿

δ𝑣
:

1

2
√
α𝑣2

(︂
sin(

√
ατ+)

𝑢+
+

sin(
√
ατ−)

𝑢−

)︂
=

=
√
α

(︂
𝑣+ − 𝑣 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+
𝑣− − 𝑣 cos(

√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂
.

Рассмотрим квазиэкстремаль δ𝐿
δ𝑡 . осле ряда элементарных преобразований

(аналогичных преобразованиям, проведенным в предыдущем разделе) ее мож­
но привести к виду:

δ𝐿

δ𝑡
:

1

2𝑣

(︂
cos(

√
ατ−)

𝑢− − cos(
√
ατ+)

𝑢+

)︂
+

1

2𝑢

(︂
cos(

√
ατ−)

𝑣−
− cos(

√
ατ+)

𝑣+

)︂
− α

2

(︂
𝑢+ − 𝑢 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

− 𝑢− − 𝑢 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂(︂
𝑢+ − 𝑢 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+
𝑢− − 𝑢 cos(

√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂
− α

2

(︂
𝑣+ − 𝑣 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

− 𝑣− − 𝑣 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂(︂
𝑣+ − 𝑣 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+
𝑣− − 𝑣 cos(

√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂
.

В таком виде сходство с квазиэкстремалями δ𝐿
δ𝑢 и δ𝐿

δ𝑣 становится весьма

заметным. Для того, чтобы привести δ𝐿
δ𝑡 к линейной комбинации этих квази­
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экстремалей, перепишем его в виде:

δ𝐿

δ𝑡
: 0 =

√
α

2

(︂
𝑢+ − 𝑢 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

− 𝑢− − 𝑢 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂
×

×

⎡⎣ cos(
√
ατ−)

𝑣−
− cos(

√
ατ+)

𝑣+

√
α𝑣
(︁

𝑢+−𝑢 cos(
√
ατ+)

sin
√
ατ+

− 𝑢−−𝑢 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︁ −
√
α

(︂
𝑢+ − 𝑢 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+
𝑢− − 𝑢 cos(

√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂⎤⎦
+

√
α

2

(︂
𝑣+ − 𝑣 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

− 𝑣− − 𝑣 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂
×

×

⎡⎣ cos(
√
ατ−)

𝑢− − cos(
√
ατ+)

𝑢+

√
α𝑢
(︁

𝑣+−𝑣 cos(
√
ατ+)

sin
√
ατ+

− 𝑣−−𝑣 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︁ −
√
α

(︂
𝑣+ − 𝑣 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+
𝑣− − 𝑣 cos(

√
ατ−)

sin
√
ατ−

)︂⎤⎦ .

Чтобы совместить квазиэкстремали, остается показать, что на сетке спра­
ведливы следующие равенства⎡⎣ cos(

√
ατ−)

𝑣−
− cos(

√
ατ+)

𝑣+

𝑢+−𝑢 cos(
√
ατ+)

sin
√
ατ+

− 𝑢−−𝑢 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

− 𝑣

2𝑢2

(︂
sin(

√
ατ+)

𝑣+
+

sin(
√
ατ−)

𝑣−

)︂⎤⎦
Ω

= 0. (1.86)

и ⎡⎣ cos(
√
ατ−)

𝑢− − cos(
√
ατ+)

𝑢+

𝑣+−𝑣 cos(
√
ατ+)

sin
√
ατ+

− 𝑣−−𝑣 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

− 𝑢

2𝑣2

(︂
sin(

√
ατ+)

𝑢+
+

sin(
√
ατ−)

𝑢−

)︂⎤⎦
Ω

= 0. (1.87)

Выберем в качестве сетки следующие инвариантные уравнения:

sin(
√
ατ+)

𝑢𝑢+
=

sin(
√
ατ−)

𝑢𝑢−
= ε1,

sin(
√
ατ+)

𝑣𝑣+
=

sin(
√
ατ−)

𝑣𝑣−
= ε2.

Выразив из сеточных уравнений, например, 𝑢−, 𝑢+, 𝑣−, 𝑣+, и подставив в

(1.86), (1.87), получим тождества вида 0 = 0. Таким образом, квазиэкстремали

совмещаются, и можно выписать окончательный вид инвариантной разност­

ной схемы:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2α𝑢2

(︁
sin(

√
ατ+)

𝑣+ + sin(
√
ατ−)

𝑣−

)︁
= 𝑢+−𝑢 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+ 𝑢−−𝑢 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

,

1
2α𝑣2

(︁
sin(

√
ατ+)

𝑢+ + sin(
√
ατ−)

𝑢−

)︁
= 𝑣+−𝑣 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+ 𝑣−−𝑣 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

,
sin(

√
ατ+)

𝑢𝑢+ = sin(
√
ατ−)

𝑢𝑢− , sin(
√
ατ+)

𝑣𝑣+ = sin(
√
ατ−)

𝑣𝑣− .

(1.88)

Разностный аналог теоремы Нётер дает следующие первые интегралы:

𝐽2
1 =

cos(
√
ατ+)

2

(︂
1

𝑣𝑢+
+

1

𝑢𝑣+

)︂
+
α

2

(𝑢+)2 + (𝑣+)2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 2(𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+) cos(
√
ατ+)

sin2(
√
ατ+)

= 𝐴2,
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𝐽2
2 = α cos(2

√
α𝑡+)

(︁cos(√ατ+)
2α

(︂
1

𝑢𝑣+
+

1

𝑣𝑢+

)︂
+

(𝑢+)2 + (𝑣+)2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 2(𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+) cos(
√
ατ+)

2 sin2(
√
ατ+)

)︁
+ α sin(2

√
α𝑡+)

(︂
sin(

√
ατ+)

2α

(︂
1

𝑢𝑣+
− 1

𝑣𝑢+

)︂
− 𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+ − ((𝑢+)2 + (𝑣+)2) cos(

√
ατ+)

2 sin2(
√
ατ+)

)︂
− α((𝑢+)2 + (𝑣+)2) cos(2

√
α𝑡+) = 𝐵2,

𝐽2
3 = α sin(2

√
α𝑡+)

(︁cos(√ατ+)
2α

(︂
1

𝑢𝑣+
+

1

𝑣𝑢+

)︂
+

(𝑢+)2 + (𝑣+)2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 2(𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+) cos(
√
ατ+)

2 sin2(
√
ατ+)

)︁
− α cos(2

√
α𝑡+)

(︂
sin(

√
ατ+)

2α

(︂
1

𝑢𝑣+
− 1

𝑣𝑢+

)︂
− 𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+ − ((𝑢+)2 + (𝑣+)2) cos(

√
ατ+)

2 sin2(
√
ατ+)

)︂
− α((𝑢+)2 + (𝑣+)2) sin(2

√
α𝑡+) = 𝐶2.

Исключая 𝑢+, 𝑣+ из интегралов, можно получить следующее соотношение:

𝐵2 cos(2
√
α𝑡) + 𝐶2 sin(2

√
α𝑡) + α(𝑢2 + 𝑣2) = 𝐴2.

Здесь вновь получен тот же результат, что и в дифференциальном случае.

Положив 𝑢2 = 𝑣2, можно получить точное частное решение:

𝑢 = ±
[︂
𝐴2 −𝐵2 cos (2

√
α𝑡)− 𝐶2 sin (2

√
α𝑡)

2α

]︂ 1
2

, 𝑣2 = 𝑢2.

Воспользуемся соотношением (1.70) с целью получения разностного ин­

варианта Рей-Рейда:

𝐼2 =
(
√
ατ+)2

sin2(
√
ατ+)

(𝑢𝑣𝑡 − 𝑣𝑢𝑡)
2

2
+

𝑢

𝑣
+

𝑣

𝑢
+

+
1

2

(︂
𝑢+

𝑣+
− 𝑢

𝑣
+

𝑣+

𝑢+
− 𝑣

𝑢

)︂
− sin2(

√
ατ+)

8α

(︂
1

𝑢𝑣+
+

1

𝑣𝑢+

)︂2

.

Замечание 1.3.1. Схема (1.88) переводится в схему вида (1.82) заменой

𝑢𝑛 =
α1/4 𝑧𝑛
cos

√
α𝑡𝑛

, 𝑣𝑛 =
α1/4𝑤𝑛

cos
√
α𝑡𝑛

, 𝑡𝑛 =
arctan𝑥𝑛√

α
,

где 𝑥, 𝑧(𝑥), 𝑤(𝑥) — новые переменные.

Случай α < 0.

Случай α < 0 вполне аналогичен случаю α > 0, поэтому будет рассмот­

рен менее подробно.
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Выпишем набор разностных инвариантов симметрий 𝑋1—𝑋3:

𝐼31 = 𝑢
𝑣 , 𝐼32 = 𝑢+

𝑣+ , 𝐼33 = 𝑢−

𝑣− ,

𝐼34 = sinh(
√
−α (τ−))
𝑢𝑢− , 𝐼35 = sinh(

√
−α (τ+))
𝑢𝑢+ ,

𝐼36 = sinh(
√
−α (τ++τ−))
𝑢−𝑢+

Исходя из соображений, схожих с изложенными в предыдущем пункте, можно

получить следующий лагранжиан:

𝐿 =
sinh(

√
−ατ+)

2
√
−ατ+

(︂
1

𝑣𝑢+
+

1

𝑢𝑣+

)︂
−

√
−α
2τ+

𝑢2 + 𝑣2 + (𝑢+)2 + (𝑣+)2

tanh(
√
−ατ+)

+

√
−α
τ+

𝑢𝑢+ + 𝑣𝑣+

sinh(
√
−ατ+)

.

Аналогично получается и схема⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1

2
√
−α𝑢2

(︁
sinh(

√
−ατ+)

𝑣+ + sinh(
√
−ατ−)

𝑣−

)︁
=

√
−α

(︁
𝑢+−𝑢 cosh(

√
−ατ+)

sinh
√
−ατ+ + 𝑢−−𝑢 cosh(

√
−ατ−)

sinh
√
−ατ−

)︁
,

1
2
√
−α𝑣2

(︁
sinh(

√
−ατ+)

𝑢+ + sinh(
√
−ατ−)

𝑢−

)︁
=

√
−α

(︁
𝑣+−𝑣 cosh(

√
−ατ+)

sinh
√
−ατ+ + 𝑣−−𝑣 cosh(

√
−ατ−)

sinh
√
−ατ−

)︁
,

sinh(
√
−ατ−)

𝑢𝑢− = sinh(
√
−ατ+)

𝑢𝑢+ , sinh(
√
−ατ−)

𝑣𝑣− = sinh(
√
−ατ+)

𝑣𝑣+ .

(1.89)

Набор первых интегралов системы также схож с набором интегралов для слу­

чая α > 0. С помощью первых интегралов можно выяснить, что справедливо

следующее соотношение:

𝐶3𝑒
2
√
−α𝑡 +𝐵3𝑒

−2
√
−α𝑡

2
+ α(𝑢2 + 𝑣2) = 𝐴3,

где 𝐴3,𝐵3,𝐶3 — константы интегрирования.

Положив 𝑢2 = 𝑣2, можно получить точное частное решение:

𝑢 = ±

[︃
2𝐴3 −𝐵3𝑒

−2
√
−α𝑡 − 𝐶3𝐵3𝑒

2
√
−α𝑡

4α

]︃ 1
2

, 𝑣2 = 𝑢2.

Замечание 1.3.2. Схема (1.89) переводится в схему вида (1.82) заменой

𝑢𝑛 =
(−α)1/4 𝑧𝑛
cos

√
−α𝑡𝑛

, 𝑣𝑛 =
(−α)1/4𝑤𝑛

cos
√
−α𝑡𝑛

, 𝑡𝑛 =
arctanh𝑥𝑛√

−α
,

где 𝑥, 𝑧(𝑥), 𝑤(𝑥) — новые переменные.
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Итак, в данном разделе были построены инвариантные разностные схемы

системы Ермакова (1.65) для различных параметров α. Построенные инвари­

антные схемы обладают тремя первыми интегралами и являются точными на

сумме квадратов решений и на частном решении. Схемы интегрируемы ров­

но в той степени, в какой интегрируема исходная дифференциальная система.

Для каждой из построенных схем был также получен разностный аналог ин­

варианта Рей-Рейда.

Численная реализация одной из полученных схем приведена в Приложе­

нии Б.

В дифференциальном случае все подобные системы сводятся к системе

вида (1.68). Выяснилось, что в разностном случае это свойство сохраняется:

все построенные схемы сводятся схожим преобразованием к схеме вида (1.82).

Наличие такого преобразования в разностном случае указывает на сохранение

принципа нелинейной суперпозиции для построенных схем.
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Глава 2. Симметрии и законы сохранения для дифференциальных

уравнений, не допускающих вариационной формулировки

В этой главе мы рассмотрим задачи, не допускающие вариационной

постановки. В случае отсутствия инвариантного Лагранжиана существуют аль­

тернативные методы получения первых интегралов, предложенные в [10;11;46;

47] и в работах [41–43]. Эти методы сводятся к использованию решений сопря­

женных уравнений, получаемых с помощью вариационной производной. Этот

метод был нами назван «методом сопряженного уравнения», хотя для него ис­

пользуется и название метод сопряженных симметрий [10], и косимметрий [86].

Разностный аналог «метода сопряженного уравнения» впервые был рассмот­

рен в наших работах [44; 45].

В главе предлагается новый метод («метод сопряженного уравнения»)

отыскания первых интегралов обыкновенных разностных уравнений, не облада­

ющих функциями Лагранжа или Гамильтона. В качестве примера рассмотрено

нелинейное ОДУ третьего порядка, на основе симметрий которого строится

полный набор разносных инвариантов. С помощью разносных инвариантов

строится инвариантная аппроксимация и инвариантная сетка для данного ОДУ.

Строится разностный аналог тождества Лагранжа, позволяющий вычислить

три первых интеграла построенной разностной модели. Разностная модель яв­

ляется алгебраически интегрируемой и ее общее решение совпадает с общим

решением исходного ОДУ.

В первом разделе главы приводятся теоретические сведения по мето­

ду сопряженного уравнения в общем случае дифференциальных уравнений в

частных производных. Во втором разделе описывается метод сопряженного

уравнения для случая обыкновенных дифференциальных уравнений и при­

водится детальный пример решения нелинейного ОДУ третьего порядка с

помощью этого метода. В третьем разделе описан разностный аналог метода

сопряженного уравнения и приводятся примеры его использования (простой

иллюстративный пример уравнения линейного осциллятора и более сложный

пример аппроксимации нелинейного ОДУ из второго раздела). В последнем,

четвертом, разделе приводятся заключительные замечания.
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2.1 Сопряженные уравнения дифференциальных уравнений в

частных производных

В этом разделе мы рассмотрим тождество Лагранжа в общем виде. Рас­

смотрим уравнение в частных производных порядка 𝑛

𝐹 (𝑥1, ..., 𝑥𝑝, 𝑢, 𝑢
1
, ..., 𝑢

𝑛
) = 0, (2.1)

где

𝑢
1
:= {𝑢𝑖} =

{︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

}︂
, ..., 𝑢

𝑘
:= {𝑢𝑖1...𝑖𝑘} =

{︂
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑥𝑖1...𝜕𝑥𝑖𝑘

}︂
, ..., 𝑖 = 1, ..., 𝑝.

Пусть 𝐿 — линейный функционал

𝐿 =
∞∑︁
𝑘=0

𝐹𝑢𝑖1...𝑖𝑘
𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑘,

где

𝐹𝑢𝑖1...𝑖𝑘
=

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑖1...𝑖𝑘
, 𝐷𝑖 =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑢𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑢𝑗
+ 𝑢𝑖𝑗𝑙

𝜕

𝜕𝑢𝑗𝑙
+ ...,

тогда сопряженный оператор задается выражением

𝐿*𝑣 =
δ(𝑣𝐹 )

δ𝑢
=

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑘(𝑣𝐹𝑢𝑖1...𝑖𝑘
).

Он определяет сопряженное уравнение

𝐹 * =
δ(𝑣𝐹 )

δ𝑢
=

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑘(𝑣𝐹𝑢𝑖1...𝑖𝑘
) = 0. (2.2)

Основное операторное тождество (которое, по всей видимости, было установле­

но Лагранжем — см. например, [87], (2.75) на стр. 90) имеет следующий вид

𝑣𝐿𝑤 − 𝑤𝐿*𝑤 = 𝐷𝑖𝐶
𝑖, (2.3)

где 𝑢 и 𝑣 — некоторые функции x = (𝑥1, ..., 𝑥𝑝), 𝑢 и конечного числа произ­

водных 𝑢. Здесь

𝐶 𝑖 =
∞∑︁
𝑘=0

𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑘(𝑤)
δ

δ𝑢𝑖𝑖1...𝑖𝑘
(𝑣𝐹 ),

где
δ

δ𝑢𝑖𝑖1...𝑖𝑘
=

∞∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑠

𝜕

𝜕𝑢𝑖𝑖1...𝑖𝑘𝑖1...𝑖𝑠
(𝑣𝐹 )
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— операторы Эйлера-Лагранжа высших порядков. Рассмотрим симметрии

𝑋 = ξ𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ η

𝜕

𝜕𝑢
+

∞∑︁
𝑠=1

ζ𝑖1...𝑖𝑠
𝜕

𝜕𝑢𝑖1...𝑖𝑠
, (2.4)

где ξ𝑖 и η — некоторые функции x, 𝑢 и конечного числа производных 𝑢, и

ζ𝑖1...𝑖𝑠 = 𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑠(η− ξ𝑖𝑢𝑖) + ξ𝑖𝑢𝑖𝑖1...𝑖𝑠.

каждой симметрии (2.4) соответствует каноническая симметрия (эволюционное

векторное поле [9])

𝑋̄ = η̄
𝜕

𝜕𝑢
+

∞∑︁
𝑠=1

ζ̄𝑖1...𝑖𝑠
𝜕

𝜕𝑢𝑖1...𝑖𝑠
,

где

η̄ = η− ξ𝑖𝑢𝑖, ζ̄𝑖1...𝑖𝑠 = 𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑠(η̄).

С помощью тождества (2.3) может быть установлена связь между симметриями

уравнения (2.1), решениями соответствующего сопряженного уравнения (2.2)

и законами сохранения. Стоит отметить, что сопряженное уравнение всегда

линейно по 𝑣 (если функция 𝑢 известна).

Приняв 𝑤 = η̄ = η − ξ𝑖𝑢𝑖 в (2.3), можно получить тождества

𝑣𝑋̄𝐹 = η̄𝐹 * +𝐷𝑖𝐶
𝑖

и

𝑣𝑋𝐹 = 𝑣ξ𝑖𝐷𝑖(𝐹 ) + η̄𝐹 * +𝐷𝑖𝐶
𝑖, (2.5)

где

𝐶 𝑖 =
∞∑︁
𝑘=0

𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑘(η̄)
δ

δ𝑢𝑖𝑖1...𝑖𝑘
(𝑣𝐹 ).

Основываясь на тождестве Лагранжа, можно сформулировать следующую тео­

рему.

Теорема 2.1.1. Система уравнений (2.1), (2.2) обладает законом сохранения

вида

𝐷𝑖𝐶
𝑖|(2.1),(2.2) = 0 (2.6)

для каждой симметрии (2.4) дифференциального уравнения (2.1) и для каж­

дого решения сопряженного уравнения (2.2).
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Доказательство. Приводится в [88].

В работах [46; 47] был предложен конструктивный метод, позволяющий

избавиться от решения сопряженного уравнения.

Теорема 2.1.2. Пусть существует подстановка

𝑣 = φ(𝑥1, ..., 𝑥𝑝, 𝑢, 𝑢
1
, 𝑢
2
, ...), φ ̸≡ 0,

решающая сопряженное уравнение в терминах функций от (𝑥1, ..., 𝑥𝑝, 𝑢, 𝑢
1
, 𝑢
2
, ...).

Тогда закон сохранения (2.6) справедлив на всех решениях исходного уравне­

ния (2.1).

Доказательство. Приводится в [88].

Ниже мы рассмотрим частный случай этих результатов для обыкновен­

ных дифференциальных уравнений 𝑛-го порядка.

2.2 Случай обыкновенных дифференциальных уравнений

Рассмотрим скалярное ОДУ 𝑛-ого порядка

𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑢̇, 𝑢̈, ..., 𝑢(𝑛)) = 0, (2.7)

обладающее симметриями

𝑋 = ξ(𝑥, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+ η(𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
+

∞∑︁
𝑠=1

ζ𝑠
𝜕

𝜕𝑢(𝑠)
. (2.8)

В этом случае оператор полного дифференцирования принимает вид

𝐷 =
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑢̇

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑢̈

𝜕

𝜕𝑢̇
+ ...+ 𝑢(𝑘+1) 𝜕

𝜕𝑢(𝑘)
+ ...,

а вариационная производная упрощается:

δ

δ𝑢
=

𝜕

𝜕𝑢
−𝐷

𝜕

𝜕𝑢̇
+𝐷2 𝜕

𝜕𝑢̈
+ ...+ (−1)𝑘𝐷𝑘 𝜕

𝜕𝑢(𝑘)
+ ...

Операторы Эйлера-Лагранжа высших порядков имеют вид

δ

δ𝑢(𝑖)
=

𝜕

𝜕𝑢(𝑖)
−𝐷

𝜕

𝜕𝑢̇(𝑖+1)
+𝐷2 𝜕

𝜕𝑢̈(𝑖+2)
+ ...+ (−1)𝑘𝐷𝑘 𝜕

𝜕𝑢(𝑖+𝑘)
+ ....
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Тождество (2.5) сводится к виду

𝑣𝑋(𝐹 ) = 𝑣ξ𝐷(𝐹 ) + η̄𝐹 * +𝐷(𝐼),

где

𝐼 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝐷𝑖(η̄)
δ

δ𝑢(𝑖+1)
(𝑣𝐹 ), η̄ = η− ξ𝑢̇. (2.9)

Теорема 2.1.2 принимает следующую форму.

Теорема 2.2.1. Пусть сопряженное уравнение

𝐹 * =
δ

δ𝑢
(𝑣𝐹 ) = 𝑣

𝜕𝐹

𝜕𝑢
−𝐷

(︂
𝑣
𝜕𝐹

𝜕𝑢̇

)︂
+ ...+ (−1)𝑛𝐷𝑛

(︂
𝑣
𝜕𝐹

𝜕𝑢̇(𝑛)

)︂
= 0 (2.10)

удовлетворяется всеми решениями ОДУ (2.7) при подстановке

𝑣 = φ(𝑥, 𝑢, 𝑢̇, 𝑢̈, ..., 𝑢(𝑛−1)), φ ̸≡ 0. (2.11)

Тогда любая симметрия (2.8) уравнения (2.7) дает первый интеграл (2.9), в

котором 𝑣 и ее производные следует исключить с помощью уравнения (2.11)

и его дифференциальных следствий.

Доказательство. Приводится в [88].

Первые интегралы 𝐼, заданные уравнением (2.9), могут содержать 𝑢(𝑛)

и производные более высоких порядков. Такие выражения называют высшими

первыми интегралами. Разумно воспользоваться уравнением (2.7) и его диф­

ференциальными следствиями, чтобы представить эти первые интегралы как

функции наименьшего возможного множества переменных, т. е. в форме

𝐼(𝑥, 𝑢, 𝑢̇, ..., 𝑢(𝑛−1)).

Рассмотрим ОДУ 3-его порядка

𝐹 =
1

𝑢̇2

(︂
𝑢̇
...
𝑢 − 3

2
𝑢̈2
)︂
− 𝑓(𝑥) = 0,

инвариантный схемы для которого были построены в работах [18; 19].

Первый дифференциальный член уравнения — это производная Шварца,

имеющая много важных приложений в математике и физике [89].

В общем случае это ОДУ допускает следующие операторы

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋2 = 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋3 = 𝑢2

𝜕

𝜕𝑢
, (2.12)
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При 𝑓 = 𝑀 = const имеется дополнительная симметрия

𝑋4 =
𝜕

𝜕𝑥
, (2.13)

При 𝑓 = 𝑀 = 0 имеется еще две симметрии

𝑋5 = 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋6 = 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥
. (2.14)

Далее ограничимся только случаем, когда 𝑓(𝑥) — некоторая константа.

Пример 2.2.1. Уравнение

𝐹 =
1

𝑢̇2

(︂
𝑢̇
...
𝑢 − 3

2
𝑢̈2
)︂
−𝑀 = 0, 𝑀 = const (2.15)

может быть проинтегрировано с помощью стандартных приемов. Действитель­

но, его можно переписать в виде(︃
1√︀
|𝑢̇|

)︃′′

+
𝑀

2

1√︀
|𝑢̇|

= 0

и разрешить относительно 1√
|𝑢̇|

как линейное уравнение (Шрёдингера). Для

различных значений параметра 𝑀 находим следующие решения

𝑀 = 0 : 𝑢(𝑥) =
1

𝐶1𝑥+ 𝐶2
+ 𝐶3 или 𝑢(𝑥) = 𝐶1𝑥+ 𝐶2;

𝑀 < 0 : 𝑢(𝑥) = 𝐶1 tanh(ω𝑥+ 𝐶2) + 𝐶3

или 𝑢(𝑥) = 𝐶1 coth(ω𝑥+ 𝐶2) + 𝐶3

или 𝑢(𝑥) = 𝐶1𝑒
±2ω𝑥 + 𝐶2, ω =

√︀
−𝑀/2; (2.16)

𝑀 > 0 : 𝑢(𝑥) = 𝐶1 tg(ω𝑥+ 𝐶2) + 𝐶3, ω =
√︀

𝑀/2; (2.17)

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 и 𝐶3 — константы интегрирования.

Замечание 2.2.1. Можно обойти ограничение 𝐶1 ̸= 0, если вместо ОДУ (2.15)

рассматривать уравнение

𝑢̇2𝐹 = 𝑢̇
...
𝑢 − 3

2
𝑢̈2 −𝑀𝑢̇2 = 0.
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К сожалению, этот метод интегрирования не срабатывает в разностном

случае. Здесь оказывается полезным метод сопряженного уравнения. Поэтому

здесь мы проинтегрируем ОДУ (2.15) с помощью сопряженного уравнения, а

позже приведем разностный аналог настоящего примера.

Сопряженное уравнение (2.10), соответствующее (2.15), имеет вид

𝐹 * = −1

𝑢̇
(
...
𝑣 + 2𝑀𝑣̇) = 0. (2.18)

Будем отдельно искать решения сопряженного уравнения в виде 𝑣 = φ(𝑥, 𝑢) и

в виде 𝑣 = φ(𝑥, 𝑢, 𝑢̇).

Решения вида 𝑣 = 𝑣(𝑥). Будем искать решения (2.18) с помощью подстанов­

ки 𝑣 = 𝑣(𝑥). Тогда решение представляется в виде следующих трех серий:

𝑀 = 0 : 𝑣𝑎 = 1, 𝑣𝑏 = 𝑥, 𝑣𝑐 = 𝑥2;

𝑀 = −2ω2 < 0 : 𝑣𝑎 = 1, 𝑣𝑏 = cosh(2ω𝑥), 𝑣𝑐 = sinh(2ω𝑥);

𝑀 = 2ω2 > 0 : 𝑣𝑎 = 1, 𝑣𝑏 = cos(2ω𝑥), 𝑣𝑐 = sin(2ω𝑥).

(2.19)

Воспользуемся симметриями (2.12),(2.13),(2.14) и решениями сопряженного

уравнения (2.18) для получения первых интегралов. Обозначение 𝐼𝑗α означает,

что интеграл соответствует симметрии 𝑋𝑗 и решению 𝑣α сопряженного уравне­

ния.

При произвольных значениях 𝑀 имеется лишь одно решение сопряжен­

ного уравнения:

𝑣𝑎(𝑥) = 1. (2.20)

Этому решению соответствуют следующие первые интегралы:

𝐼1𝑎 =
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+

𝑀

𝑢̇
, 𝐼2𝑎 = 𝑢

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+

𝑀

𝑢̇

)︂
− 𝑢̈

𝑢̇
,

𝐼3𝑎 = 𝑢2
(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+

𝑀

𝑢̇

)︂
− 2𝑢

𝑢̈

𝑢̇
+ 2𝑢̇, 𝐼4𝑎 ≡ −2𝑀. (2.21)

Еще два дополнительных интеграла, соответствующих 𝑀 = 0, — тривиальные:

𝐼5𝑎 ≡ 0, 𝐼6𝑎 ≡ −2.

Можно проверить, что нетривиальные первые интегралы связаны соотно­

шением

𝐼1𝑎𝐼3𝑎 − 𝐼22𝑎 = 2𝑀,
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тем самым имеется лишь два независимых первых интеграла, чего не достаточ­

но для интегрирования ОДУ третьего порядка. Для нахождения достаточного

количества первых интегралов рассмотрим решения сопряженного уравнения,

соответствующие различным значениям параметра 𝑀 .

Случай 𝑀 = 0.

В этом случае имеются следующие дополнительные решения сопряженно­

го уравнения

𝑣𝑏(𝑥) = 𝑥 и 𝑣𝑐(𝑥) = 𝑥2.

Для 𝑣𝑏(𝑥) = 𝑥 получаем первые интегралы

𝐼1𝑏 =
𝑥

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+

𝑢̈

𝑢̇2
, 𝐼2𝑏 = 𝑢

(︂
𝑥

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+

𝑢̈

𝑢̇2

)︂
− 𝑥

𝑢̈

𝑢̇
− 1,

𝐼3𝑏 = 𝑢2
(︂
𝑥

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+

𝑢̈

𝑢̇2

)︂
− 2𝑢

(︂
𝑥
𝑢̈

𝑢̇
+ 1

)︂
+ 2𝑥𝑢̇,

𝐼4𝑏 ≡ 0, 𝐼5𝑏 ≡ 1, 𝐼6𝑏 ≡ 0. (2.22)

В случае 𝑣𝑐(𝑥) = 𝑥2 находим

𝐼1𝑐 =
𝑥2

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+ 2𝑥

𝑢̈

𝑢̇2
+

2

𝑢̇
, 𝐼2𝑐 = 𝑢

(︂
𝑥2

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+ 2𝑥

𝑢̈

𝑢̇2
+

2

𝑢̇

)︂
− 𝑥2

𝑢̈

𝑢̇
− 2𝑥,

𝐼3𝑐 = 𝑢2
(︂
𝑥2

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+ 2𝑥

𝑢̈

𝑢̇2
+

2

𝑢̇

)︂
− 2𝑢

(︂
𝑥2

𝑢̈

𝑢̇
+ 2𝑥

)︂
+ 2𝑥2𝑢̇,

𝐼4𝑐 ≡ −2, 𝐼5𝑐 ≡ 0, 𝐼6𝑐 ≡ 0. (2.23)

Нетривиальные первые интегралы (2.22),(2.23) вместе с интеграла­

ми (2.21) удовлетворяют соотношениями

𝐼1𝑎𝐼3𝑎 − 𝐼22𝑎 = 0, 𝐼1𝑏𝐼3𝑏 − 𝐼22𝑏 = −1, 𝐼1𝑐𝐼3𝑐 − 𝐼22𝑐 = 0,

𝐼1𝑎𝐼1𝑐 − 𝐼21𝑏 = 0, 𝐼2𝑎𝐼2𝑐 − 𝐼22𝑏 = −1, 𝐼3𝑎𝐼3𝑐 − 𝐼23𝑏 = 0.

Это означает, что среди девяти первых интегралов может быть самое большее

9− 6 = 3 независимых.

Интегрирование ОДУ.

Выберем три первых интеграла 𝐼1𝑎, 𝐼2𝑎 и 𝐼1𝑏 и посчитаем значение якоби­

ана

𝐽 = det

(︃
𝜕(𝐼1𝑎, 𝐼2𝑎, 𝐼1𝑏)

𝜕(𝑢, 𝑢̇, 𝑢̈)

)︃
= −1

4

𝑢̈2

𝑢̇9
.
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1. В случае 𝐽 ̸= 0 можно считать интегралы равными некоторым констан­

там

𝐼1𝑎 =
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
= 𝐴, 𝐼2𝑎 =

𝑢

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑢̈

𝑢̇
= 𝐵, 𝐼1𝑏 =

𝑥

2

𝑢̈2

𝑢̇3
+

𝑢̈

𝑢̇2
= 𝐶,

где 𝐴 ̸= 0, 𝐵 и 𝐶 — постоянные. Перепишем второе и третье уравнения

в виде

𝐴𝑢− 𝑢̈

𝑢̇
= 𝐵, 𝐴𝑥+

𝑢̈

𝑢̇2
= 𝐶

и исключим производные

𝑢̈

𝑢̇

𝑢̈

𝑢̇2
= (𝐴𝑢−𝐵)(𝐶 − 𝐴𝑥) = 𝐴.

Из этого уравнения можно получить следующее решение

𝑢(𝑥) =
1

𝐶1𝑥+ 𝐶2
+ 𝐶3,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 и 𝐶3 — константы. Это общее (трехпараметрическое)

решение ОДУ.

2. В случае 𝐽 = 0 решаем

𝑢̈ = 0, 𝑢̇ ̸= 0

и

𝑢(𝑥) = 𝐶1𝑥+ 𝐶2, 𝐶1 ̸= 0.

Проверка показывает, что это — решение ОДУ (2.15). Это решение за­

висит только от двух параметров и является особым решением.

Случай 𝑀 < 0.

В этом случае решения сопряженного уравнения (2.18) даются (2.20) и

𝑣𝑏(𝑥) = cosh(2ω𝑥) и 𝑣𝑐(𝑥) = sinh(2ω𝑥), ω =

√︂
−𝑀

2
.

Для этих решения 𝑣𝑏 и 𝑣𝑐 находим первые интегралы:

𝐼1𝑏 = cosh(2ω𝑥)

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
+ 2ω sinh(2ω𝑥)

(︂
𝑢̈

𝑢̇2

)︂
,

𝐼2𝑏 = cosh(2ω𝑥)

(︂
𝑢

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 𝑢̈

𝑢̇

)︂
+ 2ω sinh(2ω𝑥)

(︂
𝑢
𝑢̈

𝑢̇2
− 1

)︂
, (2.24)
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𝐼3𝑏 = cosh(2ω𝑥)

(︂
𝑢2
(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 2𝑢

𝑢̈

𝑢̇
+ 2𝑢̇

)︂
+ 2ω sinh(2ω𝑥)

(︂
𝑢2

𝑢̈

𝑢̇2
− 2𝑢

)︂
,

𝐼4𝑏 ≡ 0

и

𝐼1𝑐 = sinh(2ω𝑥)

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
+ 2ω cosh(2ω𝑥)

(︂
𝑢̈

𝑢̇2

)︂
,

𝐼2𝑐 = sinh(2ω𝑥)

(︂
𝑢

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 𝑢̈

𝑢̇

)︂
+ 2ω cosh(2ω𝑥)

(︂
𝑢
𝑢̈

𝑢̇2
− 1

)︂
, (2.25)

𝐼3𝑐 = sinh(2ω𝑥)

(︂
𝑢2
(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 2𝑢

𝑢̈

𝑢̇
+ 2𝑢̇

)︂
+ 2ω cosh(2ω𝑥)

(︂
𝑢2

𝑢̈

𝑢̇2
− 2𝑢

)︂
,

𝐼4𝑐 ≡ 0,

соответственно.

Соответствующие данному случаю нетривиальные первые интегра­

лы (2.21), (2.24) и (2.25) связаны соотношением

𝐼1𝑎𝐼3𝑎 − 𝐼22𝑎 = 2𝑀, 𝐼1𝑏𝐼3𝑏 − 𝐼22𝑏 = −2𝑀, 𝐼1𝑐𝐼3𝑐 − 𝐼22𝑐 = 2𝑀,

𝐼21𝑎 + 𝐼21𝑐 = 𝐼21𝑏, 𝐼22𝑎 + 𝐼22𝑐 = 𝐼22𝑏 − 2𝑀, 𝐼23𝑎 + 𝐼23𝑐 = 𝐼23𝑏.

Интегрирование ОДУ.

Рассмотрим интегралы 𝐼1𝑎, 𝐼2𝑎 и 𝐼1𝑏 и посчитаем значение якобиана

𝐽 = det

(︃
𝜕(𝐼1𝑎, 𝐼2𝑎, 𝐼1𝑏)

𝜕(𝑢, 𝑢̇, 𝑢̈)

)︃

= −ω
2

𝑢̈2 − 4ω2𝑢̇2

𝑢̇9
(︀
sinh(2ω𝑥)𝑢̈2 + 4ω𝑢̇𝑢̈ cosh(2ω𝑥) + 4ω2𝑢̇2 sinh(2ω𝑥)

)︀
.

1. В случае 𝐽 ̸= 0 можно считать интегралы равными некоторым констан­

там

𝑢(𝑥) = 𝐶1 tanh(ω𝑥+ 𝐶2) + 𝐶3

или

𝑢(𝑥) = 𝐶1 coth(ω𝑥+ 𝐶2) + 𝐶3

(2.26)

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 ̸= 0 и 𝐶3 — постоянные.

2. При 𝐽 = 0 следует отдельно рассмотреть два случая.
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а) Система

𝑢̈2 − 4ω2𝑢̇2 = 0, 𝑢̇ ̸= 0

приводит к

𝑢̈ = ±2ω𝑢̇, 𝑢̇ ̸= 0.

получается два особых решения ОДУ:

𝑢(𝑥) = 𝐶1𝑒
±2ω𝑥 + 𝐶2, 𝐶1 ̸= 0. (2.27)

б) Система

sinh(2ω𝑥)𝑢̈2 + 4ω𝑢̇𝑢̈ cosh(2ω𝑥) + 4ω2𝑢̇2 sinh(2ω𝑥) = 0,

𝑢̇ ̸= 0

может быть разрешена относительно 𝑢̈ как квадратное урав­

нение:

𝑢̈ = −2ω𝑢̇ coth(ω𝑥)

или

𝑢̈ = −2ω𝑢̇ tanh(ω𝑥), 𝑢̇ ̸= 0.

Последние уравнения можно решить:

𝑢(𝑥) = 𝐶1 tanh(ω𝑥) + 𝐶3

или

𝑢(𝑥) = 𝐶1 coth(ω𝑥) + 𝐶3, 𝐶1 ̸= 0.

(2.28)

В итоге решения (2.26), (2.27) и (2.28) могут совместно быть записаны в

виде (2.16).

Случай 𝑀 > 0.

Решения сопряженного уравнения в этом случае представлены (2.20) и

𝑣𝑏(𝑥) = cos(2ω𝑥) и 𝑣𝑐(𝑥) = sin(2ω𝑥), ω =

√︂
𝑀

2
.

Для 𝑣𝑏 получаем первые интегралы:

𝐼1𝑏 = cos(2ω𝑥)

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 2ω sin(2ω𝑥)

(︂
𝑢̈

𝑢̇2

)︂
,
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𝐼2𝑏 = cos(2ω𝑥)

(︂
𝑢

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 𝑢̈

𝑢̇

)︂
− 2ω sin(2ω𝑥)

(︂
𝑢
𝑢̈

𝑢̇2
− 1

)︂
, (2.29)

𝐼3𝑏 = cos(2ω𝑥)

(︂
𝑢2
(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 2𝑢

𝑢̈

𝑢̇
+ 2𝑢̇

)︂
− 2ω sin(2ω𝑥)

(︂
𝑢2

𝑢̈

𝑢̇2
− 2𝑢

)︂
,

𝐼4𝑏 ≡ 0.

Для 𝑣𝑐 получаем

𝐼1𝑐 = sin(2ω𝑥)

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
+ 2ω cos(2ω𝑥)

(︂
𝑢̈

𝑢̇2

)︂
,

𝐼2𝑐 = sin(2ω𝑥)

(︂
𝑢

(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 𝑢̈

𝑢̇

)︂
+ 2ω cos(2ω𝑥)

(︂
𝑢
𝑢̈

𝑢̇2
− 1

)︂
, (2.30)

𝐼3𝑐 = sin(2ω𝑥)

(︂
𝑢2
(︂
1

2

𝑢̈2

𝑢̇3
− 𝑀

𝑢̇

)︂
− 2𝑢

𝑢̈

𝑢̇
+ 2𝑢̇

)︂
+ 2ω cos(2ω𝑥)

(︂
𝑢2

𝑢̈

𝑢̇2
− 2𝑢

)︂
,

𝐼4𝑐 ≡ 0.

Нетривиальные первые интегралы (2.21),(2.29),(2.30) удовлетворяют соот­

ношениям

𝐼1𝑎𝐼3𝑎 − 𝐼22𝑎 = 2𝑀, 𝐼1𝑏𝐼3𝑏 − 𝐼22𝑏 = −2𝑀, 𝐼1𝑐𝐼3𝑐 − 𝐼22𝑐 = −2𝑀,

𝐼21𝑏 + 𝐼21𝑐 = 𝐼21𝑎, 𝐼22𝑏 + 𝐼22𝑐 = 𝐼22𝑎 + 2𝑀, 𝐼23𝑏 + 𝐼23𝑐 = 𝐼23𝑎.

Интегрирование ОДУ.

Как и в предыдущих случаях, выберем первые интегралы 𝐼1𝑎, 𝐼2𝑎 и 𝐼1𝑏.

Соответствующий якобиан имеет вид

𝐽 = det

(︃
𝜕(𝐼1𝑎, 𝐼2𝑎, 𝐼1𝑏)

𝜕(𝑢, 𝑢̇, 𝑢̈)

)︃

=
ω

2

𝑢̈2 + 4ω2𝑢̇2

𝑢̇9
(︀
sin(2ω𝑥)𝑢̈2 + 4ω𝑢̇𝑢̈ cos(2ω𝑥)− 4ω2𝑢̇2 sin(2ω𝑥)

)︀
.

1. При 𝐽 ̸= 0 получаем решения

𝑢(𝑥) = 𝐶1 tg(ω𝑥+ 𝐶2) + 𝐶3, (2.31)

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 ̸= π
2𝑛, 𝑛 ∈ Z и 𝐶3 — константы.

2. Равенство 𝐽 = 0 возможно в двух случаях
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а) Первая система

𝑢̈2 + 4ω2𝑢̇2 = 0, 𝑢̇ ̸= 0

не имеет решений.

б) Вторая система

sin(2ω𝑥)𝑢̈2 + 4ω𝑢̇𝑢̈ cos(2ω𝑥)− 4ω2𝑢̇2 sin(2ω𝑥) = 0,

𝑢̇ ̸= 0

может быть разрешена относительно 𝑢̈, что приводит к

𝑢̈ = 2ω𝑢̇ tg(ω𝑥)

или

𝑢̈ = −2ω𝑢̇ ctg(ω𝑥), 𝑢̇ ̸= 0.

Решения последних уравнений имеют вид

𝑢(𝑥) = 𝐶1 tg(ω𝑥) + 𝐶3

или

𝑢(𝑥) = 𝐶1 ctg(ω𝑥) + 𝐶3,

(2.32)

где 𝐶1 ̸= 0 и 𝐶3 — константы интегрирования.

Объединяя решения (2.31) и (2.32), получим общее решение (2.17).

Решения вида 𝑣 = φ(𝑥,𝑡,𝑢̇). Если искать решения сопряженного уравнения

в виде 𝑣 = 𝑣(𝑥,𝑢,𝑢̇), то можно прийти к соотношению

𝑣(𝑥,𝑢,𝑢̇) =
𝐴(𝑥,𝑢)√︀

|𝑢̇|
+𝐵(𝑥) +

𝐶(𝑢)

𝑢̇
,

где

𝐴(𝑥,𝑢) = α(𝑥)𝑢+ β(𝑥), α̈+
𝑀

2
α = 0, β̈+

𝑀

2
β = 0,

...
𝐵 + 2𝑀𝐵̇ = 0, 𝐶(𝑦) = 𝑐2𝑦

2 + 𝑐1𝑦 + 𝑐0.
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Здесь случаи 𝑀 = 0, 𝑀 < 0 и 𝑀 > 0 рассматривать отдельно не будем. В

результате получаем

𝑀 = 0 : α1 = 1, α2 = 𝑥,

β1 = 1, β2 = 𝑥;

𝑀 < 0 : α1 = cosh(ω𝑥), α2 = sinh(ω𝑥),

β1 = cosh(ω𝑥), β2 = sinh(ω𝑥), ω =
√︀

−𝑀/2;

𝑀 > 0 : α1 = cos(ω𝑥), α2 = sin(ω𝑥),

β1 = cos(ω𝑥), β2 = sin(ω𝑥), ω =
√︀

𝑀/2.

Решения 𝐵(𝑥) совпадают с решениями (2.19) для функции 𝑣(𝑥). В каждом слу­

чае получается 10 независимых решений сопряженного уравнения. Естественно,

решения исходного ОДУ (2.15) совпадают с решениями, найденными ранее в

случае 𝑣 = 𝑣(𝑥). □

2.3 Дискретизация обыкновенных дифференциальных уравнений,

сохраняющая симметрии и первые интегралы разностных схем

Для дискретизации ОДУ (2.7) порядка 𝑛 требуется разностный шаблон

из по меньшей мере 𝑛 + 1 точек. Будем использовать в точности 𝑛 + 1 точек

𝑥𝑚, ..., 𝑥𝑚+𝑛. Эти точки заранее не уточняются и будут определены с помощью

дополнительного сеточного уравнения [1; 2]. Рассматриваемая дискретизация

представляет собой дискретное уравнение на 𝑛 + 1 точках вида

𝐹 (𝑥𝑚, 𝑢𝑚, 𝑥𝑚+1, 𝑢𝑚+1, ..., 𝑥𝑚+𝑛, 𝑢𝑚+𝑛) = 0 (2.33)

вместе с сеточным уравнением

Ω(𝑥𝑚, 𝑢𝑚, 𝑥𝑚+1, 𝑢𝑚+1, ..., 𝑥𝑚+𝑛, 𝑢𝑚+𝑛) = 0. (2.34)

Эти два уравнения формируют разностную систему. В континуальном пределе

первое уравнение переходит в исходное ОДУ, а второе — в тождество (например,

0 = 0). Оператор алгебры Ли имеет тот же вид, что и в непрерывном случае

𝑋 = ξ(𝑥, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+ η(𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
, (2.35)
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а его продолжение на точки разностного шаблона представляет собой

𝑋 = ξ𝑚
𝜕

𝜕𝑥𝑚
+ η𝑚

𝜕

𝜕𝑢𝑚
+ ...+ ξ𝑚+𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑚+𝑛
+ η𝑚+𝑛

𝜕

𝜕𝑢𝑚+𝑛
,

где ξ𝑘 = ξ(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) и η𝑘 = η(𝑥𝑘, 𝑢𝑘).

Операторы разностного сдвига (влево) вводятся следующим образом:

𝑆−(𝑚) = 𝑚− 1, 𝑆−(𝑢𝑚) = 𝑢𝑚−1, 𝑆−(𝑥𝑚) = 𝑥𝑚−1.

Дискретные варьирование определяются соотношением

δ
∑︁
𝑚

ℱ(𝑚;𝑥𝑚, 𝑢𝑚, 𝑥𝑚+1, 𝑢𝑚+1, ..., 𝑥𝑚+𝑛, 𝑢𝑚+𝑛)

=
∑︁
𝑚

(︃
δ𝑢𝑚

∞∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘
−

𝜕

𝜕𝑢𝑚+𝑘
+ δ𝑥𝑚

∞∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘
−

𝜕

𝜕𝑥𝑚+𝑘

)︃
ℱ(𝑚;𝑥𝑚, 𝑢𝑚, ..., 𝑥𝑚+𝑛, 𝑢𝑚+𝑛),

которое включает два оператора:

δ

δ𝑢𝑚
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘
−

𝜕

𝜕𝑢𝑚+𝑘
,

δ

δ𝑥𝑚
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘
−

𝜕

𝜕𝑥𝑚+𝑘
.

Предполагается, что ℱ → 0 достаточно быстро при 𝑚 → ±∞ так, что разност­

ный функционал определен однозначно. Следует заметить, что приведенные

операторы заданы для схемы (2.33), (2.34) при произвольных значениях 𝑛.

Системе разностных уравнений (2.33), (2.34) соответствуют разностные сопря­

женные уравнения

𝐹 * =
δ

δ𝑢𝑚
(𝑣𝑚𝐹 + 𝑤𝑚Ω) = 0, Ω* =

δ

δ𝑥𝑚
(𝑣𝑚𝐹 + 𝑤𝑚Ω) = 0, (2.36)

которые всегда линейны по сопряженным переменным 𝑣𝑚 и 𝑤𝑚. Зафиксируем

значение индекса 𝑚, который соответствует левой точке в уравнениях (2.33),

(2.34), и определим высшие дискретные операторы Эйлера–Лагранжа

δ

δ𝑢𝑚(𝑗)
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘
−

𝜕

𝜕𝑢𝑚+𝑗+𝑘
,

δ

δ𝑥𝑚(𝑗)
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑆𝑘
−

𝜕

𝜕𝑥𝑚+𝑗+𝑘
.

Лемма 2.3.1 (Основное тождество). Справедливо следующее тождество [44;

45]

𝑣𝑚𝑋(𝐹 ) + 𝑤𝑚𝑋(Ω) = η𝑚𝐹
* + ξ𝑚Ω

* + (1− 𝑆−)𝐽,

где

𝐽 =
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
ξ𝑚+𝑗

δ

δ𝑥𝑚(𝑗)
+ η𝑚+𝑗

δ

δ𝑢𝑚(𝑗)

)︂
(𝑣𝑚𝐹 + 𝑤𝑚Ω).
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С помощью этого тождества получается следующий результат.

Теорема 2.3.1 (Основной результат для дискретизаций ОДУ). Пусть сопря­

женные уравнения (2.36) удовлетворяют всем решениям исходных уравнений

(2.33), (2.34) при подстановке

𝑣𝑚 = φ1(𝑚,𝑥𝑚, 𝑢𝑚, ..., 𝑥𝑚+𝑛−1,𝑢𝑚+𝑛−1),

𝑤𝑚 = φ2(𝑚,𝑥𝑚, 𝑢𝑚, ..., 𝑥𝑚+𝑛−1,𝑢𝑚+𝑛−1),

(2.37)

причем φ1φ2 ̸≡ 0. Тогда каждая симметрия (2.35) уравнений (2.33), (2.34)

приводит к соответствующему первому интегралу

𝐽 =
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
ξ𝑚+𝑗

δ

δ𝑥𝑚(𝑗)
+ η𝑚+𝑗

δ

δ𝑢𝑚(𝑗)

)︂
(𝑣𝑚𝐹 + 𝑤𝑚Ω),

где 𝑣𝑚, 𝑤𝑚, ..., 𝑣𝑚−𝑛, 𝑤𝑚−𝑛 следует исключить с помощью уравнений (2.37)

и уравнений, полученных из них разностным сдвигом (аналог дифференциаль­

ных следствий).

Доказательство. Приводится в [88].

Первые интегралы, зависящие более чем от 𝑛 точек, всегда могут быть

представлены как интегралы 𝐽(𝑚,𝑥𝑚, 𝑢𝑚, ..., 𝑥𝑚+𝑛−1,𝑢𝑚+𝑛−1) с помощью урав­

нений (2.33), (2.34).

Пример 2.3.1. Рассмотрим уравнение одномерного гармонического осцилля­

тора

𝑢̈+ 𝑢 = 0.

В качестве дискретизации выберем схему

2

𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚

(︂
𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1

𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1
− 𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚

)︂
+

𝑢𝑚+2 + 2𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚
4

= 0

на равномерной сетке

𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1 = 𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚.

Эта дискретизация уравнения гармонического осциллятора была рассмотрена

в [26].
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Перепишем схему в эквивалентной форме

𝐹 =
𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1

𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1
− 𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚
+

𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚
2

𝑢𝑚+2 + 2𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚
4

= 0,

Ω = (𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1)− (𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚) = 0.

(2.38)

Нетрудно проверить, что последняя система допускает симметрии, соответству­

ющие операторам

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2 = sin(ω𝑥)

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋3 = cos(ω𝑥)

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋4 = 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, (2.39)

где

ω =
arctan(ℎ/2)

ℎ/2
, ℎ = 𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1 = 𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚.

Сопряженные уравнения на решениях (2.38) имеют вид

𝐹 * = 𝑣𝑚

(︂
1

𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚
+

𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚
8

)︂
+ 𝑣𝑚−1

(︂
− 1

𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚
− 1

𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1
+

𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚−1

4

)︂
+ 𝑣𝑚−2

(︂
1

𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1
+

𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−2

8

)︂
= 0 (2.40)

и

Ω* = 𝑣𝑚

(︂
− 𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚
(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚)2

− 𝑢𝑚+2 + 2𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚
8

)︂
+ 𝑣𝑚−1

(︂
𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚)2
+

𝑢𝑚 − 𝑢𝑚−1

(𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1)2

)︂
+ 𝑣𝑚−2

(︂
− 𝑢𝑚 − 𝑢𝑚−1

(𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1)2
+

𝑢𝑚 + 2𝑢𝑚−1 + 𝑢𝑚−2

8

)︂
+ 𝑤𝑚 − 2𝑤𝑚−1 + 𝑤𝑚−2 = 0. (2.41)

На решениях уравнений (2.38) сопряженные уравнения (2.40),(2.41) имеют

частное решение

𝑣𝑎𝑚 = 0, 𝑤𝑎
𝑚 = 𝑥𝑚. (2.42)

Для симметрий

𝑋 = ξ(𝑥,𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+ η(𝑥,𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
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при ξ = 0 вместо системы (2.40),(2.41) можно рассматривать уравнение (2.40).

В этом случае получается следующее особое решение

𝑣𝑏𝑚 = 𝑢𝑚, 𝑤𝑏
𝑚 = 0. (2.43)

Воспользуемся этими решениями, чтобы найти первые интегралы с помощью

Теоремы 2.3.1 и симметрий (2.39). Не выписывая первые интегралы высших

порядков, запишем только конечные результаты для обеих пар (2.42) и (2.43).

– 𝑣𝑎𝑚 = 0, 𝑤𝑎
𝑚 = 𝑥𝑚

Применение теоремы и 𝑋1 дает первый интеграл

𝐽𝑎
1 = 𝑥𝑚 − 𝑥𝑚+1 = −ℎ. (2.44)

Оставшиеся симметрии дают только тривиальные первые интегралы.

– 𝑣𝑏𝑚 = 𝑢𝑚, 𝑤
𝑏
𝑚 = 0

Для симметрий 𝑋2, 𝑋3 и 𝑋4 получаются первые интегралы

𝐽 𝑏
2 =

(︂
1

ℎ
+

ℎ

4

)︂
(−𝑢𝑚+1 sin(ω𝑥𝑚+1) + 𝑢𝑚 sin(ω𝑥𝑚+2)) ,

𝐽 𝑏
3 =

(︂
1

ℎ
+

ℎ

4

)︂
(−𝑢𝑚+1 cos(ω𝑥𝑚+1) + 𝑢𝑚 cos(ω𝑥𝑚+2)) ,

𝐽 𝑏
4 = −ℎ

[︃(︂
𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

ℎ

)︂2

+

(︂
𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚

2

)︂2
]︃
,

где обозначено ℎ = 𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚 и 𝑥𝑚+2 = 𝑥𝑚+1 + ℎ.

С помощью значений первых интегралов 𝐽𝑎
1 𝐽 𝑏

2 и 𝐽 𝑏
3, можно представить

решение разностной системы в форме

𝑢𝑚 = 𝐴 cos(ω𝑥𝑚) +𝐵 sin(ω𝑥𝑚).

Сеточное уравнение для этой системы

𝑥𝑚 = 𝑥0 +𝑚ℎ, 𝑚 = 0,±1,±2, ...

может быть получено путем интегрирования линейного уравнения (2.44). Здесь

𝐴, 𝐵, ℎ > 0 и 𝑥0 — константы. Значение 𝑥0 возникает в результате интегриро­

вания линейного уравнения (2.44). □

Пример 2.3.2. Запишем четырехточечное соотношение

𝐹 =
(𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+1)(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)

(𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+2)(𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚)
−𝐾 = 0, 𝐾 ̸= 0. (2.45)
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Оно встречается в работах [18;19] как часть дискретной системы (2.50), которая

будет рассмотрена позже. Исключим случай 𝐾 = 0, поскольку при 𝐾 = 0

уравнение (2.45) переходит в систему

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚 = 0,

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚 ̸= 0,

которая элементарно решается:

𝑢𝑚 = 𝐴(−1)𝑚 +𝐵, 𝐴 ̸= 0.

Уравнение (2.45) допускает симметрии

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋2 = 𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋3 = 𝑢2

𝜕

𝜕𝑢
.

Сопряженное уравнение (2.36) (после подстановки 𝐹 = 0) принимает вид

𝐹 * =
𝐾(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1)

(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)(𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚)
×

× (𝑣𝑚 + (1−𝐾)𝑣𝑚−1 + (𝐾 − 1)𝑣𝑚−2 − 𝑣𝑚−3) = 0. (2.46)

Стандартные упрощения приводят к линейному уравнению

𝑣𝑚 + (1−𝐾)𝑣𝑚−1 + (𝐾 − 1)𝑣𝑚−2 − 𝑣𝑚−3 = 0.

Несложно найти решения вида 𝑣𝑚 = 𝑣𝑚(𝑚) и получить три независимых реше­

ния сопряженного уравнения

𝐾 = 4 : 𝑣𝑎𝑚 = 1, 𝑣𝑏𝑚 = 𝑚, 𝑣𝑐𝑚 = 𝑚2;

0 < 𝐾 < 4 : 𝑣𝑎𝑚 = 1, 𝑣𝑏𝑚 = cos(2φ𝑚), 𝑣𝑐𝑚 = sin(2φ𝑚);

0 < 𝐾 или 𝐾 > 4 : 𝑣𝑎𝑚 = 1, 𝑣𝑏𝑚 = µ𝑚1 , 𝑣𝑐𝑚 = µ𝑚2 ;

где

φ = arccos

(︃√
𝐾

2

)︃
и µ1,2 =

(𝐾 − 2)±
√
𝐾2 − 4𝐾

2
.

Прежде всего рассмотрим решение сопряженного уравнения 𝑣𝑎𝑚 = 1, ко­

торое является общим для всех 𝐾 ̸= 0. С помощью Теоремы 2.3.1, последнего
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решения и симметрий 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3 соответственно получаются первые интегра­

лы

𝐽1𝑎 = 2

(︂
𝐾

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚
− 1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1
− 1

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

)︂
,

𝐽2𝑎 =
𝐾(𝑢𝑚+2 + 𝑢𝑚)

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚
− 2𝑢𝑚+1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1
− 2𝑢𝑚+1

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚
,

𝐽3𝑎 = 2

(︂
𝐾𝑢𝑚+2𝑢𝑚
𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚

−
𝑢2𝑚+1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1
−

𝑢2𝑚+1

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

)︂
.

Эти три первых интеграла, которые сохраняются при всех 𝐾 ̸= 0, не являются

независимыми и связаны соотношением

𝐽1𝑎𝐽3𝑎 − (𝐽2𝑎)
2 = 4𝐾 −𝐾2.

Требуется еще один первый интеграл, чтобы проинтегрировать (2.45). Как и

в дифференциальном случае, следует рассмотреть по отдельности случаи раз­

личных значений параметра 𝐾.

Случай 𝐾 = 4.

Этот случай был рассмотрен в [44], где было найдено общее решение

𝑢𝑚 =
1

𝐶1𝑚+ 𝐶2
+ 𝐶3, 𝐶1 ̸= 0

и особое решение

𝑢𝑚 = 𝐶1𝑚+ 𝐶2, 𝐶1 ̸= 0.

Случай 0 < 𝐾 < 4.

В этом случае получается два особых решения сопряженного уравне­

ния (2.46)

𝑣𝑏𝑚 = cos(2φ𝑚) и 𝑣𝑐𝑚 = sin(2φ𝑚), φ = arccos

(︃√
𝐾

2

)︃
.

С помощью Теоремы 2.3.1, симметрии𝑋1 и решения 𝑣
𝑏
𝑚 получается первый

интеграл

𝐽1𝑏 = cos(2φ𝑚)

[︂
𝐾

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚
− 𝐾

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

]︂
+cos(2φ(𝑚−1))

[︂
𝐾

(︂
1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚
+

1

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

)︂
− 1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1
− 1

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

]︂
− cos(2φ(𝑚− 2))

[︂
1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1
+

1

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚

]︂
.
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В качестве трех независимых интегралов можно выбрать интегралы 𝐽1𝑎,

𝐽2𝑎 и 𝐽1𝑏 с соответствующим якобианом

𝐽 = det

(︃
𝜕(𝐽1𝑎, 𝐽2𝑎, 𝐽1𝑏)

𝜕(𝑢𝑚, 𝑢𝑚+1, 𝑢𝑚+2)

)︃

=
𝐾(𝑢𝑚+2 − 2𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚)

2 + (4−𝐾)(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)
2

(𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚)3(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)3(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1)3
𝐾𝑅1𝑅2

cos(2φ(𝑚+ 1))− cos(2φ𝑚)
,

где

𝑅1 = α(𝑢𝑚+2 − 2𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚) + β(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚),

α = sin 2φ (sin(2φ𝑚) + sinφ) , β = (1− cos 2φ) (cos(2φ𝑚)− cosφ)

и

𝑅2 = γ(𝑢𝑚+2 − 2𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚) + δ(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚),

γ = sin 2φ (sin(2φ𝑚)− sinφ) , δ = (1− cos 2φ) (cos(2φ𝑚) + cosφ) .

1. В случае 𝐽 ̸= 0 получается общее решение

𝑢𝑚 = 𝐶1 tg(φ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 ̸= −3
2φ+ π

2𝑘, 𝑘 ∈ Z и 𝐶3 — константы.

2. При 𝐽 = 0 нужно рассмотреть три случая.

а) В случае

𝐾(𝑢𝑚+2 − 2𝑢𝑚+1 + 𝑢𝑚)
2 + (4−𝐾)(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)

2 = 0,

𝑢𝑚+1 ̸= 𝑢𝑚, 𝑢𝑚+2 ̸= 𝑢𝑚

вещественных решений нет.

б) В случае

𝑅1 = 0, 𝑢𝑚+1 ̸= 𝑢𝑚, 𝑢𝑚+2 ̸= 𝑢𝑚

имеются решения

𝑢𝑚 = 𝐶1 tg(φ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3, 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 = −3

2
φ+ π𝑘.

Проверка показывает, что эти функции являются решениями

уравнения (2.45).
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в) В случае

𝑅2 = 0, 𝑢𝑚+1 ̸= 𝑢𝑚, 𝑢𝑚+2 ̸= 𝑢𝑚

получаются следующие решения

𝑢𝑚 = 𝐶1 tg(φ𝑚+𝐶2)+𝐶3, 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 = −3

2
φ+

π

2
+π𝑘.

Объединяя перечисленные случаи, можно получить общее решение в виде

𝑢𝑚 = 𝐶1 tg(φ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 и 𝐶3 — константы.

Случай 𝐾 < 0 или 𝐾 > 4.

Этот пример был рассмотрен в [88], и решение имеет вид

𝑢𝑚 = 𝐶1

(4−𝐾)(µ2 − µ1)− 𝐶2(1− µ1)2µ𝑚2 + 𝐾
𝐶2
(1− µ2)2µ𝑚1

𝐾(µ2 − µ1)− 𝐶2(1− µ21)µ𝑚2 + 𝐾
𝐶2
(1− µ22)µ𝑚1

+ 𝐶3, (2.47)

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 ̸= 0 и 𝐶3 — константы, и

𝑢𝑚 = 𝐶1µ
𝑚
1 + 𝐶2 и 𝑢𝑚 = 𝐶1µ

𝑚
2 + 𝐶2, 𝐶1 ̸= 0. (2.48)

Общее решение (2.47) может быть переписано следующим образом.

– 𝐾 > 4:

𝑢𝑚 = 𝐶1 tanh(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3

или

𝑢𝑚 = 𝐶1 coth(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3

– 𝐾 < 0:

𝑢𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶1 tanh(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 четное

𝐶1 coth(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 нечетное

или

𝑢𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶1 coth(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 четное

𝐶1 tanh(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 нечетное
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Здесь

ψ =
1

2
ln |µ1| =

1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐾 − 2 +

√
𝐾2 − 4𝐾

2

⃒⃒⃒⃒
⃒

и 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 и 𝐶3 — константы.

В дополнение к общим решениям получаются особые решения (2.48), ко­

торые можно переписать в виде

𝑢𝑚 = 𝐶1(sgn𝐾)𝑚𝑒±2ψ𝑚 + 𝐶2.

□

Пример 2.3.3. Вернемся к уравнению

𝐹 =
1

𝑢̇2

(︂
𝑢̇
...
𝑢 − 3

2
𝑢̈2
)︂
−𝑀 = 0, (2.49)

которое было рассмотрено в Примере 2.2.1. Как было указано, в общем случае

оно допускает симметрии (2.12) и (2.13). При 𝑀 = 0 имеются дополнительные

симметрии (2.14). Эти два случая будут рассмотрены по отдельности.

Случай 𝑀 = 0.

В качестве дискретизации рассмотрим инвариантную схему

𝐹 =
𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+1

𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚
𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚

− 𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+2

𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+2

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚
𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚

= 0,

Ω =
(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+1)(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚)

(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+2)(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚)
−𝐾 = 0, 𝐾 ̸= 0,

(2.50)

которая была предложена в работах [18; 19]. Она допускает все шесть симмет­

рий (2.12), (2.13) и (2.14).

Сопряженная система для приведенной схемы имеет вид

𝐹 * =
α(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚+1)

(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)(𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚)
(𝑣𝑚 + (1−𝐾)𝑣𝑚−1 + (𝐾 − 1)𝑣𝑚−2 − 𝑣𝑚−3) = 0

и

Ω* = − α(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1)

(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚)(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚)
(𝑣𝑚 + (1−𝐾)𝑣𝑚−1 + (𝐾 − 1)𝑣𝑚−2 − 𝑣𝑚−3)

+
𝐾(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1)

(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚)(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚)
(𝑤𝑚 + (1−𝐾)𝑤𝑚−1 + (𝐾 − 1)𝑤𝑚−2 − 𝑤𝑚−3) = 0,
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где

α =
𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+1

𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+1

𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚
𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚

=
𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+2

𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+2

𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚
𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚

.

Переменные 𝑢𝑚+3 и 𝑥𝑚+3 в коэффициенте α должны быть выражены через

переменные, входящие в исходную в схему.

Сопряженные уравнения приводят к системе линейных соотношений

𝑣𝑚 + (1−𝐾)𝑣𝑚−1 + (𝐾 − 1)𝑣𝑚−2 − 𝑣𝑚−3 = 0,

𝑤𝑚 + (1−𝐾)𝑤𝑚−1 + (𝐾 − 1)𝑤𝑚−2 − 𝑤𝑚−3 = 0.

Пары решений (𝑣𝑚, 𝑤𝑚) могут быть использованы для отыскания первых инте­

гралов и решения схемы.

Однако, более удобно переписать схему (2.50) в эквивалентной форме

𝐹 =
(𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+1)(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)

(𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+2)(𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚)
−𝐾 = 0,

Ω =
(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+1)(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚)

(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+2)(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚)
−𝐾 = 0.

Последняя система имеет симметричный вид по переменным 𝑢 и 𝑥. Воспользу­

емся результатами, полученными для (2.45). При этом вновь нужно рассмотреть

различные случаи для различных 𝐾.

1. 𝐾 = 4

В этом случае получается решение

𝑢𝑚 =
1

𝐶1𝑚+ 𝐶2
+ 𝐶3 или 𝑢𝑚 = 𝐶1𝑚+ 𝐶2

на сетке

𝑥𝑚 =
1

𝐶4𝑚+ 𝐶5
+ 𝐶6 или 𝑥𝑚 = 𝐶4𝑚+ 𝐶5,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 ̸= 0, 𝐶5 и 𝐶6 — константы.

2. 0 < 𝐾 < 4

В этом случае получается решение

𝑢𝑚 = 𝐶1 tg(φ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3

на сетке

𝑥𝑚 = 𝐶4 tg(φ𝑚+ 𝐶5) + 𝐶6
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где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 ̸= 0, 𝐶5 и 𝐶6 — константы. Здесь

φ = arccos

(︃√
𝐾

2

)︃
.

3. При 𝐾 > 4 получается решение

𝑢𝑚 = 𝐶1 tanh(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3

или

𝑢𝑚 = 𝐶1 coth(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3

или

𝑢𝑚 = 𝐶1µ
𝑚
1,2 + 𝐶2 = 𝐶1𝑒

±2ψ𝑚 + 𝐶2

на сетке

𝑥𝑚 = 𝐶4 tanh(ψ𝑚+ 𝐶5) + 𝐶6

или

𝑥𝑚 = 𝐶4 coth(ψ𝑚+ 𝐶5) + 𝐶6

или

𝑥𝑚 = 𝐶4µ
𝑚
1,2 + 𝐶5 = 𝐶4𝑒

±2ψ𝑚 + 𝐶5,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 ̸= 0, 𝐶5 и 𝐶6 — константы. Здесь

µ1,2 =
𝐾 − 2±

√
𝐾2 − 4𝐾

2
(2.51)

и

ψ =
1

2
ln |µ1| =

1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐾 − 2 +

√
𝐾2 − 4𝐾

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (2.52)

4. При 𝐾 < 0 получается решение

𝑢𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶1 tanh(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 четное

𝐶1 coth(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 нечетное

или

𝑢𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶1 coth(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 четное

𝐶1 tanh(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 нечетное
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или

𝑢𝑚 = 𝐶1µ
𝑚
1,2 + 𝐶2 = 𝐶1(−1)𝑚𝑒±2ψ𝑚 + 𝐶2

на сетке

𝑥𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶4 tanh(ψ𝑚+ 𝐶5) + 𝐶6 если 𝑚 четное

𝐶4 coth(ψ𝑚+ 𝐶5) + 𝐶6 если 𝑚 нечетное

или

𝑥𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶1 coth(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 четное

𝐶1 tanh(ψ𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 нечетное

или

𝑥𝑚 = 𝐶4µ
𝑚
1,2 + 𝐶5 = 𝐶4(−1)𝑚𝑒±2ψ𝑚 + 𝐶5,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 ̸= 0, 𝐶5 и 𝐶6 — константы. Здесь µ1,2 иψ задаются

с помощью (2.51) и (2.52) соответственно.

Замечание 2.3.1. Все приведенные решения для произвольного 𝐾 ̸= 0 могут

быть представлены в единообразной форме

𝑢𝑚 =
1

α𝑥𝑚 + β
+ γ или 𝑢𝑚 = α𝑥𝑚 + β,

где α ̸= 0, β и γ — константы. Эти решения должны быть рассмотрены на

соответствующих сетках, которые различаются для различных значений пара­

метра𝐾. Таким образом, дискретизация (2.50) дает точное решение ОДУ (2.49)

при 𝑀 = 0. В случае 𝐾 = 4 это было замечено в [18; 19], где результат был

по сути угадан и затем проверен. Здесь результат получен с помощью решений

сопряженного уравнения и первых интегралов.

Случай 𝑀 ̸= 0.
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В качестве дискретизации рассмотрим схему

𝐹 =
(𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+1)(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)

(𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+2)(𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚)
− (𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+1)(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚)

(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+2)(𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚)

×
(︂
1− 𝑀

6
(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚)(𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1)

)︂
= 0,

Ω(𝑥𝑚+3 − 𝑥𝑚+2, 𝑥𝑚+2 − 𝑥𝑚+1, 𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚) = 0.

Она допускает симметрии (2.12) и (2.13). Будем искать решения на равномерной

сетке

Ω = 𝑥𝑚+1 − 𝑥𝑚 − ℎ = 0,

где ℎ > 0 — константа. Первое уравнение примет форму

𝐹 =
(𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+1)(𝑢𝑚+2 − 𝑢𝑚)

(𝑢𝑚+3 − 𝑢𝑚+2)(𝑢𝑚+1 − 𝑢𝑚)
− 𝐾̄ = 0, (2.53)

где

𝐾̄ = 4

(︂
1− 𝑀

2
ℎ2

)︂
.

Для уравнения (2.53) можно воспользоваться результатами, полученными

для (2.45) в Примере 2.3.2. Поскольку ℎ ̸= 0, то и 𝐾̄ ̸= 4. В нетривиальных

случаях 𝐾̄ ̸= 0 существует три возможности.

1. При 0 < 𝐾̄ < 4 (𝑀 > 0, 0 < ℎ <
√︀

2/𝑀) получается решение

𝑢𝑚 = 𝐶1 tg(φ̄𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 и 𝐶3 — константы, на сетке

𝑥𝑚 = 𝑥0 + ℎ𝑚. (2.54)

Здесь

φ̄ = arccos

(︃√
𝐾̄

2

)︃
.

2. При 𝐾̄ > 4 (𝑀 < 0) решение имеет вид

𝑢𝑚 = 𝐶1 tanh(ψ̄𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3
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или

𝑢𝑚 = 𝐶1 coth(ψ̄𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3

или

𝑢𝑚 = 𝐶1µ̄
𝑚
1,2 + 𝐶2 = 𝐶1𝑒

±2ψ̄𝑚 + 𝐶2,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 и 𝐶3 — константы, на равномерной сетке (2.54). Здесь

µ̄1,2 =
𝐾̄ − 2±

√
𝐾̄2 − 4𝐾̄

2
(2.55)

и

ψ̄ =
1

2
ln |µ̄1| =

1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐾̄ − 2 +

√
𝐾̄2 − 4𝐾̄

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (2.56)

3. В случае 𝐾̄ < 0 (𝑀 > 0, ℎ >
√︀

2/𝑀) получается решение

𝑢𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶1 tanh(ψ̄𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 четное

𝐶1 coth(ψ̄𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 нечетное

или

𝑢𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶1 coth(ψ̄𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 четное

𝐶1 tanh(ψ̄𝑚+ 𝐶2) + 𝐶3 если 𝑚 нечетное

или

𝑢𝑚 = 𝐶1µ̄
𝑚
1,2 + 𝐶2 = 𝐶1(−1)𝑚𝑒±2ψ̄𝑚 + 𝐶2,

где 𝐶1 ̸= 0, 𝐶2 и 𝐶3 — константы, на равномерной сетке (2.54). Здесь

µ̄1,2 и ψ̄ задаются уравнениями (2.55) и (2.56).

Из-за требования ℎ >
√︀

2/𝑀 в данном случае полученная дискретиза­

ция не позволяет должным образом производить сгущение сетки.

□

2.4 Заключительные замечания

Метод сопряженных уравнений работает и в случаях, когда для уравне­

ния не существует функции Лагранжа или Гамильтона. Метод применим для
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интегрирования как обыкновенных дифференциальных уравнений, так и урав­

нений в частных производных. В первой части данной главы с его помощью

были найдены первые интегралы нелинейных ОДУ третьего порядка. Во второй

части главы метод адаптирован на случай обыкновенных разностных уравне­

ний и использован для интегрирования четырехточечной схемы, переходящей

в континуальном пределе в уравнение Шварца (2.15). Также был рассмотрен

простой пример уравнения линейного гармонического осциллятора, когда функ­

ция Лагранжа существует. Анализируя приведенные примеры, можно сделать

следующие выводы:

– С помощью метода сопряженного уравнения можно находить полные

наборы функционально независимых первых интегралов дифференци­

альных уравнений и разностных систем, что, в свою очередь, позволяет

получать общие решения этих уравнений, если первых интегралов

достаточно. Если найденных первых интегралов не достаточно для пол­

ного интегрирования уравнений, то метод позволяет понижать порядок

разностной системы.

– Инвариантная схема для ОДУ (2.15) при 𝑀 = 0 оказывается точной:

решения разностной системы в точности совпадают с решениями исход­

ного ОДУ.

– Метод сопряженного уравнения достаточно конструктивен. Для его

применения необходимо знать алгебру симметрий разностного урав­

нения и по крайней мере некоторые частные решения сопряженного

уравнения. Знание решений исходного дифференциального уравнения

при этом не требуется.

В данной главе были рассмотрены только обыкновенные разностные урав­

нения. Однако, представленный метод может быть расширен и на случаи

дифференциально–разностных уравнений и разностных уравнений в частных

производных.
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Глава 3. Симметрии, разностные схемы и законы сохранения для

волновых уравнений

В настоящей главе рассматриваются линейное и нелинейное волновые

уравнения. В первом разделе приводятся общие сведения и основные обозна­

чения, касающиеся разностных схем уравнений второго порядка в частных

производных. Применение разностного аналога тождества Нётер [1; 2; 14; 21]

в случае уравнений в частных производных затруднено в связи с появлением

в тождестве «дифференциальных» частных производных независимых пере­

менных. Более эффективным в данном случае оказывается так называемый

прямой метод, которые описан во втором разделе. В третьем разделе с по­

мощью прямого метода находятся законы сохранения для схемы линейного

волнового уравнения. Затем с помощью того же метода строится инвариантная

конечно–разностная схема для нелинейного волнового уравнения, возникаю­

щее в эластодинамике [76], обладающая законами сохранения. Показывается,

что на 9–точечном разностном шаблоне не существует полиномиальных раз­

ностных схем нелинейного волнового уравнения, обладающих всеми законами

сохранения, и производится классификация таких схем по количеству законов

сохранения.

3.1 Инвариантные разностные схемы уравнений второго порядка,

обладающие законами сохранения

В данном разделе приводятся обобщения основных понятий и обозначений

обыкновенных разностных инвариантных схем на случай двух независимых пе­

ременных. Далее буду рассмотрены разностные схемы уравнений в частных

производных второго порядка.

Значения независимых переменных в узлах разностной сетки обознача­

ются как

𝑡𝑛+𝑗, 𝑥𝑚+𝑖, 𝑢𝑛+𝑗
𝑚+𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ Z. (3.1)

Изменение пространственной координаты 𝑥 и соответствующих индексов

𝑚 + 𝑖 идет по горизонтальной оси.

Изменение временной координаты 𝑡 и соответствующих индексов 𝑛 + 𝑗

— по вертикальной оси.
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Наравне с указанными будут использоваться следующие обозначения:

𝑡𝑛−1 ≡ 𝑡, 𝑡𝑛 ≡ 𝑡, 𝑡𝑛+1 ≡ 𝑡,

𝑥𝑚−1 ≡ 𝑥−, 𝑥𝑚 ≡ 𝑥, 𝑥𝑚+1 ≡ 𝑥+,

𝑢𝑛−1
𝑚−1 ≡ 𝑢̌−, 𝑢𝑛−1

𝑚 ≡ 𝑢̌, 𝑢𝑛−1
𝑚+1 ≡ 𝑢̌+,

𝑢𝑛𝑚−1 ≡ 𝑢−, 𝑢𝑛𝑚 ≡ 𝑢, 𝑢𝑛𝑚+1 ≡ 𝑢+,

𝑢𝑛+1
𝑚−1 ≡ 𝑢̂−, 𝑢𝑛+1

𝑚 ≡ 𝑢̂, 𝑢𝑛+1
𝑚+1 ≡ 𝑢̂+.

Через (t,x,u) обозначим шаблон – подмножество (3.1), конкретный вид

которого заранее не определен и будет выбираться для каждой конкретной схе­

мы отдельно.

Расстояния между соседними точками шаблона (шаги разностной сетки)

будут обозначаться как

ℎ𝑚+𝑘 = 𝑥𝑚+𝑘+1 − 𝑥𝑚+𝑘, τ𝑛+𝑙 = 𝑡𝑛+𝑙+1 − 𝑡𝑛+𝑙, 𝑘, 𝑙 ∈ Z.

И, в случае равномерной сетки,

ℎ𝑚+𝑘 = ℎ = const, τ𝑛+𝑙 = τ = const, 𝑘, 𝑙 ∈ Z. (3.2)

Операторы разностного сдвига и разностного дифференцирования зада­

ются следующим образом:

𝑆
±ℎ

𝑘 : 𝑚 ↦→ 𝑚± 𝑘, 𝑆
±τ

𝑘 : 𝑛 ↦→ 𝑛± 𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .

𝐷
+ℎ

=
𝑆
+ℎ

−1

ℎ𝑚
, 𝐷

−ℎ
=

1− 𝑆
−ℎ

ℎ𝑚−1
,

𝐷
+τ

=
𝑆
+τ

−1

τ𝑛
, 𝐷

−τ
=

1− 𝑆
−τ

τ𝑛−1
.

С помощью операторов разностного дифференцирования могут быть записаны

разностные производные:

𝑢𝑥 =
𝑢𝑛𝑚+1 − 𝑢𝑛𝑚

ℎ𝑚
= 𝐷

+ℎ
(𝑢), 𝑢𝑥̄ =

𝑢𝑛𝑚 − 𝑢𝑛𝑚−1

ℎ𝑚−1
= 𝐷

−ℎ
(𝑢), 𝑢𝑥𝑥̄ = 𝐷

+ℎ
𝐷
−ℎ
(𝑢),

𝑢𝑡 =
𝑢𝑛+1
𝑚 − 𝑢𝑛𝑚
τ𝑛

= 𝐷
+τ
(𝑢), 𝑢𝑡 =

𝑢𝑛𝑚 − 𝑢𝑛−1
𝑚

τ𝑛−1
= 𝐷

−τ
(𝑢), 𝑢𝑡𝑡 = 𝐷

+τ
𝐷
−τ
(𝑢),

𝑢̂𝑥 = 𝑆
+τ
(𝑢𝑥), 𝑢̂𝑥̄ = 𝑆

+τ
(𝑢𝑥̄), 𝑢̌𝑥 = 𝑆

−τ
(𝑢𝑥), 𝑢̌𝑥̄ = 𝑆

−τ
(𝑢𝑥̄), 𝑢+𝑡 = 𝑆

+ℎ
(𝑢𝑡)
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и т. д.

В случае равномерной разностной сетки (3.2) вторые разностные произ­

водные имеют простой вид:

𝑢𝑥𝑥̄ =
𝑢𝑛𝑚+1 − 2𝑢𝑛𝑚 + 𝑢𝑛𝑚−1

ℎ2
, 𝑢𝑡𝑡 =

𝑢𝑛+1
𝑚 − 2𝑢𝑛𝑚 + 𝑢𝑛−1

𝑚

τ2
.

В общем виде разностная схема для уравнения второго порядка записы­

вается как:

Δℎ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐹 (t,x,u) = 0,

Ω1(t,x,u) = 0,

Ω2(t,x,u) = 0,

(3.3)

где функция 𝐹 аппроксимирует дифференциальное уравнение, а Ω1,Ω2 — се­

точные уравнения.

Пусть задана некоторая алгебра Ли операторов

𝑋𝑘 = ξ
𝑡
𝑘(𝑡,𝑥,𝑢)

𝜕

𝜕𝑡
+ ξ𝑥𝑘(𝑡,𝑥,𝑢)

𝜕

𝜕𝑥
+ η𝑘(𝑡,𝑥,𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟,

соответствующая 𝑟–параметрической группе преобразований𝐺𝑟. Как и в случае

одной независимой переменной разностным инвариантом группы 𝐺𝑟 в много­

мерном случае называется функция

𝐼 = 𝐼(t,x,u), (3.4)

для которой справедливо условие:

𝑋𝑖𝐼 ≡ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, (3.5)

где операторы 𝑋𝑖 должны быть продолжены на разностный шаблон (t,x,u)

[1; 2; 13].

Разностное уравнение 𝐻(t,x,u) = 0 будет инвариантным по отношению

к действию 𝐺𝑟, если [1; 2]

𝑋𝑖𝐻|[𝐻] = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟,

где через [𝐻] обозначено само уравнение и его разностные следствия.
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Схема вида (3.3) инвариантна тогда и только тогда, когда

𝑋𝑖𝐹 |[Δℎ] = 0, 𝑋𝑖Ω
𝑘|[Δℎ] = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, 𝑘 = 1, 2. (3.6)

где через [Δℎ] обозначена система (3.3) вместе со всеми ее разностными след­

ствиями.

Если уравнения схемы (3.3) составлены из инвариантов вида (3.4), то схе­

ма будет удовлетворять приведенным условиям (3.6).

Разностным законом сохранения системы (3.3) называется дивергентное

выражение

Φ(t,x,u) = 𝐷
+τ
(Φ𝑡(t,x,u)) + 𝐷

+ℎ
(Φ𝑥(t,x,u)), (3.7)

которое на решениях этой системы обращается в ноль, т. е.:

Φ|[Δℎ] = 0.

Для разностных законов сохранения справедливо соотношение:

Φ = Λ𝐹,

где Λ = Λ(t,x,u) называется интегрирующим множителем.

Если интегрирующий множитель известен, то может быть найден соот­

ветствующий ему закон сохранения.

Для поиска интегрирующих множителей удобно использовать прямой ме­

тод.

3.2 Прямой метод поиска законов сохранения инвариантных

разностных схем

Рассмотрим сначала прямой метод для дифференциальных уравнений.

Дифференциальный оператор Эйлера, заданный на функции двух переменных

𝑢(𝑥1, 𝑥2), имеет вид:

𝐸𝑢 =
𝜕

𝜕𝑢
+

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘 𝐷𝑖1 · · ·𝐷𝑖𝑘

(︂
𝜕

𝜕𝑢𝑖1...𝑖𝑘

)︂
(1 ⩽ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ⩽ 2), (3.8)

где через 𝑢𝑖1...𝑖𝑘 обозначены частные производные 𝑢 по 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑘 .

Под действием оператора (3.8) тождественно обращаются в нуль любые

дифференцируемые по своим аргументам дивергентные выражения, заданные

на переменных 𝑥1, 𝑥2, 𝑢 и всех производных 𝑢 по 𝑥1, 𝑥2.
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Пусть имеется некоторое уравнение второго порядка:

𝑃 (𝑥1, 𝑥2, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢11, 𝑢12, 𝑢22) = 0,

обладающее законом сохранения

𝑄(𝑥1, 𝑥2, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢11, 𝑢12, 𝑢22) = 𝐷1(𝑄
1(𝑥1, 𝑥2, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2))

+𝐷2(𝑄
2(𝑥1, 𝑥2, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2)),

𝑄|[𝑃 ] = 0.

Тогда существует интегрирующий множитель𝑀(𝑥1, 𝑥2, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢11, 𝑢12, 𝑢22)

такой, что:

𝑄 = 𝑀𝑃.

Так как левая часть — полная производная, то полной производной будет и пра­

вая часть, и (в силу свойства оператора Эйлера) для правой части справедливо:

𝐸𝑢(𝑀𝑃 ) ≡ 0.

Поскольку уравнение 𝑃 задано, то из последнего тождества можно найти вид

интегрирующего множителя 𝑀 . Множество примеров применения прямого ме­

тода можно найти в [10; 11].

Разностный оператор Эйлера (в точке 𝑢) на равномерной сетке на шаблоне

(t,x,u) имеет вид [1; 2; 90]:

ℰ𝑢 =
∞∑︁

𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=−∞

𝑆
−τ

𝑘
𝑆
−ℎ

𝑙

(︃
𝜕

𝜕𝑢𝑛+𝑘
𝑚+𝑙

)︃
. (3.9)

Рассмотрим теперь разностный аналог прямого метода. Как и в диффе­

ренциальном случае, для произвольного разностного дивергентного выражения

(3.7) на сетке (3.2) справедливо свойство:

ℰ𝑢Φ|(3.2) = 0.

Таким образом, если известно разностное уравнение

𝐹 (t,x,u)|(3.2) = 0,
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то его интегрирующие множители Λ(t,x,u) могут быть найдены из условия:

ℰ𝑢(Λ𝐹 )|(3.2) = 0.

В отличие от дифференциального случая, в котором дифференциаль­

ное уравнение всегда задано, разностная аппроксимация 𝐹 обычно заранее не

известна. Если точный вид 𝐹 не известен, то можно рассматривать 𝐹 как раз­

ностное выражение с произвольными коэффициентами. С целью нахождения

значений этих коэффициентов можно использовать условия инвариантности

(3.6).

Кроме того, т. к. схема должна аппроксимировать дифференциальную

задачу, для уточнения вида 𝐹 можно применять метод неопределенных коэф­

фициентов [91].

Рассмотрим случай схемы, заданной на равномерной ортогональной сетке

(3.2), для которой применим оператор (3.9). Будем также предполагать, что все

операторы 𝑋1, . . . , 𝑋𝑟 группы 𝐺𝑟 оставляют неизменной равномерную ортого­

нальную сетку (3.2). Это равносильно выполнению равенств [1; 2]:

𝐷
+ℎ

𝐷
−ℎ
(ξ𝑥𝑘) = 0, 𝐷

+τ
𝐷
−τ
(ξ𝑡𝑘) = 0, (3.10)

𝐷
±ℎ
(ξ𝑡𝑘) = −𝐷

±τ
(ξ𝑥𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑟. (3.11)

Тогда система (3.3) упрощается и, вместе с условиями (3.5), можно записать

следующую систему уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δℎ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐹 (t,x,u) = 0,

ℎ𝑚+𝑖 = ℎ, 𝑖 ∈ Z,

τ𝑛+𝑗 = τ, 𝑗 ∈ Z.

𝑋𝑘𝐹 |[Δℎ] = 0,

𝐷
+ℎ

𝐷
−ℎ
(ξ𝑥𝑘) = 0,

𝐷
+τ

𝐷
−τ
(ξ𝑡𝑘) = 0,

𝐷
±ℎ
(ξ𝑡𝑘) = −𝐷

±τ
(ξ𝑥𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑟.

(3.12)

С целью отыскания множителей Λ и точного вида 𝐹 (если схема не задана),

последнюю систему дополним уравнениями:

ℰ𝑢(Λ𝑘(t,x,u)𝐹 (t,x,u)) ≡ 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟. (3.13)
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3.3 Примеры. Инвариантные разностные схемы волнового

уравнения, обладающие законами сохранения

3.3.1 Линейное волновое уравнение

Линейное волновое уравнение

𝑊 = 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 0, (3.14)

допускает следующий набор симметрий [65]:

𝑋∞ = [α1(𝑡+ 𝑥) + α2(𝑡− 𝑥)]
𝜕

𝜕𝑡
+ [α1(𝑡+ 𝑥)− α2(𝑡− 𝑥)]

𝜕

𝜕𝑥

+ [𝐶𝑢+ β1(𝑡+ 𝑥) + β2(𝑡− 𝑥)]
𝜕

𝜕𝑢
,

где α1,α2,β1 и β2 — произвольные функции своих аргументов, и 𝐶 — констан­

та. Здесь мы будем заниматься только конечными группами и ограничимся

рассмотрением следующего набора операторов:

𝑋1 =
𝜕
𝜕𝑢 , 𝑋2 =

𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋3 =

𝜕
𝜕𝑡 ,

𝑋4 = 𝑡 𝜕
𝜕𝑢 , 𝑋5 = 𝑥 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑡 𝜕
𝜕𝑡 + 𝑢 𝜕

𝜕𝑢

и

𝑋α = α(𝑡,𝑥)
𝜕

𝜕𝑢
,

где α(𝑡,𝑥) — произвольное решение уравнения (3.14). Последний оператор эк­

вивалентен линейности уравнения.

Для получения законов сохранения используем тождество Нётер [9; 38].

Уравнение (3.14) может быть получено как уравнение Эйлера-Лагранжа

из лагранжиана:

𝐿 =
𝑢2𝑥 − 𝑢2𝑡

2
. (3.15)

Лагранжиан (3.15) инвариантен по отношению к симметриям 𝑋1–𝑋4. Закон

сохранения, соответствующий симметрии 𝑋4 – дивергентный:

𝑋4(𝐿) + 𝐿(𝐷𝑥(ξ
𝑥
4) +𝐷𝑡(ξ

𝑡
4)) = 𝐷𝑡(𝑢).

Используя теорему Нётер, можно получить четыре закона сохранения.

Выпишем эти законы и соответствующие им интегрирующие множители 𝑀 :
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𝑀1 = 1, 𝐷𝑡 (𝑢𝑡)−𝐷𝑥 (𝑢𝑥) = 0, (3.16a)

𝑀2 = 𝑢𝑥, 𝐷𝑡 (𝑢𝑡𝑢𝑥)−𝐷𝑥

(︁
𝑢2
𝑡+𝑢2

𝑥

2

)︁
= 0, (3.16b)

𝑀3 = 𝑢𝑡, 𝐷𝑡

(︁
𝑢2
𝑡+𝑢2

𝑥

2

)︁
−𝐷𝑥 (𝑢𝑡𝑢𝑥) = 0, (3.16c)

𝑀4 = 𝑡, 𝐷𝑡 (𝑡𝑢𝑡 − 𝑢)−𝐷𝑥 (𝑡𝑢𝑥) = 0. (3.16d)

Построим инвариантную разсностную схему уравнения (3.14) на сетке

(3.2), обладающую разностными аналогами законов сохранения (3.16).

В качестве шаблона для схемы выберем 5-точечный «крест» (Рис. 3.1).

Операторы 𝑋1–𝑋5 сохраняют ортогональность и равномерность сетки, т. к. для

m-1 Textm+1m,n

n+1

n-1

Рисунок 3.1 — 5-точечный шаблон «крест»

них выполняются все условия (3.10)–(3.11). Оператор 𝑋α в общем случае не

удовлетворяет условиям (3.10)–(3.11), поэтому займемся поиском обладающей

законами сохранения схемы, инвариантной по отношению к операторам 𝑋1–𝑋5.

Случай уравнения (3.14) достаточно прост, ввиду чего будем предполагать

вид самой схемы известным:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝒲 = 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥̄ = 0,

ℎ𝑚+𝑘 = ℎ = const, 𝑘 ∈ Z,

τ𝑛+𝑙 = τ = const, 𝑙 ∈ Z.

(3.17)

Все уравнения схемы (3.17) инварианты по отношению к действию операторов

𝑋1–𝑋5. Полученная схема — линейная, что эквивалентно инвариантности по

отношению к следующему оператору

𝑋6 = β(x,u)
𝜕

𝜕𝑢
+ . . . ,

где β — любое решение той же схемы.
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Эта схема аппроксимирует уравнение (3.14) со вторым порядком точно­

сти по ℎ и по τ.

Первое уравнение схемы (3.17) может быть переписано в дивергентной

форме:

𝐷
−τ
(𝑢𝑡)− 𝐷

−ℎ
(𝑢𝑥) = 0,

и это дает разностный аналог первого закона сохранения (3.16a), соответству­

ющий постоянному множителю.

Из

ℰ𝑢(𝑡𝒲) ≡ 0

видно, что 𝑡 будет интегрирующим множителем, и:

𝑡(𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥̄) = 𝐷
−τ
(𝑡𝑢𝑡 − 𝑢)− 𝐷

−ℎ
(𝑡𝑢𝑥) = 0,

что соответствует последнему закону сохранения (3.16d).

Остается найти два закона сохранения с интегрирующими множителями,

соответствующими (3.16b),(3.16c).

Будем искать интегрирующие множители, заданные на выбранном шаб­

лоне, исходя из соотношения общего вида:

Λ𝑧 = 𝑧1𝑢
𝑛
𝑚 + 𝑧2𝑢

𝑛
𝑚−1 + 𝑧3𝑢

𝑛
𝑚+1 + 𝑧4𝑢

𝑛−1
𝑚 + 𝑧5𝑢

𝑛+1
𝑚 ,

где 𝑧1, . . . , 𝑧5 — некоторые константы.

Рассмотрим тождество:

ℰ𝑢 (Λ𝑧𝒲) ≡ 0.

После упрощений и приведения подобных членов:

ℰ𝑢 (Λ𝑧𝒲) ≡ 𝑧4 + 𝑧5
τ2

(𝑢𝑛−2
𝑚 + 𝑢𝑛+2

𝑚 )− 𝑧2 + 𝑧3
ℎ2

(𝑢𝑛𝑚−2 + 𝑢𝑛𝑚+2)

+

(︂
𝑧2 + 𝑧3
τ2

− 𝑧4 + 𝑧5
ℎ2

)︂
(𝑢𝑛−1

𝑚−1 + 𝑢𝑛−1
𝑚+1 + 𝑢𝑛+1

𝑚−1 + 𝑢𝑛+1
𝑚+1)

+ 2

(︂
2𝑧1 − 𝑧2 − 𝑧3

ℎ2
− 2𝑧1 − 𝑧4 − 𝑧5

τ2

)︂
𝑢𝑛𝑚

+ 2

(︂
𝑧2 + 𝑧3 − 𝑧1

ℎ2
− 𝑧2 + 𝑧3

τ2

)︂
(𝑢𝑛𝑚−1 + 𝑢𝑛𝑚+1)

+ 2

(︂
𝑧4 + 𝑧5
ℎ2

+
𝑧1 − 𝑧4 − 𝑧5

τ2

)︂
(𝑢𝑛−1

𝑚 + 𝑢𝑛+1
𝑚 ) ≡ 0.
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Поскольку это выражение должно равняться нулю тождественно, то все входя­

щие в него множители, составленные из постоянных коэффициентов, должны

равняться нулю. Решая получившуюся линейную систему на коэффициенты,

получим:

𝑧1 = 0, 𝑧3 = −𝑧2, 𝑧5 = −𝑧4.

Откуда:

Λ𝑧 = 𝑧2(𝑢
𝑛
𝑚−1 − 𝑢𝑛𝑚+1) + 𝑧4(𝑢

𝑛−1
𝑚 − 𝑢𝑛+1

𝑚 ) ≡ −2𝑧2
𝑢𝑥 + 𝑢𝑥̄

2
− 2𝑧4

𝑢𝑡 + 𝑢̌𝑡
2

.

Возьмем тогда интегрирующие множители в виде

Λ2 =
𝑢𝑥 + 𝑢𝑥̄

2
, Λ3 =

𝑢𝑡 + 𝑢̌𝑡
2

.

Они аппроксимируют соответственно 𝑀2 = 𝑢𝑥 и 𝑀3 = 𝑢𝑡 из (3.16b) и (3.16c).

Остается записать законы сохранения, соответствующие этим множите­

лям. Для этого воспользуемся следующим полезным наблюдением. В диффе­

ренциальном случае поток закона сохранения может быть выражен из (3.16b)

с помощью интегрирующего множителя и исходного уравнения:

𝐷𝑡(𝑀2𝑢𝑡)−𝑀2𝑊 = 𝐷𝑥

(︂
𝑢2𝑡 + 𝑢2𝑥

2

)︂
.

В разностном случае это соотношение сохраняется:

𝐷
−τ

(︂
𝑢𝑡 𝑆

+τ
(Λ2)

)︂
− Λ2𝒲 = 𝐷

−ℎ

(︂
𝑢𝑡𝑢

+
𝑡 + 𝑢2𝑥
2

)︂
,

т. е. можно записать закон сохранения, соответствующий (3.16b), в виде:

𝐷
−τ

(︂
𝑢𝑡

𝑢̂𝑥 + 𝑢̂𝑥̄
2

)︂
− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑢𝑡𝑢

+
𝑡 + 𝑢2𝑥
2

)︂
= 0.

Полностью аналогично получается закон сохранения, соответствующий множи­

телю Λ3.

Итак, в результате получена инвариантная разностная схема (3.17), обла­

дающая четырьмя законами сохранения:

Λ1 = 1, 𝐷
−τ
(𝑢𝑡)− 𝐷

−ℎ
(𝑢𝑥) = 0,

Λ2 =
𝑢𝑥 + 𝑢𝑥̄

2
, 𝐷

−τ

(︂
𝑢𝑡

𝑢̂𝑥 + 𝑢̂𝑥̄
2

)︂
− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑢𝑡𝑢

+
𝑡 + 𝑢2𝑥
2

)︂
= 0,

Λ3 =
𝑢𝑡 + 𝑢̌𝑡

2
, 𝐷

−τ

(︂
𝑢𝑥𝑢̂𝑥 + 𝑢2𝑡

2

)︂
− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑢𝑥

𝑢+𝑡 + 𝑢̌+𝑡
2

)︂
= 0,

Λ4 = 𝑡, 𝐷
−τ
(𝑡𝑢𝑡 − 𝑢)− 𝐷

−ℎ
(𝑡𝑢𝑥) = 0.
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3.3.2 Нелинейное волновое уравнение

Рассмотрим следующее нелинейное волновое уравнение [76]

𝑊 ′
NL = 𝑢𝑡′𝑡′ − (𝐾 + 𝑢2𝑥′)𝑢𝑥′𝑥′ = 0, 𝐾 = const.

С помощью замены

𝑡′ = 𝑡/𝐾, 𝑥′ = 𝑥/
√
𝐾, 𝐾 ̸= 0.

оно приводится к более простому виду:

𝑊NL = 𝑢𝑡𝑡 − (1 + 𝑢2𝑥)𝑢𝑥𝑥 = 0. (3.18)

Это уравнение допускает следующие пять симметрий

𝑋1 =
𝜕
𝜕𝑢 , 𝑋2 =

𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋3 =

𝜕
𝜕𝑡 ,

𝑋4 = 𝑡 𝜕
𝜕𝑢 , 𝑋5 = 𝑥 𝜕

𝜕𝑥 + 𝑡 𝜕
𝜕𝑡 + 𝑢 𝜕

𝜕𝑢 .

(3.19)

Уравнение (3.18) может быть получено как уравнение Эйлера-Лагранжа из

лагранжиана

𝐿𝑁 =
𝑢2𝑥 − 𝑢2𝑡

2
+

𝑢4𝑥
12

,

инвариантного относительно 𝑋1–𝑋4.

Используя теорему Нётер, получим четыре закона сохранения и интегри­

рующие множители

𝑀1 = 1, 𝐷𝑡 (𝑢𝑡)−𝐷𝑥

(︁
𝑢𝑥 +

𝑢3
𝑥

3

)︁
= 0, (3.20a)

𝑀2 = 𝑢𝑥, 𝐷𝑡 (𝑢𝑡𝑢𝑥)−𝐷𝑥

(︁
𝑢2
𝑡+𝑢2

𝑥

2 + 𝑢4
𝑥

4

)︁
= 0, (3.20b)

𝑀3 = 𝑢𝑡, 𝐷𝑡

(︁
𝑢2
𝑡+𝑢2

𝑥

2 + 𝑢4
𝑥

12

)︁
−𝐷𝑥

(︁
𝑢𝑡𝑢𝑥

(︁
1 + 𝑢2

𝑥

3

)︁)︁
= 0, (3.20c)

𝑀4 = 𝑡, 𝐷𝑡 (𝑡𝑢𝑡 − 𝑢)−𝐷𝑥

(︁
𝑡
(︁
𝑢𝑥 +

𝑢3
𝑥

3

)︁)︁
= 0. (3.20d)

Перейдем к разностному случаю и попробуем искать схемы на шаблоне

«крест» (Рис. 3.1) равномерной ортогональной сетки, инвариантной относитель­

но всех операторов. Нетрудно (по аналогии с линейным случаем) найти схемы,

обладающие двумя законами сохранения, которые соответствуют симметриям

𝑋1, 𝑋4. В качестве примера приведем схему:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥̄ − 𝑢3

𝑥−𝑢3
𝑥̄

3ℎ = 0,

ℎ+ = ℎ− = ℎ = const,

τ̂ = τ̌ = τ = const

(3.21)
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с законами сохранения

Λ1 = 1, 𝐷
−τ
(𝑢𝑡)− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑢𝑥 +

𝑢3𝑥
3

)︂
= 0,

Λ4 = 𝑡, 𝐷
−τ
(𝑡𝑢𝑡 − 𝑢)− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑡𝑢𝑥 + 𝑡

𝑢3𝑥
3

)︂
= 0.

Подобных схем существует бесконечное множество, поскольку любую дивер­

гентную аппроксимацию исходного уравнения можно умножить на 1 и 𝑡 с

сохранением дивергентности. Но можно показать, что на шаблоне «крест» не

существует полиномиальных схем более чем с двумя законами сохранения,

причем эти законы сохранения соответствуют симметриям 𝑋1 и 𝑋4, как и в

примере (3.21). Это будет вытекать в качестве следствия из последующих рас­

суждений для расширенного, 9-точечного, шаблона.

На шаблоне «крест» также существуют недивергентные схемы с одним

законом сохранения вида (3.20b). Пример такой схемы будет приведен ниже как

частный случай, который получается при поиске схем на 9-точечном шаблоне.

Итак, будем теперь искать схему на 9-точечном шаблоне (Рис. 3.2) на

равномерной ортогональной сетке (3.2).

Тогда схема записывается на следующем множестве переменных:

(t,x,u) ≡
(︀
𝑡, 𝑡, 𝑡, 𝑥−, 𝑥, 𝑥+, 𝑢̌−, 𝑢̌, 𝑢̌+, 𝑢−, 𝑢, 𝑢+, 𝑢̂−, 𝑢̂, 𝑢̂+

)︀
≡
(︀
𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1, 𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1, 𝑢

𝑛−1
𝑚−1, 𝑢

𝑛−1
𝑚 , 𝑢𝑛−1

𝑚+1,

𝑢𝑛𝑚−1, 𝑢
𝑛
𝑚, 𝑢

𝑛
𝑚+1, 𝑢

𝑛+1
𝑚−1, 𝑢

𝑛+1
𝑚 , 𝑢𝑛+1

𝑚+1

)︀
.

(3.22)

Text

n-1

n+1

n

m+1m-1 m

Рисунок 3.2 — 9-точечный шаблон

Поскольку уравнение (3.18) есть полином по 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑡𝑡, будем искать схе­

му, представимую в виде некоторого полинома, заданного на шаблоне (3.22).
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Так как схема должна быть инвариантной, и симметрия 𝑋1 из списка (3.19)

требует, чтобы первое уравнение схемы (3.12) обладало интегрирующим множи­

телем Λ1 = 1, то оно должно быть представимо в дивергентной форме. Поэтому

будем искать его в виде дивергентного соотношения:

𝐹 (t,x,u) ≡ 𝒲NL = 𝐷
+τ
(Φ𝑡) + 𝐷

+ℎ
(Φ𝑥) = 0, (3.23)

где Φ𝑡 и Φ𝑥 — разностные полиномы, аппроксимирующие соответственно плот­

ность и поток закона сохранения (3.20a).

Из вида (3.20a) понятно, что Φ𝑡 будет представлять собой линейное выра­

жение, а Φ𝑥 — некоторый полином третьей степени.

Итак, зададим Φ𝑡 как произвольное линейное выражение на шести точ­

ках 𝑢,𝑢+,𝑢−,𝑢̌,𝑢̌+,𝑢̌−:

Φ𝑡 = 𝑎1𝑢+ 𝑎2𝑢+ + 𝑎3𝑢− + 𝑎4𝑢̌+ 𝑎5𝑢̌+ + 𝑎6𝑢̌−, (3.24)

где a = (𝑎1, . . . , 𝑎6)— произвольные вещественные коэффициенты. Важно взять

именно шесть точек, чтобы не выйти за пределы 9-точечного шаблона в резуль­

тате действия оператора 𝐷
+τ

на Φ𝑡.

Φ𝑥 — произвольный полином третьей степени на шести точках 𝑢,𝑢̂, 𝑢̌,

𝑢−,𝑢̂−, 𝑢̌−:

Φ𝑥 = 𝐴1𝑢
3 + · · ·+ 𝐴6(𝑢̌−)

3 +

+𝐵1
1𝑢

2𝑢̂+𝐵2
1𝑢𝑢̂

2 + · · ·+𝐵1
15(𝑢̂−)

2𝑢̌− +𝐵2
15𝑢̂−(𝑢̌−)

2 +

+ 𝐶1𝑢𝑢̂𝑢̌+ · · ·+ 𝐶20𝑢−𝑢̂−𝑢̌− +

+ 𝐸1𝑢
2 + · · ·+ 𝐸6(𝑢̌−)

2 +

+ 𝐹1𝑢𝑢̂+ · · ·+ 𝐹15𝑢̂−𝑢̌− +

+𝐺1𝑢+ · · ·+𝐺6𝑢̌−,

где A = (𝐴1, . . . , 𝐴6), B = (𝐵1
1 , . . . , 𝐵

1
15, 𝐵2

1 , . . . , 𝐵
2
15), C = (𝐶1, . . . , 𝐶20),

E = (𝐸1, . . . , 𝐸6), F = (𝐹1, . . . , 𝐹15), G = (𝐺1, . . . , 𝐺6) — произвольные веще­

ственные коэффициеннты. Общее их количество равно 83 — это количество

всех возможных сочетаний из 6 точек, которые могут входить в полином степе­

ни три. Здесь, как и для (3.24) чтобы не выйти за пределы 9-точечного шаблона

в результате действия оператора 𝐷
+ℎ

на Φ𝑥, берется шесть точек шаблона.
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Интегрирующие множители будем искать как линейные функции вида

Λ𝑧 = 𝑧1𝑢+ 𝑧2𝑢+ + 𝑧3𝑢− + 𝑧4𝑢̂+ 𝑧5𝑢̂+ + 𝑧6𝑢̂− + 𝑧7𝑢̌+ 𝑧8𝑢̌+ + 𝑧9𝑢̌−, (3.25)

где z = (𝑧1, . . . , 𝑧9) — произвольные вещественные коэффициенты.

Итак, требуется найти коэффициенты a, A–G, z при которых, во-первых,

выполняются условия (3.12)–(3.13) и, во-вторых, (3.23) будет аппроксимировать

уравнение (3.18). При этом нахождение коэффициентов z даст все возможные

интегрирующие разностные множители, зависящие от 𝑢.

Учитывая, что для операторов (3.19) выполняются все условия

(3.10)–(3.11) и то, что уравнения вида (3.23) всегда инварианты относительно

действия симметрий 𝑋2, 𝑋3, запишем уравнения (3.12)–(3.13) в виде систе­

мы (3.12)

𝒲NL = 𝐷
+τ
(Φ𝑡) + 𝐷

+ℎ
(Φ𝑥) = 0, (3.26)

ℎ+ = ℎ− = ℎ, τ̌ = τ̂ = τ,

𝑋1𝒲NL =
𝜕

𝜕𝑢
(𝒲NL) = 0, (3.27)

𝑋4𝒲NL = 𝑡
𝜕

𝜕𝑢
(𝒲NL) = 0, (3.28)

ℰ𝑢(Λ𝑧 𝒲NL) ≡ 0. (3.29)

Уравнения (3.27)–(3.29), после расщепления по степеням точек шаблона, дают

громоздкую систему, состоящую из нескольких сотен билинейных уравнений

на коэффициенты a, A–G, z. Эта система совместна и из нее можно найти

большое количество параметризованных пар решений вида:(︀
Λ𝑘
𝑧 ,𝒲𝑘

NL

)︀
, 𝑘 = 1,2, . . . . (3.30)

В действительности, нет необходимости рассматривать все возможные решения.

Интерес представляют только те решения, которые в континуальном пределе

переходят в дифференциальные производные 𝑢𝑡, 𝑢𝑥 или их линейные комбина­

ции. Эти множители соответствуют законам сохранения типа (3.20b), (3.20c).

Начнем с закона сохранения (3.20b). Рассматривая различные пары (3.30),

в которых множители Λ𝑘
𝑧 переходят в пределе в 𝑢𝑥, можно заметить, что соот­

ветствующие им 𝒲𝑘
NL

аппроксимируют только линейные уравнения.

Анализ коэффициентов A, B, C, E, F показывает, что в рассматривае­

мом классе полиномиальных разностных схем не существует интегрирующих

множителей, аппроксимирующих множитель 𝑢𝑥 (3.25).
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Основываясь на этом, можно сделать вывод, что не существует полино­

миальной схемы (3.26), аппроксимирующей уравнение (3.18) и обладающей

разностным аналогом закона сохранения (3.20b). Вместе с тем, можно найти

множество пар вида (3.30), в которых 𝒲𝑘
NL

обладает законом сохранения типа

(3.20c). Среди них, по аналогии с линейным случаем, выберем решение

Λ3 =
𝑢̂− 𝑢̌

2τ
≡ 𝑢𝑡 + 𝑢̌𝑡

2
.

Это частное значение Λ𝑧 при 𝑧4 = 1/(2τ), 𝑧7 = −𝑧4, 𝑧𝑠 = 0 при 𝑠 ̸= 4, 7.

При указанных фиксированных значениях уравнение (3.29) оказывается

линейным и допускает единственное решение, которое имеет вид:

𝒲NL =
1

τ

[︁
𝑎3𝑢̂− − 𝑎5𝑢̌− + (𝑎5 − 𝑎3)𝑢− + 𝑢̌+𝑎3

− 𝑎5𝑢̂+ + 𝑢+ (𝑎5 − 𝑎3) + (𝑎4 + 𝑎6 + 𝑎3) 𝑢̌

+ (𝑎4 + 𝑎6 + 𝑎3) 𝑢̂− 2 (𝑎4 + 𝑎6 + 𝑎3)𝑢
]︁
+

1

ℎ

[︁
. . .
]︁
, (3.31)

где во второй квадратной скобке расположен громоздкий полином третьей сте­

пени, который ниже будет упрощен.

Для исключения оставшихся коэффициентов обратимся к методу неопре­

деленных коэффициентов [91]. Он заключается в том, чтобы разложить

оставшееся выражение (3.31) в ряд и, исходя из вида получившегося ряда, вы­

яснить значения еще не исключенных коэффициентов.
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Из (3.31) получаем:

𝒲NL = 6ℎ3
(︀
3𝐵2

4 +𝐵1
13 −𝐵2

15 + 2𝐶20

)︀
𝑢2𝑥𝑢𝑥𝑥

+ 2ℎ2 (𝐸13 + 2𝐹5 + 3𝐹6)𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥

− ℎ (𝐺3 +𝐺4 +𝐺5)𝑢𝑥𝑥

+

(︂
(𝐺3 +𝐺6) τ

2

ℎ
+ (2 𝑎3 + 𝑎4 − 𝑎5 + 𝑎6) τ

)︂
𝑢𝑡𝑡

+ 2
(︀
24 τ3 (𝐵4,2 +𝐵13,1)𝑢

2
𝑡 − 4 τ2 (𝐸13 − 𝐹5)𝑢𝑡 − (𝐺4 −𝐺5) τ− (𝑎3 + 𝑎5)ℎ

)︀
𝑢𝑡𝑥

+
1

12

(︂
(𝐺3 +𝐺6) τ

4

ℎ
+ (2 𝑎3 + 𝑎4 − 𝑎5 + 𝑎6) τ

3

)︂
𝑢𝑡𝑡𝑡𝑡

− 1

12
ℎ3 (𝐺3 +𝐺4 +𝐺5)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥

− 1

3

(︀
(𝐺4 −𝐺5)τ

3 + (𝑎3 + 𝑎5)ℎτ
2
)︀
𝑢𝑥𝑡𝑡𝑡

− 1

2

(︀
(𝐺4 +𝐺5)ℎτ

2 + (𝑎5 − 𝑎3)ℎ
2τ
)︀
𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥

− 1

3

(︀
(𝐺4 −𝐺5)ℎ

2τ+ (𝑎3 + 𝑎5)
)︀
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑡 +𝑂

(︀
(τ+ ℎ)4

)︀
.

Сравнивая с аппроксимируемым дифференциальным уравнением, получаем

𝐵2
4 =

1

2
𝐵2

15 − 𝐶20 +
1

12ℎ3
, 𝐸13 = 𝐹5 = −𝐹6,

𝐺4 = 𝐺5 = 𝑎3 = 𝑎5 = 0, 𝐺3 = −𝐺6,

𝐺6 = 1/ℎ, 𝑎4 = −𝑎6 − 1/τ.

При этом коэффициенты 𝐵1
13, 𝐶20, 𝐹6 могут быть взяты совершенно произволь­

но, т. к. они влияют лишь на члены более высоких порядков по ℎ и τ. Поэтому

просто приравняем их нулю.

После подстановки найденных значений и упрощений уравнение (3.31)

приобретает вид:

𝒲NL = 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥̄ −
1

6
𝐷
−ℎ

(︀
𝑢2𝑥 (𝑢̂𝑥 + 𝑢̌𝑥)

)︀
= 0,

и мы можем записать схему:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝒲NL = 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥̄ − 1

6 𝐷−ℎ

(︀
𝑢2𝑥 (𝑢̂𝑥 + 𝑢̌𝑥)

)︀
= 0,

ℎ+ = ℎ− = ℎ = const,

τ̂ = τ̌ = τ = const.

(3.32)
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Эта схема инвариантна и аппроксимирует (3.18) со вторым порядком точности

по ℎ и по τ. Она обладает тремя законам сохранения, которые (при уже извест­

ных интегрирующих множителях) находятся по аналогии с линейным случаем:

Λ1 = 1, 𝐷
−τ
(𝑢𝑡)− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑢𝑥

(︂
1 + 𝑢𝑥

𝑢̂𝑥 + 𝑢̌𝑥
6

)︂)︂
= 0,

Λ3 =
𝑢𝑡 + 𝑢̌𝑡

2
, 𝐷

−τ

(︂
𝑢𝑥𝑢̂𝑥 + 𝑢2𝑡

2
+

𝑢2𝑥𝑢̂
2
𝑥

12

)︂
− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑢𝑥

𝑢+𝑡 + 𝑢̌+𝑡
2

(︂
1 + 𝑢𝑥

𝑢̂𝑥 + 𝑢̌𝑥
6

)︂)︂
= 0,

Λ4 = 𝑡, 𝐷
−τ
(𝑡𝑢𝑡 − 𝑢)− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑡𝑢𝑥

(︂
1 + 𝑢𝑥

𝑢̂𝑥 + 𝑢̌𝑥
6

)︂)︂
= 0.

Ранее было выяснено, что не существует инвариантной полиномиальной

схемы вида (3.26), аппроксимирующей уравнение (3.18) и обладающей разност­

ным аналогом закона сохранения (3.20b).

Ослабив требования, можно найти схему с единственным законом сохра­

нения, который бы соответствовал (3.20b). Для этого будем искать недивергент­

ную схему, т. е. вместо выражения вида (3.26) попытаемся получить некоторое

(снова полиномиальное) разностное выражение𝒲*
NL

для которого выполнялось

бы условие вида (3.29):

ℰ𝑢(Λ*
𝑧 𝒲*

NL) ≡ 0,

где Λ*
𝑧 имеет тот же вид, что и (3.25). Повторяя практически ту же же са­

мую процедуру, что была проведена с целью получения схемы (3.32), получим

недивергентную схему: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥̄ − 𝑢2

𝑥+𝑢2
𝑥̄

2 𝑢𝑥𝑥̄ = 0,

ℎ+ = ℎ− = ℎ = const,

τ̂ = τ̌ = τ = const.

(3.33)

Она инвариантна по отношению к (3.19) и обладает одним законом сохране­

ния типа (3.20b):

Λ*
2 =

𝑢𝑥 + 𝑢𝑥̄
2

, 𝐷
−τ

(︂
𝑢𝑡
𝑢̂𝑥 + 𝑢̂𝑥̄

2

)︂
− 𝐷

−ℎ

(︂
𝑢𝑡𝑢

+
𝑡 + 𝑢2𝑥
2

+
𝑢4𝑥
4

)︂
= 0.

Эта схема задана на шаблоне «крест».
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3.4 Заключительные замечания

Итак, на 9-точечном шаблоне (3.22) на равномерной ортогональной сет­

ке (3.2) существуют инвариантные по отношению к действию операторов (3.19)

схемы трех классов:

1. Схемы, обладающие одним законом сохранения типа (3.20b). Пример

такой схемы дает схема (3.33).

2. Схемы, обладающие двумя законами сохранения типа (3.20a), (3.20d). В

качестве примера такой схемы можно привести (3.21) (как было указано

выше, подобных схем существует бесконечное число).

3. Схемы, обладающие тремя законами сохранения типа (3.20a), (3.20c),

(3.20d). Пример такой схемы дается системой (3.32).
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Глава 4. Групповая классификация уравнения Эйлера–Лагранжа

специального вида для течения жидкости и газа

Моделирование физических явлений в механике течения сплошных сред

может рассматриваться с двух различных позиций. Типичный подход осно­

ван на использовании эйлеровых координат. В этом случае параметры течения

в каждый отдельно взятый момент времени описываются в фиксированных

точках пространства. Напротив, подход Лагранжа основан на сопоставлении

каждой частице среды положения в пространстве, которое она занимала в

некоторый начальный момент времени (либо некоторого другого начального

параметра). Описание с помощью координат Лагранжа на практике оказывает­

ся часто слишком подробным и сложным, однако оно всегда подразумевается

при формулировке физических законов, однако, в некоторых случаях лагран­

жево описание несомненно полезно [92].

Многие физические модели в газодинамике, представленные в эйлеровых

координатах, могут быть рассмотрены как частные случаи общей модели, опи­

сываемой уравнениями [93]1

ρ̇+ ρ div(𝑢) = 0, ρ𝑢̇+∇𝑝 = 0,

𝑝 = ρδ𝑊
δρ

−𝑊 = ρ
(︁
𝜕𝑊
𝜕ρ − 𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝜕𝑊
𝜕ρ̇

)︁
− div

(︁
𝜕𝑊
𝜕ρ̇ 𝑢

)︁)︁
−𝑊,

(4.1)

где 𝑢 — скорость, ρ — плотность, 𝑊 — заданный потенциал, 𝑓 обозначает ма­

териальную производную 𝑓 : 𝑓 = 𝑑𝑓
𝑑𝑡 = 𝑓𝑡 + 𝑢∇𝑓 и δ𝑊

δρ
обозначает вариационную

производную 𝑊 по ρ при фиксированных значениях 𝑥 и 𝑢.

Представляют интерес следующие частные модели.

В случае изэнтропических течений политропного газа [75;95] функция 𝑊

определяется следующим образом

𝑊 (ρ) =
1

γ− 1
ργ.

Уравнения мелкой воды получаются в качестве аппроксимации потенциальных

течений несжимаемой жидкости [96; 97]. В случае плоского дна

𝑊 =
𝑔

2
ρ2,

1Обзор конкретных моделей вида (4.1) может быть найден, например, в [94].
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где 𝑔 — постоянная гравитации, а ρ — сумма высоты столбца жидкости и коор­

динаты дна в данной точке. В случае произвольного дна 𝑊 также зависит от

𝑥. Пусть форма дна задана функцией 𝐻 = 𝐻(𝑥). Тогда

𝑊 = γ1ρ(ρ−𝐻(𝑥)). (4.2)

Традиционно при составлении классических уравнений мелкой воды игно­

рирует нелинейные члены, описывающие адвективный перенос импульса,

возникающий вследствие зависимости горизонтальных потоков мелкой воды от

глубины [98;99]. Простая аппроксимация этого эффекта привела авторов [98;99]

к модифицированным уравнениям мелкой воды над плоским дном, для которых

𝑊 =
𝑔

2
ρ(ρ+𝐾 ln ρ), (4.3)

где 𝐾 — константа. Принимая во внимание оба этих свойства, можно прийти

к уравнениям мелкой воды с

𝑊 = γ1ρ(ρ+𝐾 ln ρ−𝐻(𝑥)). (4.4)

Следует заметить, что различные модели мелкой воды, включающие

производные старших порядков, такие как уравнения Серре-Су-Гарднера­

Грина-Нагди [100–102] и Буссинеска [96] также могут быть записаны в форме

(4.1).

Одна из важных задач моделирования физических процессов — пробле­

ма конструирования законов сохранения изучаемой модели. Законы сохранения

представляют собой фундаментальные законы природы и имеют широкое при­

менение в механике сплошных сред: они представляют практическую основу

для понимания эффектов, происходящих вследствие движения сплошной среде.

Более того, фундаментальные математические модели зачастую формулируют­

ся в форме законов сохранения.

Законы сохранения также важны при конструировании численных схем

[51]. В качестве примера можно упомянуть полностью консервативные схемы

одномерных уравнений газовой динамики [3] и магнитогидродинамики [62] (см.

также [53–55]).

Существует несколько методов отыскания законов сохранения [11;41;103].

Наиболее известный из них основан на теореме Нётер [38], которая устанавли­

вает связь симметрий дифференциальных уравнений с законами сохранения.
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Основное требование теоремы состоит в том, чтобы рассматриваемые урав­

нения получались с помощью вариационного принципа, т. е., они должны

являться уравнениями Эйлера-Лагранжа. Следует иметь в виду, что уравне­

ния (4.1), записанные в координатах Эйлера, уравнениями Эйлера-Лагранжа

не являются. Однако, было замечено, что уравнения (4.1), представленные в

координатах Лагранжа, оказываются уравнениями Эйлера-Лагранжа следую­

щего лагранжиана:

ℒ =
1

2
𝑢2 − ρ−1𝑊. (4.5)

В частности, в [75;104–106], это было показано для уравнений газовой динамики;

согласно [107;108], различные приближения уравнений мелкой воды могут быть

также представлены с помощью лагранжиана(4.5).

Результаты [75;106–108] показывают, что все аналитические свойства урав­

нений (4.1), такие как симметрии и законы сохранения, определяются заданным

лагранжианом.

В одномерном случае эйлеровы координаты (𝑡,𝑥) и лагранжевы массовые

координаты (𝑡,𝑠) связаны условием [92; 109]

𝑥 = φ(𝑡,𝑠),

где функция φ(𝑡,𝑠) является решением уравнений

φ𝑡(𝑡,𝑠) = 𝑢(𝑡,φ(𝑡,𝑠)), φ𝑠(𝑡,𝑠) = ρ
−1(𝑡,φ(𝑡,𝑠)).

Здесь 𝑢(𝑡,𝑥) — скорость, ρ(𝑡,𝑥) — плотность (или глубина жидкости) в коор­

динатах Эйлера.

Рассмотрим уравнения Эйлера-Лагранжа, для которых

𝑊 = 𝑔(ρ) + ρℎ(𝑥). (4.6)

Функции 𝑔 и ℎ — произвольные функции своих аргументов. Этот случай вклю­

чает различные формы гиперболических уравнений мелкой воды и уравнения

изэнтропических течений газовой динамики. Интересно, что уравнения, соот­

ветствующие (4.2), (4.3) и (4.4) ранее рассматривались только в координатах

Эйлера [96; 110–112].

Групповые свойства уравнений газовой динамики в координатах Эйлера

ранее изучались в [5]. В работах [64;65;113;114] методы группового анализа бы­

ли применены к уравнениям газовой динамики политропного газа в массовых



119

лагранжевых координатах. С помощью функции Лагранжа и теоремы Нётер

авторы [113] построили законы сохранения для упомянутого изотропного слу­

чая. Для нелинейного случая тот же подход был применен в [75;95;115]. Стоит

также упомянуть результаты [116], где были получены нелокальные законы

сохранения.

Симметрии модифицированных уравнений мелкой воды (4.3) в координа­

тах Эйлера рассмотрены в [111;117]. Законы сохранения уравнений мелкой воды

с переменным дном (4.2) в эйлеровых координатах получены в [112].

В первом разделе главы рассматривается уравнение Эйлер-Лагранжа спе­

циального вида, зависящее от двух произвольных функций. Во втором разделе

производится групповая классификация этого уравнения. В третьем разделе

главы даются законы сохранения рассмотренного уравнения в лагранжевых ив

эйлеровых координатах, полученные с помощью теоремы Нётер. В последнем,

четвертом, разделе приводятся заключительные замечания к главе.

4.1 Рассматриваемое уравнение

Одна из целей настоящей главы — изучение законов сохранения уравнений

(4.1) в координатах Эйлера и Лагранжа с потенциальной функцией (4.6). В

лагранжевых массовых координатах лагранжиан (4.5) имеет вид

ℒ =
φ2

𝑡

2
+ 𝑔 (φ𝑠) + ℎ(φ). (4.7)

С этим лагранжианом соответствующее уравнение становится вариационным

(Эйлера-Лагранжа) уравнением, для которого могут быть получены зконы со­

хранения с помощью теоремы Нётер. В работе [11] установлено, что «всякий

локальный закон сохранения вариационной системы дифференциальных урав­

нений возникает из вариационной симметрии».

Рассмотрение лагранжиана (4.7) приводит к следующему уравнению Эй­

лера-Лагранжа
δℒ
δφ

= φ𝑡𝑡 +𝐺φ𝑠𝑠 −𝐻 = 0, (4.8)

где δ
δφ

— вариационная производная, и, для краткости, введены следующие

обозначения: 𝐺 ≡ 𝑔′′ и 𝐻 ≡ ℎ′. Предполагается, что 𝐺 ̸= 0. Более того, 𝐺′ ̸= 0

(условие нелинейности).
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В координатах Эйлера уравнение (4.8) сводится к системе уравнений

ρ𝑡 + 𝑢ρ𝑥 + ρ𝑢𝑥 = 0,

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 −𝐺
(︁

1
ρ

)︁
ρ−3ρ𝑥 −𝐻(𝑥) = 0.

(4.9)

В частности, для уравнений, рассмотренных в [111],

𝐺

(︂
1

ρ

)︂
= −γ1ρ2 (ρ+ γ2) , 𝐻(𝑥) = 0,

второе уравнение (4.9) принимает вид

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + γ1

(︂
1 +

γ2

ρ

)︂
ρ𝑥 = 0.

Еще один частный случай уравнений (4.9) — уравнения мелкой воды с перемен­

ным дном χ(𝑥) — был рассмотрен в работе [112]. В этом случае

𝐺

(︂
1

ρ

)︂
= −ρ3, 𝐻(𝑥) = χ′(𝑥),

и второе уравнение (4.9) принимает вид

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + ρ𝑥 − χ′ = 0.

4.2 Групповая классификация рассматриваемого уравнения

Применение теоремы Нётер требует предварительного анализа симметрий

рассматриваемых дифференциальных уравнений. Поскольку переход к лагран­

жевым координатам не является точечным преобразованием, групповой анализ

этих уравнений следует производить независимо от анализа их представления

в координатах Эйлера.

Следует заметить, что групповому анализу нелинейных уравнений вида

φ𝑡𝑡 = 𝑔(𝑠,φ,φ𝑠)φ𝑠𝑠 + ℎ(𝑠,φ,φ𝑠).

посвящена обширная литература. Для краткости можно упомянуть некоторые

результаты2 в случае, когда 𝑔2φ + 𝑔2φ𝑠
̸= 0. Полная групповая классификация

уравнения

φ𝑡𝑡 + 𝑔(φ𝑠)φ𝑠𝑠 + ℎ(φ𝑠), 𝑔′ ̸= 0.
2Обзор результатов в случае 𝑔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 может быть найден в [118].
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путем классического прямого подхода Ли была проделана в [119]. Предвари­

тельная групповая классификация уравнения

φ𝑡𝑡 + 𝑔(𝑠,φ𝑠)φ𝑠𝑠 + ℎ(𝑠,φ𝑠) = 0, 𝑔 ̸= 0

произведена в [120], и, наконец, с помощью алгебраического метода групповой

классификации, классификация последнего уравнения была проделана в [121].

В [122] можно также найти групповую классификацию уравнения

φ𝑡𝑡 = ∇(𝑔(φ)∇φ) + ℎ(φ).

4.2.1 Группа эквивалентных преобразований

Первый шаг в процедуре групповой классификации уравнений класса

(4.3) состоит в описании эквивалентности уравнений в пределах этого класса,

с точностью до которой производится эта классификация.

Класс уравнений (4.8) параметризуется двумя произвольными элементами

𝐺 и 𝐻. Преобразования эквивалентности сохраняют структуру уравнений в

рамках класса, при этом позволяя изменять вид произвольных элементов.

Генераторы однопараметрических групп преобразований эквивалентности

[5; 123] рассматриваются в следующей форме

𝑋e = ξ𝑡𝜕𝑡 + ξ
𝑠𝜕𝑠 + η𝜕φ + ζ𝐺𝜕𝐺 + ζ𝐻𝜕𝐻 ,

где все коэффициенты генератора зависят от (𝑡,𝑠,φ,𝐺,𝐻).

Класс дифференциальных уравнений (4.8) т. о. определяется следующими

вспомогательными уравнениями на 𝐺 и 𝐻:

𝐺𝑡 = 0, 𝐺𝑠 = 0, 𝐺φ = 0, 𝐺φ𝑡
= 0,

𝐻𝑡 = 0, 𝐻𝑠 = 0, 𝐻φ𝑠
= 0, 𝐻φ𝑡

= 0,

С целью нахождения преобразований эквивалентности используется ин­

финитезимальный критерий [5], т. е. рассматриваются определяющие уравне­

ния на компоненты генераторов однопараметрических групп. Решения этих

определяющих уравнений дают общую форму элементов алгебры эквивалент­

ности класса (4.8). Т. о. получаются следующие базисные элементы алгебры
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эквивалентности (4.8):

𝑋e
1 = 𝜕𝑡, 𝑋e

2 = 𝜕𝑠, 𝑋e
3 = 𝜕φ,

𝑋e
4 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑠𝜕𝑠 − 2𝐻𝜕𝐻 −φ𝑠𝜕φ𝑠

,

𝑋e
5 = 𝑠𝜕𝑠 + 2𝐺𝜕𝐺 −φ𝑠𝜕φ𝑠

,

𝑋e
6 = φ𝜕φ +𝐻𝜕𝐻 +φ𝑠𝜕φ𝑠

.

(4.10)

Эти генераторы определяют группу эквивалентности уравнения (4.8).

Следует указать также инволюцию

𝑠 ↦→ −𝑠, φ ↦→ −φ, 𝐻 ↦→ −𝐻,

которая также является преобразованием эквивалентности.

В общем случае частные формы произвольных элементов могут допускать

расширение группы эквивалентности [5]. Расширение группы (4.10) возникают

только при определенных видах функции 𝐻, и они приведены в Таблице 2. В

каждой колонке таблицы перечислены дополнительные генераторы группы эк­

вивалентных преобразований, соответствующие частным формам функции 𝐻.

Таблица 2 — Расширения группы эквивалентности

𝐻 = α 𝐻 = αφ, α ̸= 0 𝐻 = 𝑒αφ, α ̸= 0 𝐻 = βφα, β ̸= 0

𝑡𝜕φ,

𝑠𝜕φ + 𝜕φ𝑠
,

𝑡2𝜕φ + 2𝜕α

φ𝜕φ +φ𝑠𝜕φ𝑠
,

sinh(
√
α𝑡)𝜕φ при α > 0,

cosh(
√
α𝑡)𝜕φ при α > 0,

sin(
√︀
|α|𝑡)𝜕φ при α < 0,

cos(
√︀

|α|𝑡)𝜕φ при α < 0

𝑡𝜕𝑡 + 𝑠𝜕𝑠

− 2
α
𝜕φ −φ𝑠𝜕φ𝑠

,

(αφ+ 1)𝜕φ − α2𝜕α

+αφ𝑠𝜕φ𝑠

𝑡𝜕𝑡 + 𝑠𝜕𝑠 − 2φ
α−1𝜕φ

+1+α
1−αφ𝑠𝜕φ𝑠

,

β𝜕β − φ
α−1𝜕φ − φ𝑠

α−1𝜕φ𝑠

В ходе групповой классификации будут использованы следующие преоб­

разования эквивалентности: преобразование, соответствующее генератору 𝑋e
3,

φ ↦→ φ+ ε1;

преобразование, соответствующее генератору 𝑋e
4,

𝑡 ↦→ 𝑡𝑒ε2, 𝑠 ↦→ 𝑠𝑒ε2, 𝐻 ↦→ 𝐻𝑒−2ε2;

преобразование, соответствующее генератору 𝑡2𝜕φ + 2𝜕α,

φ ↦→ φ+ ε3𝑡
2, α ↦→ α+ 2ε3;

и преобразование, соответствующее генератору 𝑠𝜕φ + 𝜕φ𝑠
, которое позволяет

производить сдвиги производной φ𝑠,

𝑠 ↦→ 𝑠φ+ ε4𝑠, φ𝑠 ↦→ φ𝑠 + ε4.
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4.2.2 Допускаемая группа Ли преобразований

Генератор, допускаемый уравнением (4.8), рассматривается в общей фор­

ме

𝑋 = ξ𝑡𝜕𝑡 + ξ
𝑠𝜕𝑠 + η𝜕φ,

с коэффициентами, зависящими от (𝑡,𝑠,φ),

ξ𝑠 = 𝐶1𝑠+ 𝐶2, η =

(︂
1

2
ξ𝑡𝑡 + 𝐶3

)︂
φ+ τ1𝑠+ τ2,

где константы 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 — функции τ1(𝑡) , τ2(𝑡) и ξ
𝑡 = ξ𝑡(𝑡), удовлетворяющие

классифицирующим уравнениям(︀(︀
1
2ξ

𝑡
𝑡 + 𝐶3 − 𝐶1

)︀
φ𝑠 + τ1

)︀
𝐺′ + 2(ξ𝑡𝑡 − 𝐶1)𝐺 = 0,(︀(︀

1
2ξ

𝑡
𝑡 + 𝐶3

)︀
φ+ τ2

)︀
𝐻 ′ −

(︀
𝐶3 − 3

2ξ
𝑡
𝑡

)︀
𝐻 − 1

2ξ
𝑡
𝑡𝑡𝑡φ− τ′′2 = 0,

τ1𝐻
′ − τ′′1 = 0.

(4.11)

Здесь и далее 𝐶𝑖 — константы.

Ядро допустимых алгебр Ли получается путем разбиения уравнений (4.11)

по элементам 𝐺, 𝐺′, 𝐻 и 𝐻 ′. Их базис составляют генераторы

𝑋1 = 𝜕𝑡, 𝑋2 = 𝜕𝑠. (4.12)

Расширения ядра допустимых алгебр Ли возникают в частных случаях функ­

ций 𝐺 и 𝐻, которые получаются следующим образом.

Дифференцирование третьего уравнение системы (4.11) по φ дает

τ1𝐻
′′ = 0.

Значит, анализ системы (4.11) разделяется на два случая: линейная функция

𝐻 (т. е., 𝐻 ′′ = 0), и нелинейная функция 𝐻 (т. е., τ1 = 0).

4.2.3 Случай линейного параметра классификации

В случае линейной функции 𝐻, т. е., в случае

𝐻 = αφ+ β,

где α и β — константы, можно считать β = 0. Действительно, если α = 0,

то, используя преобразования эквивалентности, соответствующие генератору

𝑡2𝜕φ + 2𝜕β, можно получить β = 0. Если α ̸= 0 то можно «избавиться» от β с

помощью преобразований эквивалентности, соответствующих генератору 𝑋e
3.
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Случай 𝐻 = 0

Подстановка 𝐻 = 0 в (4.11) приводит к

τ′′1 = 0, τ′′2 = 0, ξ𝑡𝑡𝑡𝑡 = 0.

Откуда

ξ𝑡 = 𝐾1𝑡
2 +𝐾2𝑡+𝐾3, τ1 = 𝐴1𝑡+ 𝐴2, τ2 = 𝐵1𝑡+𝐵2,

где 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐾𝑖 — константы. Подставляя последние соотношения в (4.11) и раз­

бивая по 𝑡, можно получить

(𝐾1φ𝑠 + 𝐴1)𝐺
′ + 4𝐾1𝐺 = 0,(︀(︀

1
2𝐾2 + 𝐶3 − 𝐶1

)︀
φ𝑠 + 𝐴2

)︀
𝐺′ + 2(𝐾2 − 𝐶1)𝐺 = 0.

(4.13)

В случае произвольной функции 𝐺 оказывается

𝐾1 = 0, 𝐴1 = 0, 𝐴2 = 0, 𝐾2 = 𝐶1 = 2𝐶3,

и расширение ядра (4.12) определяется генераторами

𝜕φ, 𝑡𝜕φ, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑠𝜕𝑠 +φ𝜕φ. (4.14)

Рассматривая систему (4.13), можно прийти к заключению, что существу­

ют константы 𝑎, 𝑏 и 𝑐 такие, что

(𝑎φ𝑠 + 𝑏)𝐺′ + 𝑐𝐺 = 0.

В силу преобразований эквивалентности, для нахождения расширений (4.14)

следует рассмотреть два представления функции 𝐺.

В первом случае 𝐺 имеет вид

𝐺 = −𝑒µφ𝑠,

где µ ̸= 0 — константа. Подстановка 𝐺 в (4.13) дает

𝐾1 = 0, 𝐴1 = 0, 𝐾2 = 2(𝐶1 − 𝐶3), 2(𝐶1 − 2𝐶3) + µ𝐴2 = 0.

Расширение (4.14) определяется генератором

𝑡𝜕𝑡 −
2𝑠

µ
𝜕φ.
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Вторая форма функции 𝐺 имеет вид

𝐺 = −φλ𝑠 ,

где λ — константа, удовлетворяющая условию λ(1 − λ) ̸= 0. Подстановка 𝐺 в

(4.13) приводит к следующим результатам:

𝐴1 = 0, 𝐴2 = 0, 𝐾1(λ+ 4) = 0, (λ+ 4)𝐾2 − 2𝐶1(λ+ 2) + 2λ𝐶3 = 0.

Если λ = −4, то 𝐶1 = 2𝐶3, и расширение (4.14) имеет вид

2𝑡𝜕𝑡 +φ𝜕φ 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡φ𝜕φ.

Если λ = −2, то 𝐾1 = 0 и 𝐾2 = 2𝐶3. Расширение ядра (4.12) суть

𝑠𝜕𝑠, 𝑡𝜕𝑡 +φ𝜕φ.

Если (λ + 4)(λ + 2) ̸= 0, то

𝐾1 = 0, 𝐾2 =
2𝐶1(λ+ 2)− 2λ𝐶3

λ+ 4
,

и расширение (4.14) представлено генератором

𝑡𝜕𝑡 −
2

λ
φ𝜕φ.

Случай 𝐻 = αφ, α ̸= 0

Из системы (4.11) следует, что(︀(︀
1
2ξ

𝑡
𝑡 + 𝐶3 − 𝐶1

)︀
φ𝑠 + τ1

)︀
𝐺′ + 2(ξ𝑡𝑡 − 𝐶1)𝐺 = 0,

ξ𝑡𝑡𝑡𝑡 = 4αξ𝑡𝑡, τ′′1 = ατ1 τ′′2 = ατ2.
(4.15)

Если 𝐺 — произвольная функция, то

ξ𝑡𝑡 = 𝐶1 = 𝐶3 = 0, τ1 = 0,

Расширение (4.12) определяется генераторами

sin
√︀

|α|𝑡𝜕φ, cos
√︀

|α|𝑡𝜕φ, α < 0,

cosh
√
α𝑡𝜕φ, sinh

√
α𝑡𝜕φ, α > 0.

(4.16)
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Как и в предыдущем случае, следует рассмотреть две формы функции 𝐺. Пер­

вая из них

𝐺 = −𝑒µφ𝑠,

где µ ̸= 0 — константа. Подстановка 𝐺 в (4.11), дает

𝐶1 = 𝐶3 = 0, ξ𝑡𝑡 = 0, τ1 = 0, τ′′2 − ατ2 = 0.

В этом случае расширений (4.16) нет.

Другая форма 𝐺 имеет вид

𝐺 = −(φ𝑠 + 𝑐)λ,

где λ и 𝑐 — константы, удовлетворяющие условию λ(1− λ) ̸= 0. Подстановка 𝐺

в первое уравнение (4.11) приводит к соотношениям

(λ+ 4)ξ𝑡𝑡 − 2(λ+ 2)𝐶1 + 2λ𝐶3 = 0, τ1 =
2𝑐(ξ𝑡𝑡 − 𝐶1)

λ
, 𝑐(3ξ𝑡𝑡 + 𝐶1) = 0.

В случае 𝑐 ̸= 0,

ξ𝑡𝑡 = 0, τ1 = 0, 𝐶1 = 0, 𝐶3 = 0,

и расширений (4.16) в этом случае так же нет.

Если же 𝑐 = 0, то τ1 = 0. Интегрирую последние три уравнения (4.15),

можно получить

ξ𝑡 = 𝐴3 +

⎧⎨⎩𝐴1 sin 2
√︀

|α|𝑡+ 𝐴2 cos 2
√︀

|α|𝑡, α < 0,

𝐴1 sinh 2
√
α𝑡+ 𝐴2 cosh 2

√
α𝑡, α > 0;

τ2 =

⎧⎨⎩𝐵1 sin
√︀
|α|𝑡+𝐵2 cos

√︀
|α|𝑡, α < 0,

𝐵1 sinh
√
α𝑡+𝐵2 cosh

√
α𝑡, α > 0,

(4.17)

где 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 — константы. Подстановка (4.17) в первое уравнение системы (4.15)

дает

𝐵1 = 0, 𝐵2 = 0,
√︀
|α|(λ+ 4)𝐴1 + 𝐶1(2 + λ)− λ𝐶3 = 0,

и

(λ+ 4)
√︀

|α|(𝐴2 sin 2
√︀
|α|𝑡− 2𝐴1 cos

2
√︀

|α|𝑡) = 0, α < 0;

(λ+ 4)
√
α(𝐴2 sinh 2

√
α𝑡− 2𝐴1 cosh

2√α𝑡) = 0, α > 0.
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В таком случае, для любого λ ̸= 0 возникает следующее расширение (4.16)

𝑠𝜕𝑠 +
2 + λ

λ
φ𝜕φ.

Если λ = −4, то возникает три дополнительных к (4.16) генератора:

sin 2
√︀
|α|𝑡𝜕𝑡 +

√︀
|α|φ cos 2

√︀
|α|𝑡𝜕φ, α < 0;

sinh 2
√
α𝑡𝜕𝑡 +

√
αφ cosh 2

√
α𝑡𝜕φ, α > 0,

и

cos 2
√︀
|α|𝑡𝜕𝑡 −

√︀
|α|φ sin 2

√︀
|α|𝑡𝜕φ, α < 0;

cosh 2
√
α𝑡𝜕𝑡 +

√
αφ sinh 2

√
α𝑡𝜕φ, α > 0.

4.2.4 Случай нелинейного параметра классификации

Как было упомянуто выше, из нелинейности функции 𝐻 следует τ1 = 0.

Система (4.11) принимает вид(︀
1
2ξ

𝑡
𝑡 + 𝐶3 − 𝐶1

)︀
φ𝑠

𝐺′

𝐺 + 2(ξ𝑡𝑡 − 𝐶1) = 0,(︀(︀
1
2ξ

𝑡
𝑡 + 𝐶3

)︀
φ+ τ2

)︀
𝐻 ′ −

(︀
𝐶3 − 3

2ξ
𝑡
𝑡

)︀
𝐻 − 1

2ξ
𝑡
𝑡𝑡𝑡φ− τ′′2 = 0.

(4.18)

Причем

ξ𝑡 = ξ𝑡(𝑡), ξ𝑠 = 𝐶1𝑠+ 𝐶2, η =

(︂
1

2
ξ𝑡𝑡 + 𝐶3

)︂
φ+ τ2(𝑡).

Дифференцируя первое уравнение системы (4.18) по φ𝑠 приводит к(︂
1

2
ξ𝑡𝑡 + 𝐶3 − 𝐶1

)︂(︂
φ𝑠

𝐺′

𝐺

)︂′
= 0.

Случай
(︀
φ𝑠

𝐺′

𝐺

)︀′ ̸= 0 Последнее уравнение в сочетании с первым уравнени­

ем (4.18) дают

ξ𝑡𝑡 = 𝐶1, 𝐶3 = 𝐶1/2.

Второе уравнение (4.18) принимает вид

(𝐶1φ+ τ2)𝐻
′ + 𝐶1𝐻 − τ′′2 = 0.
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Дифференцирование последнего уравнения по φ и затем по 𝑡 приводит к

τ′2𝐻
′′ = 0, из чего следует, что τ2 — константа, и

(𝐶1φ+ τ2)𝐻
′ + 𝐶1𝐻 = 0, (4.19)

Следует заметить, что если 𝐶1 = 0, то в случае нелинейной функции 𝐻,

это приводит к τ2 = 0, что означает отсутствие расширений ядра (4.12). Т.о,

следует рассмотреть случай 𝐶1 ̸= 0. В силу преобразований эквивалентности

можно считать, что 𝐻 имеет вид

𝐻 = βφ−1,

где β ̸= 0 — константа. Подстановка последнего в (4.19) приводит к тому, что

τ2 = 0, и 𝐺 — произвольная нелинейная функция. Значит, для
(︀
φ𝑠

𝐺′

𝐺

)︀′ ̸= 0

расширение (4.12) дается генератором

𝑡𝜕𝑡 + 𝑠𝜕𝑠 +φ𝜕φ.

Случай
(︀
φ𝑠

𝐺′

𝐺

)︀′
= 0 В этом случае

𝐺 = −(φ𝑠 + 𝑐)λ,

где 𝑐 и λ ̸= 0 — константы. В силу предполагаемой нелинейности функции 𝐺

должно быть (λ − 1)λ ̸= 0.

Подстановка последнего соотношения в первое уравнение системы (4.18)

приводит к следующей системе уравнений

𝑐(ξ𝑡𝑡 − 𝐶1) = 0,

(λ+ 4)ξ𝑡𝑡 − 2𝐶1(λ+ 2) + 2λ𝐶3 = 0.
(4.20)

Если 𝑐 ̸= 0, то ξ𝑡𝑡 = 𝐶1, 𝐶3 = 𝐶1/2, и уравнение на функцию 𝐻 переходит

в (4.19). Этот случай уже был рассмотрен ранее.

Следовательно, следует рассмотреть случай 𝑐 = 0, т. е. случай, когда

𝐺 = −φλ.
Дважды дифференцируя (4.18) по φ и затем по 𝑡 приводит к

5ξ𝑡𝑡𝑡𝐻
′′ + (ξ𝑡𝑡𝑡φ+ 2τ′2)𝐻

′′′ = 0. (4.21)

Сперва рассмотрим случай 𝐻 ′′′ ̸= 0. Дифференцируя (4.21) по φ, получим

ξ𝑡𝑡𝑡

(︂
5

(︂
𝐻 ′′

𝐻 ′′′

)︂′
+ 1

)︂
= 0.

Таким образом, возможны следующие случаи.
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Случай
(︀
𝐻 ′′

𝐻 ′′′

)︀′
= −1/5. Интегрирование приводит к

𝐻 = α(φ+ δ)−3 + βφ+ ε,

где α ̸= 0, β и ε, δ — константы. В силу преобразований эквивалентности,

соответствующих генератору 𝑋e
3, можно положить δ = 0.

Подстановка 𝐻 в систему (4.18) дает

(λ+ 4)ξ𝑡𝑡𝑡 + 2(𝐶3 − 𝐶1)λ− 4𝐶1 = 0,

(ξ𝑡𝑡𝑡𝑡 − 4βξ𝑡𝑡)φ+ 2α(4𝐶3φ
−3 + 3τ2φ

−4) + ε(2𝐶3 − 3ξ𝑡𝑡) + 2(τ′′2 − βτ2) = 0.

(4.22)

Разбиение последнего уравнения по φ приводит систему (4.20), (4.22) к урав­

нениям

𝐶3 = 0, τ2 = 0,

(λ+ 4)ξ𝑡𝑡 − 2(λ+ 2)𝐶1 = 0,

ξ𝑡𝑡𝑡𝑡 − 4βξ𝑡𝑡 = 0, εξ𝑡𝑡 = 0.

(4.23)

В случае, если ε ̸= 0, расширение (4.12) возникает только при λ = −2 и опре­

деляется генератором 𝑠𝜕𝑠. Поэтому предполагается, что ε = 0.

1. Если λ = −4, то 𝐶1 = 0, и система (4.23) приводит к тому, что функция

ξ𝑡 должна удовлетворять следующему уравнению,

ξ𝑡𝑡𝑡𝑡 − 4βξ𝑡𝑡 = 0.

Если β = 0, то ξ𝑡𝑡𝑡𝑡 = 0, и расширение (4.12) есть

𝜕φ, 𝑡𝜕φ, 2𝑡𝜕𝑡 +φ𝜕φ 𝑡2𝜕𝑡 + 2𝑡φ𝜕φ.

Если β ̸= 0, то имеются следующие расширения ядра (4.12):

sin 2
√︀

|β|𝑡𝜕𝑡 +
√︀

|β|φ cos 2
√︀

|β|𝑡𝜕φ, β < 0,

sinh 2
√
β𝑡𝜕𝑡 +

√
βφ cosh 2

√
β𝑡𝜕φ, β > 0,

и

cos 2
√︀

|β|𝑡𝜕𝑡 −
√︀

|β|φ sin 2
√︀

|β|𝑡𝜕φ, β < 0,

cosh 2
√
β𝑡𝜕𝑡 +

√
βφ sinh 2

√
β𝑡𝜕φ, β > 0.

Следует заметить, что при 𝐻 = αφ−3 + βφ и 𝐺 = −φ−4 расширения

ядра совпадают со случаем α = 0.
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2. Если λ = −2, то расширения (4.12) определяются генератором 𝑠𝜕𝑠.

3. Если (λ+ 2)(λ+ 4) ̸= 0, то из (4.23) следует

ξ𝑡𝑡 = 2𝐶1
λ+ 2

λ+ 4
, β𝐶1(λ+ 2) = 0.

Расширение (4.12) возникает только при β = 0:

2𝑡𝜕𝑡 +
λ+ 4

λ+ 2
𝑠𝜕𝑠 +φ𝜕φ.

Случай
(︀
𝐻 ′′

𝐻 ′′′

)︀′ ̸= −1/5. Ранее было показано, что в этом случае ξ𝑡𝑡𝑡 = 0,

т. е.,

ξ𝑡 = 𝐴1𝑡+ 𝐴2,

где 𝐴𝑖 — константы. Система (4.18) принимает вид

(λ+ 4)𝐴1 − 2(λ+ 2)𝐶1 + λ𝐶3 = 0,

((𝐴1 + 2𝐶3)φ+ 2τ2)𝐻
′ + (3𝐴1 − 2𝐶3)𝐻 − 2τ′′2 = 0.

(4.24)

Дважды дифференцируя (4.24) по φ и 𝑡, можно получить, что τ2 – константа,

и рассмотрение второго уравнения (4.24) приводит к двум возможным видам

функции: 𝐻 = 𝑒αφ, где α ̸= 0, и 𝐻 = βφα, где α(1 − α) ̸= 0.

1. Если 𝐻 = 𝑒αφ, то система (4.24) сводится к уравнениям

(λ+ 2)𝐶1 + 4𝐶3 = 0, 𝐴1 = −2𝐶3, ατ2 = 4𝐶3.

Если λ ̸= −2, то τ2 = 4𝐶3/α и 𝐶3 = −𝐶1(λ + 2)/4. Следовательно,

расширение (4.12) дается генератором

𝑡𝜕𝑡 +
2

2 + λ
𝑠𝜕𝑠 −

2

α
𝜕φ.

Если λ = −2, то 𝐶3 = 0 и τ2 = 0, и единственное расширение ядра

(4.12) дается генератором 𝑠𝜕𝑠.

2. В случае 𝐻 = βφα видно, что из условия
(︀
𝐻 ′′

𝐻 ′′′

)︀′ ̸= −1/5 следует α ̸=
−3.

Второе уравнение системы (4.24) приводит к уравнениям

τ2 = 0, 𝐴1 = 2
1− α
3 + α

𝐶3.
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Если λ ̸= −2, то

𝐶1 =
4𝐶3(λ− α+ 1)

(λ+ 2)(α+ 3)
,

и расширение ядра (4.12) определяется генератором

𝑡𝜕𝑡 +
2(α− λ− 1)

(2 + λ)(α− 1)
𝑠𝜕𝑠 +

2φ

1− α
𝜕φ. (4.25)

Если λ = −2, то первое уравнение системы (4.24) приводится к

𝐶3(α+ 1) = 0.

Если α ̸= −1, то 𝐶3 = 0, и расширение ядра (4.12) определяется гене­

ратором 𝑠𝜕𝑠. Если же α = −1, то расширение (4.12) есть

𝑠𝜕𝑠, 𝑡𝜕𝑡 +φ𝜕φ.

Случай 𝐻 ′′′ = 0. В данном случае получается, что

𝐻 = αφ2 + βφ+ δ,

где α ̸= 0, β, δ — константы, и константа δ может быть сведена к нулю пре­

образованиями эквивалентности.

С помощью разбиения уравнения (4.18) и второго уравнения (4.20), мож­

но получить

ξ𝑡𝑡 = 2
λ+ 2

1− λ
𝐶1, 𝐶3 = −5

λ+ 2

1− λ
𝐶1, τ2 = 0.

В этом случае расширение ядра (4.12) определяется генератором

(λ+ 2)(𝑡𝜕𝑡 − 2φ𝜕φ) + 2(1− λ)𝑠𝜕𝑠.

Следует заметить, что это просто частный случай (4.25).

Результаты проведенной выше классификации сведены в Таблицу 3 и Таб­

лицу 4. Таблица 3 содержит расширения ядра допустимых алгебр Ли в случаях,

когда одна из функций — 𝐺 или 𝐻 — произвольная. Столбцы таблицы соот­

ветствуют различным функциям 𝐻, а строки — различным функциям 𝐺. На

пересечениях строк и столбцов приведены соответствующие расширения (4.12).

Генераторы, приведенные в Таблице 4, дополняют содержимое Таблицы 3 на

случаи конкретных форм функций 𝐺 и 𝐻. Ограничения, налагаемые на значе­

ния констант, также приведены в этой таблице.
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Таблица 3 — Расширения (4.12) (𝐺 или 𝐻 — произвольная функция)

𝐻 = 𝐻(φ) 𝐻 = 0 𝐻 = αφ, α ̸= 0 𝐻 = βφ−1, β ̸= 0

𝐺 = 𝐺(φ𝑠)
𝑋1 = 𝜕𝑡,

𝑋2 = 𝜕𝑠

𝑋3 = 𝜕φ,

𝑋4 = 𝑡𝜕φ,

𝑋5 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑠𝜕𝑠 +φ𝜕φ

𝑋3 =

⎧⎨⎩sin
√︀

|α|𝑡𝜕φ, α < 0,

sinh
√
α𝑡𝜕φ, α > 0,

𝑋4 =

⎧⎨⎩cos
√︀

|α|𝑡𝜕φ, α > 0,

cosh
√
α𝑡𝜕φ, α > 0.

𝑋3 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑠𝜕𝑠 +φ𝜕φ.

𝐺 = −φ−2
𝑠 𝑋3 = 𝑠𝜕𝑠 –

Таблица 4 — Расширения (4.12)

𝐻 = 0
𝐻 = βφ−3 + αφ,

α ̸= 0

𝐻 = 𝑒αφ,

α ̸= 0

𝐻 = βφα,

α ̸= 0,1, β ̸= 0

𝐺 = −𝑒µφ𝑠,

µ ̸= 0
𝑋6 = 𝑡𝜕𝑡 − 2

µ
𝑠𝜕φ – – –

𝐺 = −φλ𝑠
λ ̸= 0,1

𝑋6 = 𝑡𝜕𝑡 − 2
λ
φ𝜕φ

При λ = −4 :

𝑋7 = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡φ𝜕φ

При β = 0 :

𝑋5 = 𝑠𝜕𝑠 +
1
λ
(2 + λ)φ𝜕φ.

При λ = −4 :

𝑋6 =

⎧⎨⎩sin 2
√︀

|α|𝑡𝜕𝑡 +
√︀

|α|φ cos 2
√︀
|α|𝑡𝜕φ, α < 0,

sinh 2
√
α𝑡𝜕𝑡 +

√
αφ cosh 2

√
α𝑡𝜕φ, α > 0,

𝑋7 =

⎧⎨⎩cos 2
√︀

|α|𝑡𝜕𝑡 −
√︀
|α|φ sin 2

√︀
|α|𝑡𝜕φ, α < 0,

cosh 2
√
α𝑡𝜕𝑡 +

√
αφ sinh 2

√
α𝑡𝜕φ, α > 0.

При λ ̸= −2 :

𝑋3 = 𝑡𝜕𝑡

+ 2
2+λ𝑠𝜕𝑠

− 2
α
𝜕φ.

При λ ̸= −2 :

𝑋3 = 𝑡𝜕𝑡

+ 2(α−λ−1)
(2+λ)(α−1)𝑠𝜕𝑠

+ 2φ
1−α𝜕φ.

При λ = −4,α = −3

𝑋4 = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡φ𝜕φ

Замечание 4.2.1. Политропный газ соответствует функции 𝐺 = −φλ𝑠 [109], где

λ и показатель политропы γ связаны формулой λ = −γ− 1. В частности, для

гиперболических уравнений мелкой воды будет λ = −3 [107].

4.3 Законы сохранения

С помощью теоремы Нётер можно получить законы сохранения най­

денных уравнений, используя лагранжиан (4.7) и допустимые симметрии [8].

Теорема устанавливает, что, если лагранжиан ℒ инвариантен к действию сим­

метрии 𝑋, т. е. если

𝑋ℒ+ ℒ
(︀
𝐷𝑡ξ

𝑡 +𝐷𝑠ξ
𝑠
)︀
= 𝐷𝑡(𝑉

𝑡) +𝐷𝑠(𝑉
𝑠),

то уравнение Эйлера-Лагранжа (4.8) допускает следующий закон сохранения

𝐷𝑡(𝑇
𝑡) +𝐷𝑠(𝑇

𝑠) = 𝐷𝑡

(︂
ξ𝑡ℒ+ ζ

𝜕ℒ
𝜕φ𝑡

− 𝑉 𝑡

)︂
+𝐷𝑠

(︂
ξ𝑠ℒ+ ζ

𝜕ℒ
𝜕φ𝑠

− 𝑉 𝑠

)︂
= 0,

где ζ = η − ξ𝑡φ𝑡 − ξ𝑠φ𝑠.
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Если при этом вектор (𝑉 𝑡,𝑉 𝑠) — не нулевой, то симметрия 𝑋 называ­

ется дивергентной.

Законы сохранения3 в координатах Эйлера

(𝑒𝑇 𝑡)𝑡 + (𝑇 𝑥)𝑥 = 0

связаны с законами сохранения в лагранжевых массовых координатах

(𝑇 𝑡)𝑡 + (𝑇 𝑠)𝑠 = 0

формулой
𝑒𝑇 𝑡 = ρ𝑇 𝑡, 𝑇 𝑥 = ρ𝑢𝑇 𝑡 + 𝑇 𝑠.

Отсюда следует, что любой закон сохранения в координатах Эйлера может быть

переписан в координатах Лагранжа. Вследствие возможного присутствия массо­

вой координаты 𝑠 в лагранжевых законах сохранения, обратное, вообще говоря,

не верно4.

Законы сохранения в координатах Лагранжа и их представления в ко­

ординатах Эйлера приведены в Таблице 7 и в Таблице 8 Приложения В

соответственно.

4.4 Заключительные замечания

В данной главе дан подробный анализ уравнения (4.8), которое описывает

движение сплошной среды (4.1) в лагранжевых координатах. В него входит две

произвольных функции, 𝐺(φ𝑠) и 𝐻(φ). Конкретный выбор этих функций при­

водит к различным моделям, изучаемым в рамках механики сплошной среды,

таким, как изэнтропические течения идеального газа [109] различных типов

и гиперболические уравнения мелкой воды [96; 98]. В главе получены законы

сохранения уравнений сплошной среды (4.8).

Поскольку (4.8) — уравнение Эйлера-Лагранжа, для конструирования за­

конов сохранения была использована теорема Нётер. Была проведена полная

групповая классификация уравнения (4.8). Результаты классификации пред­

ставлены в Таблице 3 и Таблице 4. Групповая классификация показывает, что

возможны следующие виды функции 𝐺: либо эта функция произвольна 𝐺, либо
3Здесь рассматриваются только локальные законы сохранения, соответствующие точечным сим­

метриям.
4Примеры таких закон сохранения приводятся в [75;95].
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она имеет экспоненциальную форму −𝑒µφ𝑠, либо степенную форму −φλ𝑠 , где µ
и λ — константы. Найдены все расширения ядра допустимой алгебры Ли. Они

различаются для различных видов функции 𝐻.

С помощью теоремы Нётер были получены законы сохранения уравнения

(4.9) в лагранжевых координатах, а также их представления в координатах

Эйлера. Стоит заметить, что некоторые из полученных законов сохранения не

могут быть записаны в координатах Эйлера. Все найденные законы сохранения

приведены в Таблице 7 и Таблице 8 Приложения Г.
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Глава 5. Уравнения мелкой воды: симметрии, законы сохранения и

инвариантные консервативные разностные схемы

Уравнения мелкой воды описывают движение в поле тяжести несжи­

маемой жидкости со свободной поверхностью, если глубина слоя жидкости

достаточно мала. Они широко применяются при описании процессов в ат­

мосфере, водоемах, моделировании приливного движения, волн цунами и

гравитационных волн в сравнительно малых областях и рассматриваются в

классических работах [50;63;96;124;125]. Подробное изложение с приложениями

можно найти, например, в [126; 127]. Нахождение точных решений уравнений

мелкой воды, даже в случае одномерного плоского дна, оказывается трудной

задачей — некоторые точные решения можно найти в [126;128;129]. Некоторые

асимптотические решения, в том числе и для случаев неровного дна, приводятся

в публикациях [130;131]. Численному моделированию процессов, описываемых

уравнениями мелкой воды, посвящены монографии [57–60] и многочисленные

статьи [55; 56; 132–137].

При численном моделировании уравнений сплошной среды оказываются

особенно полезными Лагранжевы массовые координаты [4; 50] (во избежание

терминологической путаницы «обычные» координаты Лагранжа далее также

будем называть потенциальными лагранжевыми координатами). Лагранжевы

массовые координаты связывают с потенциальными лагранжевыми координа­

тами касательными преобразованиями. Причем, кроме общепринятых, суще­

ствуют и альтернативные подходы к этой процедуре: помимо массовых можно

также вводить «импульсные», «энергетические» и т. д. координаты [138;139]. В

работах [3; 4] построены полностью консервативные схемы уравнений газовой

динамики в лагранжевых массовых координатах. Полностью консервативные

схемы, помимо собственно консервативности, удовлетворяют дополнительным

условиям, выражающим различные физические аспекты рассматриваемых мо­

делей. Примеры построения таких схем в газовой динамике и магнитной

гидродинамике можно найти в [3;52–54]. Полностью консервативная схема урав­

нений двухслойной мелкой воды в координатах Лагранжа была построена в [55].

Особый интерес представляют инвариантные конечно-разностные схемы,

т. е. схемы, обладающие симметриями [1; 2], поскольку это фундаментальное

геометрическое свойство исходных уравнений. Для уравнений мелкой воды
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такие схемы на подвижных сетках (о способах введения подвижных сеток

см. [140;141]) были предложены в работе [56]. Основным недостатком схем [56]

является отсутствие у них закона сохранения энергии. В [56] отмечается слож­

ность конструирования сохраняющих энергию разностных схем для уравнений

мелкой воды и приводятся ссылки на неинвариантные схемы, обладающие за­

коном сохранения энергии (см., например, [61]).

Групповые свойства уравнений мелкой воды достаточно хорошо изучены и

описаны, например, в [66;112;142;143]. Групповая классификация и первые инте­

гралы этих уравнений могут быть найдены в работах [74;144]. В четвертой главе

настоящей работы (см. также [74]) было показано, что уравнения мелкой воды

в лагранжевых координатах могут быть получены как частный случай урав­

нений Эйлера–Лагранжа функции Лагранжа специального вида. Расширенные

нелинейные модели, такие как уравнения Грина-Нагди и модифицированные

уравнения мелкой воды, с групповой точки зрения рассмотрены в [107; 111].

Настоящая глава посвящена построению инвариантных консервативных

разностных схем уравнений мелкой воды в потенциальных и массовых коор­

динатах Лагранжа.

В первом разделе главы даются вводные замечания и приводятся основ­

ные уравнения в эйлеровых и лагранжевых координатах. Во втором разделе

подробно рассматриваются уравнений мелкой воды в лагранжевых (потенциаль­

ных) координатах и в массовых координатах Лагранжа. В третьем разделе для

уравнений мелкой воды с плоским дном производится построение инвариант­

ных разностных схем, обладающих локальными законами сохранения энергии,

количества вещества, импульса и законом движения центра масс. Также для

случая произвольного дна приводится разностная схема, обладающая локаль­

ным законом сохранения энергии. В четвертом разделе проводится численное

исследование одной из полученных инвариантных схем (для случая плоского

дна) на примере нескольких тестовых задач. По инвариантной схеме произ­

водятся расчеты, результаты которых сравниваются с результатами расчетов

по другим существующим схемам, адаптированным на случай однослойной

мелкой воды. Пятый раздел главы посвящен описанию программного комплек­

са Schemelib, специально разработанного для проведения численных расчетов

по различным конечно-разностным схемам для уравнений мелкой воды и одно­
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мерных уравнений газовой динамики. В последнем разделе главы приводятся

заключительные замечания.

5.1 Уравнения мелкой воды в эйлеровых и лагранжевых массовых

координатах

В этом разделе рассматриваются одномерные уравнения мелкой воды в

эйлеровых и в лагранжевых массовых координатах.

5.1.1 Эйлеровы координаты

Система одномерных уравнений мелкой воды с произвольным дном в эй­

леровых координатах имеет следующий вид:

η𝑡 + ((η+ ℎ)𝑢)𝑥 = 0, (5.1)

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + η𝑥 = 0. (5.2)

Здесь 𝑢(𝑡,𝑥) – скорость движения частиц среды, η(𝑡,𝑥) — высота столбца жид­

кости над дном, профиль которого задается с помощью функции ℎ(𝑥). Случай

линейного дна ℎ(𝑥) = 𝑘𝑥, где 𝑘 — константа, заменой переменных [110]

τ = 𝑘𝑡, ξ = 𝑘

(︂
𝑥− 𝑘𝑡2

2

)︂
, 𝑢 = ν(τ,ξ) + τ, η = 𝑤(τ,ξ)− ξ− τ2

2

может быть сведен к случаю плоского дна (ℎ = 0). В случае плоского дна си­

стема (5.1),(5.2) оказывается особенно простой и с помощью преобразования

годографа

𝑥 = 𝑥(ρ, 𝑢), 𝑥ρ = −𝑢𝑡
Δ , 𝑥𝑢 =

ρ𝑡
Δ ,

𝑡 = 𝑡(ρ, 𝑢), 𝑡ρ =
𝑢𝑥
Δ , 𝑡𝑢 = −ρ𝑥

Δ ,

Δ = ρ𝑡𝑢𝑥 − ρ𝑥𝑢𝑡 ̸= 0

(5.3)

может быть линеаризована [50; 63] и записана в виде системы

𝑥𝑢 − 𝑢𝑡𝑢 + ρ𝑡ρ = 0,

𝑥ρ + 𝑡𝑢 − 𝑢𝑡ρ = 0.
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В случае произвольной функции ℎ = ℎ(𝑥) уравнения (5.1),(5.2) допускают

единственную симметрию

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
.

Для уравнений (5.1),(5.2) введем потенциал:

𝑢 = 𝑤𝑥.

Тогда

𝑤𝑡𝑥 + 𝑤𝑥𝑤𝑥𝑥 + η𝑥 = 0,

или

𝐷𝑥[𝑤𝑡 +
𝑤2

𝑥

2
+ η] = 0.

В результате интегрирования получим

[𝑤𝑡 +
𝑤2

𝑥

2
+ η] = 𝐾(𝑡), (5.4)

где 𝐾(𝑡) — произвольная функция, которую заменой переменных можно свести

к нулю. Уравнение (5.4) при 𝐾 = 0 дает

η = −𝑤𝑡 −
𝑤2

𝑥

2
.

Подставляя последнее в (5.1), получим

− 𝑤𝑡𝑡 − 2𝑤𝑥𝑤𝑡𝑥 + 𝑤𝑥𝑥

(︂
ℎ(𝑥)− 𝑤𝑡 −

3

2
𝑤2

𝑥

)︂
+ ℎ𝑥𝑤𝑥 = 0. (5.5)

Последнее уравнение обладает следующими симметриями:

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
, 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑤
.

Уравнение (5.5) является уравнением Эйлера–Лагранжа для следующего

лагранжиана:

ℒ =
𝑤2

𝑡

2
− ℎ(𝑥)

𝑤2
𝑥

2
+

𝑤4
𝑥

8
+ 𝑤𝑡

𝑤2
𝑥

2
.

Это дает возможность получить законы сохранения с помощью теоремы Нётер.

Симметрии

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
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соответствует следующий закон сохранения

𝐷𝑡

[︂
𝑤2

𝑡

2
− ℎ(𝑥)

𝑤2
𝑥

2
+

𝑤4
𝑥

8

]︂
−𝐷𝑥

[︂
−𝑤𝑡(−ℎ(𝑥)𝑤𝑥 +

𝑤3
𝑥

2
+ 𝑤𝑡𝑤𝑥)

]︂
=

= 𝑤𝑡(−𝑤𝑡𝑡 − 2𝑤𝑥𝑤𝑡𝑥 + 𝑤𝑥𝑥

(︂
ℎ(𝑥)− 𝑤𝑡 −

3

2
𝑤2

𝑥

)︂
+ ℎ𝑥𝑤𝑥) = 0.

С помощью подстановки

𝑤𝑥 = 𝑢, 𝑤𝑡 = −η− 𝑢2

2
,

вернемся к эйлеровым координатам. Тогда

𝐷𝑡

[︂
−1

2
(η+

𝑢2

2
)2 − ℎ(𝑥)

𝑢2

2
+

𝑢4

8

]︂
+𝐷𝑥

[︂
(η+

𝑢2

2
)(−ℎ(𝑥)𝑢+

𝑢3

2
− 𝑢(η+

𝑢2

2
))

]︂
=

−1

2
{𝐷𝑡

[︀
𝑢2(η+ ℎ) + η2

]︀
+𝐷𝑥

[︀
𝑢(η+ ℎ(𝑥))(𝑢2 + 2η)

]︀
} =

= −
(︂
η+

𝑢2

2

)︂
(η𝑡 + ((η+ ℎ(𝑥))𝑢)𝑥)− 𝑢(η+ ℎ(𝑥))(𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + η𝑥) = 0.

Последний закон сохранения существует при произвольной функции ℎ(𝑥) и сов­

падает с законом сохранения, полученным прямыми вычислениями в [144].

Симметрии

𝑋𝑤 =
𝜕

𝜕𝑤

соответствует следующий закон сохранения

𝐷𝑡[𝑤𝑡 +
𝑤2

𝑥

2
] +𝐷𝑥[−ℎ(𝑥)𝑤𝑥 +

𝑤3
𝑥

2
+ 𝑤𝑡𝑤𝑥] =

= −(−𝑤𝑡𝑡 − 2𝑤𝑥𝑤𝑡𝑥 + 𝑤𝑥𝑥

(︂
ℎ(𝑥)− 𝑤𝑡 −

3

2
𝑤2

𝑥

)︂
+ ℎ𝑥𝑤𝑥) = 0.

Переходя к координатам Эйлера, получаем просто одно из исходных уравнений

𝐷𝑡[−η] +𝐷𝑥[−ℎ(𝑥)𝑢+
𝑢3

2
− 𝑢(η+

𝑢2

2
)] =

= −(η𝑡 + ((η+ ℎ)𝑢)𝑥) = 0.
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5.1.2 Лагранжевы массовые координаты

Введем следующий оператор дифференцирования по времени в коорди­

натах Лагранжа:

𝑑

𝑑𝑡
= 𝐷𝑡 + 𝑢𝐷𝑥.

Этот оператор не коммутирует с оператором 𝐷𝑥:[︂
𝑑

𝑑𝑡
,𝐷𝑥

]︂
̸= 0.

Помимо оператора 𝑑
𝑑𝑡 введем две переменные — «плотность» ρ

ρ = ℎ+ η,

и новую независимую (массовую) координату 𝑠 — с помощью касательного пре­

образования

𝑑𝑠 = ρ𝑑𝑥− ρ𝑢𝑑𝑡,

где 𝑑𝑠 — полная дифференциальная форма, т. е.

𝜕ρ

𝜕𝑡
= −𝜕(ρ𝑢)

𝜕𝑥
,

что эквивалентно уравнению

ρ𝑡 + (ρ𝑢)𝑥 = 0.

Вследствие замены также получаются следующие соотношения:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢,

𝜕𝑥

𝜕𝑠
=

1

ρ
,

𝜕𝑠

𝜕𝑡
= −ρ𝑢.

Введем теперь оператор полного дифференцирования по переменной 𝑠 следу­

ющим образом:

𝐷𝑠 =
1

ρ
𝐷𝑥.

Операторы 𝑑
𝑑𝑡 и 𝐷𝑠 коммутриуют на решениях системы (5.1),(5.2):[︂

𝑑

𝑑𝑡
,𝐷𝑠

]︂
=

[︂
𝐷𝑡 + 𝑢𝐷𝑥,

1

ρ
𝐷𝑥

]︂
= − 1

ρ2
(ρ𝑡 + (ρ𝑢)𝑥) ,

где последнее выражение обращается в ноль на решениях (5.1).
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Итак, мы имеем следующую замену переменных:

𝑢(𝑡,𝑥) = 𝑢(𝑡,𝑠), ρ(𝑡,𝑠) = ℎ(𝑥) + η(𝑡,𝑥),

𝑑𝑢
𝑑𝑡 = 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥,

𝑑ρ
𝑑𝑡 = η𝑡 + 𝑢(ℎ+ η)𝑥,

𝑢𝑥 = ρ𝑢𝑠, ρ𝑥 = ρρ𝑠, 𝑑𝑠 = ρ𝑑𝑥− ρ𝑢𝑑𝑡, 𝑡 = 𝑡.

Теперь исходную систему можно записать в лагранжевых массовых коорди­

натах (𝑡,𝑠,𝑢,ρ):

𝑑

𝑑𝑡

(︂
1

ρ

)︂
− 𝑢𝑠 = 0, (5.6)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ ρ(ρ− ℎ)𝑠 = 0. (5.7)

Эта система допускает следующие симметрии:

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
, 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑠
, 𝑋3 =

𝜕

𝜕𝑢
.

В случае плоского дна в массовых координатах так же существует преобра­

зование годографа

ρ𝑠 =
𝑡𝑢
Δ
, ρ𝑡 = −𝑠𝑢

Δ
, 𝑢𝑠 = − 𝑡ρ

Δ
, 𝑢𝑡 =

𝑠ρ
Δ
, Δ = 𝑠ρ𝑡𝑢 − 𝑠𝑢𝑡ρ,

аналогичное (5.3), линеаризующее систему (5.6),(5.7):

𝑠𝑢 + ρ
2𝑡ρ = 0,

𝑠ρ + ρ𝑡𝑢 = 0.

5.2 Уравнения мелкой воды в потенциальных координатах

Лагранжа

В этом разделе отдельно рассмотрены случаи произвольного и линейно­

го дна.

5.2.1 Случай мелкой воды с произвольным дном

Рассмотрим потенциальную функцию 𝑥, определяемую уравнением

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑢,

𝜕𝑥

𝜕𝑠
=

1

ρ
. (5.8)
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Уравнение неразрывности (5.6) принимает элементарный вид1

𝑥𝑡𝑠 = 𝑥𝑠𝑡, (5.9)

а уравнение (5.7) записывается следующим образом

𝑥𝑡𝑡 −
𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

− ℎ𝑥 = 0. (5.10)

Замечание 5.2.1. Уравнение (5.10) соответствует одномерным уравнениям газо­

вой динамики в случае политропного газа при показателе адиабаты γ = 2. В

этом случае к уравнениям газовой динамики добавляется уравнение состояния

𝑝 = 𝐴ργ,

где 𝑝 — давление, и 𝐴 — константа. Для получения уравнений мелкой воды

следует положить γ = 2 и 𝐴 = 1
2 (см., например, [63]):

𝑝 =
1

2
ρ2, (5.11)

что позволяет переписать систему (5.6), (5.7) в альтернативной форме(︁
1
ρ

)︁
𝑡
− 𝑢𝑠 = 0,

𝑢𝑡 + 𝑝𝑠 = ℎ𝑥.

(5.12)

При построении разностных схем уравнение (5.11) будем аппроксимировать с

тем же порядком, что и остальные дифференциальные уравнения (впервые эта

идея была высказана в работах [145;146]).

Уравнение (5.10) допускает две симметрии:

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑡
и 𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑠

и является уравнением Эйлера–Лагранжа для следующего лагранжиана:

ℒ =
𝑥2𝑡
2

− 1

2𝑥𝑠
+ ℎ(𝑥).

С помощью теоремы Нётер можно получить законы сохранения уравне­

ния (5.10). Рассмотрим случай произвольной функции ℎ = ℎ(𝑥).
1Здесь и далее, если не указано специально, производная по 𝑡 означает производную в коорди­

натах Лагранжа.
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1. 𝑋1 =
𝜕
𝜕𝑡 :

𝐷𝑡

[︂
1

2𝑥𝑠
+

𝑥2𝑡
2

− ℎ(𝑥)

]︂
+𝐷𝑠

[︂
𝑥𝑡
2𝑥2𝑠

]︂
= 𝑥𝑡{𝑥𝑡𝑡 −

𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

− ℎ𝑥} = 0. (5.13)

2. 𝑋2 =
𝜕
𝜕𝑠 :

𝐷𝑡 [𝑥𝑡𝑥𝑠] +𝐷𝑠

[︂
1

𝑥𝑠
− 𝑥2𝑡

2
− ℎ(𝑥)

]︂
= 𝑥𝑠{𝑥𝑡𝑡 −

𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

− ℎ𝑥} = 0. (5.14)

С помощью касательных преобразований (5.8) перепишем полученные за­

коны сохранения системы (5.6), (5.7) в лагранжевых массовых координатах.

1. 𝑋1 =
𝜕
𝜕𝑡 :

𝐷𝑡

[︂
𝑢2 + ρ

2
− ℎ(𝑥)

]︂
+𝐷𝑠

[︂
ρ2𝑢

2

]︂
= 0.

2. 𝑋2 =
𝜕
𝜕𝑠 :

𝐷𝑡

[︂
𝑢

ρ

]︂
+𝐷𝑠

[︂
ρ− 𝑢2

2
− ℎ(𝑥)

]︂
= 0.

Сравнивая законы сохранения в различных координатах, следует иметь

в виду, что:

𝑑ℎ = ℎ′(𝑥)𝑑𝑥 = ℎ′
(︂
𝑢𝑑𝑡+

𝑑𝑠

ρ

)︂
.

Перепишем полученные законы сохранения в координатах Эйлера. Пер­

вый из них принимает вид

𝐷𝑒
𝑡

[︂
ρ

(︂
𝑢2 + ρ

2
− ℎ(𝑥)

)︂]︂
+𝐷𝑥

[︂
ρ2𝑢

2
+ ρ𝑢

(︂
𝑢2 + ρ

2
− ℎ(𝑥)

)︂]︂
= 0.

или

ρ𝑢(𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + (ρ− ℎ)𝑥) + (ρ𝑡 + (ρ𝑢)𝑥)

(︂
ρ+

𝑢2

2
− ℎ

)︂
= 0,

где 𝐷𝑒
𝑡 обозначает полную производную в эйлеровых координатах по 𝑡.

Второй закон сохранения в координатах Эйлера переходит в закон сохра­

нения импульса (одно из исходных уравнений):

𝐷𝑒
𝑡 (𝑢) +𝐷𝑥

(︂
ρ− ℎ+

𝑢2

2

)︂
= 0,

или

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + η𝑥 = 0.
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5.2.2 Мелкая вода с линейным дном

Рассмотрим случай линейного дна, т. е.

ℎ(𝑥) = 𝐶1𝑥+ 𝐶2,

где 𝐶1 и 𝐶2 — константы. Уравнение (5.7) принимает вид

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ ρ(ρ− 𝐶1𝑥)𝑠 = 0,

или, в потенциальных координатах,

𝑥𝑡𝑡 −
𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

− 𝐶1 = 0.

От константы 𝐶1 можно избавиться с помощью преобразования

𝑥 = 𝑥̃+
𝑡2

2
𝐶1, (5.15)

т. е. можно ограничиться рассмотрением случая плоского дна ℎ(𝑥) = 0 и рас­

сматривать уравнение (символ «˜» здесь и далее опускаем)

𝑥𝑡𝑡 −
𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

= 0. (5.16)

Уравнение (5.16) допускает следующие симметрии

𝑋1 =
𝜕
𝜕𝑡 , 𝑋2 =

𝜕
𝜕𝑠 , 𝑋3 =

𝜕
𝜕𝑥 , 𝑋4 = 𝑡 𝜕

𝜕𝑥 ,

𝑋5 = 3𝑡 𝜕
𝜕𝑡 + 2𝑥 𝜕

𝜕𝑥 , 𝑋6 = 3𝑠 𝜕
𝜕𝑠 + 𝑥 𝜕

𝜕𝑥

(5.17)

и может быть получено как уравнение Эйлера–Лагранжа для следующей функ­

ции Лагранжа

ℒ =
𝑥2𝑡
2

− 1

2𝑥𝑠
, (5.18)

которая допускает симметрии 𝑋1–𝑋4. При этом для 𝑋4 функция Лагранжа

(5.18) дивергентно-инвариантна:

𝑋4ℒ+ ℒ
(︀
𝐷𝑡 ξ

𝑡
4 +𝐷𝑠 ξ

𝑠
4

)︀
= 𝐷𝑡(−𝑥).

С помощью теоремы Нётер можно получить следующие законы сохранения.
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1. Симметрии 𝑋1 =
𝜕
𝜕𝑡 соответствует закон сохранения энергии (5.13) при

ℎ(𝑥) = 0.

2. Симметрии 𝑋2 = 𝜕
𝜕𝑠 соответствует закон сохранения импульса (5.14).

В случае ℎ(𝑥) = 0 он получается непосредственно из уравнения (5.10).

3. Симметрии 𝑋3 =
𝜕
𝜕𝑥 тоже соответствует сохранению импульса:

𝐷𝑡(𝑥𝑡) +𝐷𝑠

(︂
1

2
𝑥−2
𝑠

)︂
=

𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

− 𝑥𝑡𝑡 = 0. (5.19)

4. Симметрии 𝑋4 = 𝑡 𝜕
𝜕𝑥 соответствует закон сохранения движения центра

масс:

𝐷𝑡(𝑡𝑥𝑡 − 𝑥) +𝐷𝑠

(︂
1

2
𝑡𝑥−2

𝑠

)︂
= 𝑡

{︂
𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

− 𝑥𝑡𝑡

}︂
= 0. (5.20)

В лагранжевых массовых координатах законы сохранения (5.19) и (5.20)

переходят в

𝐷𝑡(𝑢) +𝐷𝑠

(︂
ρ2

2

)︂
= 0,

и

𝐷𝑡(𝑡𝑢− 𝑥) +𝐷𝑠

(︂
1

2
𝑡ρ2
)︂

= 0.

В координатах Эйлера они соответственно имеют вид

𝐷𝑒
𝑡 (ρ𝑢) +𝐷𝑥

(︂
ρ2

2
+ ρ𝑢2

)︂
= 0,

и

𝐷𝑒
𝑡 (ρ(𝑡𝑢− 𝑥)) +𝐷𝑥

(︂
1

2
𝑡ρ2 + ρ𝑢(𝑡𝑢− 𝑥)

)︂
= 0.

5.3 Инвариантные консервативные разностные схемы для

уравнений мелкой воды в лагранжевых координатах

Для аппроксимации уравнения второго порядка (5.16) будем рассматри­

вать разностные схемы на следующем 9-точечном шаблоне:

(t,s,x) = (𝑡, 𝑡, 𝑡; 𝑠, 𝑠−, 𝑠+;𝑥, 𝑥+, 𝑥−, 𝑥̂, 𝑥̂+, 𝑥̂−, 𝑥̌, 𝑥̌+, 𝑥̌−) (5.21)

Сетка предполагается равномерной и ортогональной:

ℎ𝑠
− = ℎ𝑠

+ = ℎ𝑠 = const, τ− = τ+ = τ = const. (5.22)

В координатах Лагранжа это возможно благодаря тому, что симметрии (5.17)

сохраняют условия равномерности и ортогональности сетки [1; 2]:

𝐷
−τ

𝐷
+τ
(ξ𝑡) = 0, 𝐷

+𝑠
𝐷
−𝑠
(ξ𝑠) = 0, 𝐷

±𝑠
(ξ𝑡) = −𝐷

±τ
(ξ𝑠).
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5.3.1 Построение инвариантной разностной схемы

Построим инвариантную разностную схему для случая плоского

дна (5.16). Здесь мы рассмотрим несколько отличающийся вид уравнения (5.16),

который позволяет переписать уравнение связи 𝑝 и ρ (5.11) в более простом

виде:

𝑝 = ρ2. (5.23)

Для этого положим 𝑥 = α𝑥̃, где 2α3 = 1. Тогда уравнение (5.16) принимает

форму

𝑥𝑡𝑡 − 2
𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

= 0. (5.24)

Будем искать инвариантную дивергентную схему, обладающую разностными

аналогами локальных законов сохранения уравнения (5.24).

Нетрудно установить, что выражение

τ
4/3
−

(ℎ𝑠
−)

1/3𝐷−τ
(𝑥𝑡)

допускает полный набор операторов алгебры (5.17). Поэтому далее будем ис­

кать инвариантную схему, имеющую следующую дивергентную форму:

τ
4/3
−

(ℎ𝑠
−)

1/3

(︂
𝐷
−τ
(𝑥𝑡) +𝐷

−𝑠
(Φ)

)︂
= 0, (5.25)

где Φ — некоторая функция, аппроксимирующая 𝐷𝑠(1/𝑥
2
𝑠) с первым порядком

точности по ℎ и τ.

Разумно предположить, что функция Φ есть некоторое рациональное вы­

ражение вида

Φ(x) = 1/𝑃2(x), (5.26)

где 𝑃2 ̸= 0 — полином второго порядка, заданный в точках

x = {𝑥, 𝑥+, 𝑥̂, 𝑥̂+, 𝑥̌, 𝑥̌+}.

Как видно, для того, чтобы схема допускала операторы 𝑋1–𝑋3, функция Φ(x)

должна зависеть от разностей

𝑡𝑛+𝑝+1 − 𝑡𝑛+𝑝 = τ𝑛+𝑝, 𝑠𝑚+𝑞+1 − 𝑠𝑚+𝑞 = ℎ𝑠
𝑚+𝑞,

𝑥𝑛+𝑝+1
𝑚+𝑞 − 𝑥𝑛+𝑝

𝑚+𝑞, 𝑥𝑛+𝑝
𝑚+𝑞+1 − 𝑥𝑛+𝑝

𝑚+𝑞, 𝑝, 𝑞 ∈ Z.
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Следовательно, полином 𝑃2 можно искать в виде

𝑃2(x) = 𝑎11𝑥
2
𝑠 + 𝑎22𝑥̂

2
𝑠 + 𝑎33𝑥̌

2
𝑠 + 2𝑎12𝑥𝑠𝑥̂𝑠 + 2𝑎13𝑥𝑠𝑥̌𝑠 + 2𝑎23𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠+

+𝑏1𝑥𝑠 + 𝑏2𝑥̂𝑠 + 𝑏3𝑥̌𝑠 + 𝑐1,

(5.27)

где 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑘 и 𝑐1 — некоторые вещественные постоянные, причём не все 𝑎𝑖𝑗 рав­

ны нулю.

Схема (5.25) также должна удовлетворять инфинитезимальным критери­

ям инвариантности:

𝑋𝑘

(︃
τ
4/3
−

(ℎ𝑠
−)

1/3

(︂
𝐷
−τ
(𝑥𝑡) +𝐷

−𝑠
(Φ)

)︂)︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒
(5.22)

= 0, 𝑘 = 1, . . . , 6.

В результате стандартных упрощений получается, что 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏3 = 𝑐1 = 0, а

константы 𝑎𝑖𝑗 могут иметь произвольные значения, удовлетворяющие следую­

щему ограничению, вытекающему из условий аппроксимации:∑︁
𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑗 = 1. (5.28)

Выражение 𝐷
−𝑠
(Φ) — дивергентное. Очевидно, оно допускает интегриру­

ющие множители 1 и 𝑡 (и, вообще, произвольную функцию 𝑓(𝑡)). В качестве

аппроксимации для оставшегося интегрирующего множителя 𝑥𝑡, соответству­

ющему закону сохранения энергии (5.13), выберем следующее разностное

выражение:

Λ =
𝑥𝑡 + 𝑥̌𝑡

2
. (5.29)

Согласно разностному аналогу прямого метода (напомним, что этот метод ранее

был подробно рассмотрен в Главе 3), должно быть

ℰ
(︂
Λ(𝐷

−τ
(𝑥𝑡) +𝐷

−𝑠
(Φ))

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
(5.22)

= 0, (5.30)

где

ℰ =
+∞∑︁

𝑘=−∞

+∞∑︁
𝑙=−∞

𝑆
+τ

𝑘 𝑆
+ℎ

𝑙 𝜕

𝜕𝑥𝑛−𝑘
𝑚−𝑙

— разностный вариационный оператор [2].
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Подставляя (5.27) и (5.29) в (5.30) и приведя получающиеся в результате

рациональные выражения к общему знаменателю, получим

ℰ
(︂
Λ(𝐷

−τ
(𝑥𝑡) +𝐷

−𝑠
(Φ))

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
(5.22)

=
𝑃54

𝑃···
= 0,

где 𝑃54 — полином степени 54, заданный на 20 точках

𝑥𝑛+𝑖
𝑚+𝑗, 𝑖 = −2, . . . ,2, 𝑗 = −1, . . . ,2,

а через 𝑃··· обозначен отличный от нуля полином, заданный на том же множе­

стве точек. Вид полинома 𝑃··· в дальнейшем не представляет особого интереса —

необходимо только гарантировать, чтобы он не обращался в нуль на получае­

мых решениях. Рассматривая коэффициенты при старших степенях 𝑃54, можно

получить следующее ограничение на константы:

𝑎11𝑎22𝑎33(𝑎33 − 𝑎22) = 0. (5.31)

Выберем простейшее решение 𝑎11 = 𝑎22 = 𝑎33 = 0. Подставляя это решение в

полином 𝑃54 и вновь группируя коэффициенты при старших степенях поли­

нома, получим

𝑎13𝑎23(𝑎13 − 𝑎23) = 0. (5.32)

Полагая 𝑎13 = 𝑎23 = 0 приходим к следующей форме искомой функции:

Φ =
1

𝑃2
= (𝑎23𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1 .

Функция Φ удовлетворяет уравнению (5.30) при любых значения коэффициен­

та 𝑎23. Учитывая (5.28), положим 𝑎23 = 1. В результате получается следующая

схема на равномерной ортогональной сетке:

𝐹 = 𝑥𝑡𝑡 +
1
ℎ𝑠−

(︀
(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1 − (𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)
−1
)︀
= 0,

τ+ = τ−, ℎ𝑠
+ = ℎ𝑠

−.

(5.33)

Схема (5.33) аппроксимирует уравнение (5.24) с порядком 𝑂((ℎ𝑠)2 + τ2).

Заметим, что, хотя выбор решений (5.31), (5.32) был сделан произволь­

но, можно проверить, что выбор других значений констант в итоге либо вновь

приводит к схеме (5.33), либо дает не представляющие интереса тривиальные

решения.
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Замечание 5.3.1. Можно также записать расширенный вариант схемы (5.33) в

следующей, «вязкой», форме:

𝑥𝑡𝑡 +
1

ℎ𝑠
−

(︀
(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1 − (𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)
−1
)︀
+ µ

𝑥̂𝑠𝑠 + 𝑥̌𝑠𝑠
2

= 0, (5.34)

где |µ| ≪ (ℎ𝑠)2 — коэффициент вязкости.

Замечание 5.3.2. С помощью процедур, подобных описанной выше, могут быть

получены схемы отличные от (5.33). Например, схема (5.34). Схема (5.34) в

свою очередь может быть обобщена следующим образом. Выразим разностные

производные 𝑥𝑡 и 𝑥𝑠 через некоторую функцию 𝑤:

𝑥𝑡 = 𝐷
+τ
(𝑤(𝑥)), 𝑥𝑠 = 𝐷

+𝑠
(𝑤(𝑥)),

Подставляя в (5.34), после упрощений и разложения в ряд, получим

𝑤′(𝑥𝑡𝑡 − 2𝑥−3
𝑠 𝑥𝑠𝑠) + 𝑤′′(𝑥2𝑡 − 2𝑥2𝑠) +𝑂(τ2 + ℎ2).

Откуда видно, что схема может быть представлена в следующей обобщенной

форме:

𝑤(𝑥)𝑡𝑡 +
1

ℎ𝑠
−

(︀
(𝑤(𝑥̂)𝑠𝑤(𝑥̌)𝑠)

−1 − (𝑤(𝑥̂)𝑠𝑤(𝑥̌)𝑠)
−1
)︀
+ µ

𝑤(𝑥̂)𝑠𝑠 + 𝑤(𝑥̌)𝑠𝑠
2

= 0,

где

𝑤(𝑧) = νφ(𝑧) + 𝑧 + 𝑐,

𝑐 — константа, φ — произвольная функция, и ν — коэффициент поряд­

ка 𝑂((ℎ𝑠)2 + τ2).

5.3.2 Выражение полученной схемы через конечно-разностные

инварианты

При построении схемы (5.33) было использовано свойство инвариантно­

сти. Рассмотрим инварианты алгебры Ли операторов (5.17) в пространстве

переменных (5.21). Всего существует 15− 6 = 9 разностных инвариантов:

𝐼1 =
ℎ𝑠
+

ℎ𝑠
−
, 𝐼2 =

τ+
τ−
,

𝐼3 =
𝑥−𝑥−
ω

, 𝐼4 =
𝑥+−𝑥
ω

, 𝐼5 =
𝑥̌+−𝑥̌
ω

, 𝐼6 =
𝑥̌−𝑥̌−
ω

,

𝐼7 =
τ+ (𝑥−𝑥̌)+τ−(𝑥−𝑥̂)

ωτ−
, 𝐼8 =

τ+ (𝑥−𝑥̌)+τ−(𝑥−𝑥̂+)
ωτ−

,

𝐼9 =
τ+ (𝑥−𝑥̌)+τ−(𝑥−𝑥̂−)

ωτ−
,

(5.35)
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где обозначено

ω3 = τ2−ℎ
𝑠
−, ℎ𝑠

+ = 𝑠+ − 𝑠, ℎ𝑠
− = 𝑠− 𝑠−.

Схема (5.33) инвариантна к действию всей 6-параметрической груп­

пы (5.17):

𝑋𝑖𝐹 |(5.22),(5.25) = 0, 𝑖 = 1, ..., 6.

Таким образом, она может быть записана в инвариантах (5.35):

(τ−)4/3

(ℎ𝑠−)
1/3

(︂
𝑥𝑡𝑡 +𝐷

−𝑠

(︀
(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1
)︀)︂

= 𝐼2−𝐼6𝐼7 (𝐼7−𝐼9)
𝐼2𝐼6 (𝐼7−𝐼9)

+ (𝐼1)
2

𝐼5 (𝐼7−𝐼8)
= 0,

𝐼1 = 1, 𝐼2 = 1.

Замечание 5.3.3. Схема с вязкостью (5.34) также может быть записана в инва­

риантах:

𝐼2−𝐼6𝐼7 (𝐼7−𝐼9)
𝐼2𝐼6 (𝐼7−𝐼9)

+ (𝐼1)
2

𝐼5 (𝐼7−𝐼8)
+ µα2

2

(︁
𝐼5+𝐼7−𝐼8

𝐼1
+ 𝐼7 − 𝐼9 − 𝐼6

)︁
= 0,

𝐼1 = 1, 𝐼2 = 1,

где α = τ−/ℎ
𝑠
− (величину α на регулярной сетке можно считать постоянной).

5.3.3 Локальные законы сохранения полученной схемы в

потенциальных координатах

В разделе 5.3.1 было установлено, что схема (5.33) обладает следующим

набором интегрирующих множителей:

Λ1 = 1, Λ2 = 𝑡, Λ3 =
𝑥𝑡 + 𝑥̌𝑡

2
, (5.36)

где последний множитель был задан формулой (5.29). С помощью множите­

лей (5.36) могут быть найдены следующий законы сохранения схемы (5.33) в

потенциальных координатах.
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1. Количество вещества

𝐷
−τ
(𝑥̂𝑠)−𝐷

−𝑠
(𝑥+𝑡 ) = 0, (5.37)

которое является разностным аналогом соотношения (5.9).

2. Закон сохранения импульса

Λ1 = 1, 𝐷
−τ
(𝑥𝑡) +𝐷

−𝑠

(︀
(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1
)︀
= 0,

соответствующий (5.19).

3. Закон сохранения движения центра масс

Λ2 = 𝑡, 𝐷
−τ
(𝑡𝑥𝑡 − 𝑥) +𝐷

−𝑠

(︀
𝑡(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1
)︀
= 0,

соответствующий (5.20).

4. Сохранение энергии

Λ3 =
𝑥𝑡 + 𝑥̌𝑡

2
,

1

2
𝐷
−τ
(𝑥2𝑡 + 𝑥−1

𝑠 + 𝑥̂−1
𝑠 ) +

1

2
𝐷
−𝑠

(︀
(𝑥+𝑡 + 𝑥̌+𝑡 )(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1
)︀
= 0,

соответствующее (5.13).

Замечание 5.3.4. Для расширенной схемы (5.34) законы сохранения можно за­

писать следующим образом.

1. Импульс:

𝐷
−τ
(𝑥𝑡) +𝐷

−𝑠

(︂
(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1 + µ
𝑥̂𝑠 + 𝑥̌𝑠

2

)︂
= 0.

2. Движение центра масс:

𝐷
−τ
(𝑡𝑥𝑡 − 𝑥) +𝐷

−𝑠

(︂
𝑡(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1 + 𝑡µ
𝑥̂𝑠 + 𝑥̌𝑠

2

)︂
= 0.

3. Энергия:

1

2
𝐷
−τ
(𝑥2𝑡 + 𝑥−1

𝑠 + 𝑥̂−1
𝑠 + µτ

(︀
𝑥𝑥+ + 𝑥̂𝑥̂+ − 2(𝑥2 + 𝑥̂2)

)︀
)

+
1

2
𝐷
−𝑠

(︀
(𝑥+𝑡 + 𝑥̌+𝑡 )(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1 + µℎ𝑠(𝑥̂𝑥̌+ − 𝑥̌𝑥̂+)
)︀
= 0.

Сделаем важное уточнение. Во всех приводимых здесь и далее примерах

законы сохранения записываются в дивергентной (локальной) форме. Законы

сохранения, представленные в дивергентной форме (в частности, получаемые с
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помощью теоремы Нётер) сами по себе не несут никакой информации о том, ка­

ким именно обобщенным решениям (в том числе и каким интегральным законам

сохранения) они соответствуют. Поэтому требовать от таких законов сохране­

ния сходимости к каким-либо обобщенным решениям на сильных разрывах не

следует [91]. Учитывая это, далее мы ограничиваемся рассмотрением законов

сохранения, не содержащих сильных разрывов (преимущественно на гладких

решениях).

5.3.4 Инвариантные схемы и их локальные законы сохранения в

лагранжевых массовых координатах

В данном разделе, с помощью преобразований вида (5.8), получены

две инвариантные консервативные разностные схемы в массовых координатах

Лагранжа, соответствующие схеме (5.33). Используя в точности преобразова­

ние (5.8), можно получить лишь схему, заданную на трех временных слоях.

Это первая из представленных ниже схем. Вторая схема определяется на двух

временных слоях с помощью более сложного разностного аналога преобразова­

ния (5.8) и записывается в виде трех уравнений.

Трехслойная схема

Воспользуемся следующим разностным аналогом преобразования (5.8):

𝑥𝑡 = 𝑢, 𝑥𝑠 = ρ
−1. (5.38)

Схема (5.33) принимает вид

(︁
1
ρ

)︁
𝑡
= 𝑢𝑠,

𝐷
−τ
(𝑢) +𝐷

−𝑠
(ρ̂ρ̌) = 0,

ℎ𝑠
+ = ℎ𝑠

−, τ+ = τ−.

(5.39)

Эта схема определяется на разностном шаблоне, представленном на Рис. 5.1.

Замечание 5.3.5. Напомним, что в случае мелкой воды с плоским дном перемен­

ная ρ уже имеет физическое значение не плотности, а высоты столбца жидкости

(от дна до свободной поверхности).
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Рисунок 5.1 — Разностный шаблон для трехслойной схемы

С помощью заданного в одной точке разностного соотношения

𝑝 = ρ2, (5.40)

соответствующего преобразованию (5.23), схема (5.39) может быть записана в

форме (︁
1
ρ

)︁
𝑡
= 𝑢𝑠,

𝐷
−τ
(𝑢) +𝐷

−𝑠

(︀√
𝑝𝑝
)︀
= 0,

ℎ𝑠
+ = ℎ𝑠

−, τ+ = τ−.

Последняя схема обладает следующими законами сохранения.

1. Количество вещества: (︂
1

ρ

)︂
𝑡

= 𝑢𝑠,

2. Сохранение импульса:

Λ = 1, 𝐷
−τ
(𝑢) +𝐷

−𝑠
(ρ̂ρ̌) = 𝐷

−τ
(𝑢) +𝐷

−𝑠

(︁√︀
𝑝𝑝
)︁
= 0.

3. Движение центра масс:

Λ = 𝑡, 𝐷
−τ
(𝑡𝑢− 𝑥) +𝐷

−𝑠
(𝑡ρ̂ρ̌) = 𝐷

−τ
(𝑡𝑢− 𝑥) +𝐷

−𝑠

(︁
𝑡
√︀
𝑝𝑝
)︁
= 0.

4. Сохранение энергии:

Λ =
𝑢+ 𝑢̌

2
,

1

2
𝐷
−τ

(︂
𝑢2 +

𝑝

ρ
+

𝑝

ρ̂

)︂
+

1

2
𝐷
−𝑠

(︁
(𝑢+ + 𝑢̌+)

√︀
𝑝𝑝
)︁
= 0.
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Двухслойная схема

Использование неточечной замены (5.38) (разностный аналог контактно­

го преобразования) и уравнения состояния (5.40) приводит к необходимости

работать с трехслойной схемой, что на практике порождает определенные труд­

ности. Покажем, что подобающим выбором разностной замены переменных и

уравнения состояния можно получить двухслойную схему. Вместо замены (5.38)

используем замену

𝑥̌𝑠 + 𝑥𝑠 =
2

ρ̌
, 𝑥𝑡 = 𝑢, (5.41)

и воспользуемся следующим неявным разностным аналогом уравнения (5.23)

1√
𝑝
+

1
√
𝑝
=

2

ρ̌
или 𝑥𝑠 =

1
√
𝑝
. (5.42)

В этом случае схема (5.39) будет иметь вид

𝐷
−τ

(︁
1
ρ

)︁
−𝐷

−𝑠

(︁
𝑢++𝑢̌+

2

)︁
= 0,

𝐷
−τ
(𝑢) +𝐷

−𝑠
(𝑄) = 0,

ℎ𝑠
+ = ℎ𝑠

−, τ+ = τ−,

(5.43)

где
1

𝑄
=

4

ρρ̌
− 2

√
𝑝

(︂
1

ρ
+

1

ρ̌

)︂
+

1

𝑝
. (5.44)

Здесь и схема, и уравнение состояния записаны на двух временных слоях с

помощью трех уравнений (5.43),(5.42). Соответствующий разностный шаблон

представлен на Рис. 5.2. Схема (5.43) аппроксимирует дифференциальную си­

стему уравнений мелкой воды с порядком 𝑂(ℎ + τ).

Законы сохранения схемы (5.43) имеют следующий вид.

1. Количество вещества2:

𝐷
−τ

(︂
1

ρ

)︂
−𝐷

−𝑠

(︂
𝑢+ + 𝑢̌+

2

)︂
= 0.

2Чтобы получить этот закон сохранения, следует сначала переписать (5.37) в виде

𝐷
−τ
(𝑥̂𝑠 + 𝑥𝑠)− 𝐷

−𝑠
(𝑥+𝑡 + 𝑥̌+𝑡 ) = 0.
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Рисунок 5.2 — Разностный шаблон для двухслойной схемы

2. Импульс:

Λ = 1, 𝐷
−τ

(𝑢) +𝐷
−𝑠

(𝑄) = 0.

3. Движение центра масс:

Λ = 𝑡, 𝐷
−τ
(𝑡𝑢− 𝑥) +𝐷

−𝑠
(𝑡𝑄) = 0.

4. Энергия:

Λ =
𝑢+ 𝑢̌

2
, 𝐷

−τ

(︂
𝑢2

2
+

𝑝

2
√
𝑝− ρ

)︂
+𝐷

−𝑠

(︂
𝑢+ + 𝑢̌+

2
𝑄

)︂
= 0.

Замечание 5.3.6. Слагаемое 0.5µ(𝑥̂𝑠𝑠+ 𝑥̌𝑠𝑠), входящее в схему (5.34), принимает

вид

µ

ℎ𝑠 𝐷−𝑠

(︂
1

ρ
+

1

ρ̌
− 1

√
𝑝

)︂
=

(︂
𝑝𝑠

2𝑝3/2
− 2ρ𝑠
ρ2

)︂
µℎ𝑠 +𝑂(µℎ𝑠(ℎ𝑠 + τ))

=

(︂
1

ρ

)︂
𝑠

µℎ𝑠 +𝑂(µℎ𝑠(ℎ𝑠 + τ)).

Здесь учтено уравнение (5.23).

5.3.5 Схемы для случая мелкой воды с произвольным дном

В этом случае уравнение (5.24) принимает вид

𝑥𝑡𝑡 − 2
𝑥𝑠𝑠
𝑥3𝑠

−𝐻 ′(𝑥) = 0, (5.45)

где через 𝐻(𝑥) обозначена функция, описывающая профиль дна.

Случай 𝐻 ′(𝑥) ̸= 0.

В случае произвольного дна, когда вид функции 𝐻 не определен, схема

для уравнения (5.45) перестает быть дивергентной, и степень ее инвариантно­

сти уже зависит от конкретного вида функции 𝐻. Схема для случая плоского
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дна (5.33) обобщается до следующего вида:

𝑥𝑡𝑡 +
1
ℎ𝑠−

(︀
(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1 − (𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)
−1
)︀
−

𝐷
−τ

𝐻(𝑥)+𝐷
+τ

𝐻(𝑥)

𝑥𝑡+𝑥̌𝑡
= 0,

τ+ = τ−, ℎ𝑠
+ = ℎ𝑠

−,

(5.46)

где

𝐷
−τ
𝐻(𝑥) + 𝐷

+τ
𝐻(𝑥)

𝑥𝑡 + 𝑥̌𝑡
=

2

𝑥𝑡 + 𝑥̌𝑡

⎡⎣𝐷−τ𝐻(𝑥) + 𝐷
+τ

𝐻(𝑥)

2

⎤⎦ ∼ 1

𝑥′𝑡
[𝐻 ′

𝑥𝑥
′
𝑡] ∼ 𝐻 ′(𝑥).

Схема (5.46), кроме закона сохранения массы, обладает также законом

сохранения энергии:

𝐷
−τ
(𝑥2𝑡 + 𝑥−1

𝑠 + 𝑥̂−1
𝑠 −𝐻(𝑥)−𝐻(𝑥̂)) +𝐷

−𝑠

(︀
(𝑥+𝑡 + 𝑥̌+𝑡 )(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1
)︀
= 0.

С помощью преобразований (5.41) и (5.42) последний закон сохранения может

быть записан в массовых координатах Лагранжа:

𝐷
−τ

(︂
𝑢2

2
+

𝑝

2
√
𝑝− ρ

− 𝐻(𝑥) +𝐻(𝑥+ τ𝑢)

2

)︂
+𝐷

−𝑠

(︂
𝑢+ + 𝑢̌+

2
𝑄

)︂
= 0,

где 𝑄 дается формулой (5.44).

Случай 𝐻 ′(𝑥) = const (линейное дно).

Здесь функция 𝐻 имеет вид 𝐻(𝑥) = 𝐶1𝑥 + 𝐶2, и схема (5.46) принима­

ет форму

𝑥𝑡𝑡 +
1
ℎ𝑠−

(︀
(𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)

−1 − (𝑥̂𝑠𝑥̌𝑠)
−1
)︀
− 𝐶1 = 0,

τ+ = τ−, ℎ𝑠
+ = ℎ𝑠

−.

При 𝐶1 = 0 (плоское дно), все результаты для последней схемы совпадают

с приведенными в разделе 5.3.2.

В случае 𝐶1 ̸= 0 уравнение допускает 6-параметрическую группу пре­

образований (5.17). От случая линейного дна к случаю плоского дна можно

перейти заменой

𝑥 = 𝑥̃+
𝐶1

2
𝑡𝑡,

которая представляет собой разностный аналог замены (5.15).
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5.4 Сравнительный анализ некоторых разностных схем для

уравнений мелкой воды

В публикациях [73] и [147] была произведена численная реализация ин­

вариантной разностной схемы (5.33) в лагранжевых массовых координатах.

Был рассмотрен набор тестовых задач и осуществлен контроль законов со­

хранения на соответствующих решениях. Поскольку рассматриваемые законы

сохранения схемы (5.33) — локальные, то они гарантированно справедливы

лишь на гладких решениях, и именно гладкие решения рассматриваются в [73].

В работе [147] рассмотрены разрывные решения, и в этом случае использу­

ется версия схемы с линейно–квадратичной псевдовязкостью, сглаживающей

решения вблизи разрывов. Во втором случае, вследствие применения псевдо­

вязкости, информация о точном решении в некоторой окрестности разрыва

теряется необратимо. Здесь мы ограничимся рассмотрением лишь некоторых

из числа приведенных в [73] достаточно гладких точных решений.

Для сравнения далее рассмотрим следующие разностные схемы:

(a) Инвариантную схему (5.43),(5.42), полученную ранее.

(b) Полностью консервативную схему Самарского–Попова уравнений га­

зовой динамики [4], адаптированную под уравнения мелкой воды.

(c) Явную разностную схему, представляющую собой простую разност­

ную аппроксимацию системы уравнений мелкой воды.

Все схемы рассматриваются на равномерных ортогональных сетках и

только для случая плоского дна (ℎ(𝑥) = 0).

Рассмотрим последние две схемы подробнее.

(b) Модифицированная схема Самарского–Попова. Одна из неявных

полностью консервативных схем, построенных в [4], для одномерных уравне­

ний газовой динамики, может быть следующим образом модифицирована для

случая уравнений мелкой воды:

𝑢𝑡 + 𝑝𝑠 = 0, 1
ρ
= 𝑥𝑠,

𝑥𝑡 =
𝑢̂+𝑢
2 , 𝑝 = ρ2.

(5.47)
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В состав оригинальной схемы Самарского–Попова для одномерных уравнений

газовой динамики входит также закон сохранения энергии

𝐷
+τ

(︁
ε+

𝑢2
+

2

)︁
+𝐷

+𝑠

(︁
(𝑢+𝑢̂)(𝑝+𝑝)

4

)︁
= 0, (5.48)

где внутренняя энергия среды ε определяется из уравнения

ε𝑡 = −𝑝

(︂
1

ρ

)︂
𝑡

, (5.49)

связывающего изменение внутренней энергии с работой сил давления.

Уравнение энергии (5.48) в случае мелкой воды, в отличие от оригиналь­

ной схемы для уравнений газовой динамики, уже непосредственно не следует

из системы (5.47) и частью схемы не является. Уравнение (5.48) можно, с уче­

том (5.49), записать как

𝑢̂+ + 𝑢+
2

(𝑢+𝑡 + 𝑝𝑠)− 𝑝

(︂(︂
1

ρ

)︂
𝑡

− 1

2
(𝑢̂+ 𝑢)𝑠

)︂
− 1

4
((𝑢+ 𝑢̂)𝑝𝑡)𝑠τ = 0, (5.50)

откуда видно, что (5.48) на решениях системы (5.47) не выполняется и не

является законом сохранения этой системы. Тем не менее, далее мы будем

использовать уравнения (5.48), (5.49) при численных расчетах для контроля

сохранения полной энергии на решениях системы.

(c) Простая явная схема. Рассмотрим следующую простую дивергентную

аппроксимацию уравнения (5.12):(︁
1
ρ

)︁
𝑡
− 𝑢𝑠 = 0, 𝑢𝑡 + 𝑝𝑠 = 0, 𝑝 = ρρ̂. (5.51)

Первые два уравнения схемы представляют собой законы сохранения массы и

импульса соответственно. Кроме того, для схемы можно записать закон сохра­

нения движения центра масс:

𝐷
+τ
(𝑡𝑢− 𝑥) +𝐷

+𝑠
(𝑡𝑝) = 0.

Закон сохранения энергии для схемы (5.51) не выполняется: видно, что его раз­

ностный аналог можно записать лишь с невязкой, пропорциональной величине

временного слоя τ:

𝐷
+τ

(︁
𝑢2

2 + ρ
)︁
+𝐷

+𝑠
(𝑢ρ−ρ̂−) =

= 𝑢

(︂
𝐷
+τ
(𝑢) +𝐷

+𝑠
(ρ−ρ̂−)

)︂
− ρρ̂

(︂
𝐷
+τ

(︁
1
ρ

)︁
−𝐷

+𝑠
(𝑢)

)︂
+ 1

2𝑢
2
𝑡τ.
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Данная схема служит примером того, что обычно достаточно трудно подобрать

аппроксимацию системы уравнений, обладающую всеми разностными аналога­

ми законов сохранения, не руководствуясь какими-либо критериями построения

и отбора схем (инвариантность, полная консервативность и т. п.).

Рассмотрим некоторые точные решения одномерных уравнений мелкой

воды, не содержащие сильных разрывов.

1. Известное автомодельное решение задачи об извлечении поршня с

постоянной скоростью из среды, имеющей начальные значения пара­

метров 𝑢0, ρ0, приводится, например, в [4]. В результате образуется

простая волна разрежения, которая соединяется с двумя тривиальными

постоянными решениями. В случае одномерной мелкой воды парамет­

ры в области волны разрежения определяются по формулам

ρ(𝑠) = ρ0(𝑠/𝑠0)
2
3 , 𝑢(𝑠) = 2𝑐0

(︁
(𝑠/𝑠0)

1
3 − 1

)︁
, (5.52)

где 𝑠0 = 𝑐0ρ0 и 𝑐20 = 2ρ0.

2. Инвариантное решение, соответствующее подалгебре 𝑋6 алгебры (5.17)

в массовых координатах Лагранжа имеет представление [107]

𝑥 = 𝑠1/3ψ, ρ = 1/𝑥𝑠 = 3𝑠2/3/ψ, 𝑢 = 𝑥𝑡 = 𝑠1/3ψ′, (5.53)

где функция ψ = ψ(𝑡) удовлетворяет уравнению движения частицы в

потенциальном поле [148]

ψ′′ψ2 + 12 = 0. (5.54)

Последнее уравнение может быть линеаризовано с помощью каса­

тельного преобразования (см. подробности в [148]), но его общее

решение через элементарные функции не выражается. Также для урав­

нения (5.54) известен первый интеграл

ψ′2 − 24ψ−1 = const

и следующее частное решение [148;149]:

ψ(𝑡) = (54 𝑡2)1/3.

Заметим, что при постоянном значении 𝑡 выражения (5.53) для ρ и 𝑢

несложными преобразованиями сводятся к (5.52) и, таким образом, в

каждый фиксированный момент времени 𝑡 > 0 приведенное решение

описывает некоторую волну разрежения или сжатия.
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3. Физический смысл последнего рассматриваемого здесь инвариантного

решения [107] не столь очевиден, и соответствующее ему дифференци­

альное уравнение в элементарных функциях не интегрируются. Тем не

менее, решение представляют интерес с точки зрения численного ана­

лиза разностных схем. Инвариантное решение, которое соответствует

подалгебре 𝑋1 +𝑋6, имеет представление

𝑥 = 𝑒𝑡ψ, ρ = 𝑒2𝑡/ψ′, 𝑢 = 𝑒−2𝑡(ψ𝑒3𝑡 − 3𝑠ψ′),

где функция ψ = ψ(𝑦) удовлетворяет уравнению

ψ′′(2− 9ψ′3𝑦2)−ψ′(3ψ′𝑦 +ψ) = 0, 𝑦 = 𝑠𝑒−3𝑡.

Начальные данные для численных расчетов и графики полученных реше­

ний для перечисленных схем вынесены в Приложение В. Здесь же проведем

анализ полученных результатов.

Рассмотрим графики контроля законов сохранения для задачи о волне раз­

режения, приведенные на рис. В.4. Вблизи начала координат для инвариантной

схемы наблюдается небольшой энтропийный след, но дальше осцилляции, в от­

личие от остальных схем, не распространяются, и законы сохранения энергии

и импульса выполняются на решениях с высокой степенью точности. Та же си­

туация наблюдается и на рис. В.6, т. е. для первой и третьей тестовых задач

вблизи начала координат происходит резкий скачок скорости 𝑢.

Анализируя перечисленные графики, можно в целом сказать, что на

решениях, не содержащих сильных разрывов, инвариантная схема (5.33)

дает результаты, очень близкие к результатам, получаемым по схеме Самар­

ского–Попова, и при этом ощутимо превосходит явную схему (5.51), особенно

при контроле закона сохранения энергии на решениях.

5.5 Программный комплекс Schemelib

Для осуществления расчётов по конечно-разностным схемам (в том числе

схемам, рассматриваемым в настоящей главе) и для графического отображе­

ния полученных результатов был разработан программный комплекс Schemelib.

Комплекс Schemelib позволяет эффективно производить численные расчеты по

разностным схемам для одномерным уравнений газовой динамики и уравне­

ний мелкой воды, содержит стандартный набор тестовых заданий и позволяет
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добавлять новые тестовые задания, точные решения, отображать численные

результаты и сопоставлять результаты, полученные для различных схем.

При разработке комплекса были поставлены и решены следующие задачи:

– комплекс должен содержать базовый набор стандартных схем, тестовых

задач и точных решений;

– пользователь должен иметь возможность без труда добавлять новые

схемы, тестовые задания и точные решения;

– при тестировании необходима возможность группировать тестовые за­

дания и схемы по различным признакам (например, рассматривать

только схемы для уравнений мелкой воды);

– необходима возможность сопоставлять результаты численных расчетов

для различных схем;

– необходима возможность экспортировать результаты расчетов в

различные форматы3, удобные для публикации как в документах

формата PDF (векторная графика), так и для размещения на веб–стра­

ницах (растровая графика со сжатием), в том числе в виде анимаций в

формате GIF или видео-роликов (в формате MP4);

– работа должна вестись на современном и эффективном языке програм­

мирования высокого уровня;

– необходима возможность экспортировать результаты в форматы, при­

годные для работы в системах компьютерной алгебры с возможностью

проведения символических вычислений (например, Maple [151]).

Общая структура разработанного комплекса, решающего перечисленные

задачи, схематически изображена на Рис. 5.3.

В основе комплекса Schemelib лежит модуль, разработанный на вы­

сокоуровневом языке программирования Python [152] с помощью библиоте­

ки NumPy [153], предназначенной для научных вычислений, и библиотеки

Matplotlib [154] визуализации данных. Библиотека NumPy содержит множество

готовых структур данных и алгоритмов, удобных для работы с большими на­

борами данных, представимыми в виде векторов и матриц, в том числе для

работы с разреженными матрицами.
3Краткое описание различных форматов файлов, встречающихся далее, можно найти, напри­

мер, на ресурсе [150].
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Рисунок 5.3 — Структура программного комплекса Schemelib

Основной модуль Schemelib может быть условно представлен в виде стека,

состоящего из следующих пяти программных «слоев» (каждый слой использует

в своей реализации нижележащие слои и не затрагивает вышележащие):

(i) Слой common содержит низкоуровневые структуры данных, алго­

ритмы и утилиты для эффективной работы с конечно-разностными

схемами на базе массивов NumPy, а также различные вспомогатель­

ные функции и классы.

(ii) Слой schemes содержит набор реализаций стандартных базовых яв­

ных и неявных конечно-разностных схем для уравнений одномерной

газовой динамики и уравнений мелкой воды. Этот набор может быть

расширен пользователем.

(iii) Слой problems включает в себя точные решения для различных

тестовых задач и некоторый вспомогательный функционал. Поль­

зователь может добавлять новые точные решения самостоятельно.

(iv) Слой test включает набор стандартных тестовых заданий, которые

формируются с помощью точных решений из слоя problems. Тесто­

вые задания расчитываются по схемам из слоя schemes. Именно со

слоем test большую часть времени работает пользователь, исполь­

зуя стандартные задания или формируя собственные на базе уже

имеющихся.

(v) Вспомогательный слой tools применяется для графического отобра­

жения результатов расчетов, а также с целью экспорта данных в

различные форматы, подходящие для публикации результатов рас­
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четов или же пригодные для дальнейшей работы с результатами в

системах компьютерной алгебры.

Второй модуль, Schemelib.mpl, реализован в виде пакета системы Maple

и используется в Maple для импорта данных, экспортированных с помощью

функций слоя tools (в текстовом формате TXT). В первую очередь это удобно

для более тонкой работы с графиками решений тестовых задач. Кроме того, с

помощью Maple удобно переводить данные в векторные форматы, например

в формат EPS.

Ещё один вспомогательный модуль позволяет, используя системную

утилиту ffmpeg [155], представлять результаты расчетов в виде анимаций фор­

мата GIF.

Детали реализации модулей Schemelib и примеры применения комплекса

приведены в Приложении Д. Множество примеров практического примене­

ния Schemelib можно найти на веб-сайте автора [156].

5.6 Заключительные замечания

В главе были рассмотрены уравнения мелкой воды в случаях произ­

вольного, линейного и плоского дна в эйлеровых, потенциальных и массовых

лагранжевых координатах. Была построена инвариантная консервативная раз­

ностная схема для уравнений мелкой воды с плоским дном в лагранжевых

потенциальных и массовых координатах, обладающая локальными законами

сохранения энергии, количества вещества, импульса и движения центра масс.

В отличие от ранее построенных инвариантных схем [56], приведенная схема

обладает всеми (локальными) законами сохранения и задается на равномерной

ортогональной сетке.

По полученной инвариантной схеме и по двум другим выбранным нами

разностным схемам были осуществлены численные расчеты на примерах трех

тестовых задач. В большинстве случаев инвариантная схема не уступает моди­

фицированной полностью консервативной схеме Самарского–Попова (5.47) на

решениях, не содержащих сильных разрывов, как в плане точности полученных

решений, так и в отношении контроля законов сохранения на этих решениях.

Для большей части тестовых заданий (см. Приложение В) инвариантная схема

показывает даже заметно лучшие результаты по законам сохранения энергии

и импульса.
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Были приведены также некоторые обобщения инвариантной схемы для

уравнений мелкой воды с плоским дном и разностная схема для случая произ­

вольного дна, обладающая законом сохранения энергии.

Все расчеты были осуществлены с помощью специально разработанного

программного комплекса Schemelib.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. С помощью разностного аналога теоремы Нётер было построено се­

мейство инвариантных разностных схем для ОДУ второго порядка

из классификационного списка Ли, обладающих всеми разностными

аналогами первых интегралов дифференциального уравнения. Среди

инвариантного семейства схем есть точная схема. Это семейство раз­

ностных схем завершает список интегрируемых инвариантных моделей,

полученных в результате групповой классификации, проведенной в [27].

Дополнительно были построены точные инвариантные разностные

схемы для некоторых нелинейных ОДУ второго порядка из классифи­

кационного списка Ли.

2. В работе произведено обобщение разностного аналога тождества Нё­

тер на случай системы обыкновенных разносных уравнений. Построена

инвариантная разностная схема для системы уравнений Ермакова спе­

циального вида, обладающая всеми разностными аналогами первых

интегралов дифференциальной системы.

3. Разработан и применен на конкретных примерах уравнений разност­

ный аналог метода сопряженных уравнений для случая обыкновенных

разностных уравнений, не допускающих вариационной формулировки.

4. Предложен разностный аналог прямого метода [11] для разностных

уравнений в частных производных на равномерных ортогональных

сетках. С его помощью построены инвариантные разностные схемы

линейного и нелинейного волнового уравнений, обладающие законами

сохранения.

5. Проведена групповая классификация одномерных уравнений Эй­

лера–Лагранжа специального вида в лагранжевых координатах для

течения жидкости и газа. Частными случаями таких уравнений явля­

ются уравнения мелкой воды с произвольным и плоским дном, а также

одномерные уравнения газовой динамики для изэнтропических тече­

ний политропного газа. Приведены законы сохранения для указанных

моделей в координатах Лагранжа и Эйлера.
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6. Построена инвариантная консервативная разностная схема для одно­

мерных уравнений мелкой воды с плоским дном, обладающая локаль­

ными законами сохранения вещества, импульса, энергии и движения

центра масс. Разработан комплекс программ, позволяющий эффектив­

но производить численные расчеты одномерных уравнений газовой

динамики и уравнений мелкой воды, содержащий стандартный набор

тестовых заданий и позволяющий добавлять новые тестовые задания,

точные решения, отображать численные результаты и сопоставлять ре­

зультаты, полученные для различных схем.

Таким образом, в работе предложены новые методы, позволяющие стро­

ить инвариантные разностные схемы для ОДУ и уравнений в частных про­

изводных. Последние главы посвящены различным уравнениям механики

сплошной среды, получены новые инвариантные консервативные разностные

схемы уравнений мелкой воды, обладающие рядом преимуществ по сравнению

с известными схемами.

Считаю своим приятным долгом выразить глубокую благодарность свое­

му научному руководителю д.ф.-м.н. В. А. Дородницыну за заинтересованное

участие и неоценимую всестороннюю поддержку на всех этапах работы над

диссертацией. Выражаю глубокую признательность д.ф.-м.н. С. В. Мелешко за

внимание к работе и поддержку, без которой настоящая работа едва ли увидела

бы свет. Хочу поблагодарить д.ф.-м.н. О. В. Капцова за деятельную помощь и

за формирование моих первоначальных научных интересов.

Автор также благодарен А. Акиньшину за предоставление LATEX–шаблона

диссертации [157], на основе которого была подготовлена настоящая работа.
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Приложение А

Численная реализация точных инвариантных схем для ОДУ

второго порядка

В приложении приведены параметры и результаты численных расчетов

точных инвариантных схем для ОДУ второго порядка из примеров Главы 1.

Детальное описание процедуры расчетов см. в [72].

Параметры расчетов приведены в Таблице 5. В таблице в колонках 𝑥0,

𝑢(𝑥0) и 𝑢′(𝑥0) даются начальные данные задачи Коши. В последней колонке

дополнительно приведены значения констант для тех уравнений, в которых они

встречаются. Начальный шаг разностной сетки всюду обозначен символом ℎ0.

Результаты расчетов приведены на Рис. А.1–А.4.

Таблица 5 — Параметры численных расчетов

Пример 𝑥0 𝑢(𝑥0) 𝑢′(𝑥0) Константы

1 -1 2 tg(−π/6) —

2 0 0.1 tg(π/12) 𝑘 = −2

3 0 0.5 tg(π/36) —

4 0.1 1 tg(π/4) 𝐶 = 1
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Рисунок А.1 — Пример 1. Точная схема

Рисунок А.2 — Пример 2. Точная схема
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Рисунок А.3 — Пример 3. Точная схема

Рисунок А.4 — Пример 4. Точная схема
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Приложение Б

Численная реализация одной инвариантной схемы для системы

Ермакова

В разделе 1.3.3 были получены инвариантные консервативные разностные

схемы для системы Ермакова–Рей–Рейда (1.65):

𝑢̈+ α𝑢 = 1
𝑢2𝑣 ,

𝑣 + α𝑣 = 1
𝑢𝑣2 .

(1.65)

В работе [84] рассматриваются обобщения системы (1.65) и предлагаются их

физические интерпретации. Система (1.65) при α > 0, как частный случай, воз­

никает в теории мелкой воды и параметризует уравнения мелкой воды без учета

центробежных сил и силы Кориолиса в случае дна, имеющего топографию па­

раболоида вращения. В этом частном случае уравнения мелкой воды имеют вид

ℎ𝑡 + div(ℎq) = 0,

q𝑡 + q · ∇q+∇(𝑍 + ℎ) = 0,

(Б.1)

где ℎ = ℎ(𝑥,𝑦,𝑡) — расстояние от поверхности дна до свободной поверхно­

сти (т. е. высота столбца жидкости), q = q(𝑥,𝑦,𝑡) — вектор скорости движения

частиц жидкости и 𝑍 = 𝑍(𝑥,𝑦) — поверхность дна, описываемая уравнением

𝑍(𝑥, 𝑦) =
1

2
α(𝑥2 + 𝑦2).

В [84] для случая (1.65) также приводится точное решение уравнений (Б.1),

которое среди прочего выражается через решения системы (1.65). В этом случае

функция ℎ и поле скоростей q задаются в виде.

ℎ =
1

𝑎2
(𝑥− 𝑞)2 +

1

𝑏2
(𝑦 − 𝑝)2 + ℎ0, (Б.2)

q =

⎛⎝ 𝑈̇
𝑈 (𝑥− 𝑞) + 𝑞

𝑉̇
𝑉 (𝑦 − 𝑝) + 𝑝̇

⎞⎠, (Б.3)

где используется растяжение

𝑈 = λ𝑢, 𝑉 = µ𝑣, 2/(𝐶1µλ
3) = 2/(𝐶2λµ

3) = −1,
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функции 𝑎 = 𝑎(𝑡), 𝑏 = 𝑏(𝑡), ℎ0 = ℎ0(𝑡) определяются из уравнений

𝑎2 = 𝐶1𝑈
3𝑉, 𝑏2 = 𝐶2𝑈𝑉 3, ℎ0 =

𝐶3

𝑈𝑉
,

𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 — константы, не равные нулю, и 𝑝 = 𝑝(𝑡), 𝑞 = 𝑞(𝑡) — некото­

рые решения системы

𝑞 + α𝑞 = 0, 𝑝+ α𝑝 = 0. (Б.4)

Таким образом, решения системы (Б.1) параметризуются 12 константами:

константы 𝐶1–𝐶3, 4 константы интегрирования системы (Б.4), 4 константы ин­

тегрирования системы (1.65) и параметр α > 0.

Полученная в разделе 1.3.3 схема для уравнения (1.65) имеет вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

2α𝑢2

(︁
sin(

√
ατ+)

𝑣+ + sin(
√
ατ−)

𝑣−

)︁
= 𝑢+−𝑢 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+ 𝑢−−𝑢 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

,

1
2α𝑣2

(︁
sin(

√
ατ+)

𝑢+ + sin(
√
ατ−)

𝑢−

)︁
= 𝑣+−𝑣 cos(

√
ατ+)

sin
√
ατ+

+ 𝑣−−𝑣 cos(
√
ατ−)

sin
√
ατ−

,

sin(
√
ατ+)

𝑢𝑢+ = sin(
√
ατ−)

𝑢𝑢− , sin(
√
ατ+)

𝑣𝑣+ = sin(
√
ατ−)

𝑣𝑣− .

(1.88)

Схему (1.88) можно переписать в следующем, удобном для численных расче­

тов, виде:

τ𝑛 = 1√
α
arcsin

{︃
α𝑢𝑛−1 sin

2√ατ𝑛−1

[︃
𝑣6𝑛−1ε

6
2+

+2αε2 𝑢𝑛−1𝑣
2
𝑛−1 sin

(︀√
ατ𝑛−1

)︀
cos
(︀√
ατ𝑛−1

)︀ (︀
ε22𝑣𝑛−1 − 2α𝑢𝑛−1

)︀
−α2𝑢2𝑛−1 cos

2
(︀√
ατ𝑛−1

)︀
+α2

(︀
4 ε22𝑣

4
𝑛−1 + 1

)︀
𝑢2𝑛−1 − 4α𝑢𝑛−1𝑣

5
𝑛−1ε

4
2

]︃−1/2}︃
,

𝑢𝑛 = sin
√
ατ𝑛−1

ε1𝑢𝑛−1
, 𝑣𝑛 = sin

√
ατ𝑛−1

ε2𝑣𝑛−1
, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

(Б.5)

где параметры ε1 и ε2 определяются из начальных условий задачи Коши.

Зададим начальные данные для задачи. Параметры α и 𝐶1–𝐶3 положим

следующими: α = 1.6, 𝐶1 = 𝐶2 = 1, 𝐶3 = −0.96. Коэффициенты λ и µ определя­

ются из заданных параметров: λ
.
= −1.1892, µ

.
= 1.1892. Для уравнений (Б.4)

поставим следующую задачу Коши:

𝑝(0) = 𝑞(0) = 0, 𝑝̇(0) = 0.2, 𝑞(0) = 0.1.
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Систему (1.65) будем рассматривать на временном интервале 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2.5 (далее

решение системы циклически повторяется) с начальными значениями

𝑢0 = 𝑣(0) = 0.8595, 𝑣0 = 𝑣(0) = 𝑢(0), 𝑢̇(0) = 𝑣̇(0) = 0.8565.

Начальный шаг сетки положим равным τ0 = 0.01. При помощи метода

Рунге–Кутты–Фехлберга (RKF45) можно получить

𝑢1 = 𝑢(τ0)
.
= −0.2978, 𝑣1 = 𝑢1.

Подставляя в (Б.5), получим оставшиеся параметры: ε1 = ε2
.
= 0.01718.

Результаты расчетов, произведенных с выбранными начальными данными

по схеме (1.88) и с помощью метода RKF45, представлены на Рис. Б.1– Б.2.

Рисунок Б.1 — Результаты расчетов по схеме (1.88)

На Рис. Б.1 слева изображен график функции 𝑢(𝑡) (который в дан­

ном случае совпадает с графиком 𝑣(𝑡)). На всем рассматриваемом интервале

решения схемы (1.88) практически совпадают с решениями, полученными ме­

тодом RKF45. На графике Рис. Б.1 справа изображены значения узлов сетки

схемы (1.88) для первых 200 итераций алгоритма (Б.5).

Точные решения (Б.2), параметризованные полученным решением систе­

мы (1.88), для двух моментов времени 𝑡1 = 0.5 и 𝑡2 = 1.5 на участке
[︀
−α

2 ,
α
2

]︀
×[︀

−α
2 ,
α
2

]︀
представлены на Рис. Б.2 а). На Рис. Б.2 б) изображено поле скоро­

стей (Б.3) поверхности жидкости на этом участке для момента времени 𝑡1 (в

момент 𝑡2 поле скоростей мало отличается от представленного на рисунке и

здесь не приводится).
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а) высота поверхности б) поле скоростей

Рисунок Б.2 — Точные решения (Б.2), (Б.3), соответствующие решениям

системы (1.88)

В разделе 1.3.3 также получен следующий разностный аналог инварианта

Рей-Рейда для схемы (1.88):

𝐼 =
(
√
ατ+)2

sin2(
√
ατ+)

(𝑢𝑣𝑡 − 𝑣𝑢𝑡)
2

2
+

𝑢

𝑣
+

𝑣

𝑢
+

+
1

2

(︂
𝑢+

𝑣+
− 𝑢

𝑣
+

𝑣+

𝑢+
− 𝑣

𝑢

)︂
− sin2(

√
ατ+)

8α

(︂
1

𝑢𝑣+
+

1

𝑣𝑢+

)︂2

.

Значения разностного инварианта для выбранных начальных данных на рас­

сматриваемом интервале времени приведено на Рис. Б.3. Как видно, на всем

участке его значение практически не меняется на решениях схемы (1.88), что

соответствует ожидаемому поведению первого интеграла разностной системы.

Рисунок Б.3 — Значения разностного инварианта Рей-Рейда на решениях

схемы (1.88)
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Приложение В

Результаты расчетов по конечно-разностным схемам для уравнений

мелкой воды

В этом приложении приводятся результаты расчетов по трем тестовым

заданиям для следующих разностных схем для уравнений мелкой воды, опи­

санных в Разделе 5.4:

– модифицированная схема Самарского–Попова (5.47);

– инвариантная схема (5.43),(5.42);

– явная неконсервативная схема (5.51).

Начальные и граничные условия для численных расчетов формируются

на основе перечисленных в Разделе 5.4 точных решений. Если точные решения

не удается получить в явном виде или представить в элементарных функциях,

то используются методы Рунге–Кутты.

Все рассматриваемые схемы в общем случае не сохраняют монотонность

начальных данных, поэтому расчеты по схемам ведутся, когда это целесообраз­

но, с добавлением искусственной линейно-квадратичной вязкости [4]. Для этого

давление 𝑝 заменяется на величину 𝑞 = 𝑝 + ω при

ω = −νρ𝑢𝑠 +
1 + γ

2

κℎ

π
ρ𝑢2𝑠,

где ν > 0 и κ > 0 — коэффициенты вязкости, γ = 2 — показатель адиабаты.

Для инвариантной схемы (5.43) вместо непосредственного изменения ве­

личины давления 𝑝 мы добавляем искусственную вязкость к величине 𝑄 (5.44),

которая по смыслу как раз соответствует давлению.

Все данные, используемые при расчетах, приведены в Таблице 6.

В первой колонке указан номер теста согласно приведенному выше поряд­

ку их перечисления.

Во второй колонке указаны начальные условия для решения дифференци­

альной задачи. В случае, когда точное решение известно, приводятся значения

входящих в него констант. В противном случае приведены выбранные началь­

ные данные для ведения расчетов методами Рунге–Кутты. В задаче о волне

разрежения 𝑢0 означает скорость поршня, а ρ0 — начальную высоту столбца

жидкости.
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В третьей и четвертой колонке таблицы указаны общая масса вещества 𝑆

и количество точек𝑀 на каждом временном слое. Величины шагов разностной

сетки вычисляются по формулам

ℎ = 𝑆/(𝑀 − 1), τ = µτℎ,

где всюду принято µτ = 0.05.

В пятой колонке указан коэффициент ν линейной вязкости, который бе­

рется пропорциональным шагу ℎ и подбирается эмпирически. Для чистоты

эксперимента в рамках каждого тестового задания всем схемам устанавливают­

ся одинаковые значения коэффициентов вязкости, причем для квадратичной

вязкости всюду взято κ = 4.

В шестой колонке указано время 𝑡*, для которого приводятся результаты

расчетов по тестам.

В последних двух колонках указаны номера рисунков, на которых соот­

ветственно приведены решения тестовых задач и значения законов сохранения

на этих решениях.

Таблица 6 — Начальные данные для тестовых задач

№ Начальные условия 𝑆 𝑀 ν 𝑡*
Рис.

ρ,𝑢

Рис.

ЗС

1 𝑢0 = −0.65, ρ0 = 1 1.0 151 0.1ℎ 0.5 В.1 В.4

2 ψ(0) = 1, ψ′(0) = 3π/8 0.5 101 ℎ 0.081 В.2 В.5

3 ψ(0) = 1, ψ′(0) = 3π/8 0.175 101 0.1ℎ 0.078 В.3 В.6

Принципы компоновки приведенных ниже графиков поясним на примере

графиков решений и контроля законов сохранения первого тестового задания.

На рис. В.1 слева вверху приводится точное решение для высоты столбца

жидкости ρ и графики решений, полученные по трем схемам (инвариатной схе­

ме ( □ ), явной схеме ( ∘ ) и схеме Самарского–Попова ( ⋆ )). На том же

рисунке слева внизу приводятся абсолютные величины отклонений решений, по­

лученных по схемам, от точного решения для ρ. Аналогично, на рис. В.1 справа
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Рисунок В.1 — Решения ρ (слева) и 𝑢 (справа) первого тестового задания: точное решение (—), инвариатная

схема ( □ ), явная схема ( ∘ ) и схема Самарского–Попова ( ⋆ )
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Рисунок В.2 — Решения ρ (слева) и 𝑢 (справа) второго тестового задания: точное решение (—), инвариатная

схема ( □ ), явная схема ( ∘ ) и схема Самарского–Попова ( ⋆ )
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Рисунок В.3 — Решения ρ (слева) и 𝑢 (справа) третьего тестового задания: точное решение (—), инвариатная

схема ( □ ), явная схема ( ∘ ) и схема Самарского–Попова ( ⋆ )
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Рисунок В.4 — Значения законов сохранения энергии и

импульса на решениях первого тестового задания

Рисунок В.5 — Значения законов сохранения энергии

и импульса на решениях второго тестового задания
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Рисунок В.6 — Значения законов сохранения

энергии и импульса на решениях третьего

тестового задания

приводятся решения и отклонения от точных решений для скоростей частиц

среды 𝑢. Далее, на рис. В.4 приведены (сверху вниз) график точного решения

для скоростей 𝑢 и значения законов сохранения энергии и импульса для трех

схем на полученных решениях (изображенных на рис. В.1). Значения закона

сохранения массы нигде не приводятся, так как в большинстве случаев масса

сохраняется схемами достаточно хорошо, и законы сохранения массы имеют на

решениях значения близкие к величине погрешности округления.

В одном из случаев графики законов сохранения для большей наглядности

приведены в логарифмическом масштабе и снабжены пометкой “log”.
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Приложение Г

Законы сохранения уравнений Эйлера–Лагранжа специального вида для течения жидкости и газа

В данном приложении приводятся таблицы, содержащие законы сохранения уравнения (4.8) в координатах

Лагранжа и Эйлера. Групповая классификация этого уравнения была произведена в Главе 4.

В первых двух колонках таблиц приводятся различные классы функций 𝐺 и𝐻. В третьей и четвертой колонках

таблиц приводятся симметрии уравнения и ограничения на константы, входящие в коэффициенты инфинитезималь­

ных операторов. В пятой колонке приводятся плотности и потоки соответствующий законов сохранения.

Таблица 7 — Законы сохранения в координатах Лагранжа

𝐺 𝐻 𝑋 Ограничения Закон сохранения (𝑇 𝑡, 𝑇 𝑠), где 𝑔′′ ≡ 𝐺, ℎ′ ≡ 𝐻

𝐺(φ𝑠)

𝐻(φ)
𝜕𝑡 -

(︀
1
2
φ2

𝑡 − 𝑔 − ℎ, φ𝑡𝑔
′)︀

𝜕𝑠 -
(︀
φ𝑡φ𝑠, φ𝑠𝑔

′ − 1
2
φ2

𝑡 − 𝑔 − ℎ
)︀

0
𝜕φ - (φ𝑡, 𝑔

′)

𝑡𝜕φ - (𝑡φ𝑡 −φ, 𝑡𝑔′)

αφ

sin
√︀

|α|𝑡𝜕φ α < 0
(︁√︀

|α|φ cos
√︀

|α|𝑡−φ𝑡 sin
√︀

|α|𝑡, − 𝑔′ sin
√︀
|α|𝑡
)︁

cos
√︀

|α|𝑡𝜕φ α < 0
(︁√︀

|α|φ sin
√︀

|α|𝑡+φ𝑡 cos
√︀
|α|𝑡, 𝑔′ cos

√︀
|α|𝑡
)︁

sinh
√
α𝑡𝜕φ α > 0

(︀√
αφ cosh

√
α𝑡−φ𝑡 sinh

√
α𝑡, −𝑔′ sinh

√
α𝑡
)︀

cosh
√
α𝑡𝜕φ α > 0

(︀√
αφ sinh

√
α𝑡−φ𝑡 cosh

√
α𝑡, −𝑔′ cosh

√
α𝑡
)︀

−𝑒µφ𝑠 ,

µ ̸= 0 0
3𝑡𝜕𝑡 + 𝑠𝜕𝑠 +

(︁
φ− 4

µ
𝑠
)︁
𝜕φ -

(︁
3
2
𝑡φ𝑡

2 − (φ− (φ𝑠 + 4µ−1) 𝑠)φ𝑡 + 3 𝑡eµφ𝑠µ−2,

−1
2
𝑠φ𝑡

2 − µ−2eµφ𝑠 [(µφ𝑠 + 3) 𝑠+ µ(3 𝑡φ𝑡 −φ)]
)︁
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Продолжение таблицы 7

𝐺 𝐻 𝑋 Ограничения Закон сохранения (𝑇 𝑡, 𝑇 𝑠), где 𝑔′′ ≡ 𝐺, ℎ′ ≡ 𝐻

−(φ𝑠 + 𝑐)λ,

λ ̸= 0, 1

0

(3λ+ 4)𝑡𝜕𝑡

+(λ+ 4)𝑠𝜕𝑠 + λφ𝜕φ
-

(︁ (︀
3
2
λ+ 2

)︀
𝑡φ𝑡

2 + ((λ+ 4)φ𝑠𝑠− λφ)φ𝑡

+
(︁

3 λ+4
(λ+1)(λ+2)

φ𝑠
λ+2
)︁
𝑡,

−(λ+ 4)𝑠φ2
𝑡

(︀
1
λ+2
φλ𝑠 +

1
2

)︀
− 1
λ+1

𝑡φ𝑠
λ+1 ((3λ+ 4)φ𝑡 + λφ)

)︁
2𝑡𝜕𝑡 +φ𝜕φ λ = −4

(︁
3φ𝑡 (𝑡φ𝑡 −φ) + 𝑡φ𝑠

−2,φ𝑠
−3 (2𝑡φ𝑡 −φ)

)︁
𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡φ𝜕φ λ = −4

(︁
(3φ𝑡

2 +φ𝑠
−2) 𝑡2 − 3φ (2φ𝑡𝑡−φ) , 2 𝑡φ𝑠

−3 (𝑡φ𝑡 −φ)
)︁

αφ
2𝑠𝜕𝑠 −φ𝜕φ

λ = −4/3,

𝑐 = 0

(︁
(2𝑠φ𝑠 + α)φ𝑡, −

(︁
9φ

2/3
𝑠 +φ2

𝑡 + αφ
2
)︁
𝑠− 3φ

−1/3
𝑠 (2𝑠φ𝑠 +φ)

)︁
cos 2

√︀
|α|𝑡𝜕𝑡

−
√︀

|α|φ sin 2
√︀

|α|𝑡𝜕φ

λ = −4,

α < 0

(︁
cos 2

√︀
|α|𝑡

(︁
3φ𝑡

2 + 3αφ2 +φ𝑠
−2 + 6

√︀
|α|φφ𝑡 sin 2

√︀
|α|𝑡
)︁
,

2φ−3
𝑠

(︁
φ𝑡 cos 2

√︀
|α|𝑡+

√︀
|α|φ sin 2

√︀
|α|𝑡
)︁)︁

sin 2
√︀
|α|𝑡𝜕𝑡

+
√︀

|α|φ cos 2
√︀

|α|𝑡𝜕φ

λ = −4,

α < 0

(︁
sin 2

√︀
|α|𝑡

(︁
3φ𝑡

2 + 3αφ2 +φ𝑠
−2 − 6

√︀
|α|φφ𝑡 cos 2

√︀
|α|𝑡
)︁
,

2φ−3
𝑠

(︁
φ𝑡 sin 2

√︀
|α|𝑡−

√︀
|α|φ cos 2

√︀
|α|𝑡
)︁)︁

cosh 2
√
α𝑡𝜕𝑡

+
√
αφ sinh 2

√
α𝑡𝜕φ

λ = −4,

α > 0

(︁
cosh 2

√
α𝑡
(︀
3φ𝑡

2 + 3αφ2 +φ𝑠
−2 − 6

√
αφφ𝑡 sinh 2

√
α𝑡
)︀
,

2φ−3
𝑠

(︀
φ𝑡 cosh 2

√
α𝑡−

√
αφ sinh 2

√
α𝑡
)︀ )︁

sinh 2
√
α𝑡𝜕𝑡

+
√
αφ cosh 2

√
α𝑡𝜕φ

λ = −4,

α > 0

(︁
sinh 2

√
α𝑡
(︀
3φ𝑡

2 + 3αφ2 +φ𝑠
−2 − 6

√
αφφ𝑡 cosh 2

√
α𝑡
)︀
,

2φ−3
𝑠

(︀
φ𝑡 sinh 2

√
α𝑡−

√
αφ cosh 2

√
α𝑡
)︀ )︁

βφα

𝑡𝜕𝑡 +
α+3
α−1

𝑠𝜕𝑠 +
2φ
1−α𝜕φ

λ = − 8
α+5

,

α ̸= ±1, 3,−5,

𝑐 = 0

(︃
𝑡φ2

𝑡

2
+ ((α+3)𝑠φ𝑠+2φ)φ𝑡

α−1
+ 𝑡

α+1

(︂
(α+5)2

2(α−3)
φ

2(α+1)
α+5

𝑠 − βφα+1

)︂
,

𝑡(α+5)
(3−α)φ𝑡φ

α−3
α+5
𝑠 − α+3

2(α−1)
𝑠φ2

𝑡 +
2(α+5)

(3−α)(α−1)
φφ

α−3
α+5
𝑠

+ (α+3)𝑠
2(α2−1)

(︂
(α+ 5)φ

2(1−α)
α+5

𝑠 − 2βφα+1

)︂)︃
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Продолжение таблицы 7

𝐺 𝐻 𝑋 Ограничения Закон сохранения (𝑇 𝑡, 𝑇 𝑠), где 𝑔′′ ≡ 𝐺, ℎ′ ≡ 𝐻

𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡φ𝜕φ

λ = −4,

α = −3,

𝑐 = 0

(︁
(3φ𝑡

2 + 3βφ−2 +φ𝑠
−2) 𝑡2 − 3φ (2𝑡φ𝑡 −φ) ,

2 𝑡φ−3
𝑠 (𝑡φ𝑡 −φ)

)︁

Таблица 8 — Законы сохранения в координатах Эйлера

𝐺 𝐻 𝑋 Ограничения Закон сохранения (𝑒𝑇 𝑡, 𝑇 𝑥), где 𝑔′′ ≡ 𝐺, ℎ′ ≡ 𝐻

𝐺
(︁

1
ρ

)︁
𝐻(𝑥)

𝜕𝑡 -
(︀
ρ (𝑢2 − 2 𝑔 − 2ℎ) , 2𝑢

(︀
𝑔′ +

(︀
1
2
𝑢2 − 𝑔 − ℎ

)︀
ρ
)︀)︀

𝜕𝑠 -
(︀
𝑢, 1

2
𝑢2 − 𝑔 − ℎ+ ρ−1𝑔′

)︀
0

𝜕φ - (ρ𝑢, ρ𝑢2 + 𝑔′)

𝑡𝜕φ - (ρ (𝑥− 𝑡𝑢) , 𝑢ρ (𝑥− 𝑡𝑢)− 𝑡𝑔′)

αφ
sin
√︀

|α|𝑡𝜕φ α < 0

(︁
ρ(
√︀

|α|𝑥 cos
√︀
|α|𝑡− 𝑢 sin

√︀
|α|𝑡),

𝑥ρ𝑢
√︀

|α| cos
√︀
|α|𝑡− (𝑢2ρ+ 𝑔′) sin

√︀
|α|𝑡
)︁

cos
√︀

|α|𝑡𝜕φ α < 0

(︁
ρ(
√︀

|α|𝑥 sin
√︀

|α|𝑡+ 𝑢 cos
√︀

|α|𝑡),

𝑥ρ𝑢
√︀

|α| sin
√︀

|α|𝑡+ (𝑢2ρ+ 𝑔′) cos
√︀
|α|𝑡
)︁

sinh
√
α𝑡𝜕φ α > 0

(︁
ρ(
√
α𝑥 cosh

√
α𝑡− 𝑢 sinh

√
α𝑡),

𝑥ρ𝑢
√
α cosh

√
α𝑡− (𝑢2ρ+ 𝑔′) sinh

√
α𝑡
)︁

cosh
√
α𝑡𝜕φ α > 0

(︁
ρ(
√
α𝑥 sinh

√
α𝑡− 𝑢 sinh

√
α𝑡),

𝑥ρ𝑢
√
α sinh

√
α𝑡− (𝑢2ρ+ 𝑔′) cosh

√
α𝑡
)︁

−(φ𝑠 + 𝑐)λ,

λ ̸= 0, 1
0

2𝑡𝜕𝑡 +φ𝜕φ λ = −4

(︁
ρ
(︀(︀
𝑢2 + 1

3
ρ2
)︀
𝑡− 𝑢𝑥

)︀
,

ρ
(︀
𝑢 (ρ2 + 𝑢2) 𝑡−

(︀
𝑢2 + 1

3
ρ2
)︀
𝑥
)︀)︁
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Продолжение таблицы 8

𝐺 𝐻 𝑋 Ограничения Закон сохранения (𝑒𝑇 𝑡, 𝑇 𝑥), где 𝑔′′ ≡ 𝐺, ℎ′ ≡ 𝐻

𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡φ𝜕φ λ = −4

(︁
ρ ((1

3
ρ 2 + 𝑢 2) 𝑡2 − 𝑥 (2 𝑡 𝑢− 𝑥))

ρ
(︀
(ρ2 + 𝑢2)𝑢𝑡2 − 2𝑥(1

3
ρ2 + 𝑢2)𝑡+ 𝑢𝑥2

)︀)︁

αφ

cos 2
√︀

|α|𝑡𝜕𝑡
−
√︀

|α|φ sin 2
√︀

|α|𝑡𝜕φ

λ = −4,

α < 0

(︁
ρ
(︁
𝑥𝑢
√︀
|α| sin 2

√︀
|α|𝑡

+1
2

(︀
𝑢2 − |α|𝑥2 + 1

3
ρ2
)︀
cos 2

√︀
|α|𝑡
)︁
,

ρ
(︁√︀

|α|𝑥
(︀
𝑢2 + 1

3
ρ2
)︀
sin 2

√︀
|α|𝑡

+1
2
𝑢 (𝑢2 − |α|𝑥2 + ρ2) cos 2

√︀
|α|𝑡
)︁)︁

sin 2
√︀
|α|𝑡𝜕𝑡

+
√︀

|α|φ cos 2
√︀

|α|𝑡𝜕φ

λ = −4,

α < 0

(︁
ρ
(︁
𝑥𝑢
√︀
|α| cos 2

√︀
|α|𝑡

−1
2

(︀
𝑢2 − |α|𝑥2 + 1

3
ρ2
)︀
sin 2

√︀
|α|𝑡
)︁
,

ρ
(︁√︀

|α|𝑥
(︀
𝑢2 + 1

3
ρ2
)︀
cos 2

√︀
|α|𝑡

−1
2
𝑢 (𝑢2 − |α|𝑥2 + ρ2) sin 2

√︀
|α|𝑡
)︁)︁

cosh 2
√
α𝑡𝜕𝑡

+
√
αφ sinh 2

√
α𝑡𝜕φ

λ = −4,

α > 0

(︁
ρ
(︁
𝑥𝑢

√
α sinh 2

√
α𝑡

−1
2

(︀
𝑢2 + α𝑥2 + 1

3
ρ2
)︀
cosh 2

√
α𝑡
)︁
,

ρ
(︁√
α𝑥
(︀
𝑢2 + 1

3
ρ2
)︀
sinh 2

√
α𝑡

−1
2
𝑢 (𝑢2 + α𝑥2 + ρ2) cosh 2

√
α𝑡
)︁)︁

sinh 2
√
α𝑡𝜕𝑡

+
√
αφ cosh 2

√
α𝑡𝜕φ

λ = −4,

α > 0

(︁
ρ
(︁
𝑥𝑢

√
α cosh 2

√
α𝑡

−1
2

(︀
𝑢2 + α𝑥2 + 1

3
ρ2
)︀
sinh 2

√
α𝑡
)︁
,

ρ
(︁√
α𝑥
(︀
𝑢2 + 1

3
ρ2
)︀
cosh 2

√
α𝑡

−1
2
𝑢 (𝑢2 + α𝑥2 + ρ2) sinh 2

√
α𝑡
)︁)︁
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Продолжение таблицы 8

𝐺 𝐻 𝑋 Ограничения Закон сохранения (𝑒𝑇 𝑡, 𝑇 𝑥), где 𝑔′′ ≡ 𝐺, ℎ′ ≡ 𝐻

βφα 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡φ𝜕φ

λ = −4,

α = −3,

𝑐 = 0

(︁
ρ
(︀(︀

1
3
ρ2 + 𝑢2 + β𝑥−2

)︀
𝑡2 − 𝑥(2𝑡𝑢− 𝑥)

)︀
,

ρ
(︀
(ρ2 + 𝑢2 + β𝑥−2)𝑡2𝑢− 2𝑡𝑥

(︀
1
3
ρ2 + 𝑢2

)︀
+ 𝑢𝑥2

)︀ )︁
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Приложение Д

Некоторые детали реализации и примеры использования

программного комплекса Schemelib

В этом приложении разбираются некоторые детали реализации программ­

ного комплекса Schemelib, описанного в разделе 5.5, и приводится подробный

пример его использования. Программный код Schemelib можно найти на веб­

сайте [156].

Д.1 Детали реализации Schemelib

Библиотека Schemelib включает в себя следующие основные модули (при­

близительно соответствующие абстрактным программным «слоям», описанным

в разделе 5.5).

– schemelib.common — содержит некоторые вспомогательные структуры

общего назначения для работы с ударными волнами, вязкостью и др.

– schemelib.problems — содержит классы точных решений некоторых за­

дач, таких как стандартные задачи о поршне (shock_wave_problem,

rarefaction_wave_problem), задача об ускоряющемся поршне

(speeding_piston_problem), о столкновении двух ударных волн

(two_shock_waves_problem) и др. Здесь же находятся некоторые вспомо­

гательные программы, написанные на языке программирования Maple.

– schemelib.schemes — включает классы некоторых стандартных конечно­

разностных схем для уравнений одномерной газовой динамики и мелкой

воды, такие как явная и неявная схемы Самарского–Попова (explicit,

implicit), схема Еленина–Крылова (yelenin) и др.

– schemelib.tests — содержит классы различных тестовых задач, а также

наборы тестов (suits).

– schemelib.utils — содержит различные вспомогательные функции и клас­

сы, а также классы для экспорта результатов вычислений.

– schemelib.Maple — внешний модуль для работы с Maple.

Модуль, предназначенный для работы с Maple, содержит следующие ос­

новные переменные и функции:
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– standardTestNames — имена стандартных тестов, которые использу­

ются Schemelib при экспорте данных. Они входят в состав имен

соответствующих файлов.

– standardCLNames — стандартные имена законов сохранения, которые

используются Schemelib при экспорте данных. Входят в состав имен со­

ответствующих файлов.

– readLayers(dir, subname, schemename, subtestName) — низкоуровневая

функция импорта данных из файла. Имя файла складывается из имени

директории (dir), названия теста (subname), схемы (schemename) и (оп­

ционально) символического имени закона сохранения (subtestName).

– readTest(schemeNames, lineStyles, colors, legends, dir, testName,

subtestName, frameNO, animated) — считать из файлов и отобразить по­

лученные в результате расчетов данные для списка схем schemeNames

со стилями линий lineStyles, цветами lineStyles и подписями legends.

Параметр animated указывает, следует ли отобразить графики в виде

покадровой анимации. Если параметр animated не указан, то пара­

метр frameNO определяет номер кадра анимации (т. е. момент времени),

для которого следует вывести результаты. Остальные параметры ана­

логичны параметрам функции readLayers.

– readStandardTest(dir, testName, subtestName, frameNO, animated) — упро­

щенная реализация функции readTest для стандартных схем. Пример ее

использования будет рассмотрен ниже.

Д.2 Пример применения Schemelib

В листинге Д.1 приведен исходный код программы на языке Python,

в которой, с помощью Schemelib, создается и выполняется набор тестов для

нескольких стандартных схем. При этом результаты расчетов экспортируются

в анимации в формате MP4 и в текстовые файлы данных.

Далее, в листинге Д.2, приводятся некоторые примеры отображения по­

лученных данных с помощью Maple: сначала, с помощью модуля Schemelib.mpl,

считываются текстовые файлы данных, полученные в результате работы

программы, описанной в листинге Д.1, а затем производится графическое отоб­

ражение этих данных средствами Maple.
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Листинг Д.1 — Пример создания сложного теста различных схем для

уравнений мелкой воды

# -*- coding: utf -8 -*-

# Используем сокращенные названия модулей

# Обратите внимание, что некоторые интерпретаторы Python

# не допускают таких сокращений. Тогда имена модулей

5 # ниже необходимо написать полностью

import schemelib as slib

import slib.schemes as sscms

import slib.tests as stst

10 # Подключение нескольких схем (Самарского, Еленина и др.)

from sscms.implicit import ImplicitScheme as Samarskiy

from sscms.yelenin import ImplicitSchemeYelenin as Yelenin

from sscms.invariant import InvariantScheme as Invariant

from sscms.korobitsyn import SchemeKorobitsyn as Korobitsyn

15 from sscms.explicit_naive import NaiveExplicitScheme as Naive

# Подключение нескольких стандартных тестов из библиотеки

from stst.inserting_piston_test import InsertingPistonTest

from stst.withdrawing_piston_test import WithdrawingPistonTest

20 from stst.overtaking_wave_test import OvertakingWaveTest

from stst.two_shock_waves_test import TwoShockWavesTest

# Подключение вспомогательных классов и функций

import slib.view.animator as animator

25 from slib.utils.sw_state_fn import setShallowWaterStateFn

from slib.utils.data.test_results_maple_exporter\

import TestResultsMapleExporter

# Формируем набор тестовых заданий

30 # в формате [тест, продолжительность]

suit = [

[WithdrawingPistonTest , 0.6],

[InsertingPistonTest , 0.6],

[OvertakingWaveTest , 1.0],

35 [TwoShockWavesTest , 1.4]

]

# Производим обход всех тестовых заданий в цикле

for [test , time] in suit:

40

testName = test.__name__
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# Некоторые параметры:

## суммарная масса S для каждого теста своя, она

45 ## определяется позднее

S = 0

## начальную высоту столбца жидкости примем всюду равной 1

Rho0 = 1.0

## множитель временного шага сетки: tau = tauMult * h

50 tauMult = 0.025

# Список для хранения результатов расчетов по тесту

datas = []

# Перечисляем набор схем, с которыми будем работать

55 schemes = [Invariant ,Naive ,Samarskiy ,Yelenin ,Korobitsyn]

# В цикле обходим все схемы

for scheme in schemes:

60 # Cоздаем экземпляр теста с параметрами

aTest = test(scheme ,

time=time ,

gamma=2,

tauMult=tauMult ,

65 T0=1,

Rho0=Rho0 ,

R=Rho0)

# Вспомогательная функция,устанавливающая схеме

70 # уравнение состояния для мелкой воды. Нужно для

# некоторых схем уравнений газовой динамики

setShallowWaterStateFn(aTest.scheme)

# Производим расчет уровня жидкости (в случае

75 # газовой динамики - плотности)

data = aTest.testDensity(animateCLs=False ,

useDefaultAnimator=False)

# Добавляем резльтат в список посчитанных данных

datas.append(data)

80 # Запишем полную массу жидкости в переменную

S = aTest.S

# Осуществим экспорт полученных данных в формат TXT

# для последующей обработки в Maple
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85 exporter = TestResultsMapleExporter ()

fileName = ’export /{0}_{1}’\

.format(testName , data.scheme.name)

exporter.export(data , S, fileName , ’txt’)

90 # Сохраним анимацию в формате MP4 для последующей обработки

anim = animator.Animator ()

# Для всех графиков схем определим цвета и стили линий

colors =[(0,1 ,0) ,(1,0,0) ,(0,0.5,1) ,(1,0.8,0) ,(0,1,0.8)]

linestyles =[None ,None ,’--’,’-.’,None]

95 # Выведем все данные по схемам на один график

# в виде анимаци MP4

anim.animateComparision(’mp4/compare -{0}’.format(testName),

S, datas , colors=colors ,

linestyles=linestyles)

Листинг Д.2 — Обработка данных в Maple

(* Загрузка вспомогательного пакета Schemelib *)

read(" Schemelib.mpl"):

with(Schemelib , plots):

5 (* Работа ведется из текущей директории *)

dir := cat(currentdir (), "\\"):

(* Выбирается имя одного из

стандартных тестов (4 - столкновение ударных волн)

10 и номер кадра *)

testName := standardTestNames [4]:

frameNo := 20:

(* следующая команда отображает совмещенные графики

15 закона сохранения энегрии (standardCLNames [2]) для всех

стандартных схем в виде покадровой анимации *)

readStandardTest(dir ,testName ,standardCLNames [2],frameNo ,true);

(* следующая команда отображает совмещенные графики

20 тестовой задачи и всех законов сохранения для кадра

анимации frameNo *)

display(Matrix(2,2, [

[readStandardTest(dir ,testName ,standardCLNames [1], frameNo),

readStandardTest(dir ,testName ,standardCLNames [2], frameNo)],

25 [readStandardTest(dir ,testName ,standardCLNames [3], frameNo),

readStandardTest(dir ,testName ,standardCLNames [4], frameNo)]]));
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Наконец, с помощью командной строки

> python mkgif.py

модуль mkgif.py, являющийся частью Schemelib, может преобразовать все ранее

созданные (см. листинг Д.1) анимации MP4 в формат GIF.
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