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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ìíîãèå ìîäåëè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷,
îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè. Ê òàêèì çàäà÷àì
îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ëåòàòåëüíûõ
àïïàðàòîâ ïðè äî� è ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ ïîëåòà, çàäà÷è ýêîëîãèè, âêëþ-
÷àÿ çàäà÷è îïèñàíèÿ òå÷åíèé â àêâàòîðèÿõ ìîðåé è îêåàíîâ, çàäà÷è, ñâÿçàí-
íûå ñ èññëåäîâàíèÿìè àñòðîôèçè÷åñêèõ ãàçîâûõ îáúåêòîâ è ìíîãèå äðóãèå,
ïåðå÷åíü êîòîðûõ îãðîìåí.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû êëàññû ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ôîðìå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà êàê äëÿ
ñæèìàåìûõ, òàê è äëÿ íåñæèìàåìûõ òå÷åíèé. Ðÿä èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ
îôîðìëåí â âèäå êîììåð÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ è ïàêåòîâ îòêðû-
òîãî òèïà, äîñòóïíûõ øèðîêîìó êðóãó êâàëèôèöèðîâàííûõ ïîëüçîâàòåëåé.
Ïðè ýòîì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîâûøåííîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòÿì
ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ íà ñîâðåìåííûõ âû-
ñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ. Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ àëãî-
ðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñâèäåòåëüñòâóåò îá àêòóàëüíî-
ñòè è ïîñòîÿííîé íåîáõîäèìîñòè èõ äàëüíåéøåãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ.

Áîëåå 30 ëåò íàçàä áûëè ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ïðåäâàðèòåëü-
íîãî îñðåäíåíèÿ, èëè ñãëàæèâàíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïî ìàëîìó
ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîìó èíòåðâàëó. Óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ îïèñà-
íèÿ ïîâåäåíèÿ òàêèõ ñãëàæåííûõ âåëè÷èí, áûëè íàçâàíû êâàçèãàçîäèíàìè÷å-
ñêèìè (ÊÃÄ) èëè ðåãóëÿðèçîâàííûìè óðàâíåíèÿìè ãàçîâîé äèíàìèêè. Îïè-
ñàíèå ïîñòðîåíèÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, èõ èññëå-
äîâàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ â ðàñ÷åòàõ ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèè Á.Í. ×åòâåðóø-
êèíà, à òàêæå â ìîíîãðàôèÿõ Ò.Ã. Åëèçàðîâîé è Þ.Â. Øåðåòîâà. Âàæíûìè
ñâîéñòâàìè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ÊÃÄ óðàâíåíèÿõ, ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòîòà è ýôôåêòèâíîñòü èõ ðåàëèçàöèè íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Óñïåøíîå ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ
åãî ðàçðàáîòêîé, íî è ñ ðåàëèçàöèåé â âèäå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Îäíèì
èç ïóòåé ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà òàêîé ðåàëèçàöèè, ñíèæåíèÿ çàòðàò âðåìåíè
íà åå âûïîëíåíèå, óïðîùåíèÿ ïðîöåññà îáíàðóæåíèÿ è óñòðàíåíèÿ îøèáîê,
à òàêæå ïîääåðæêè ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îòêðû-
òîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ïðèìåðàìè òàêèõ îòêðûòûõ áèáëèîòåê ïðî-
ãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçî� è ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ OpenFOAM, SU2,
Nektar++ è äð. Â ÷àñòíîñòè, OpenFOAM � ýòî ñîâðåìåííàÿ ðàçâèâàþùàÿñÿ
òåõíîëîãèÿ, èñïîëüçóåìàÿ ìíîãèìè òûñÿ÷àìè ïîëüçîâàòåëåé ïî âñåìó ìèðó.
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Îíà ïîääåðæèâàåòñÿ áîëüøèìè êîðïîðàöèÿìè, åé ïîñâÿùåíû ñïåöèàëüíûå
êîíôåðåíöèè, â òîì ÷èñëå ðåãóëÿðíûå âñòðå÷è ðàáî÷èõ ãðóïï è òðåíèíãè.

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â äàëüíåéøåì ðàç-
âèòèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ÊÃÄ óðàâíåíèÿõ, äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ãèäðî� è ãàçîäèíàìèêè, à òàêæå â îáîáùåíèè ÊÃÄ àëãîðèòìà íà øèðî-
êèé êðóã ïðèêëàäíûõ è èíæåíåðíûõ çàäà÷ ïóòåì âêëþ÷åíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà
â êà÷åñòâå íîâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà â îòêðûòûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
OpenFOAM.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîëó÷åíû â õîäå
âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïî òåìàòèêå ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ è ïî ïðîåêòàì
ÐÔÔÈ, â êîòîðûõ àâòîð ïðèíèìàë ó÷àñòèå â êà÷åñòâå èñïîëíèòåëÿ (ãðàíòû
� 13�01�00703, � 15�01�03654, � 16�01�00048, � 18�01�00587) è ïðîãðàìì
Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � I33 è � 26.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ðàñøèðåíèè âîçìîæ-
íîñòåé ÊÃÄ ïîäõîäà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ãàçà â ñëîæíûõ
ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ. Ñðåäè âàæíûõ íàó÷íûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷ îòìåòèì ïðîáëåìó ôîðìèðîâàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ âîëí�óáèéö. Òàêèìè
âîëíàìè íàçûâàþò ñïîíòàííî îáðàçóþùèåñÿ è èñ÷åçàþùèå âîëíû â áîëüøèõ
ìîðñêèõ àêâàòîðèÿõ, âûñîòà êîòîðûõ â íåñêîëüêî ðàç ïðåâûøàåò ñðåäíþþ
âûñîòó îêðóæàþùèõ èõ âîëí. Ïðèðîäà òàêèõ âîëí íå ÿñíà, ýêñïåðèìåíòàëü-
íîå èçó÷åíèå èõ î÷åíü îãðàíè÷åíî, â òî æå âðåìÿ ïîÿâëåíèå òàêèõ âîëí ðå-
ãóëÿðíî ôèêñèðóåòñÿ äàò÷èêàìè, è ïðèíîñèìûå èìè ðàçðóøåíèÿ íåôòÿíûõ
ïëàòôîðì õîðîøî èçâåñòíû. Äðóãîé öåëüþ è çàäà÷åé ðàáîòû áûëî ïîäòâåð-
æäåíèå ãèïîòåçû î âîçìîæíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ðóêàâîâ ïëîòíîñòè â äèñêàõ
è ãàëàêòèêàõ íà îñíîâå ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìåõàíèçìà áåç ó÷àñòèÿ ýô-
ôåêòîâ íàãðåâà è ñàìîãðàâèòàöèè â ãàçå. Öåëüþ è çàäà÷åé ðàáîòû áûëî òàêæå
âêëþ÷åíèå ðàçðàáîòàííîãî ðàíåå â ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ îðèãèíàëü-
íîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè â îòêðûòûé
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OpenFOAM, ÷òî ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü
îáëàñòü åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ïîëüçîâàòåëåé êàê â ÈÏÌ
èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, òàê è âî âñåì ìèðå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû îáóñëîâëåíà ñëåäóþùèìè àñïåêòà-
ìè: ïîñòðîåíèå íîâîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòà ôîðìè-
ðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû â àýðîãèäðîêàíàëå è ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ; ïîñòðîåíèå êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, à
òàêæå âûâîä íîâîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ñòàöèîíàðíûå
ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ãàçà â áàðîòðîïíîì ñëó÷àå.

Ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ îáëàäàþò âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óåäèíåííîé
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âîëíû â êîëüöåâîì àýðîãèäðîêàíàëå âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ
îáðàçîâàíèÿ âîëí�óáèéö. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôîðìèðî-
âàíèÿ ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóêòóð â àêêðåöèîííûõ ãàçîâûõ äèñêàõ äàþò
âêëàä â ïîíèìàíèå âîçìîæíîñòè îáðàçîâàíèÿ ðóêàâîâ ïëîòíîñòè â ðàìêàõ
÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñîçäàíèå íîâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî
ÿäðà QGDFoam â îòêðûòîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå OpenFOAM ðàñøèðÿåò
âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÊÃÄ àëãîðèòìà è ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëÿì, çíà-
êîìûì c ÊÃÄ àëãîðèòìîì, ðåøàòü ñâîè çàäà÷è â ðàìêàõ ýòîãî ïàêåòà. Â
÷àñòíîñòè, ÊÃÄ àëãîðèòì òåïåðü ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
â ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíûõ ñåòîê è ìîùíûõ ñîâðå-
ìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿ-
þòñÿ íîâûìè. Íîâûìè ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñàíèÿ ïðîöåññà
ôîðìèðîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû â àýðîãèäðîêàíàëå è ðåçóëüòàòû ïðÿìîãî
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ òàêîé âîëíû ïîä âîçäåé-
ñòâèåì âåòðîâîé íàãðóçêè. Íîâîé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè
àêêðåöèîííîãî äèñêà, çàïèñàííàÿ â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì îðèãèíàëüíûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Íîâûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì,
ïîñòðîåííûé äëÿ ýòîé çàäà÷è, âïåðâûå ïîçâîëèë ïîëó÷èòü åå ÷èñëåííîå ðå-
øåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì âîçìîæíîñòåé ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà çà âåñüìà
ìàëîå âðåìÿ. Êðîìå òîãî, âïåðâûå â ðàìêàõ ÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîä-
õîäà óäàëîñü ïîëó÷èòü ýôôåêò ðàçäâîåíèÿ ðóêàâîâ ïëîòíîñòè ãàçà âî âðàùà-
þùåìñÿ äèñêå.

Íîâûì ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà QGDFoam â îòêðûòîì
ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå OpenFOAM, à òàêæå ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ÿä-
ðà QGDFoam è âñòðîåííîãî ðåøàòåëÿ rhoCentralFoam íà ïðèìåðå õàðàêòåð-
íûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ èõ ñîïîñòàâëåíèåì ñ àíà-
ëèòè÷åñêèì èññëåäîâàíèåì è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Â ÷àñòíîñòè,
äîñòîâåðíîñòü ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàíà ïðè ñîïîñòàâëåíèè ðàñ÷åòîâ
çàäà÷ î ðàñïàäå ðàçðûâîâ, âûïîëíåííûõ â ðàìêàõ ÊÃÄ àëãîðèòìà ïðè åãî
âêëþ÷åíèè â îòêðûòûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OpenFOAM, ñ àíàëèòè÷å-
ñêèìè ðåøåíèÿìè ýòèõ çàäà÷ è ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ýòèõ æå çàäà÷ íà îñíîâå
÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷åííûõ ðàíåå â ýòîò êîìïëåêñ ïðîãðàìì. Äëÿ
âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû íåâÿçêè ðåøåíèÿ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ÊÃÄ àëãîðèòì ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷,
èñïîëüçóþùèõ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ èäåàëüíîãî ïîëèò-
ðîïíîãî ãàçà, ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû, ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé ìåëêîé âîäû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé
äèíàìèêè â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, îïóáëèêîâàíû â
7 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ. 6 ðàáîò îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäà-
íèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
äëÿ çàäà÷ î òå÷åíèè â àýðîãèäðîêàíàëå è àêêðåöèîííîì äèñêå, ðàçðàáîò-
êå è îòëàäêå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì, àíà-
ëèçå, èíòåðïðåòàöèè è îôîðìëåíèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ. Êðîìå òîãî, àâ-
òîð íåïîñðåäñòâåííî ó÷àñòâîâàë â íàïèñàíèè ÿäðà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
OpenFOAM, åãî âåðèôèêàöèè íà ïðèìåðå îäíîìåðíûõ òåñòîâ è ïðîâåäåíèè
ñîïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè. Âêëàä ñîèñ-
êàòåëÿ ñîñòîèò òàêæå â îôîðìëåíèè ïðåçåíòàöèé è òåêñòîâ ïå÷àòíûõ ñòàòåé
ïî ðåçóëüòàòàì âûïîëíåííûõ ðàáîò, à òàêæå ðóêîïèñè äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 147 ñòðà-
íèöàõ, âêëþ÷àåò 33 ðèñóíêà è 4 òàáëèöû. Ìàòåðèàë ðàáîòû âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ââåäåíèå, 4 ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ïðèëîæåíèå è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 86 ïîçè-
öèé.

Ââåäåíèå îïèñûâàåò äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó ïî ñëåäóþùèì ïàðàìåò-
ðàì: àêòóàëüíîñòü òåìû, öåëè è çàäà÷è, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ñòåïåíü ðàçðà-
áîòàííîñòè òåìû äèññåðòàöèè, ñòðóêòóðà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, íàó÷íàÿ
íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü, îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âû-
íîñèìûå íà çàùèòó, äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïóá-
ëèêàöèè è áëàãîäàðíîñòè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â âåêòîð-
íîì âèäå ñ îáùèìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ è ÊÃÄ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé
äèíàìèêè äëÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà. Ïðèâåäåí âûâîä ÊÃÄ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû (ÌÂ). Ïðèâåäåí ðàñ÷åò òåñòîâîé çàäà÷è î âàðèàíòå
ãèäðàâëè÷åñêîãî ñêà÷êà, ïîêàçûâàþùèé ýôôåêòèâíîñòü ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ.
Ïðèâåäåí âûâîä ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïðîòåñòèðîâàíà íà îäíîìåðíûõ ïðèìåðàõ.

Cèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ôîðìå Íàâüå�Ñòîêñà â âèäå óðàâ-
íåíèé áàëàíñà ìàññû, èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåðãèè â òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷å-
íèÿõ èìååò ñëåäóþùèé âèä

∂tρ+ div(ρu) = 0, (1)

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) +∇p = divΠ̂ + ρF, (2)

∂tE + div ((E + p)u) + divq = div(Π̂ · u) + ρu · F+Q, (3)

ãäå ρ(x, t) � ïëîòíîñòü, u(x, t) � ñêîðîñòü, p(x, t) � äàâëåíèå, Π̂(x, t) � òåíçîð
âÿçêèõ íàïðÿæåíèé, E(x, t) � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà, q(x, t) � òåï-
ëîâîé ïîòîê, F(x, t) � âíåøíÿÿ ìàññîâàÿ ñèëà, Q(x, t) � ìîùíîñòü òåïëîâûõ
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èñòî÷íèêîâ. Çíàê ⊗ îáîçíà÷àåò ïðÿìîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðè÷åì ïðè
âû÷èñëåíèè äèâåðãåíöèè îò íåãî äèôôåðåíöèðóåòñÿ ïåðâûé ìíîæèòåëü.

Òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Π̂ èìååò âèä

Π̂ = Π̂NS = µ((∇⊗ u) + (∇⊗ u)T − 2

3
Îdivu) (4)

ñ êîýôôèöèåíòîì äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ = µ(ρ, T ) > 0, ãäå Π̂NS � òåíçîð

âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, Î � åäèíè÷íûé òåíçîð.
Âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà q çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

q = qNS = −κ∇T, (5)

ãäå κ = κ(ρ, T ) > 0 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èíû âíóòðåííåé

ýíåðãèè uε

E =
1

2
ρu2 + ρuε. (6)

Äëÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ è óðàâíåíèÿ ñâÿ-
çè ïðèíèìàþò âèä

p = ρRT, uε =
p

ρ(γ − 1)
, (7)

uε = cV T, cV =
R

(γ − 1)
, cp =

γR

(γ − 1)
, (8)

ãäå ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = cp/cV > 1.
ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ìàññîâîé ñèëû è èñòî÷íèêà òåïëà äëÿ èäåàëüíîãî

ïîëèòðîïíîãî ãàçà áûëè çàïèñàíû â âèäå, àíàëîãè÷íîì óðàâíåíèÿì Íàâüå�
Ñòîêñà (1) � (3), äîïîëíåííûõ äèññèïàòèâíûìè ñëàãàåìûìè ñ ìàëûì êîýô-
ôèöèåíòîì τ ðàçìåðíîñòè âðåìåíè â ñëåäóþùåì âèäå

∂tρ+ divjm = 0, (9)

∂t(ρu) + div(jm ⊗ u) +∇p = divΠ̂ + (ρ− τdiv(ρu))F, (10)

∂tE + div ((E + p)jm/ρ) + divq = div(Π̂ · u) + jm · F+Q. (11)

Ïðè ýòîì ïîòîê ìàññû â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè èìååò âèä

jm = ρ(u−w), (12)

òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Π̂ c ÊÃÄ äîáàâêàìè çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Π̂ = Π̂NS + ρu⊗ ŵ + τ (u · ∇p+ γp divu− (γ − 1)Q) Î , (13)
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à âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà q çàïèñûâàåòñÿ êàê

q = −κ∇T − τρ(u · ∇uε −
p

ρ2
u · ∇ρ−Q)u. (14)

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëàõ äëÿ ïîòîêà ìàññû, òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿ-
æåíèé è òåïëîâîãî ïîòîêà ìàëûå äîáàâêè âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
âåêòîðîâ

w =
τ

ρ
(div(ρu⊗ u) +∇p− ρF), ŵ =

τ

ρ
(ρ(u · ∇)u+∇p− ρF). (15)

Óðàâíåíèÿ ÌÂ ÿâëÿþòñÿ óïðîùåíèåì ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà,
îïèñûâàþùèõ íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà. Â ïðèáëè-
æåíèè ÌÂ ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðà-
òóðå â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ïðèáëèæåíèå ÌÂ èñïîëüçóþò â ñëó÷àå, êîãäà æèä-
êîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîé, ãëóáèíà êîòîðîãî ìíîãî ìåíüøå ïðîäîëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé, ïîýòîìó âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè â ñëîå ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Ïðè ýòîì ïîëàãàþò ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîñòîÿí-
íûìè âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÌÂ òàêæå âûâîäÿòñÿ
èç óðàâíåíèé Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè äëÿ âÿçêîãî ñæèìàåìîãî
ãàçà. Ïîýòîìó ÊÃÄ ìåòîäû, ðàçâèòûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ðàìêàõ óðàâíå-
íèé Ýéëåðà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé
âîäû.

Cèñòåìà óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ) ñ ïëîñêèì
ïðîôèëåì äíà áåç âÿçêîñòè Íàâüå�Ñòîêñà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂h

∂t
+

1

r

∂ (rhur)

∂r
+

1

r

∂(huφ)

∂φ
= 0, (16)

∂(hur)

∂t
+

1

r

∂(rhu2r)

∂r
+

1

r

∂(huruφ)

∂φ
+
∂p

∂r
−
hu2φ
r

= hfr, (17)

∂(huφ)

∂t
+

1

r2
∂
(
r2huruφ

)
∂r

+
1

r

∂(hu2φ)

∂φ
+

1

r

∂p

∂φ
= hfφ, (18)

ãäå h(r, φ, t) � âûñîòà æèäêîñòè, u = (ur(r, φ, t), uφ(r, φ, t)) � ñêîðîñòü æèä-

êîñòè, p =
gh2

2
� äàâëåíèå æèäêîñòè, f = (fr, fφ) � âíåøíÿÿ ñèëà.

Â ðåçóëüòàòå ðåãóëÿðèçàöèè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

∂h

∂t
+

1

r

∂(rjmr)

∂r
+

1

r

∂(jmφ)

∂φ
= 0,
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∂(hur)

∂t
+

1

r

∂ (rjmrur)

∂r
+

1

r

∂ (jmφur)

∂φ
+
∂p

∂r
−
hu2φ
r

=

= (h− τdiv (hu)) fr +
1

r

∂ (rhurŵr)

∂r
+

1

r

∂ (huφŵr)

∂φ
+

+
∂

∂r
(ghτdiv (hu))− τ

u2φ
r
div (hu)− 2h

uφ
r
ŵφ,

∂(huφ)

∂t
+

1

r2
∂
(
r2jmruφ

)
∂r

+
1

r

∂ (jmφuφ)

∂φ
+

1

r

∂p

∂φ
=

= (h− τdiv (hu)) fφ +
1

r2
∂
(
r2hurŵφ

)
∂r

+
1

r

∂ (huφŵφ)

∂φ
+

+
1

r
g
∂

∂φ
(hτdiv (hu)) ,

ãäå

div (hu) =
1

r

∂ (hrur)

∂r
+

1

r

∂ (huφ)

∂φ
,

jmr = h(ur − wr), jmφ = h(uφ − wφ),

wr =
τ

h

(
1

r

∂
(
rhu2r

)
∂r

+
1

r

∂ (huruφ)

∂φ
+ gh

∂h

∂r
−
hu2φ
r

− hfr

)
,

wφ =
τ

h

(
1

r2
∂
(
r2huruφ

)
∂r

+
1

r

∂
(
hu2φ

)
∂φ

+
1

r
gh
∂h

∂φ
− hfφ

)
,

ŵr = τ

(
ur
∂ur
∂r

+
1

r
uφ
∂ur
∂φ

+ g
∂h

∂r
−
u2φ
r

− fr

)
,

ŵφ = τ

(
1

r
ur
∂ (ruφ)

∂r
+

1

r
uφ
∂uφ
∂φ

+
1

r
g
∂h

∂φ
− fφ

)
.

Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà ÊÃÄ óðàâíåíèé ÌÂ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ìîæåò áûòü îáîáùåíà äëÿ ñëó÷àÿ òå÷åíèÿ ïîëèòðîïíîãî ãàçà, ðàññìàòðèâà-
åìîãî â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ñäåëàòü ôîðìàëüíóþ

çàìåíó ïåðåìåííûõ h è p =
gh2

2
ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÂ íà ρ è p = kργ.

ÊÃÄ ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íîãî
îáúåìà ñ àïïðîêñèìàöèåé âñåõ ïîòîêîâûõ ñëàãàåìûõ ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ
ðàçíîñòåé ïî ïðîñòðàíñòâó â ñî÷åòàíèè ñ ÿâíîé àïïðîêñèìàöèåé ïî âðåìåíè.
Âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû îòíîñÿòñÿ ê ðàñ÷åòíûì óçëàì ñåòêè, à ïîòî-
êè âû÷èñëÿþòñÿ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê â ïîëóöåëûõ óçëàõ. Ïðè ýòîì τ�ñëàãàåìûå
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îáåñïå÷èâàþò óñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü ïîñòðîåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.
Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè î ôîðìèðîâàíèè óåäèíåííîé âîëíû â êîëüöåâîì àýðî-
ãèäðîêàíàëå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îðèåíòèðîâàíà íà ýêñïåðèìåíò. Ñðàâíåíèå
ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåçàòóõàþùåé óåäèíåííîé âîëíû ñ äàííû-
ìè ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîöåññîì ôîðìèðîâàíèÿ
òàêîé âîëíû â ýêñïåðèìåíòå è ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå. Ïîñòðîåí àíàëèòè÷åñêèé
âàðèàíò ðåøåíèÿ â âèäå óåäèíåííîé âîëíû, êîòîðûé õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ
ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ÌÂ ñ ó÷åòîì ñèëû âåòðà è ñèëû òðåíèÿ æèäêîñòè î ñòåíêè è
äíî êàíàëà ñ ïëîñêèì ïðîôèëåì äíà

∂h

∂t
+
∂(hu)

∂x
= 0, (19)

∂(hu)

∂t
+
∂(hu2)

∂x
+
∂p

∂x
= hf − µu|u|, (20)

ãäå âûñîòà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è åå ñêîðîñòü õàðàêòåðèçóþòñÿ íåèçâåñò-

íûìè ôóíêöèÿìè h(x, t) è u(x, t), p =
gh2

2
� äàâëåíèå æèäêîñòè, g � óñêî-

ðåíèå ñèëû òÿæåñòè, ïàðàìåòð f çàäàåò âåòðîâóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ïî-
âåðõíîñòü, à ïàðàìåòð µ � òðåíèå æèäêîñòè î ñòåíêè è äíî êàíàëà � ñèëó
ñîïðîòèâëåíèÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (19) � (20) èñïîëüçóåòñÿ ÊÃÄ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ÌÂ

∂h

∂t
+
∂jm
∂x

= 0, (21)

∂(hu)

∂t
+
∂(jmu)

∂x
+
∂p

∂x
=

(
h− τ

∂hu

∂x

)
f − µu|u|+ ∂Πxx

∂x
, (22)

ãäå

jm = h (u− w),

w =
τ

h

(
∂(hu2)

∂x
+ gh

∂h

∂x
− hf

)
,

Πxx = τuh

(
u
∂u

∂x
+ g

∂h

∂x
− f

)
+ τgh

(
u
∂h

∂x
+ h

∂u

∂x

)
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî êî-
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îðäèíàòå x ñ øàãîì hx, êîîðäèíàòàìè óçëîâ xi, à òàêæå ñåòêà ïî âðåìåíè ñ
øàãîì △t. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (21)�(22) èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ïî
âðåìåíè ñõåìà ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè.

Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè τ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

τ = α
hx

|u|+
√
g h

. (23)

×èñëîâîé êîýôôèöèåíò 0 < α < 1 äëÿ τ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèé òî÷íîñòè è
óñòîé÷èâîñòè.

Çíà÷åíèÿ f è µ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïàðàìåòðû çàäà÷è. Çàäà÷à ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â îáëàñòè 0 ≤ x ≤ L, L = 6 ì. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âûñîòû æèä-
êîñòè âûáèðàþòñÿ â âèäå èìïóëüñà øèðèíîé â øàã ñåòêè hx, h(x, 0) = 0.2.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè æèäêîñòü íåïîäâèæíà u(x, 0) = 0. Íà ãðàíèöå
ñòàâÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è áûëà âûïîëíåíà áîëüøàÿ
ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ. Ïðåäåëû âàðüèðîâàíèÿ âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ çàäà÷è f , µ, ñå-
òî÷íûõ ïàðàìåòðîâ α, β è øàãà ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè hx ïðèâåäåíû â Òàá-
ëèöå 1.

f µ α β hx
0 � 100 0.01 � 100 0.1 � 0.3 0.05 � 0.1 0.025, 0.01, 0.005

Òàáëèöà 1. Äèàïàçîíû âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è f , µ, ñåòî÷íûõ ïà-
ðàìåòðîâ α, β è øàãà ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè hx

Ïðè ïîèñêå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èçíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàëîñü íåñêîëüêî
âàðèàíòîâ ôîðìóë äëÿ ñèëû òðåíèÿ î äíî è ñòåíêè àýðîãèäðîêàíàëà.

Íà Ðèñ. 1 ïðèâåäåí âàðèàíò îáðàçîâàíèÿ óåäèíåííîé âîëíû, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ýêñïåðèìåíòó â àýðîãèäðîêàíàëå.

0 2 4 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

h(x)

 

 

t=0.9 c

0 2 4 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

h(x) t=3.8 c

0 2 4 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

h(x)

t=5.7 c

0 2 4 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

h(x) t=12.0 c

Ðèñ. 1. Âûñîòà h(x) ïðè t = 0.9, 3.8, 5.7, 12 c.

Íà Ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ñõîäèìîñòü ïî ñåòêå.
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3 3.5 4 4.5 5
0

0.1

0.2

0.3

x

h(x)

 

 

hx=0.020
hx=0.010
hx=0.005

Ðèñ. 2. Âëèÿíèå ñåòêè. Ôîðìà óåäèíåííîé âîëíû h(x) â óñòàíîâèâøåìñÿ ðå-
æèìå ïðè f = 10.0, µ = 0.1, α = 0.1, β = 0.1 äëÿ hx = 0.025, 0.010 è 0.005

Òðåòüÿ ãëàâà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóêòóð âî âðàùàþùèõñÿ ãàçîâûõ äèñêàõ
â ðàìêàõ áàðîòðîïíîãî ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ïîñòðîåíà
ÊÃÄ ñèñòåìà áàðîòðîïíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
÷èñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ïðèðîäû ôîðìèðîâàíèÿ è ýâîëþöèè ñïèðàëüíî�
âèõðåâûõ ñòðóêòóð. Ïðè âíåñåíèè ìàëûõ âîçìóùåíèé â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
â íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å ôîðìèðóþòñÿ ðóêàâà ïëîòíîñòè ñ ðàçäâîåíèåì è
ïåðåðàñïðåäåëåíèåì óãëîâîãî ìîìåíòà.

Àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ ïîñòðîåíû äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíå-
íèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ó÷åòîì ñèëû ãðàâèòàöèè â (r, φ, z)�ãåîìåòðèè

∂p

∂r
−
ρu2φ
r

= − ρr

(r2 + z2)3/2
,
∂p

∂z
= − ρz

(r2 + z2)3/2
, (24)

çàïèñàííûõ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ρ = ρ(r, z), uφ = uφ(r) è ur = uz = 0. Ïî-
ñòðîåííûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíû íà
Ðèñ. 3 è 4. Ýòè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è.

Ðèñ. 3. Ãðàíèöû âåùåñòâà ±ζ(r), ìàññîâàÿ ñèëà fr(r)
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Ðèñ. 4. Còàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ρ(r) è ñêîðîñòè uφ(r) ïðè
γ = 5/3

Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè çàäàåòñÿ â âèäå

τ = α

√
∆S

cs +
√
u2r + u2φ

, (25)

ãäå 0 < α < 0.5 � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ïîäáèðàåìûé èç ñîîáðàæåíèé óñòîé-
÷èâîñòè è òî÷íîñòè ðàñ÷åòà, cs =

√
γp/ρ � ñêîðîñòü çâóêà, à ∆S = r∆r∆φ

îöåíèâàåò ïëîùàäü ÿ÷åéêè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè.
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü � ýòî

êîëüöî ñ ãðàíèöàìè ïî ðàäèóñó r1 = 0.2 è r2 = 1.4.
Ôîðìà èñõîäíîãî ãàçîâîãî îáëàêà çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

ζ(r) = ±are−b(r−r0)
2

ñ ïàðàìåòðàìè a = 0.2, b = 9.0, r0 = 0.8.
Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè áåðåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâóþùèì

ôîðìóëàì äëÿ γ > 1 è γ = 1.
Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè � ýòî ur = 0 è

uφ(r, φ) = uφ(r)
(
1 + Ae−b(r−r0)

2

sin(N0φ)
)
, (26)

ÿâëÿþùååñÿ âîçìóùåííîé ôóíêöèåé uφ. Âîçìóùåíèå ñãëàæåíî ïî r. Ïàðà-
ìåòð A > 0 � àìïëèòóäà, à N0 � ÷èñëî ïåðèîäîâ âîçìóùåíèÿ íà [0, 2π].
Ìàññîâàÿ ñèëà fr ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 3, fφ = 0.

Ñòàâÿòñÿ ¾ìÿãêèå¿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñíîñà äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé ρ, ur
è uφ. Äëÿ èõ çàäàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ôèêòèâíûå óçëû ïî ðàäèóñó. Ïî óãëó
ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ 2π�ïåðèîäè÷íîñòè òåõ æå ôóíêöèé.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 5.
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Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèÿ ρ äëÿ ðàçëè÷íûõ N0 ïðè óêàçàííûõ t

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âêëþ÷åíèþ ÊÃÄ àëãîðèòìà â îòêðû-
òûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OpenFOAM íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî ðåøàòåëÿ
QGDFoam. OpenFOAM � îòêðûòàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ïëàòôîðìà äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, â êîòîðîé èñïîëüçóåò-
ñÿ ìåòîä êîíå÷íîãî îáúåìà. Ïàêåò OpenFOAM ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ îïåðàöèé ñî ñêàëÿðíûìè, âåêòîðíûìè è òåíçîðíûìè ïîëÿìè. Ïðåèìó-
ùåñòâàìè OpenFOAM ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííîñòü íà ïîëüçîâàòåëÿ, ðàç-
äåëåíèå òàêèõ ïîíÿòèé, êàê ãåîìåòðèÿ, ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, äèñêðåòèçàöèÿ
îñíîâíûõ óðàâíåíèé è âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Èñõîäíûå è äàëüíåéøèå
3D�âåðñèè ðåøàòåëÿ QGDFoam íàõîäÿòñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå íà
http://github.com/unicfdlab/QGDsolver/.

Â îñíîâå OpenFOAM ëåæèò ìåòîä êîíå÷íîãî îáúåìà. Èíòåãðèðîâàíèå ïî
îáúåìó ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíè∫

V

∇ · adV =

∮
∂V

a · dS.

Çíà÷åíèå êàæäîé âåëè÷èíû â öåíòðå ÿ÷åéêè åñòü ñðåäíåå ýòîé âåëè÷èíû ïî
ÿ÷åéêå

< a >=
1

V

∫
V

adV,

ãäå V � îáúåì ÿ÷åéêè. Èíäåêñ f óêàçûâàåò íà çíà÷åíèå âåëè÷èíû íà ãðàíè

http://github.com/unicfdlab/QGDsolver/
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Ðèñ. 6. Êîíòðîëüíûé îáúåì â OpenFOAM

êîíå÷íîãî îáúåìà, Sf = Sfnf � íîðìàëü ê ãðàíè, óìíîæåííàÿ íà åå ïëî-
ùàäü (Ðèñ. 6). Â OpenFOAM äëÿ îäíîìåðíîãî ðåøàòåëÿ QGDFoam èñïîëü-
çîâàëñÿ ñòàíäàðòíûé òðåõòî÷å÷íûé øàáëîí ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ.

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ â ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ OpenFOAM èñõîäíàÿ ÊÃÄ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé áûëà ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì ïîòîêîâîì âèäå

ρt = ρ0 − ∆t

V

∑
f

F 0
f (ρ

0), (27)

F 0
f (ρ

0) = ρfuf · Sf − τf((∇ · (ρu⊗ u))f + (∇p)f) · Sf ,

(ρu)t = (ρu)0 − ∆t

V

∑
f

F 0
f ((ρu)

0), (28)

F 0
f ((ρu)

0) = F 0
f ((ρ)

0)uf + pfSf − Π̂QGD
f · Sf ,

Π̂QGD
f = τfuf ⊗ (ρfuf · (∇⊗ u)f + (∇p)f) +

+τf Î(uf · (∇p)f + γfpf(∇ · u)f) + µf((∇⊗ u)f + (∇⊗ u)Tf − 2

3
Î(∇ · u)f),

(ρE)t = (ρE)0 − ∆t

V

∑
f

F 0
f ((ρE)

0), (29)

F 0
f ((ρE)

0) = F 0
f (ρ

0)Hf − Π̂QGD
f · uf · Sf − τfufρf(uf · (∇uε)f +

+pfuf · (∇
1

ρ
)f) · Sf .

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è Ðèìàíà î ðàñïàäå ðàçðûâîâ. Äèññèïàòèâíûå êî-



17

ýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ â âèäå

τ = α
hx
cs
, µ = p τ Sc, κ =

p τ Sc

Pr
(30)

è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû èñêóññòâåííîé äèññèïàöèè, ãäå cs �
ñêîðîñòü çâóêà, Sc � ÷èñëî Øìèäòà, Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ.

Íà÷àëüíûå äàííûå ê çàäà÷àì î ðàñïàäå ðàçðûâîâ ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 2.
Çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåâà îò ðàçðûâà îáîçíà÷åíû èíäåêcîì
L, ñïðàâà � èíäåêñîì R. Ìîìåíòû âðåìåíè, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ãðàôè-
êè, óêàçàíû â Òàáëèöå 2 êàê tfin. Çàäà÷è ðåøàþòñÿ íà èíòåðâàëå (−0.5, 0.5).
Ðàçðûâ ðàñïîëîæåí â òî÷êå x = 0. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà âñåõ ðèñóíêàõ, ñîîòâåò-
ñòâóùèõ çàäà÷àì èç Òàáëèöû 2, ïðèâåäåíû àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè. Âî âñåõ òåñòàõ γ = 1.4, êðîìå òåñòà 3, ãäå γ = 5/3.

Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ õàðàêòåðíûõ òåñòîâ ñ
ïîìîùüþ ðåøàòåëåé QGDFoam è rhoCentralFoam. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè-
âåäåíû íà Ðèñ. 7 � 10. Âñå òåñòû ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñ ïàðàìåòðîì α, ðàâíûì 0.4
è ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè Sc = Pr = 1. Ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå
óëó÷øåíèå ðåøàòåëåé QGDFoam è rhoCentralFoam, çàôèêñèðîâàíû â îïèñà-
íèè êîíêðåòíûõ òåñòîâ. Ðåøàòåëè QGDFoam è rhoCentralFoam èñïîëüçóþò
ïîñòîÿííîå ÷èñëî Êóðàíòà C0 è ïåðåìåííûé øàã ïî âðåìåíè.

Â OpenFOAM çàäà÷è ðåøàþòñÿ â ðàçìåðíîì âèäå, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâó-
þò ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: L = 1 ì, cV = 1.0 J/(KgK), R/µ = 0.4 J/(KgK),

ãäå µ = 20785 � ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà. Âûðàæåíèå cp =
γR/µ

γ − 1
J/(KgK) èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ γ. Äëÿ γ = 1.4 cp = 1.4 J/(KgK), äëÿ
γ = 5/3 cp = 1.0 J/(KgK). Äàëåå ðàçìåðíîñòü âåëè÷èí íå áóäåò óêàçû-
âàòüñÿ, íî âñå âåëè÷èíû ñ÷èòàþòñÿ ðàçìåðíûìè � øàãè ñåòêè âû÷èñëÿþòñÿ
â ìåòðàõ, âðåìÿ � â ñåêóíäàõ.

Øàã ïî âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèåì ñ óñëîâèåì Êóðàíòà

∆t 6 C0
hx

|u|+ cs
, (31)

ãäå ñêîðîñòü çâóêà âû÷èñëÿåòñÿ â OpenFOAM ÷åðåç ψ = (RT )−1 êàê
cs =

√
γ/ψ.

Äëÿ çàäà÷ î ðàñïàäå ðàçðûâîâ â Òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîãðåø-
íîñòåé âåëè÷èí, ïîñ÷èòàííûõ â íîðìå L1 êàê

ε =
1

N

∑
N

|a exact − anumerical|, (32)
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ãäå aexact � çíà÷åíèå ãàçîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùåé àâòîìî-
äåëüíîìó ðåøåíèþ, anumerical � çíà÷åíèå ãàçîäèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíû, ïîñ÷è-
òàííîé ðåøàòåëÿìè rhoCentralFoam èëè QGDFoam. Â òåñòàõ 1, 3, 3à, 5, 6,
7 â êà÷åñòâå âåëè÷èíû a áåðåòñÿ ïëîòíîñòü ρ, â òåñòàõ 2 è 4 � âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ uε.

Òåñò ρL uL pL ρR uR pR tfin
1 1 0.75 1 0.125 0 0.1 0.2
2 1 −2 0.4 1 2 0.4 0.15
3 Íîõ 1 1 10−6 1 −1 10−6 1
3a 1 −19.59745 1000 1 −19.59745 0.01 0.012
4 5.99924 19.5975 460.894 5.99924 −6.19633 46.095 0.035
5 1.4 0 1 1 0 1 2
6 1.4 0.1 1 1 0.1 1 2
7 0.1261192 8.9047029 782.92899 6.591493 2.2654207 3.1544874 0.0039

Òàáëèöà 2. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ çàäà÷ Ðèìàíà

Ðåøàòåëü, � òåñòà Òåñò 1 Òåñò 2 Òåñò 3 Òåñò 3a Òåñò 4 Òåñò 5 Òåñò 6 Òåñò 7

rhoCentralFoam 0.0024 0.2726 0.0287 0.6935 1.3929 0.0103 0.0103 0.0532

QGDFoam 0.0065 0.2909 0.0368 0.6849 3.6953 0.0021 0.0116 0.0775

Òàáëèöà 3. Ïîãðåøíîñòè â íîðìå L1

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî òåñòà ðàññìàòðèâàåòñÿ "blast" çàäà÷à. Äëÿ ýòîé
çàäà÷è íåò àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ. Çàäà÷à òàêæå ðåøàåòñÿ íà èíòåðâàëå
(−0.5, 0.5). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàþòñÿ ðàçðûâû â òî÷êàõ x1 = −0.4 è
x2 = 0.4. Âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàþòñÿ ïëîòíîñòü ρ = 1.0 è ñêîðîñòü
u = 0.0. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ â òðåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ
ëåâîé (p l, ñðåäíåé pm è ïðàâîé p r) ðàâíû (p l, pm, p r) = (1000, 0.01, 100). Â
êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ. Ðàñ÷åò âåäåòñÿ äî
âðåìåíè tfin = 0.038. Â ýòîé çàäà÷å γ = 1.4.

Íà Ðèñ. 11 ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïëîòíîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ñ øà-
ãîì hx = 0.0003125. ×èñëî Êóðàíòà â rhoCentralFoam C0 = 0.2, ó QGDFoam
� 0.4. Äëÿ QGDFoam α = 0.3 è Sc = 0.1, Pr = 1.0, äëÿ rhoCentralFoam
èñïîëüçîâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿ Minmod.
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Ðèñ. 7. Òåñòû 1, 2. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ρ è âíóòðåííåé ýíåðãèè uε

Ðèñ. 8. Òåñòû 3, 3à. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ρ

Ðèñ. 9. Òåñòû 4, 5. Ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè uε è ïëîòíîñòè ρ
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Ðèñ. 10. Òåñòû 6, 7. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ρ

Ðèñ. 11. Òåñò 8. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ρ
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Ïðèëîæåíèå ñîäåðæèò ðàñøèðåíèå ÊÃÄ àëãîðèòìà äëÿ óðàâíåíèé ÌÂ
ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïðèâåäåíî ïîñòðîåíèå ÊÃÄ àëãîðèòìà â 1D�ñëó÷àå. ÊÃÄ
àëãîðèòì ïðîòåñòèðîâàí íà îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ î ðàñïàäå ñèëüíîãî è ñëàáîãî
ðàçðûâîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû è äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû:

1. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ íåëèíåéíûé ïðîöåññ
ôîðìèðîâàíèÿ íåçàòóõàþùåé óåäèíåííîé âîëíû â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ìåë-
êîé âîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÊÃÄ àëãîðèòìà. Âïåðâûå íà îñíîâå ÊÃÄ àëãîðèò-
ìà â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïîëó÷åíà óåäèíåííàÿ áåãóùàÿ âîëíà. Àíàëèç
çàäà÷è ïîêàçàë ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ, äàííûìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèé çàäà÷è îá óåäèíåííîé âîëíå.

2. Âïåðâûå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñïèðàëüíî�âèõðåâûõ ñòðóê-
òóð âî âðàùàþùåìñÿ ãàçîâîì àêêðåöèîííîì äèñêå â ðàìêàõ áàðîòðîïíûõ
óðàâíåíèé Ýéëåðà ñ ïðèìåíåíèåì ÊÃÄ ïîäõîäà è èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåí-
íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âïåðâûå ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îòñòà-
þùèõ ðóêàâîâ ïîâûøåííîé ïëîòíîñòè â ðàìêàõ ïðîãðàììû, èñïîëüçóþùåé
ÊÃÄ àëãîðèòì â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåí ïðîöåññ
ðàçäâîåíèÿ ðóêàâîâ ïëîòíîñòè è ïåðåíîñ óãëîâîãî ìîìåíòà.

3. Â ðàìêàõ îòêðûòîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà OpenFOAM ñîçäàíî íî-
âîå âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî íà îñíîâå ÊÃÄ àëãîðèòìà (QGDFoam), äîñòóïíîå
âíåøíèì ïîëüçîâàòåëÿì. Äëÿ ýòîãî ÊÃÄ àëãîðèòì ïåðåïèñàí â òåðìèíàõ,
ïðèíÿòûõ â óêàçàííîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå è àäàïòèðîâàí ê çàëîæåííûì
â íåì òðåáîâàíèÿì. Â ðàìêàõ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
ðåøàòåëåé QGDFoam è rhoCentralFoam íà ïðèìåðå ñèñòåìû îäíîìåðíûõ òå-
ñòîâ è ïîêàçàíî, ÷òî QGDFoam ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâà-
íèå øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
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