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Предисловие

В данном научном издании представлены работы по квантовой динамике

и ее томографическому представлению в контексте использования формул

Фейнмана для построения операторов эволюции квантовых состояний. Цель

организаторов конференции состояла в том, чтобы привлечь к обсуждению

развиваемого направления исследователей, плодотворно работающих в этой

области, и, наряду с ознакомлением с их последними результатами, попытаться

очертить ближайшие горизонты и, по возможности, синхронизировать усилия

в решении актуальных задач. Формулами Фейнмана называются представ-

ления полугруппы Шредингера exp (�tH), t � 0, или группы Шредингера

exp (itH), t 2 R, с помощью пределов интегралов по декартовым степеням

некоторого пространства (при стремлении степени к бесконечности), связанного

с классической гамильтоновой системой, при квантовании которой получается

оператор Гамильтона H. Оператор H может быть, в частности, псевдодиффе-

ренциальным оператором, символом которого является классическая функция

Гамильтона. В случае, когда используются интегралы по декартовым степеням

конфигурационного пространства, говорят о лагранжевых формулах Фейнмана,

а при использовании интегралов по декартовым степеням фазового пространства

– о гамильтоновых формулах Фейнмана. Существуют также формулы Фейнмана,

не относящиеся ни к одному из этих типов.

Впервые представить группу или полугруппу Шредингера в виде предела

интегралов по декартовым степеням конфигурационного или фазового простран-

ства было предложено Р. Фейнманом; случай конфигурационного пространства

был рассмотрен в 1948 году, а случай фазового � в 1951 году. При этом как в

лагранжевой, так и в гамильтоновой формах представления подынтегральная

функция в соответствующих интегралах представляет собой экспоненту от

аппроксимаций функционала действия. Первое доказательство формализован-

ной версии результатов Р. Фейнмана 1948 г. было получено Э. Нельсоном в

1964 году; при этом была использована формула Троттера. Доказательство

аналогичной формализации результатов Р. Фейнмана 1951 г. было получено

только в 2002 году в работе О.Г. Смолянова и соавторов O.G. Smolyanov, A.G.
Tokarev, A. Truman. Hamiltonian Feynman path integrals via the Chernoff formula //
J.Math.Phys., 2002, 43:10. При этом была использована так называемая формула

Чернова, опубликованная еще в 1968 г. После появления указанной работы

стало ясно, что формулы Чернова являются эффективным методом получения

аппроксимаций групп и полугрупп, возникающих в квантовой механике и

стохастическом анализе. Кратные интегралы в формуле Фейнмана представ-
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ляют собой аппроксимации интеграла по бесконечномерному пространству в

формуле Фейнмана-Каца. Эти формулы можно использовать для представлений

квантовых операторов эволюции и равновесных операторов плотности, при

изучении случайных полугрупп и случайных гамильтонианов, для представ-

лений решений эволюционных дифференциальных уравнений с переменными

коэффициентами (такими уравнениями описывается, в частности, квантовая

динамика частиц с массой, зависящей от координаты и импульса, а также

соответствующая диффузия), для изучения стохастических дифференциальных

уравнений типа Шредингера и квантовых стохастических дифференциальных

уравнений, для исследования поверхностных мер на обладающих бесконеч-

ными размерностью и коразмерностью подмногообразиях бесконечномерных

пространств, для представления решений уравнений относительно функций на

римановом многообразии и во многих других задачах математической физики,

стохастического анализа и математической биологии.

Единый подход к изучению перечисленных задач состоит в том, что для

каждой из них строится подходящая операторнозначная функция, возможно,

случайная, F (t), t � 0, не обладающая, вообще говоря, полугрупповым свойством,

после чего рассматривается последовательность операторнозначных функций

Gn(t), значение n-го члена которой определяется равенством Gn(t) = (F (t/n))n.

Предел последовательности функций Gn(t) при n!1 и является полугруппой,

дающей решение соответствующей задачи.

Обсуждению связанных с такими задачами конструкций и посвящены работы,

представленные в конференционных докладах. Одной из мотивировок при этом

является применение этих конструкций для получения того, что можно было

бы назвать вероятностной интерполяцией различных методов квантования.

Такая интерполяция может применяться в тех случаях, когда не существует

естественного однозначного отображения объектов, описывающих классическую

динамику системы, в квантовые операторы.

Интерес к теореме Чернова связан не только с тем, что она позволяет

получить вид разрешающего оператора в явном виде, но и с тем, что через нее

просматривается связь статистики и динамики. Как известно, для построения

равновесного оператора квантовой матрицы плотности надо решить уравнение

Шредингера для соответствующей квантовой системы, после чего просуммиро-

вать проекторы на найденные состояния с весами, пропорциональными экспонен-

те Гиббса. Непосредственное квантование классической функции распределения

Гиббса не приводит к желаемому результату, поскольку для некоммутирующих

в общем случае операторов, входящих в гамильтониан системы, функция от

оператора (т.е. экспонента Гиббса от оператора Гамильтона) не совпадает с

оператором от функции. Удивительно же то, что для широкого класса га-

мильтонианов итерационная процедура вышеописанного типа, примененная к
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оператору от функции, дает функцию от оператора. Иными словами, бесконечное

число раз повторенное динамическое квантование классического распределения

дает квантовое распределение. Этот результат и стимулировал многочисленные

работы в области исследований формул Фейнмана применительно к различным

задачам. Считаем важным подчеркнуть, что основная часть представленных на

конференции работ так или иначе связана с именем О.Г. Смолянова. Это доклады

его прямых учеников, а также участников его семинара по бесконечномерному

анализу, еженедельно проходящего на Мехмате МГУ под его руководством.

Энергия и творческая активность Олега Георгиевича способствовали развитию

данного направления, в результате чего сформировалась действующая научная

школа. На базе Мехмата МГУ совместными усилиями организаторов Конферен-

ции была создана Лаборатория бесконечномерного анализа и математической

физики под руководством О.Г. Смолянова. Предлагаемые читателю труды

Конференции в основном представляют собой научные результаты, полученные

сотрудниками этой Лаборатории. Также следует отметить, что в работе Конфе-

ренции активное участие приняли студенты магистратуры и аспиранты МФТИ,

так что научно-педагогическая деятельность Лаборатории не ограничивается

стенами только Мехмата МГУ. Будучи одновременно преподавателями МФТИ,

сотрудники Лаборатории совместно с коллегами кафедры высшей математики

МФТИ организовали специализацию �Математические методы в современной

физике�, ориентированную на студентов ФОПФ МФТИ.

Считаем, что публикация в одном сборнике последних результатов в области

исследования квантовой динамики и континуальных интегралов представляет

интерес не только для специалистов, но и может служить источником новых

задач для студентов магистратуры и аспирантов соответствующих специально-

стей.

Ю. Н. Орлов, В.Ж. Сакбаев
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Cлучайные полугруппы, формулы Фейнмана и закон
больших чисел

Ю. Н. Орлов

1
, В. Ж. Сакбаев

2
, О. Г. Смолянов.

3

Аннотация

В предлагаемой работе исследуются последовательности композиций
независимых одинаково распределенных случайных полугрупп линейных
преобразований банахова пространства и асимптотические свойства рас-
пределений таких композиций при стремлении их числа к бесконечности.
В частности, изучается отклонение значений композиций независимых
случайных полугрупп от их математического ожидания и исследуется
выполнение для таких композиций аналогов предельных теорем теории
вероятности типа закона больших чисел и центральноleftй предельной
теоремы. Получены условия, достаточные для стремления к нулю при n!
1 вероятности отклонения на фиксированную величину по (полу)норме в
пространстве операторов композиции n случайных полугрупп от ее мате-
матического ожидания (это свойство и считается законом больших чисел
для композиций). Приведены примеры последовательностей независимых
случайных полугрупп, для композиции которых закон больших чисел по
норме или по системе полунорм не выполнен. Получено представление ко-
герентных состояний в квантовой оптике с помощью усреднения случайных
операторов сдвига.

Введение

U(t), t � 0 и их итерации (U(t))n, t � 0, n 2 N
0

⌘ {0}SN. Так как для

каждого допустимого значения t семейство (U(t))n, n 2 N
0

итераций является

динамической системой с дискретным временем, то можно сказать, что мы

исследуем однопараметрическое семейство случайных динамических систем.

В предыдущих работах мы изучали асимптотические свойства математиче-

ских ожиданий таких композиций, при этом были определены операции усредне-

ния однопараметрических полугрупп с помощью итераций Фейнмана-Чернова.

Математические ожидания композиций независимых одинаково распределенных

случайных полугрупп являются уже неслучайными функциями, которые в

силу теоремы Чернова (см. [18]) сходятся к однопараметрическим полугруппам

1Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН
2Московский физико-технический институт
3Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова
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операторов при стремлении к бесконечности числа компонент композиции. В

предлагаемой работе изучается отклонение значений композиций независимых

случайных полугрупп от их математического ожидания и исследуется выпол-

нение для таких композиций аналогов предельных теорем теории вероятности

типа закона больших чисел и центральной предельной теоремы.

Объектом исследования являются композиции случайных преобразований,

значениями которых являются, как и в работах [11,15,16] некоммутирующие

ограниченные линейные операторы в банаховом пространстве. Основным от-

личием рассматриваемой нами модели является изучение двухпараметриче-

ского семейства случайных операторов – композиций случайных операторов

(U(t))n, t � 0, n 2 N
0

, зависящих от вещественого параметра t и дискретного па-

раметра n. Применение предельного перехода к двупараметрическому семейству

случайных операторов позволило использовать теорему Чернова для описания

асмптотического поведения математическиго ожидания композиций и получить

условия выполнения закона больших чисел для последовательности композиций

независимых случайных полугрупп.

Отметим, что однопараметрические семейства случайных операторов (U)n,

где n 2 N
0

, и асимптотические их свойства при n ! 1 изучались в работах

[3, 5, 7, 10,12,16,17].

Среди них мы хотели бы отметить работу [17], в которой впервые использо-

вались методы теории полугрупп для доказательства центральной предельной

теоремы. Фактически, наша работа не имеет точек соприкосновения с процити-

рованными.

Формулировка закона больших чисел для композиции линейных операторов,

предлагаемая в настоящей работе, рассматривается, по-видимому, впервые.

Результаты о достаточных условиях выполнения закона больших чисел получе-

ны из рассмотрения двухпараметрического семейства случайных операторов

{(U(t))n, t � 0, n 2 N
0

} вместо однопараметрического {Un, n 2 N
0

}.
В работах [8, 9] изучаются случайные полугруппы – случайные величины со

значениями во множестве полугрупп; а также итерации случайных полугрупп –

последовательности композиций из n, n 2 N независимых случайных полугрупп

линейных ограниченных преобразований банахова пространства. Установлены

условия на случайные полугруппы, достаточные для того, чтобы математические

ожидания итераций случайных полугрупп сходились в определенном смысле к

полугруппе при стремлении к бесконечности кратности итераций.

В настоящей работе будут исследованы взаимосвязи этих объектов – итерации

случайных полугрупп из [8,9] рассматриваются как однопараметрические семей-

ства случайных динамических систем с дискретным временем из работ [3, 10];

в свою очередь, случайные динамические системы с непрерывным временем

из [15] могут рассматриватся как пределы итераций случайных полугрупп.
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Будут приведены условия, достаточные для выполнения и достаточные для

нарушения закона больших чисел для композиции независимых одинаково

распределенных случайных полугрупп.

Для изучения случайных полугрупп и динамических систем нам потребуется

изучить математическое ожидание и дисперсию (ковариацию) случайных опера-

торов и их степеней. Математическое ожидание операторнозначных случайных

величин определяется с помощью интеграла Петтиса, а дисперсии могут опре-

деляться с помощью различных неотрицательных квадратичных отображений

как отклонения среднего значения квадратичного отображения случайного опе-

ратора от значения квадратичного отображения на математическом ожидании

случайного оператора. При этом каждому такому квадратичному отображению

соответствует выбор второго момента случайного оператора.

Далее будут исследованы аналоги таких предельных теорем для сумм незави-

симых случайных величин как закон больших чисел (и центральная предельная

теорема). Для последовательности композиций из n независимых случайных

операторов (или полугрупп) будет исследовано математическое ожидание и

второй момент. Стремление к нулю при n!1 второго момента для среднего

геометрического совокупности из n случайных операторов означает выполнение

некоммутативного мультипликативного закона больших чисел для случайных

операторов в форме Чебышева.

Одним из ключевых вопросов является выбор определения среднего геомет-

рического композиции n независимых случайных операторов A
1

, ...An: является

ли таким средним оператором оператор

Â = (An � ... �A
1

)
1
n

или оператор

Ā = (An)
1
n � ... � (A

1

)
1
n ?

Теорема Чернова (см. [2, 19]) позволяет исследовать закон больших чисел

в случае определения среднего геометрического композиции операторов по

второму варианту. Изучению такой возможности и посвящена настоящая статья.

Будем говорить, что для последовательности композиций случайных опе-

раторов в топологическом векторном пространстве операторов выполняется

закон больших чисел, если для любого числа � > 0 и любой полунормы � из

семейства порождающих топологию пространства операторнозначных функций

выполняется условие

lim
n!1

P ({�((An)
1
n � ... � (A

1

)
1
n �M((An)

1
n � ... � (A

1

)
1
n ) � �}) = 0.

Если же последовательность композиций случайных операторов в банаховом

пространстве удовлетворяет условию

8 � > 0 lim
n!1

P ({k(An)
1
n � ... � (A

1

)
1
n �M((An)

1
n � ... � (A

1

)
1
n )k � �}) = 0,
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то будем говорить, что закон больших чисел выполнен для последовательности

композиций случайных операторов в банаховом пространстве.

Установлены условия на случайные операторы, достаточные для выполнения

закона больших чисел; приведены примеры случайных операторов, для которых

закон больших чисел не выполняется (и, тем более, не может быть выполнена

центральная предельная теорема).

Последовательность итераций случайных полугрупп будем называть вероят-

ностным представлением некоторой полугруппы U, если для каждой полунормы

p вероятность отклонения n-кратной итерации случайной полугруппы от по-

лугруппы U по полунорме p на любую заданную положительную величну

стремится к нулю при n!1.

С помощью предела при n!1 математического ожидания композиции n

независимых случайных полугрупп в работах [9, 20] получено представление

полугруппы, разрешающей задачу Коши для эволюционного дифференциально-

го уравнения. Если последовательность итераций математического ожидания

случайной полугруппы сходится в сильной операторной топологии, то предель-

ная функция является полугруппой согласно теореме 3 работы [8]. В настоящей

работе дана асимптотическая оценка отклонения итерации n-го порядка мате-

матического ожидания случайной полугруппы от предельной полугруппы при

n!1, являющегося систематическим отклонением аппроксимации предельной

полугруппы. В терминах вторых моментов дана оценка отклонения итераций

случайной полугруппы от итераций ее математического ожидания, являющегося

случайным отклонением аппроксимации предельной полугруппы.

Случайные операторы и полугруппы

Для изучения случайных полугрупп и операторов введем следующее рас-

ширение понятия случайной величины. Всюду далее измеримым простран-

ством называется пара (⌦,A), где ⌦ – множество, A – некоторая алгебра

его подмножеств; вероятностным пространством называется набор (⌦,A, µ),

где (⌦,A) – измеримое пространство, а µ – неотрицательная нормированная

конечно аддитивная функция на алгебре A, которую мы называем также

вероятностной мерой. Случайной величиной мы называем A-измеримую функ-

цию ⇠ на вероятностном пространстве (⌦,A, µ) со значениями в некотором

измеримом пространстве. Случайная величина ⇠ может принимать как числовые

значения, так и значения в топологическом векторном пространстве, снабженном

минимальной алгеброй подмножеств, содержащей топологию. Например, если

такая случайная величина ⇠ принимает значения в пространстве операторов,

то она называется случайным оператором; аналогично определяется и понятие

случайной полугруппы (определение 1 ниже).
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Понятие случайной полугруппы состоит в следующем. Пусть Ys(X) – тополо-

гическое векторное пространство сильно непрерывных отображений F полуоси

R
+

= [0,+1) в банахово пространство B(X) линейных преобразований банахова

пространства X, топология ⌧s на котором определяется семейством функцио-

налов �T,u, T � 0, u 2 X, действующих по правилу �T,u(F) = sup
t2[0,T ]

kF(t)ukX ;

пусть также X⇤ – такое банахово пространство, что (X⇤)⇤ = X.

Определение 1. Случайной полугруппой мы называем случайную величину
G, принимающую значения в множестве S(X) сильно непрерывных однопара-
метрических полугрупп операторов, действующих в банаховом пространстве
X (алгебра AS подмножеств S(X), превращающая его в измеримое пространс-
во, представляет собой минимальную алгебру подмножеств множества S(X),
содержащую все множества из топологии ⌧S, индуцированой на S(X) из
топологического пространства Ys(X)).

Математическим ожиданием случайной полугруппы G как отображения

пространства с мерой (⌦, 2⌦, µ) в топологическое пространство Ys(X) будем

называть интеграл Петтиса

M [G] =

Z

⌦

G"dµ("),

где M [G] – такой элемент пространства Ys(X), что для любых t 2 R
+

, A 2 X, g 2
X⇤ выполняется равенство

hM [G](t)A, gi =
Z

⌦

hG"(t)A, gidµ("). (1)

Здесь через hA, gi обозначается значение на элементе g 2 X⇤ линейного непре-

рывного функционала A 2 X = X⇤⇤ .

Нижеследующая теорема 1 предоставляет достаточные условия существо-

вания последнего интеграла от ограниченной числовой функции по конечно

аддитивной мере µ 2 W (E) (см. [6]).

Случайную величину ⇠ со значениями в пространстве Ys(X) назовем равно-

мерно ограниченной, если sup
"2E

sup
t�0

sup
kxkX=1

k⇠"(t)xkX  C < +1.

Случайную величину ⇠ со значениями в пространстве Ys(X) назовем

1. плотно слабо равностепенно непрерывной, если существует такое плотное

линейное подпространство D ⇢ X, что для любого A 2 D, любого g 2 X⇤

и любого � > 0 сущeствует число � > 0 тaкое, чтo для любого t 2 R
+

и любого �t 2 (0, �) : t +�t 2 R
+

выполняется следующее неравенство

sup
t2R+,"2E

|h⇠"(t+�t)A� ⇠"(t)A, gi|  �.

2. плотно сильно равностепенно непрерывной, если существует такое плотное

линейное подпространство D ⇢ X, что для любого A 2 D и любого � > 0
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сущeствует число � > 0 тaкое, чтo для любого t 2 R
+

и любого �t 2 (0, �) :

t+�t 2 R
+

выполняется следующее неравенство sup
t2R+,"2E

|k⇠"(t+�t)A�
⇠"(t)AkX  �.

Теорема 1 [9]. Пусть µ – вещественнозначная мера на алгебре A под-
множеств множества E с ограниченной вариацией. Тогда если измеримое
отображение ⇠ : E ! Ys(X) является равномерно ограниченной и плотно
слабо (сильно) равностепенно непрерывной, то M⇠(t) 2 Ys(X). Если случай-
ная величина ⇠ со значениями в пространстве Ys(X) является равномерно
ограниченной и плотно слабо (сильно) равностепенно непрерывной, то среднее
значение случайной величины ⇠ является непрерывной оператор-функцией:
M⇠(t) 2 Cw(R+

, B(X)) (M⇠(t) 2 Cs(R+

, B(X))).

Доказательство. Равномерная ограниченность случайной величины ⇠ означает,

что

sup
"2E, t2R+

k⇠"(t)kB(X)

 C при некотором C > 0.

Потому в силу условия равномерной ограниченности отображения ⇠ : E ⇥
R

+

! B(X) при каждом t � 0 и для любых v 2 X и g 2 X⇤ функция

h⇠"(t)v, gi ограничена на множестве E и измерима как отображение E ! C и,

следовательно, интегрируема по мере µ (см. [13]), а интеграл (20) как функция ар-

гумента g является линейным непрерывным функционалом на пространстве X⇤.

Следовательно, для любого v 2 X определен интеграл Петтиса

R

E

⇠"vdµ(") 2 X,

причем отображение v ! R

E

⇠"vdµ(") линейно по v в силу линейности интеграла

Петтиса и непрерывно в силу равномерной ограниченности отображения ⇠.

Следовательно, отображение v ! R

E

⇠"vdµ(") определено на пространстве X и

является линейным ограниченным преобразованием пространства X. Поэтому

при каждом t > 0 среднее значение M⇠(t) =
R

E

⇠"dµ(") 2 B(X) корректно

определено.

Согласно условию плотной слабой равномерной непрерывности существует

такое плотное линейное подпространство D ⇢ X, что для любого A 2 D, любого

g 2 X⇤ и любого � > 0 сущeствует число � > 0 тaкое, чтo для любого t 2 R
+

и

любого �t 2 (0, �) : t+�t 2 R
+

выполняются следующие оценки sup
t2R+

|h(M⇠(t+

�t)�M⇠(t))A, gi| = sup
t2R+

|hR
E

[⇠"(t+�t)A�⇠"(t)A, gi]dµ| 
R

E

sup
t2R+,"2E

|h⇠"(t+�t)A�
⇠"(t)A, gi|dµ  �.

Из условия сильной равномерной непрерывности следует существование

такого плотного линейного подпространства D ⇢ X, что для любого A 2 D и

любого � > 0 существует такое число � > 0 что для любого t 2 R
+

и любого
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�t 2 (0, �) : t+�t 2 R
+

имеют место следующие оценки:

sup
t2R+

kM⇠(t+�t)A�M⇠(t)AkX =

sup
t2R+

sup
kgkX⇤=1

|h(M⇠(t+�t)�M⇠(t))A, gi| 


Z

E

sup
t2R+,"2E

sup
kgkX⇤=1

|h⇠"(t+�t)A� ⇠"(t)A, gi|dµ =

=

Z

E

sup
t2R+,"2E

k⇠"(t+�t)A� ⇠"(t)AkXdµ  �

.

Для любого u 2 X найдется элемент A 2 D такой, что ku�AkX  �. Поэтому

согласно условию равномерной ограниченности оценка kM⇠(t)u�M⇠(t)AkX 
C� справедлива при всех t � 0. Таким образом, непрерывность математического

ожидания M⇠ случайной величины ⇠ имеет место в соответствующих топологиях.

Если на вероятностном пространстве (⌦,A, µ) определена случайная полу-

группа G, то ее генератором называется случайная величина HG на том же

вероятностном пространстве, определяемая условием: для каждого " 2 ⌦ значе-

ние HG(") случайной величины HG представляет собой генератор полугруппы

G(") 2 S(X). Так определенная случайная величина HG принимает значение

в множестве G(X) генераторов сильно непрерывных однопараметрических

полугрупп, действующих в пространстве X. Топология ⌧G на множестве G(X)

определяется условием, чтобы биекция J между S(X) и G(X), при которой

каждой полугруппе соответствует ее генератор, была гомеоморфизмом топологи-

ческих пространств (S(X), ⌧S) и (G(X), ⌧G). Таким образом, HG = J �G; иначе

говоря, HG – это измеримая функция на вероятностном пространстве (⌦,A, µ)

(случайная величина), принимающая значения в топологическом пространстве

генераторов G(X). Если математическим ожиданием случайной полугруппы G

является операторнозначная функция FG, эквивалентная по Чернову (см. [21])

некоторой полугруппе UG, то генератор полугруппы UG и будет называться

математическим ожиданием случайного генератора HG случайной полугруппы

G.

Такое определение усреднения генераторов является расширением процедуры

усреднения в пространстве операторов, поскольку в случае, если все значения

случайного генератора ограничены, то его среднее значение совпадает с обыч-

ным средним значением элементов банахова пространства. (см. [9]). В случае,

когда значения случайного генератора являются неограниченными операторами,

естественное определение математического ожидания случайной величины

HG может не быть корректным, но введенное в [9] определение усреднения

применимо.
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Моменты случайных операторов и полугрупп

Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство.

Рассмотрим случайную величину U со значениями в банаховом пространстве

X = B(H) и определим объекты, характеризующие моменты ее распределения.

Математическим ожиданием случайного оператора U называется оператор

M [U] 2 B(H), равный интегралу Петтиса от вектор-функции U : E ! B(H)

по мере µ.

Математическое ожидание является моментом первого порядка для вектор-

ной случайной величины U.

Первый момент векторной случайной величины U характеризуют матема-

тические ожидания различных линейных отображений пространства X. Если

линейное отображение F : X ! Y непрерывно, то M [F (U)] = F (M [U]).

Охарактеризовать второй момент векторной случайной величины U могут

математические ожидания различных неотрицательно определенных квадра-

тичных отображений пространства X. Дисперсией случайной величины U
является значние второго момента на отклонении случайной величины от ее

математического ожидания.

1. Например, если отображение K : B(H) ! B+(H) действует по правилу

K(U) = U⇤U, то соответствующим функции K вторым моментом слу-

чайной величины U является неотрицательно определенный оператор

M [K(U)] = M [U⇤U], а дисперсией случайной величины U является

неотрицательный оператор DK(U) = M [K(U � M [U])] = M [K(U)] �
K(M [U]).

2. Непосредственно вторым моментом векторнозначной случайной величины

U является ковариационный оператор, то есть билинейная форма на

пространстве X⇤, определяемая так: билинейная форма �U каждой упо-

рядоченной паре векторов (f, g) 2 X⇤ ⇥X⇤ сопоставляет число �U(f, g) =

M [f(U)g(U)]. При этом соответствующая дисперсия случайной величины

U является билинейной формой D�(U) на пространстве X⇤, определяемой

для каждой пары векторов (f, g) 2 X⇤ ⇥ X⇤ равенством D�(U)(f, g) =

M [(f(U�M [U])(g(U�M [U]))] = M [f(U)g(U)]� f(M [U])g(M [U]).

3. Кроме того, динамика пространства квантовых состояний (динамика алгеб-

ры наблюдаемых) прпедставляет собой положительно определенную квад-

ратичную функцию ⇤ : B(H) ! B(B⇤(H)) (либо V : B(H) ! B(B(H))),

действующую по правилу ⇤(U) = TU, где TU(⇢) = U⇢U⇤ 8 ⇢ 2 (B(H))⇤

(либо V (U) = TU, где TU(A) = U⇤AU 8 A 2 (B(H))). Отображения T
(либо T) переводят положительные элементы в положительные. Тогда

второй момент случайной величины U может быть определен как M [⇤(U)]
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(как M [V (U)]), а соответствующие дисперсии случайной величины U
определяются равенствами D

⇤

(U) = M [⇤(U)] � ⇤(M [U]) = M [⇤(U �
M [U])] (либо как DV (U) = M [V (U)]� V (M [U]) = M [V (U�M [U])]).

Общим свойством приведенных примеров вторых моментов является следую-

щее – стремление к нулю значений дисперсии на последовательности случайных

операторов свидетельствует об асимптотической детерминированности предела

последовательности случайных операторов.

В настоящей работе исследуются первый и второй моменты случайного

оператора U"(t) при фиксированном t > 0 со значениями в пространстве B(H),

случайной полугруппы U"(t), t � 0 со значениями в пространстве Cs(R+

, B(H))

и их случайного генератора L" со значениями во множестве G(H) генераторов

сильно непрерывных полурупп в гильбертовом пространстве H. Дальнейшей

целью является изучение предельного поведения первого и второго моментов у

композиции из n независимых одинаково распределенных случайных операторов

U : ⌦ ! B(H) (или случайных полугрупп U(·) : ⌦ ! Ys(H)) при n!1.

Пример 1. Сначала рассмотрим пример случайного оператора A, заданного

на вероятностном пространстве (E, 2E, µ) и принимающего счетное множество

значений {Ak, k 2 N} в некотором шаре радиуса r 2 (0,+1) в пространстве

B(H).

Математическим ожиданием случайного оператора A является предел:

Ā = lim
n!1

nX

k=1

AkP ({A = Ak}) 2 B(H)

Математическим ожиданием случайной полугруппы U(t) = exp(At), t � 0,

является равномерно непрерывная оператор-функция Ū, которая согласно [9]

эквивалентна по Чернову полугруппе exp(Āt), t � 0.

Рассмотрим показательный для дальнейшего изложения пример случайно-

го унитарного оператора и случайных унитарных полугрупп. Особенностями

рассматриваемого примера являются конечная аддитивность меры на "веро-

ятностном"пространстве (E, 2E, µ) и некомпактность (в сильной операторной

топологии) множества значений случайной величины U.

Пример 2. Пусть (E, 2E, µ) – пространство с неоторицательной, нормирован-

ной конечно аддитивной мерой, и пусть (B(H),As) – пространство ораниченных

линейных операторов, снабженное структурой измеримого пространства с ал-

геброй подмножеств As – минимальной алгеброй, содержащей все открытые

подмножества сильной операторной топологии ⌧s на пространстве ораниченных

линейных операторов B(H). Тогда любое отображение U : E ! B(H) явля-

ется измеримым отображением пространства с мерой (E, 2E, µ) в измеримое

пространство (B(H),As), то есть, случайным оператором.
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Исследуем математическое ожидание и второй момент случайного оператора

из примера 2.

Пусть U" = e�itL"
при некотором заданном числе t > 0, где L", " 2 E =

(0, 1), "! +0 – самосопряженная регуляризация максимального симметрическо-

го оператора L. Тогда при "! +0 последовательность унитарных операторов

{U"}, "! +0, либо сходится в сильной операторной топологии к оператору e�itL

при условии dim(Ker(L⇤+iI)) = 0, либо сходится в слабой операторной топологии

к оператору e�itL
⇤

при условии dim(Ker(L⇤ + iI)) 6= 0. Поэтому для любой меры

µ 2 W
0

(E) выполняется равенство M [U](t) =
R

E

e�itL"dµ(") = e�itL при условии

dim(Ker(L⇤ + iI)) = 0, либо выполняется равенство M [U](t) =
R

E

e�itL"dµ(") =

e�itL
⇤

при условии dim(Ker(L⇤ + iI)) 6= 0. Относительно определенных в соответ-

ствии с 1)-3) вторых моментов случайного унитарного оператора или случайной

унитарной полугруппы заметим следующее.

Предложение 1. Пусть U – случайный оператор из примера 1 и пусть
мера µ удовлетворяет условию µ 2 W

0

(E). Тогда DK(U) = 0 при условии
dim(Ker(L⇤+iI)) = 0, DK(U) = I�e�itLe�itL⇤ ⌘ PH1(t) при условии dim(Ker(L⇤+
iI)) 6= 0. Здесь H

1

(t) – сдвиговая компонента в разложении Вольда (см. [14])
изометрического оператора eitL.
Следует отметить, что как функция параметра t � 0 дисперсия DK(U) монотон-

но возрастает от нуля до максимального значения – проектора на пространство

некорректности задачи Коши для уравнения Шредингера с гамильтонианом L
(см. [13]).

Предложение 2. Пусть U – случайный оператор из примера 1 и пусть
мера µ удовлетворяет условию µ 2 W

0

(E). Тогда �U(f, g) = 0 для любых
f, g 2 B⇤(H) = T

1

(H).
По определению, f, g 2 B⇤(H), в частности, возможно рассмотреть случай,

когда f, g 2 ⌃(H), более того, f = |u >< u| и g = |v >< v|. В таком случае

f(U(t)) = (u,U(t)u), поэтому для любого µ 2 W
0

(E) справедливо равенство

M [f(U(t))] = (u, w � lim
"!0

U"(t)u) = (u,M [U(t)]u). Поэтому для функционалов

f, g указанного вида и в случае меры µ 2 W
0

(E) справедливо равенство:

M [f(U(t))g(U(t))] =

Z

E

(u,U"(t)u)(v,U"(t)v)dµ(") =

= lim
"!0

[(u,U"(t)u)(v,U"(t)v)] = (u,M [U(t)]u)(v,M [U(t)]v)

Следовательно, для функционалов f, g указанного вида и в случае меры µ 2
W

0

(E) справедливо равенство

�U(f, g) = M [f(U)g(U)]� f(M [U])g(M [U]) = 0.

Предложение 3. Пусть U – случайный оператор из примера 1 и пусть мера
µ удовлетворяет условию µ 2 W

0

(E).
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Тогда D
⇤

(U)(⇢) = M [⇤(U)](⇢) � ⇤(M [U])(⇢) = M [e�itL"⇢eitL" ] � e�itL⇢eitL
⇤
= 0

при условии dim(Ker(L⇤ + iI)) = 0, в то время как D
⇤

(U)(⇢) = M [⇤(U)](⇢)�
⇤(M [U])(⇢) = M [e�itL"⇢eitL" ] � e�itL

⇤
⇢eitL = T µ(t)⇢ � e�itL

⇤
⇢eitL при условии

dim(Ker(L⇤ + iI)) = 0, в частности, hD
⇤

(U)(⇢), Ii = 1 � ⇢(PH0) = ⇢(PH1) =

h⇢, DK(U)i.
То есть hD

⇤

(U)(⇢), Ii = h⇢, DK(U)i и в этом смысле D
⇤

(U) как элемент

пространства (B(H))⇤⇤ совпадает с DK(U) как с элементом B(H). А при условии

⇢ = ⇢', где ' 2 H
1

, справедливо равенство D
⇤

(U)(⇢) = T µ(t)⇢.

Закон больших чисел и предельные теоремы
для композиций независимых операторов (полугрупп)

Предельные теоремы для последовательностей сумм независимых одинаково

распределенных случайных величин ⇠j, j 2 N, со значениями в R (или Rd
)

характеризуют асимптотические при n ! 1 свойства распределения вероят-

ности случайной величины ⌅n =
nP

j=1

⇠j и усредненной случайной величины

⇠̄
(n) =

1

n

nP
j=1

⇠j.

При изучении последовательостей композиций независимых одинаково рас-

пределенных случайных величин ⇠j, j 2 N, со значениями в банаховом про-

странстве ограниченных линейных операторов B(H) нас будут интересовать

асимптотические при n!1 свойства распределения вероятности случайной

величиы ⌅n = ⇠n � ... � ⇠1; в качестве усредненной случайной величины могут

выступать случайные величины

⇠̂n = (⇠n � ... � ⇠1) 1
n (2)

и

⇠̄n = (⇠n)
1
n � ... � (⇠

1

)
1
n , (3)

где дробная степень оператора определяется с помощью спектрального разложе-

ния в случае самосопряженного или унитарного оператора. В связи с этим при

изучении случайных унитарных или самосопряженных операторов допустимо

рассматривать оба варианта усреднения композиции случайных операторов, но

нами в этой статье будут рассмотрены только предельные свойства усреденных

по правилу (3) случайных операторов ⇠̄n.

Аналогом закона больших чисел для последовательности сумм независимых

случайных величин является следующее утверждение о последовательности

композиций независисимых случайных операторов:

Определение 2. Пусть {An} – последовательность независимых одинаково

распределенных случайных операторов, имеющих математическое ожидание

Ā 2 B(H).
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Тогда следующее условие:

lim
n!1

P ({k((An)
1
n � ... � (A

1

)
1
n � Ā)xk > "}) = 0 (4)

при любых x 2 H, x 6= 0, и любых " > 0, будем называть законом больших чисел

в сильной операторной топологии для последовательности {An};
а условие:

lim
n!1

P ({k(An)
1
n � ... � (A

1

)
1
n � Āk > "}) = 0 (5)

при любых " > 0, будем называть законом больших чисел по операторной норме

для последовательности {An}.
Закон больших чисел по оператоной норме (по сильной операторной тополо-

гии) в форме Чебышева для последовательности случайных операторов {An}
представляет собой следующее утверждение:

Определение 3. Пусть {An} – последовательность независимых случайных

операторов, имеющих одинаковое математическое ожидание Ā и ограниченную

последовательность вторых моментов {D(An)}. Тогда условие

lim
n!1

kD((An)
1
n � ... � (A

1

)
1
n )kB(H)

= 0 (6)

называется законом больших чисел в форме Чебышева по операторной норме;

соответственно, по сильной операторной топологии законом больших чисел в

форме Чебышева называется утверждение:

lim
n!1

kD((An)
1
n � ... � (A

1

)
1
n )xkH = 0 8 x 2 H. (7)

Лемма 1. Если случайный ограниченный линейный оператор A имеет

дисперсию DK 2 B(H), то справедливо неравенство Чебышева

P ({kA�MAkB(H)

> "})  1

"2
kDKkB(H)

.

Действительно, DK =
R

E

((A�MA)⇤(A�MA))dµ, поэтому

kDKkB(H)

= sup
kukH=1

(u,

Z

E

((A�MA)⇤(A�MA))dµu) =

= sup lim
kukH=1

Z

E

(u, ((A�MA)⇤(A�MA))u)dµ =

= sup lim
kukH=1

Z

{"2E: kA�MAkB(H)�"}

(u, ((A�MA)⇤(A�MA))u)dµ+

+

Z

{"2E: kA�MAkB(H)<"}

(u, ((A�MA)⇤(A�MA))u)dµ] �
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� sup lim
kukH=1

Z

{"2E: kA�MAkB(H)�"}

(u, ((A�MA)⇤(A�MA))u)dµ �

� "2µ({" 2 E : kA�MAkB(H)

� "})
откуда и следует неравенство Чебышева.

Следствие 1. Из неравенства Чебышева следует, что если для последо-

вательности независимых одинаково распределенных случайных операторов

выполняется условие (6) с функционалом дисперсии DK , то для нее выполняется

условие (5).

Лемма 2. Если случайный ограниченный линейный оператор A имеет

дисперсию DK 2 B(H), то для любого вектора x 2 H : kxkH = 1 справедливо

неравенство Чебышева

P ({k(A�MA)xkH > "})  1

"2
kDKxkH (8)

Действительно, DK =
R

E

((A � MA)⇤(A � MA))dµ, поэтому для любого

вектора x 2 H такого, что kxkH = 1, справедливы соотношения

kDKxkH = sup
kukH=1

(u, [

Z

E

(A�MA)⇤(A�MA)dµ]x) �

� (x, [

Z

E

(A�MA)⇤(A�MA)dµ]x) =

=

Z

E

(x, ((A�MA)⇤(A�MA))x)dµ =

Z

E

k(A�MA)xk2Hdµ �

�
Z

{"2E: k(A�MA)xkH�"}

k(A�MA)xk2Hdµ � "2µ({" 2 E : k(A�MA)xkH � "}),

откуда и следует неравенство Чебышева.

Следствие 2. Из неравенства Чебышева следует, что если для последо-

вательности независимых одинаково распределенных случайных операторов

выполняется условие (7) с функционалом дисперсии DK , то для нее выполняется

условие (4).

Аналогом закона больших чисел для последовательности сумм независимых

случайных величин является следующее утверждение о последовательности

композиций независисимых случайных полугрупп.

Закон больших чисел в сильной операторной топологии.

Пусть {Un(t), t � 0} – последовательность независимых случайных полугрупп,

имеющих одинаковое математическое ожидание Ū(t), t � 0. Тогда

lim
n!1

P ({k(Un(
t

n
) � ... �U

1

(
t

n
)� Ū(t))xk > "}) = 0 (9)
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при любых x 2 H, x 6= 0, и любых " > 0.

Закон больших чисел в форме Чебышева: пусть {Un(t), t � 0} – последо-

вательность независимых случайных полугрупп, имеющих одинаковое мате-

матическое ожидание Ū(t), t � 0 и ограниченную последовательность вторых

моментов {D(Un)}. Тогда

lim
n!1

D((Un)
1
n � ... � (U

1

)
1
n ) = 0. (10)

Замечание. Подчеркнем, что для случайных полугрупп U(t), t � 0 равенство

(U(t))
1
n = U( t

n
) имеет место при всех t � 0, n 2 N. При этом равенство

(Un � ... �U
1

)
1
n = (Un)

1
n � ... � (U

1

)
1
n

не справедливо в силу некоммутативности

операторного умножения. Это делает более удобным исследование усреденных

величин (3) по сравнению с усредненными величиами (2).

Моменты композиции независимых случайных полугрупп

Пусть (E,A, µ) – пространство с счетно-аддитивной мерой на �-алгебре

A подмножеств множества E. Для каждого числа n 2 N обозначим через

A⌧ ⌦ ...⌦A⌧ минимальную �-алгебру, содержащую совокупность A⌧ ⇥ ...⇥A⌧

всевозможных n-кратных прямых произведений множеств из алгебры A (n-

мерных измеримых параллелепипедов); через µ ⌦ ... ⌦ µ обозначим счетно-

аддитивную меру, являющуюся счетно-аддитивным продолжением функции

множества µ⇥ ...⇥µ с совокупности параллелепипедов A⌧ ⇥ ...⇥A⌧ на �-алгебру

A⌧ ⌦ ...⌦A⌧ (см. [2], теорема 3.3.1). Пусть U : E ! B(H) – случайный оператор.

Определение 4. Композицией n независимых одинаково распределенных

операторов U называется отображение Un
пространства с мерой (E ⇥ ... ⇥

E,A⌧ ⌦ ...⌦A⌧ , µ⌦ ...⌦ µ) в измеримое постранство (B(H),A⌧ ), определяемое

равенством

Un("
1

, ..., "n) = U("n) � ... �U("
1

), ("
1

, ..., "n) 2 E ⇥ ...⇥ E (11)

Рассмотрим теперь вместо случайного линейного оператора U последователь-

ность {Un}, значением n-го члена которой является композиция n независимых

случайных линейных операторов U
1

,U
2

, ...,Un :

Un = Un � ... �U
2

�U
1

. (12)

Теорема 2. ( [11, 15]). Если (12) – композиция n независимых одинаково

распределенных случайных операторов, каждый из которых является измери-

мым отображением U пространства с мерой (E,A, µ) в измеримое пространство

(B(H),A⌧ ), то оператор Un
является измеримым отображением пространства с

мерой (E⇥ ...⇥E,A⌧ ⌦ ...⌦A⌧ , µ⌦ ...⌦µ) в измеримое постранство (B(H),A⌧ ),

то есть – случайным оператором.
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Теорема 3. Если при каждом n 2 N случайные операторы U
1

,U
2

, ...,Un

являются независимыми в совокупности, то

M [Un] = M [Un] � ... �M [U
2

] �M [U
1

] (13)

при каждом n 2 N; а если при этом случайные операторы U
1

,U
2

, ...,Un

являются одинаково распределенными, то

M [Un] = (M [U])n 8 n 2 N.

Доказательство. Утверждение теоремы 3 следует из теоремы 2 и теоремы

Фубини (см. [2], теорема 3.4.4).

Докажем теорему 3 для случая счетного множества E = N с вероятностной

мерой на алгебре подмножеств 2E сначала при n = 2.

Согласно теореме 2 отображение U2 = U
2

�U
1

: E ⇥ E ! B(H) является

измеримым отображением измеримого пространства (E ⇥ E, 2E ⌦ 2E) = (E ⇥
E, 2E⌦E) с мерой µ⌦ µ (счетно-аддитивным продолжением функции множества

µ⇥µ с совокупности прямоугольников 2E ⇥ 2E на содержащую ее минимальную

�-алгебру 2E ⌦ 2E, см. [2], п. 3.3) в измеримое пространство (B(H),Asot) (и, тем

более, в измеримое пространство (B(H),Awot)).

Для определения математического ожидания M(U2) рассмотрим при фик-

сированных элементах u, v 2 H числовую случайную величину (v,U2u) и

определим ее математическое ожидание M((v,U2u)) =
R

E⇥E
(v,U("

2

)�U("
1

)u)dµ⌦
µ("

1

, "
2

).

Выберем некоторое число s > 0. В силу того, что µ – вероятностная мера на

счетном множестве E = N, существует такое число N 2 N, что µ(E\EN) < s

и (µ ⌦ µ)((E ⇥ E)\(EN ⇥ EN)) < s, где EN = {1, ..., N}. Поэтому так как

sup
("1,"2)2E⇥E

|(v,U("
2

) �U("
1

)u)|  1, то

|
Z

E⇥E

(v,U("
2

)�U("
1

)u)d(µ⌦µ)("
1

, "
2

)�
Z

EN⇥EN

(v,U("
2

)�U("
1

)u)d(µ⌦µ)("
1

, "
2

)|  s.

Выберем какой-либо ортонормированный базис F = {fj} пространства H, тогда

для всех ("
1

, "
2

) 2 E ⇥ E справедливо равенство

1P
k=1

(v,U("
2

)fk)(fk,U("
1

)u),

поэтому Z

EN⇥EN

(v,U("
2

) �U("
1

)u)d(µ⌦ µ)("
1

, "
2

) =

=

Z

E⇥E

1X

k=1

(v,U("
2

)fk)(fk,U("
1

)u)d(µ⌦ µ)("
1

, "
2

) =

=
NX

i=1

NX

j=1

1X

k=1

(v,U("
2j)fk)(fk,U("

1i)u)µ({"1i})µ({"2j}).
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С другой стороны,

(v,MU
2

�MU
1

)u) =
1X

k=1

(v,MU
2

fk)(fk,MU
1

)u) =

=
1X

k=1

Z

E

(v,U("
2

)fk)dµ("2)

Z

E

(fk,U("
1

)u)dµ("
1

).

А поскольку µ(E\EN) < s, то

|(v,MU
2

�MU
1

)u)�
1X

k=1

Z

EN

(v,U("
2

)fk)dµ("2)

Z

EN

(fk,U("
1

)u)dµ("
1

)| =

= |(v,MU
2

�MU
1

)u)�
1X

k=1

NX

i=1

NX

j=1

(v,U("
2j)fk)(fk,U("

1i)u)µ({"1i})µ({"2j})| < 3s.

В силу произвольности числа s > 0 справедливо равенство M((v,U2u)) =

(v,MU
2

�MU
1

)u), а в силу произвольности элементов u, v 2 H – равенство

MU2 = MU
2

�MU
1

.

Равенство (13) при произвольном n 2 N может быть доказано по индукции.

В случае конечного множества E доказательство равенства (13) проверяется

непосредственно.

Замечание. Для дальнейших рассмотрений нам потребуется установить ра-

венство (13) для специфических случайных операторов, особенностью кото-

рых является следующее: случайный оператор U определяется как измеримое

отображение измеримого пространства (E, 2E) с конечно-аддитивной мерой

µ в измеримое пространство (B(H),Asot) или (B(H),Awot). Такие примеры

возникают при изучении предельного поведения регуляризаций задач Коши с

особенностями, в этих случаях измеримое пространство (E, 2E) представляет

собой множество параметров регуляризации, а конечно-аддитивная мера µ

определяет ультрафильтр подмножеств множества E.

В случае конечно-аддитивных мер на алгебре 2E подмножеств множества

E функция множества µ ⇥ ... ⇥ µ, заданная на совокупности прямоугольных

множеств 2E ⇥ ...⇥ 2E, может не иметь однозначного продолжения на алгебру

2E⇥...⇥E. Поэтому в случае конечной аддитивности меры µ для всякого n 2 N
обозначим через A(E⇥ ...⇥E) минимальную алгебру, содержащую совокупность

множеств 2E ⇥ ...⇥ 2E, а через µ⇥ ...⇥ µ обозначим аддитивное продолжение

функции множества µ⇥...⇥µ с совокупности 2E⇥...⇥2E на алгебру A(E⇥...⇥E).

Тогда композицию Un
определим как измеримое отображение измеримого

пространства (E ⇥ ... ⇥ E,A(E ⇥ ... ⇥ E)) с мерой µ⇥ ...⇥ µ в измеримое

пространство (B(H),Asot) или (B(H),Awot). При определенных условиях этого
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достаточно для того, чтобы определить математическое ожидание и дисперсию

случайного оператора и установить формулу (13) для композиций.

Лемма 3. Пусть U("), " 2 E, – оператор-функция, задающая случайный

оператор; пусть "⇤ – предельная точка множества E и функция (U("))⇤ сходится

к оператору (V̄) при " ! "⇤ в сильной операторной топологии: для любого

x 2 H и любого � > 0 существует такая окрестность O("⇤) точки "⇤, что для

любого " 2 O("⇤) выполняется условие k((U("))⇤ � (V̄))xkH < �. Тогда если µ

– конечно аддитивная мера на измеримом пространстве (E, 2E), сосредоточен-

ная в произвольной проколотой окрестности точки "⇤, то для любого n 2 N
выполняется равенство

M((U)n) = ((V̄)⇤)n.

Действительно, пусть u, v 2 H и для некоторого n 2 N определена случайная

величина (u,Unv) = (u,U("n)�...�U("
1

)v). Согласно условию на меру µ 2 W 0

"⇤(E)

и условию lim
"!"⇤

U⇤"x = V̄x 8 x 2 H, для любого числа s > 0 найдется такая

окрестность O("⇤) точки "⇤, что µ(E\O("⇤)) = 0 и kU⇤"u� V̄ukH < s для любого

" 2 O("⇤). Поэтому для множества O("⇤)⇥ ...⇥O("⇤) 2 2E⇥ ...⇥ 2E выполняется

условие µ⇥ ...⇥ µ(E ⇥ ...⇥E\O("⇤)⇥ ...⇥O("⇤)) = 0 и для любого ("
1

, ..., "n) 2
O("⇤) ⇥ ... ⇥ O("⇤) выполняется условие kU⇤("n) � ... � U⇤("

1

)u � (V̄)nukH <

nskUkn�1L1
. Следовательно,

R

E⇥...⇥E
(u,Un("

1

, ..., "n)v)d(µ⇥ ...⇥ µ) = (u, ((V̄)⇤)nv)

для любых u, v 2 H и любых n 2 N.

Исследуем вторые моменты линейной случайной динамической системы (12)

(то есть вторые мометны последовательности итерций случайных линейных

операторов).

Предложение 4. Пусть t � 0 и n 2 N. Тогда если в качестве второго

момента случайной полугруппы выбрано квадратичное отображение DK , то

справедливы следующие равенства.

DK((U(t))n) = M [U⇤
1

(t)� ...�U⇤n(t)�Un(t)� ...�U1

(t)]� (M [(U(t))n])⇤M [(U(t))n].

Поэтому если {Un} – последовательность независимых случайных унитарных

операторов, то

DK((U(t))n) = I� ((M [U(t)])n)⇤(M [U(t)])n;

если, кроме того, математическое ожидание случайной полугруппы U(t), t � 0,

является полугруппой, то

DK((U(t))n) = I� (M [U(nt)])⇤M [U(nt)] = DK(U(nt)),

то есть при перечисленных предположениях дисперсия DK композиции n незави-

симых одинаково распределенных случайных полугрупп совпадает с дисперсией
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n-кратной композиции одной из этих случайных полугрупп: DK(Un(t) � ... �
U

1

(t)) = DK((U1

(t))n).

Предложение 5. Пусть t � 0 и n 2 N. Пусть выполнено условие dim(Ker(L⇤+
iI)) = 0. Тогда если в качестве второго момента случайной полугруппы выбрано

квадратичное отображение D
⇤

, то справедливы следующие равенства

D
⇤

((U(t))n)(⇢) = (T µ(t))n ⇢� e�intL
⇤
⇢eintL,

где T µ(t)⇢ = M [e�itL"⇢eitL" ] для любого состояния ⇢ 2 B⇤(H), то есть hT µ(t)⇢,Ai =R

E

h⇢, eitL"Ae�itL"idµ(") 8 A 2 B(H).

Согласно определению

D
⇤

((U(t))n)(⇢) = M [⇤((U(t))n)](⇢)� ⇤(M [(U(t))n])(⇢) =

= M [e�itL"n ...e�itL"1⇢eitL"1 ...eitL"n ]�M [(U(t))n]⇤⇢M [(U(t))n]

Поскольку случайные операторы e�itL"1 , ..., e�itL"n
являются независимыми, то

M [e�itL"n ...e�itL"1⇢eitL"1 ...eitL"n ] = M [e�itL"n ...e�itL"2 (T µ(t)⇢)eitL"2 ...eitL"n ],

поэтому

D
⇤

((U(t))n)(⇢) = M [e�itL"n ...e�itL"2 (T µ(t)⇢)eitL"2 ...eitL"n ]� �e�itL⇤�n
⇢
�
eitL
�n

=

= (T µ(t))n ⇢� e�intL
⇤
⇢eintL

.

В этом случае если среднее значение T µ
случайной квантовой динамической

полугруппы TL" эквивалентно по Чернову квантовой динамической полугруппе

TLµ
, то в пределе при n!1

lim
n!1

(D
⇤

((U(
t

n
))n)(⇢)) = TLµ(t)⇢� e�itL

⇤
⇢eitL.

В этом случае дисперсия динамики квантового состояния представляет

собой ненормальную компоненту предельной в *-слабой топологии динамики

квантового состояния.

Итерации независимых одинаково распределенных случайных полугрупп разла-

гаются на сумму детерминированной составляющей – итерации математических

ожиданий случайных полугрупп, и случайной составляющей – все остальные

слагаемые. В пределе при n!1 предельное поведение для детерминированной

и случайной компонент динамики – систематическое и случайное отклонения от

предельной динамики.

Предположив, что случайная полугруппа с U имеет математическое ожида-

ние F, введем оператор случайного отклонения �U = U�F, помощью которого

оценим композицию:

U"n(
t

n
) � ... �U"1(

t

n
) = (F(

t

n
) +�U"n(

t

n
)) � ... � (F( t

n
) +�U"1(

t

n
)) =
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= U
0,n(t) + U

1,n(t) + U
2,n(t) + ...+ Un,n(t), (14)

где

U
0,n = (F(

t

n
))n;

U
1,n =

nX

k=1

(F(
t

n
))n�k�U"k(

t

n
)(F(

t

n
))k�1;

U
2,n =

X

1i<jn

(...)(F(
t

n
))n�1�j�U"j(

t

n
)(F(

t

n
))j�1�i�U"i(

t

n
)(F(

t

n
))i�1;

..........

Un,n = �U"n(
t

n
) � ... ��U"1(

t

n
). (15)

Подчеркнем, что операторы �U"n(
t
n
), ...,�U"1(

t
n
) являются независимыми

в совокупности и имеют нулевое математическое ожидание. Поэтому в силу

теоремы 3 для математического ожидания справедливо равенство M [U"n(
t
n
) �

... �U"1(
t
n
)] = (F( t

n
))n.

Дисперсия первой группы слагаемых (линейных по �U) в выражении (14)

имеет вид

D[
nX

k=1

(F(
t

n
))n�k�U"k(

t

n
)(F(

t

n
))k�1] =

=
nX

j,k=1

M [((F(
t

n
))n�j�U"j(

t

n
)(F(

t

n
))j�1)⇤((F(

t

n
))n�k�U"k(

t

n
)(F(

t

n
))k�1)] =

=
nX

k=1

M [((F(
t

n
))n�k�U"k(

t

n
)(F(

t

n
))k�1)⇤((F(

t

n
))n�k�U"k(

t

n
)(F(

t

n
))k�1)] (16)

и является суммой n слагаемых первого порядка по �U. При этом представление

(16) для дисперсии суммы слагаемых, линейных по �U, не зависит от выбора

функционала дисперсии.

Аналогично, дисперсия второй группы слагаемых (квадратичных по �U) в

выражении (14) является суммой C2

n слагаемых, и т.д. Используем представ-

ление (14) композиции независимых случайных преобразований для оценки ее

дисперсии.

Пример 3. Рассмотрим пример случайной полугруппы линейных преобразова-

ний конечномерного гильбертова пространства H. Предположим, что {U", " 2
E} – случайная полугруппа линейных преобразований конечномерного гильбер-

това пространства H, причем kU"(t)k = 1 при всех t � 0 и " 2 E, (например,

U", " 2 E} – случайная полугруппа линейных унитарных преобразований ко-

нечномерного гильбертова пространства H). Пусть, кроме того, E = {"
1

, ..., "m}
– конечное множество и L"j , "j 2 E, – генераторы полугрупп U"j соответственно.

Положим A = max{kL"1k, ..., kL"mk}. Тогда математическое ожидание F(t) =
M [U"(t)], t 2 R

+

, является оператор-функцией, эквивалентной по Чернову
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полугруппе Ū(t) = e
¯Lt, t � 0, с усредненным генератором L̄ =

mP
j=1

pjL"j (см. [9]).

При этом оценка kF(t)k 
mP
j=1

pjkU"j(t)k = 1 справедлива при любом t � 0.

Оценим дисперсии для последовательности композиций независимых слу-

чайных полугрупп в случае примера 3 при каком-либо выборе функционала

дисперсии.

Поскольку L"j , "j 2 E, – генераторы непрерывных по норме полугрупп

U"j соответственно, то k�U"j(
t
n
) � L"j

t
n
kB(H)

= o( t
n
) при

t
n
! 0. Поэтому

слагаемое первого порядка в выражении (14) имеет, согласно (16), дисперсию

D[
nP

k=1

(F( t
n
))n�k�U"k(

t
n
)(F( t

n
))k�1], допускающую оценку

D(1) = D[
nX

k=1

(F(
t

n
))n�k�U"k(

t

n
)(F(

t

n
))k�1] 

 nkF( t
n
)k2(n�1)A2(

t

n
)2(1 + o(1))  C1

n(
At

n
)2(1 + o(1))

при

t
n
! 0. Дисперсия слагаемого из (14), содержащего k сомножителей вида

�U, аналогично, допускает оценку сверху

D(k)  Ck
nkF(

t

n
)k2n�kA2k(

t

n
)2k(1 + o(1))  Ck

n(
At

n
)2k(1 + o(1))

при

t
n
! 0.

Поэтому

D[U"n(
t

n
) � ... �U"1(

t

n
)] 

nX

k=1

Dk  [
nX

k=0

Ck
n(
At

n
)2k � 1](1 + o(1)) =

= [(1 +
A2t2

n2

)n � 1](1 + o(1)) =
A2t2

n
+ to(

t

n
)

при

t
n
! 0. Поэтому для любого фиксированного T > 0 справедлива оценка

sup
t2[0,T ]

D[U"n(
t

n
) � ... �U"1(

t

n
)]! 0 n!1,

более того,

sup
t2[0,T ]

D[U"n(
t

n
) � ... �U"1(

t

n
)] = O(

T 2

n
) n!1.

Таким образом, при каждом фиксированном n 2 N и при каждом фиксиро-

ванном T > 0 случайная величина U"n(
t
n
) � ... �U"1(

t
n
) имеет математическое

ожидание (F( t
n
))n, среднее квадратичное отклонение от которого имеет порядок

O( 1p
n
) при n ! 1 равномерно на отрезке [0, T ]. Согласно теореме Чернова,

в конечномерном пространстве H последовательность {(F( t
n
))n} сходится по

норме пространства B(H) равномерно на каждом отрезке [0, T ] к предельной
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полугруппе e
¯Lt, t � 0, причем отклонение значения n-го элемента последователь-

ности от предела допускакет оценку ke¯Lt � (F( t
n
))nkB(H)

= O( 1p
n
) при n ! 1

равномерно на отрезке [0, T ].

Теорема 4. Пусть ⇠ – случайная величина со значениями в пространстве
B(H), множество значений которой ограничено по норме пространства B(H),
и U(t) = exp(i⇠t), t � 0, – соответствующая случайная полугруппа. Тогда для
последовательности {Un} независимых одинаково распределенных случайных
полугрупп выполняется условие

lim
n!1

[sup
T>0

kD(Un(
t

n
) � ... � Un(

t

n
))kB(H)

] = 0. (17)

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда для каждого числа

T > 0 и каждого числа " > 0 найдется такой номер N 2 N, что отклоне-

ние случайной величины (U( t
n
))n от случайной величины ⌘n(t) ⌘ (F( t

n
))n +

nP
k=1

(F( t
n
))n�k�U"k(

t
n
)(F( t

n
))k�1 по операторной норме не более чем на " с веро-

ятностью 1.

Действительно, (U( t
n
))n � ⌘n(t) =

nP
k=2

Uk,n.

Поскольку для каждого k 2 1, n с вероятностью 1 справедлива оценка

kUk,nkB(H)

 Ck
n(

At
n
)k, то k(U( t

n
))n�⌘n(t)kB(H)


nP

k=2

Ck
n(

At
n
)k = (1+At

n
)n�1�At

n


C(T
n
)2, из которой, согласно лемме 1, следует утверждение следствия 2.

Предельное распределение случайной величины (U( t
n
))n, t 2 [0, T ] мало отлича-

ется от предельного распределения случайной величины ⌘n(t), t 2 [0, T ].

Замечание. Если значения оператор-функции U"(t), t � 0, " 2 E, коммути-

руют между собой, то ⌘n(t) = (F( t
n
))n + (F( t

n
))n�1

nP
k=1

�U"k(
t
n
) и распределение

случайной величины ⌘n(t) определяется распределением суммы независимых

случайных величин

nP
k=1

�U"k(
t
n
).

Теорема 5. Пусть ⇠ – случайная величина со значениями в множестве
самосопряженных операторов в пространстве H и пусть U(t) = exp(i⇠t), t � 0,

– соответствующая случайная полугруппа. Пусть существует такое плотное
в пространстве H подпространство D, что для любого u 2 D выполняется
условие

R

⌦

k⇠(!)ukHdµ(!) < 1. Тогда если определенный на пространстве D
равенством ⇠̄u =

R

⌦

⇠(!)udµ(!) оператор ⇠̄ существенно самосопряжен, то

для последовательности {Un} композиций независимых случайных полугрупп
выполняется условие

lim
n!1

[ sup
t2[0,T ]

kD(Un(
t

n
) � ... � Un(

t

n
))xkH ] = 0 8 T > 0, 8 x 2 H. (18)
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Доказательство. Рассмотрим последовательность {Un}, значением n-го члена

которой является композиция n независимых случайных полугрупп линейных

операторов

U
1

,U
2

, ...,Un :

Un = Un � ... �U
2

�U
1

.

Так как при каждом n 2 N случайные операторы U
1

,U
2

, ...,Un являются

независимыми в совокупности и одинаково распределенными, то

M [Un] = M [Un] � ... �M [U
2

] �M [U
1

] = (M [U])n 8 n 2 N.

При каждом t � 0 и каждом n 2 N справедливо следующее равенство

D((U(
t

n
))n) =

= M [U⇤
1

(
t

n
) � ... �U⇤n(

t

n
) �Un(

t

n
) � ... �U

1

(
t

n
)]� (M [(U(

t

n
))n])⇤M [(U(

t

n
))n].

Поэтому для последовательности {Un} независимых случайных унитарных

полугрупп имеет место равенство

D((U(
t

n
))n) = I� ((M [U(

t

n
)])n)⇤(M [U(

t

n
)])n. (19)

В соответствии с теоремой 3 работы [9] оператор-функция M [U(t)], t �
0, эквивалентна по Чернову (см. [8, 9]) полугруппе exp(i⇠̄t), t � 0, то есть

последовательность (M [U( t
n
)])n, t � 0, сходится к полугруппе exp(i⇠̄t), t � 0, в

сильной операторной топологии равномерно на каждом отрезке полупрямой R
+

.

Поэтому lim
n!1

( sup
t2[0,T ]

k((M [U( t
n
)])n)⇤[(M [U( t

n
)])n � I]xkH) = 0 для любых T > 0 и

x 2 H. Теорема 5 доказана.

Пример нарушения закона больших чисел
для композиций случайных полугрупп

Пусть E = (0, 1), 2E – алгебра всех подмножеств множества E и пусть W
0

(E)

– класс неотрицательных нормированных конечно аддитивных мер µ на алгебре

подмножеств 2E, сосредоточенных в произвольной проколотой окрестности

точки ✏
0

= 0 в том смысле, что для любого множества A 2 2E, замыкание

которого не содержит точки 0, выполняется условие µ(A) = 0. Пусть (E, 2E, µ) –

пространство с мерой µ 2 W
0

(E).

Пусть L – максимальный симметрический, но не самосопряженный оператор

в гильбертовом пространстве H с индексами дефекта (0,m), m 2 N, и пусть

L✏, ✏ 2 (0, 1), – однопараметрическое семейство самосопряженных операторов,

сильный граф-предел которых при ✏ ! 0 совпадает с оператором L. Пример

таких операторов приведен в работе [13] и там же показано, что оператор iL
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является генератором изметрической полугруппы eitL, t � 0, а оператор iL
является генератором сжимающей полугруппы e�itL

⇤
, t � 0. При каждом t > 0

оператор e�itL
⇤

имеет нетривиальное ядро H
1

(t), причем оператор e�itLe�itL
⇤

является ортогональным проектором на подпространство H
0

(t) = (H
1

(t))? ( [14]).

Тогда отображение E 3 ✏ ! {e�itL✏ , t � 0} 2 Ys(H) является случайной по-

лугруппой. При фиксированном значении параметра t > 0 получаем случайный

оператор

U✏(t) = e�itL✏ , ✏ 2 E, (20)

со значениями во множестве унитарных операторов.

Лемма 4. Для любого t � 0 случайный оператор (20) имеет математическое

ожидание M [U](t) = e�itL
⇤
.

Действительно, в силу условий dim(Ker(L⇤� iI)) = 0 и dim(Ker(L⇤ + iI)) 6= 0

(см. [13]) при любом t > 0 последовательность унитарных операторов {U✏(t)}, ✏!
+0, сходится в слабой операторной топологии к оператору e�itL

⇤
при ✏ ! +0.

Так как µ 2 W
0

(E), то интеграл Петтиса

R

E

e�itL✏dµ(✏) равен e�itL
⇤
.

Предложение 6. Пусть t > 0 и U(t) : E ! B(H) – случайный оператор
(20). Тогда D((U( t

n
))n) = I � e�itLe�itL

⇤ ⌘ PH1(t) при всех n 2 N. Здесь
H

1

(t) – сдвиговая компонента в разложении Вольда (см. [14]) изометрического
оператора eitL.

Действительно, поскольку значениями случайной полугруппы U являются

унитарные операторы, то для дисперсии n-кратной композиции (U( t
n
))n справед-

лива формула (19). Так как математическое ожидание M [U](t), t � 0, является

полугруппой, то (M [U]( t
n
))n = M [U](t) = e�itL

⇤
при всех n 2 N. Поэтому

согласно (19)

D((U(
t

n
))n) = I� eitLe�itL

⇤
= PH1(t) 8 n 2 N (21)

что и доказывает предложение 6.

Из предложения 6 следует, что при любом t > 0 kD((U( t
n
))n)kB(H)

= 1 и что

условие

lim
n!1

P ({kU(
t

n
))n �M(U(

t

n
))n)kB(H)

> �}) = 0

не выполняется ни при каком � > 0. Таким образом, закон больших чисел для

композиции случайных полугрупп не выполняется по норме пространства B(H).

Более того, он не выполняется и в сильной операторной топологии простран-

ства B(H) ибо при любом t > 0 подпространство H1(t) нетривиально (иначе

полугруппа U(t), t � 0, являлась бы унитарной), и потому найдется такой

единичный вектор � 2 H
1

(t), что kD((U( t
n
))n)�kH = 1. При этом условие

lim
n!1

P ({kU(
t

n
))n �M(U(

t

n
))n)�kH > �}) = 0 8 � 2 H
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не выполняется ни при каком � > 0, поскольку

kU(
t

n
))n �M(U(

t

n
))n)�kH � kU(

t

n
))n�kH � kM(U(

t

n
))n)�kH = 1

с вероятностью единица.

Таким образом, приведен пример случайной полугруппы, для которой закон

больших чисел не выполняется ни по норме, ни в сильной операторной топологии.

Приведем пример случайной полугруппы, для которой закон больших чисел

выполняется в сильной операторной топологии, но не выполняется по оператор-

ной норме.

Пример 4. Пусть E = {1, 2} и мера µ на алгебре 2E задана равенствами

µ({1}) = µ({2}) = 1

2

. Пусть случайный оператор A есть отображение множества

E в множество самосопряженных операторов в пространстве H такое, что

A(1) = L и A(2) = �L, где L – оператор с ортонормированным базисом

{ek} из собственных векторов и Lk = kek 8 k 2 N. Случайная полугруппа

U(t) = exp itA принимает с вероятностью

1

2

одно из двух возможных значений

U
1

(t) = eitL, t � 0, или U
2

(t) = e�itL, t � 0.

Поскольку мера µ определена на алгебре 2E, то отображение U : E ! Ys(H)

является измеримым и, следовательно, U есть случайная полугруппа в смысле

определения 1. Очевидно, что M(U(t)) ⌘ F(t) = 1

2

(eitL + e�itL) = cos(Lt), t � 0.

Согласно теореме 2 (и следствию 2) работы [8] оператор-функция F экви-

валентна по Чернову полугруппе eit
¯A = I, t � 0, то есть для любого u 2 H и

любого T > 0 выполняется равенство lim
n!1

sup
t2[0,T ]

k((F( t
n
))n � I)ukH = 0.

Предложение 7. Последовательность {(U( t
n
))n} композиций независимых

случайных одинаково распределенных унитарных полугрупп из примера 4 не
удовлетворяет закону больших чисел по норме, но удовлетворяет ему в сильной
операторной топологии.

Поскольку значениями случайной полугруппы U являются унитарные опе-

раторы, то для дисперсии последовательности {Un} итераций независимых

случайных одинаково распределенных полугрупп справедливо равенство (19).

Рассмотрим при t = ⇡ последовательность {(U(⇡
n
))n} итераций независимых

случайных одинаково распределенных унитарных операторов. При каждом n 2
N оператор F(⇡

n
) имеет бесконечномерное ядро Kn, поэтому kD((U(⇡

n
))n)kB(H)

=

1 при всех n 2 N, то есть дисперсия композиций n независимых одинаково

распределенных случайных унитарных операторов не стремится к нулю по

норме. Покажем, что и закон больших чисел в топологии нормы не выполнен

для последовательности {(U(⇡
n
))n} итераций независимых случайных одинаково

распределенных унитарных операторов.
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Действительно,

sup
kxkH=1

k((U(
⇡

n
))n �M((U(

⇡

n
))n))xkH = sup

kxkH=1

k((U(
⇡

n
))n � (cos(L

t

n
))n)xkH �

� sup
kxkH=1

k((U(
⇡

n
))nxkH � inf

kxkH=1

k(cos(L t

n
))nxkH = 1

так как все операторы в композиции ((U(⇡
n
))n сохраняют норму, а операторы

(cos(L t
n
))n имеют нетривиальное ядро.

Но поскольку оператор-функция F эквивалентна по Чернову унитарной

полугруппе Ū(t) = I, t � 0, то для любого u 2 H выполняется равенство

lim
n!1

k((F(⇡
n
))n � I)ukH = 0. Поэтому для любого u 2 H и для любого t � 0

выполняется равенство lim
n!1

kD((U( t
n
))n)ukH = 0, то есть для последовательно-

сти {(U( t
n
))n} композиций независимых случайных одинаково распределенных

унитарных полугрупп закон больших чисел выполняется в сильной операторной

топологии.

Таким образом, в случае случайного оператора L, множеством значений

которого ограничено по норме пространства B(H) с вероятностью 1, последова-

тельность итераций независимых случайных полугрупп ⇠ = exp(Lt) в пределе

при n ! 1 стремится, в силу теоремы 4, к детерминированной полугруппе

e
¯Lt, t � 0, равномерно на каждом отрезке [0, T ] в банаховом пространстве B(H).

При этом систематическое отклонение итераций от предельной полугруппы

(то есть отклонение математического ожидания M [U"n(
t
n
) � ... � U"1(

t
n
)] от

предельной полугруппы e
¯Lt, t � 0) по норме банахова пространства B(H)

имеет порядок O( 1p
n
) при n!1 равномерно на отрезке [0, T ], а случайное

отклонение итераций от предельной полугруппы по норме банахова пространства

B(H) (то есть дисперсия случайной величины U"n(
t
n
) � ... �U"1(

t
n
)) также имет

порядок O( 1p
n
) при n ! 1 равномерно на отрезке [0, T ]. В этом смысле

для итераций независимых случайных полугрупп (12) с равномерно ограничен-

ными по норме пространства B(H) генераторами справедлив закон больших

чисел (последовательность итераций независимых случайных полугрупп (12) с

ограниченным множеством генераторов является некоммутативным аналогом

последовательности сумм независимых случайных величин).

В бесконечномерном пространстве H согласно оценкам в доказательстве

теоремы Чернова систематическое отклонение итераций (12) от предельной по-

лугруппы (то есть отклонение математического ожидания M [U"n(
t
n
)� ...�U"1(

t
n
)]

от предельной полугруппы e
¯Lt, t � 0) по полунормам, порождающим сильную

операторную топологию пространства B(H) имеет порядок O( 1p
n
) при n!

1 равномерно на отрезке [0, T ]. Но как показывают приведенные выше примеры

(предложения 4 и 5), случайное отклонение итераций от предельной полугруппы

(то есть дисперсия случайной величины U"n(
t
n
) � ... �U"1(

t
n
)) по полунормам,
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порождающим сильную операторную топологию пространства B(H), или по

норме пространства B(H), не является бесконечно малой величиной при n!1
ни при каком t 2 [0, T ]. В этом смысле для итераций независимых случайных

полугрупп (12) в пространстве H закон больших чисел не справедлив.

Представление когерентых состояний в квантовой оптике

Представленная в работе конструкция случайных полугрупп имеет практи-

ческое приложение в задачах квантовой оптики при рассмотрении осциллятора

с переменной частотой. Для них возникает проблема построения оператор-

функции комплексного аргумента, эквивалентной по Чернову суперпозиции

операторов сдвига в терминах так называемых когерентных состояний (КС).

Напомним, что КС |zi называется собственный вектор оператора уничтожения

a, отвечающий собственному значению z 2 C.

Операторы рождения a⇤ и уничтожения a действуют на векторы |ni стан-

дартного фоковского базиса гильбертова пространства H по формулам

a⇤|ni = pn+ 1|ni, a|ni = pn|n� 1i

Известно, что КС |zi имеет представление с точностью до фазового множителя

|zi = e�
|z|2
2

1X

n=0

znp
n!
|ni

и может быть получено действием оператора сдвига

D̂(z) = eza
⇤�z̄a

на векторное состояние

|zi = D̂(z)|0i.
Состояния, отвечающие разным собственным значениям, не ортогональны:

hz|wi = e�
1
2 (|z�w|2�w̄z+wz̄).

Тем не менее, они образуют (переполненный) базис, поскольку фоковское

состояние имеет представление

|ni = 1

⇡

Z

C

e�
|z|2
2

z̄np
n!
|zid2z.

Однопараметрическое семейство операторов сдвига D̂(z), z 2 C, не обладает

полугрупповым свойством, поскольку

D̂(z)D̂(w) = ei'D̂(z + w),
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где i'(z, w) = 1

2

(w̄z � wz̄).

Но попадание в состояние |zi на практике может рассматриваться как

случайное блуждание по всевозможным траекториям, соединяющим вакуумное

состояние |0i и интересующее нас состояние |zi.
Тогда реально сгенерированное состояние |zi может трактоваться как дей-

ствие на вакуумный вектор |0i среднего значения суперпозиции операторов

сдвига, эквивалентной по Чернову оператору ei'0D̂(z), где '
0

– результат

усреднения фаз (см. ниже формулу (22)).

Рассмотрим сначала попадание в состояние |zi через некоторое промежуточ-

ное состояние |wi.
Тогда введем

Û(z, w) = D̂(z � w)D̂(w) = ei'(z,w)D̂(z).

В силу того, что ei'(z,w)

и D̂(z) коммутируют и имеют место равенства (ei'(
z
n
,w))n =

ei'(z,w)

и (D̂( z
n
))n = D̂(z), получаем, что

(Û(
z

n
, w))n = Û(z, w).

Далее, если ввести суперпозицию траекторий из |0i в |zi через |wi с некоторой

мерой ⌫(w), то Z

C

ei'(z,w)d⌫(w) ⇠Ch ei'0(x),

где

'
0

(z) =

Z

C

'(z, w)d⌫(w). (22)

Тогда среднее значение суперпозиции операторов сдвига эквивалентно по Чер-

нову произведению функции Вигнера распределения ⌫(w) и оператора сдвига

D̂(z): Z

C

Û(z, w)d⌫(w) ⇠ch W⌫(
z

2
)D̂(z) ⌘ D̂(z),

где

W⌫(z) =

Z

C

ezw̄�z̄wd⌫(w).

Эта величина W⌫(z) введена по аналогии с обычной функцией Вигнера в

квантовой оптике, определенной как

W (z) =
1

⇡2

Z

C

ezw̄�z̄wX(w)d2w,

где X(w) – характеристическая функция или среднее значение оператора сдвига

по состояниям, определяемым матрицей плотности ⇢̂, имеющей представление
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⇢̂ =

Z

C

⇢(z)|zihz|dz2,

и для которой

X(w) = Tr(⇢̂D̂(w)).

Таким образом, переход из состояния |0i в состояние |zi через случайное

состояние |wi определяет случайный оператор перехода Û(z, w) из состояния

|0i в состояние |zi. Специфика рассматриваемой задачи такова, что от выбора

элемента w вероятностного пространства C зависит только фазовый множитель,

с точностью до которого случайный оператор перехода Û(z, w) совпадает с

оператором перехода D̂(z).

Описанный пример показывает практическое применение теоремы 2 работы

[9], которая применительно к данному случаю формулируется так.

Теорема 6. Пусть на комплексной плоскости C выбрана вероятностная
мера ⌫, абсолютно непрерывная относительно меры Лебега на C. Тогда среднее
по мере ⌫ значение оператора Û(z, w) перехода из состояния |0i в состояние
|zi через промежуточное состояние |wi эквивалентно по Чернову оператору
D̂(z)ei'0(z), где D̂(z) – оператор перехода из состояния |0i в состояние |zi, а
'
0

(z) = 1

2i

R

C
(w̄z � wz̄)d⌫(w), в том смысле, что для любого z 2 C и любого

u 2 H выполняется равенство

lim
n!1

k[(
Z

C

Û(
z

n
, w)d⌫(w))n � D̂(z)ei'0(z)]ukH = 0.

Особенностью привееденной формулы Чернова является то, что в ней ис-

следована сходимость итераций операторнозначной функции, заданной не на

промежутке, а на комплексной плоскости.

В более общем случае при разбиении траектории из |0i в |zi на n ломанных

получаем суперпозицию n операторов сдвига. Пусть �↵,� – участок траектории

из |↵i в |�i. Тогда введем '�0z так, что

2i'�0z =

Z

�0z

d↵̄

Z

�↵z

d� �
Z

�0z

d↵

Z

�↵z

d�̄.

Если каждая такая траектория выбирается с некоторой вероятностью dµ(�
0z),

то можно определить среднее значение оператора сдвига по траекториям �
0z:

D̄(z) =

Z

�

D̂(z)ei'�0zdµ(�
0z) ⇠Ch D̂'̄z(z),

где

'̄z =

Z

�

'�0zdµ(�0z), D̂'̄z(z) = ei'̄zD̂(z).
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Теперь нужно рассмотреть смесь средних операторов сдвига в разные КС,

например

X

k

pkD̄(zk) =

Z

C

ei'̄zD̂(z)dµ(z) ⇠Ch ei'0D̂(z
0

),

'
0

=

Z

C

'̄zdµ(z), z
0

=

Z

C

zdµ(z).

В итоге получаем, что среднее значение в смысле эквивалентности по Чернову

суперпозиции операторов сдвига также есть оператор сдвига, генерирующий

некоторое среднее когерентное состояние. В качестве примера вероятностной

меры на множестве путей, ведущих из состояния |0i в состояние |zi, может

быть рассмотрена мера Винера на пространстве C
0,z([0, 1],C) непрерывных

комплекснозначныых функций на отрезке [0, 1] с заданными начальным и

конечным значением 0 и z, определенная на минимальной алгебре, порожденной

цилиндрическими подмножествами.

34



Литература

[1] Богачев В.И. Основы теории меры, том первый // Москва-Ижевск. 2003.

[2] Богачев В.И., Смолянов О.Г. Действительный и функциональный анализ
// Москва-Ижевск. 2009.

[3] М.Л. Бланк. Устойчивость и локализация в хаотической динамике //

М.: МЦНМО, 2001.

[4] Л.С. Ефремова, В.Ж. Сакбаев. Понятие взрыва множества решений
дифференциальных уравнений и усреднение случайных полугрупп // ТМФ.

185:2 (2015), 252–271.

[5] Григорчук Р.И. Эргодические теоремы для действия свободной группы и
свободной полугруппы. // Матем. заметки. 65:5 (1999) С. 779–783.

[6] Иосида К. Функциональный анализ. // М.: Мир, 1967.

[7] Лётчиков А.В. Условная предельная теорема для произведений случайных
матриц. // Мат. Сборник.186:3 (1995). С. 65–84.

[8] Орлов Ю.Н., Сакбаев В.Ж., Смолянов О.Г. Формулы Фейнмана как метод
усреднения случайных гамильтонианов // Труды МИАН. 2014. Т. 285.

[9] Орлов Ю.Н., Сакбаев В.Ж., Смолянов О.Г. Случайные неограниченные
операторы и формулы Фейнмана. // Изв. РАН.

[10] Оселедец В.И. Марковские цепи, косые произведения и эргодические
теоремы для общих динамических систем. // ТВП. 10:3 (1965), 551–557

[11] Пастур Л.А. Спектральная теория случайных самосопряженных опе-
раторов. // Итоги науки и техники. Серия �Теория вероятностей.

Математическая статистика. Теоретическая кибернетика�. 25.0 (1987): 3-67.

[12] Протасов В.Ю. Инвариантные функции для показателей Ляпунова
случайных матриц. // Мат. Сборник. 2011. № 1. Т. 202. С. 105–132.

35



[13] Сакбаев В.Ж. Задача Коши для линейного дифференциального уравнения
с вырождением и усреднение аппроксимирующих ее регуляризаций //

Современная математика. Фундаментальные направления. 2012. Т. 43. С.

3–174.

[14] Секефальви-Надь Б., Фояш Ч. Гармонический анализ операторов. //

Изд-во: М.: Мир, 1970

[15] Скороход А.В. Произведения независимых случайных операторов. //

УМН. Т. 38. № 4 (232). С. 255–280.

[16] Тутубалин В.Н. Некоторые теоремы типа усиленного закона больших
чисел. // ТВП. 1969. Т. 14. № 2. С. 319–326.

[17] Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложения. Т. 2. //

М.: Мир. 1984.

[18] P.R. Chernoff, Note on Product Formulas for Operator Semigroups, //

J. Funct. Anal., 84, (1968), 238–242.

[19] K.J. Engel, R. Nagel. One-parameter semigroups for linear evolution equation.

Springer. 2000.

[20] O.G. Smolyanov, A. Tokarev, A. Trumen. Hamiltonian Feynman path integrals
via the Chernoff formula JMP 43:10, (2002), 5161–5171.

[21] Smolyanov O.G. Weizsacker H., Wittih O. Chernoff ’s theorem and discrete time
approximations of Brownian motion on manifolds. Pot. Anal. (2007), 26, 1–29.

36



Эквивалентность по Чернову и эволюция функции
Вигнера для линейного квантования

Л. А. Борисов

1
Ю. Н. Орлов

1,2
, В. Ж. Сакбаев

2

Аннотация

Предложено расширение понятия эквивалентности по Чернову для
операторозначных функций на решения квантовых уравнений эволюции
относительно матрицы плотности и функции Вигнера. Проанализированы
эволюционные уравнения, получающиеся в результате произвольного ли-
нейного квантования. Показано, что в общем случае уравнение Вигнера
имеет специфический диффузионный член, обсуловленный расплыванием
пакета квантовых мод

Введение

Настоящая работа является продолжением исследований по применению

теоремы Чернова и понятия эквивалентной по Чернову оператор-функции

[1–4] для описания эволюции квантовых систем. Развитие этого метода в по-

следнее время связано с получением явных аналитических выражений [5–7]

для решающих операторов задачи Коши для дифференциальных уравнений в

частных производных, таких как уравнение теплопроводности или Шредингера.

Центральным математическим фактом, лежащим в основе этих исследований,

является теорема Чернова [8], устанавливающая сходимость определенного

итерационного процесса к полугруппе, которая представляет решение задачи

Коши. Приведем здесь формулировку этой теоремы

Теорема (Chernoff, 1968). Пусть X – банахово пространство, B(X) – банахово
пространство линейных ограниченных операторов в X и пусть функция F :

[0; +1] ! B(X) удовлетворяет условию F(0) = I, непрерывная в сильной
операторной топологии, удовлетворяет оценке ||F(t)||B(X)

 e↵t, t � 0 при
некотором ↵ � 0. Тогда, если оператор F’(0) замыкаем и его замыкание
является генератором сильно непрерывной полугруппы операторов U(t), t > 0,
то для любого u 2 X и любого T > 0 выполняется равенство

lim
n!1

sup
t2[0,T ]

||(U(t)u� (F
t

n
)nu)||X = 0

1Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН
2Московский физико-технический институт
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Интерес к применению теоремы Чернова для построения генераторов полу-

групп связан не только с возможностью получения решения соответствующих

уравнений в более явном виде, чем это позволяют теоремы существования, но и

с приданием нового смысла некоторым математическим конструкциям, которые

до этого воспринимались только как проявления определенной математической

техники.

Например, при построении равновесного оператора плотности квантовой

системы надо определить ядро оператора ⇢̂(�) = exp(��Ĥ), где Ĥ есть линейный

самосопряженный оператор, символом которого является функция Гамильтона

H(q, p) классической динамической системы, заданная в фазовом простран-

стве координат q и импульсов p. Сопоставление классической динамической

величине (т.е. такой, эволюция которой определяется уравнениями Гамильтона)

квантового оператора, т.е. линейного оператора, действующего в Гильбертовом

пространстве, называется квантованием. Математические аспекты процедуры

квантования (в частности, линейного квантования) подробно описаны в трудах

Ф.А. Березина [9]. Ядра соответствующих интегральных преобразований, связы-

вающих между собой символы и операторы, содержатся в [10]. С технической

точки зрения проквантовать можно любую функцию от координат и импульсов,

преобразование Фурье которой по импульсам является обобщенной функцией

(либо регулярной, либо с точечным носителем, либо медленного роста). В

частности, можно построить оператор f̂(�), которому отвечает символ в виде

классического равновесного распределения f(�) = exp(��H). Однако оператор

f̂(�) не описывает статистические свойства квантовой системы. Аналогично и

классический символ, отвечающий квантовому оператору плотности ⇢̂ , не явля-

ется классическим равновесным распределением, т.е. не имеет статистического

и механического смысла. Согласно же теореме Чернова, можно рассмотреть

итерационный процесс, состоящий в построении оператора D̂n(�) = (f̂(�/n))n,

после чего перейти к пределу в сильной операторной топологии и получить

оператор

D̂(�) = lim
n!1

D̂n(�),

обладающий полугрупповым свойством. В работе О.Г. Смолянова и соавторов

[11] было показано, что этот предельный оператор совпадает с оператором

плотности ⇢̂. Следовательно, чтобы получить статистический оператор, надо

проквантовать классическую плотность функции распределения как динамиче-

скую величину, притом, что собственно квантование классического распределе-

ния физически бессмысленно, и бесконечное число раз свернуть полученный

оператор с самим собой. Тем самым квантовая статистика получилась как

предел итераций квантовой динамики. Поскольку же ядро оператора D̂n(�)

определено явно и представляет собой сверточное произведение, его можно
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рассматривать как усреднение известных функций, заданных в классическом

фазовом пространстве, по известной мере. В пределе при n!1 это позволяет

трактовать квантовый статистический оператор как результат статистического

усреднения бесконечного числа независимых случайных сдвигов в классическом

пространстве, т.е., в сущности, как результат усреднения случайных полугрупп.

Указанная трактовка выводит нас на следующую задачу, связанную с усред-

нением полугрупп и с приданием смысла таким операциям. Очевидно, что

линейная комбинация полугрупп не обязана быть полугруппой. Но если в ре-

зультате итераций, аналогичных описанным выше, можно получить сходимость

к полугруппе, то такая полугруппа объявляется эквивалентной по Чернову

данной линейной комбинации полугрупп. Строгое определение эквивалентности

по Чернову было дано О.Г. Смоляновым в [12] и обобщено на несколько более

широкий класс операторов в [2].

Определение 1. Пусть X – банахово пространство, B(X) – банахово про-
странство линейных ограниченных операторов в X, ⇧(X) – множество сильно
непрерывных отображений F полуоси [0,+1) в банахово пространство B(X),
удовлетворяющих условию F (0) = I. Тогда операторнозначные функции F ,G 2
⇧(X) называются эквивалентными по Чернову, если для любого T > 0 и любого
u 2 X выполняется условие

lim
n!1

sup
t2[0,T ]

||(F (t/n)n � (G(t/n)n)u||X = 0.

На основе этого определения в [2–4] были построены примеры эквивалент-

ных по Чернову операторов, отвечающих статистической смеси генераторов

полугрупп. Теоретическое обобщение описываемого подхода позволило в [2] дать

следующее определение обобщенного среднего значения случайной полугруппы.

Определение 2. Сильно непрерывная однопараметрическая полугруппа U

ограниченных линейных преобразований банахова пространства X является
обобщенным средним значением случайной полугруппы ⇠, если полугруппа U

эквивалентна по Чернову математическому ожиданию M⇠.

В работе [2] были доказаны теоремы об эквивалентности по Чернову для

средних значений случайных полугрупп, в которых сформулированы достаточ-

ные условия того, чтобы эти средние значения, не будучи сами полугруппами,

порождали полугруппу, эквивалентную им по Чернову. Приведем здесь соответ-

ствующие формулировки.

Теорема 1. Пусть {Ĥn} – последовательность генераторов сильно непрерыв-
ных полугрупп в банаховом пространстве X. Пусть {pn} – последовательность
неотрицательных чисел, сумма ряда из которых равна единице. Пусть также

39



существует линейное подпространство D ⇢ X, являющееся существенной
областью определения каждого из генераторов Ĥn, n 2 N и такое, что для
любого x 2 D ряд

P1
n=1

pn||Ĥnx||X сходится. Тогда, если оператор Ĥ определен
на D формулой Ĥx =

P1
n=1

pnĤnx и такой, что замыкание оператора Ĥ

является генератором сильно непрерывной полугруппы Û = exp (tĤ), t � 0,
то среднее значение F̂ (t) случайной полугруппы Û = exp (tĤ)n, определяемое
формулой F̂ (t) =

P1
n=1

pn exp (tĤn), t � 0 эквивалентно по Чернову полугруппе
Û = exp (tĤ).

В частности, пусть Ĥ
1

и Ĥ
2

– эрмитовы операторы (гамильтонианы), порож-

дающие полугруппы Û = exp (tĤ
1

) и Û = exp (tĤ
2

), t � 0 Рассмотрим оператор

Ĥ = p
1

Ĥ
1

+ p
2

Ĥ
2

, p
1

� 0, p
2

�. Например, эта ситуация возникает тогда, когда

гамильтониан проквантован частично по Йордану, а частично по Вейлю. Пусть

операторы Ĥ
1,2 таковы, что условия теоремы 1 выполнены. Тогда в соответствии

с формулой (2) полугруппа Û = exp (tĤ) эквивалентна по Чернову линейной

комбинации полугрупп p
1

Û
1

+ p
2

Û
2

.

Аналогично формулируется и вторая теорема об эквивалентности, применя-

емая тогда, когда усреднение случайных полугрупп проводится по некоторой

счетно-аддитивной мере, заданной на �-алгебре подмножеств некоторого мно-

жества E.

Теорема 2. Пусть Ĥ✏, ✏ 2 E – операторнозначная функция на множестве E,
на �-алгебре подмножеств 2E которого задана счетно-аддитивная нормирован-
ная неотрицательная мера µ, такая, что ее значениями являются генераторы
сильно непрерывных сжимающих полугрупп в банахавом пространстве X.
Пусть существует линейное подпространство D ⇢ X являющееся существен-
ной областью определения каждого из генераторов Ĥ✏ и такое, что для любого
x 2 D интеграл

R
E
||Ĥ✏x||Xdµ(✏) сходится. Тогда, если оператор Ĥ определен на

D формулой Ĥx =
R
E
Ĥ✏xdµ(✏) и такой, что замыкание оператора Ĥ является

генератором сильно непрерывной полугруппы Û = exp (tĤ), t � 0, то среднее
значение случайной полугруппы F̂ (t) =

R
E
exp (tĤ✏)dµ(✏), t � 0 эквивалентно по

Чернову полугруппе Û = exp (tĤ).

Отметим, что применительно к самой теореме Чернова введенное понятие

эквивалентности означает, в частности, что при выполнении условий этой

теоремы полугруппа, эквивалентная по Чернову операторной функции f̂(�),

классическим символом которой является функция f(�) = exp (��H), есть кван-

товый оператор плотности ⇢̂(�) = exp(��Ĥ). Тем самым операторная функция,

эквивалентная по Чернову некоторой �пробной� функции с неясным физическим
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смыслом, оказалась не просто оператором, удовлетворяющим определенным

формальным условиям, но уже имеющим смысл как оператор плотности.

Точно так же оператор Û(t), классическим символом которого является

функция U(t) = exp (�itH), эквивалентен по Чернову оператору exp (�itĤ),

разрешающему задачу Коши для уравнения Шредингера. Поэтому теорема

Чернова и введенные отношения эквивалентности позволяют обосновать про-

цедуру аппроксимации квантовой полугруппы последовательностью итераций,

на каждом шаге которых возникают операторы, которые не являются, вообще

говоря, генераторами каких-либо полугрупп, но становятся таковыми в резуль-

тате предельного перехода. Приведенные выше теоремы 1 и 2 обосновывают

этот предельный переход.

Следовательно, приобретает самостоятельную ценность формирование набо-

ра операторных функций, получаемых в соответствии с введенным принципом

эквивалентности по Чернову для различных эволюционных уравнений. На-

пример, описываемая задача об усреднении полугрупп естественным образом

возникает при решении квантового уравнения Лиувилля

i
@⇢̂

@t
= [Ĥ, ⇢̂], ⇢̂|t!+0

= ⇢̂
0

(3)

относительно статистического оператора ⇢̂в случае линейного квантования,

когда оператор Ĥ представляется в виде статистической смеси операторов, как

в примере, иллюстрирующем теорему 1 выше.

Для так называемого линейного квантования, определяемого в следую-

щем разделе, актуальной является также и задача перехода к эквивалентным

операторам в уравнении эволюции функции Вигнера. Эта функция является

специальным преобразованием [10] матрицы плотности и имеет смысл квазиверо-

ятности (неположительной меры), по которой усредняется классический символ

оператора, так что в результате получается среднее значение квантового опера-

тора. Без такого перехода уравнение эволюции функции Вигнера оказывается в

общем случае незамкнутым (исключение составляет только квантование Вейля).

Цель настоящей работы состоит в исследовании эволюционного уравнения

для функции Вигнера с использованием усреднения генераторов квантовых

полугрупп в смысле определений 1 и 2.

Линейное квантование

Опишем кратко концепцию линейного квантования, следуя [9, 10]. Для

простоты формулы будем записывать для одномерного случая.

Пусть � = R2

– классическое фазовое пространство одномерной динамиче-

ской системы, записанной в терминах канонически сопряженных обобщенных

координат q и p. Пусть также A : �! R – функция точки в �, EA – гильбертово
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пространство функций A. Функция A(q, p) в классической механике называется

динамической величиной, или наблюдаемой. Одна из наблюдаемых A = H назы-

вается функцией Гамильтона, она определяет семейство (группу) преобразований

U : �! � фазового пространства. Задавая в � динамическую меру с плотностью

f(x, t), x ⌘ q, p 2 � и гамильтониан H, можно построить уравнение эволюции

плотности вероятности f(x, t)(уравнение Лиувилля). Каждой наблюдаемой A

сопоставляется ее среднее значение в момент времени t : hAi = R
�

A(x)f(x, t)d�,

hAi 2 R.

В квантовой механике вводится вещественное или комплексное гильбертово

пространство L, полное по норме, определенной скалярным произведением в

L. Определенные на L самосопряженные линейные операторы Â называются

наблюдаемыми. Самосопряженные положительные линейные операторы ⇢̂ c

единичным следом называются состояниями. Среднее значение наблюдаемой Â

в состоянии ⇢̂ вычисляется по формуле

hÂi = TrÂ⇢̂.

Пусть L реализовано как пространство функций  (x) 2 L, с интегрируемым

квадратом модуля. Элемент называется волновой функцией и является аналогом

точки в классической механике. Одна из наблюдаемых Â = Ĥ называется

гамильтонианом; этот оператор задает эволюцию элемента  (x) 2 L:

i@t = Ĥ (5)

Принципом соответствия называются условия, налагаемые на возможные

двусторонние отношения между множествами функций {A} и операторов {Â}
. Соответствие Â ! A называется переходом к классическому пределу; при

этом A называется символом оператора Â. Соответствие A ! Â называется

квантованием. Для построения квантовой динамики по классической следует

указать квантование функции Гамильтона. При этом, каково бы ни было

квантование, потребуем выполнения обычного соответствия для операторов

координаты и импульса:

q $ x, p$ �i @
@x

, qn $ (q̂)n, pn $ (p̂)n. (6)

Известно [9], что соответствие между операторами и символами операто-

ров полностью определяется формулами, выражающими символы операторов

p̂Â, Âp̂, q̂Â, Âq̂ через символ оператора Â. Квантование называется линейным,

если эти формулы имеют вид линейных операторов с постоянными коэффици-

ентами, например:

Â$ A, Âq̂ $ (↵q + �p+ µ
@

@q
+ �

@

p
)A. (7)
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Соответствие между матрицей Ã(x, y) оператора Âи его классическим сим-

волом A(q, p) определяется в линейном квантовании определяется линейным

интегральным преобразованием K̂ с ядром K(q, p|x, y), называемым ядром

квантования:

Ã = K̂A : Ã(x, y) =

Z
A(q, p)K(q, p|x, y)dqdp (8)

Оператор Â действует на элемент  2 L по формуле

Â (x) =

Z
Ã(x, y) (y)dy. (9)

Здесь интегрирование проводится от �1 до +1. Далее пределы интегриро-

вания для краткости не указываются, если предполагается, что интегрирование

проводится по всему пространству.

Представителя класса линейных квантований, задаваемого ядром

K⌧ (q, p|x, y) = 1

2⇡
�(q � ⌧x� (1� ⌧)y) exp[ip(x� y)], ⌧ 2 [0, 1] (10)

будем называть ⌧ -квантованием. Соответствующую матрицу оператора, полу-

чаемую по формуле (8), будем обозначать Ã⌧ (x, y). Из (8) и (10) следует, что

для ⌧ -квантования связь между ядрами операторов и их символами дается

формулой

Ã⌧ (x, y) =
1

2⇡

Z
A(⌧x+ (1� ⌧)y, p) exp[ip(x� y)]. (11)

При таком квантовании моному qnpmотвечает оператор

A = qnpm $ Â⌧ = (�i)m
mX

k=0

⇣m
k

⌘
(1� ⌧)kn[k]xn�k @

m�k

@xm�k , (12)

матрица которого имеет вид

Ã⌧ (x, y) = (i)m(⌧x+ (1� ⌧)y)n @
m

@ym
�(x� y). (13)

Для примера применения ⌧ -квантования установим вид символа для оператора

B̂⌧ = p̂⌧ Â⌧ , где Â⌧ задается формулой (12).

С использованием (10) из (13) получаем

B̃⌧ (x, y) =

Z
p̃⌧ (x, z)Ã⌧ (z, y)dz = (i)m+1

Z
@�(x� z)

@z
(⌧z+(1�⌧)y)n @

m

@ym
�(z�y)dz =

= �(i)m+1[n⌧(⌧x+ (1� ⌧)y)n�1 @
m

@ym
�(x� y)� (⌧x+ (1� ⌧)y)n @

m+1

@ym+1

�(x� y)]

Сравнивая полученное выражение с (13), заключаем, что оператору B̂⌧отвечает

символ

B̂⌧ $ B = (p� i⌧
@

@q
)A$ p̂⌧ Â⌧ .
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Аналогично получаем сопоставления вида (7):

Â⌧ p̂⌧ $ (p+ i(1� ⌧) @
@q

)A, q̂⌧ Â⌧ $ (q + i(1� ⌧) @
@p

A, Â⌧ q̂⌧ $ (q � i⌧
@

@p
)A.

Среди ⌧ -квантований существует единственное эрмитово квантование, ко-

торое получается при ⌧ = 1/2. В этом случае формула (10) определяет так

называемое квантование Вейля. Другие варианты линейных эрмитовых кванто-

ваний можно получить с помощью линейной комбинации ядер вида (10), как это

сделано в [10]. Такая комбинация может быть представлена в виде линейного

интегрального преобразования ядра квантования (10) с некоторой обобщенной

функцией Q(⌧), обращающейся в ноль вне отрезка [0; 1] и удовлетворяющей

условию Z
1

0

Q(⌧)d⌧ = 1 (14)

В результате ядро квантования и матрица оператора представляются в виде

K =

Z
1

0

Q(⌧)K⌧d⌧, Ã =

Z
1

0

Q(⌧)Ã)⌧d⌧ (15)

Пусть символ A(q, p) имеет вид произведения монома по импульсу на диффе-

ренцируемую функцию координаты:

A(q, p) = f(q)pm. (16)

Тогда при квантовании с ядром (15) ему отвечает оператор

Â = (�i)m
mX

k=0

✓
m

k

◆
�kf

(k)(x)p̂m�k, p̂ = �i @
@x

, �k =

Z
1

0

Q(⌧)(1� ⌧)kd⌧. (17)

Величины �k будем называть моментами функции симметризации Q(⌧), а

величину G(s) – характеристической функцией квантования:

G(s) =

Z
1

0

Q(⌧) exp(i⌧s)d⌧ =
1X

k=0

�k(is)k

k!
(18)

Из (17-18) следует, что для того, чтобы задать оператор, отвечающий полино-

миальному по импульсам классическому символу, достаточно указать моменты

функции квантования или характеристическую функцию G(s). Символы, не

имеющие полиномиального вида, будем считать проквантованными с тем же

правилом квантования, определяемым ядром (15).

Пусть задано некоторое линейное эрмитово квантование. Для эрмитовости

оператора необходимо и достаточно, чтобы функция симметризации Q(⌧) была

симметрична относительно центра отрезка [0; 1]. В этом случае не все моменты

функции симметризации независимы. Именно, моменты четного порядка могут
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быть заданы произвольно, а для моментов нечетного порядка тогда получается

рекуррентная формула:

�
0

= 1, � =
1

2
, �

2k+1

=
1

2
[1 +

2kX

n=1

(�1)n
✓
2k + 1

n

◆
�n]. (19)

В результате все моменты нечетного порядка могут быть выражены через

четные моменты. В частности, �
3

= 3

2

�
2

� 1

4

, �
5

= 1

2

(1 � 5�
2

+ 5�
4

) и т.д.

Среди эрмитовых квантований общеупотребительным является квантование

Вейля, но иногда используются и другие способы симметризации, поскольку

нет теоретически выводимого требования на использование только какого-

нибудь одного правила квантования. Приведем некоторые из квантований с

указанием моментов �k функции симметризации и характеристической функции

квантования G(s):

Квантование Вейля: Q(⌧) ⌘ QW (⌧) = �(⌧ � 1

2

), �k =
1

2

k , G(s) = exp(is/2)

Квантование Йордана: Q(⌧) ⌘ QJ(⌧) =
�(⌧)+�(1�⌧)

2

, �k =
1

2

, k � 1, G(s) = 1+exp(is)
2

Квантование Борна: Q(⌧) ⌘ QB(⌧) = 1, �k =
1

k+1

, G(s) = 1�exp(is)
2

Отметим, что для неотрицательной Q(⌧ ) формула (15) может быть интерпре-

тирована как усреднение ⌧ -квантований с весом Q(⌧ ). Для такой функции можно

оценить границы, в которых лежит второй момент функции симметризации.

Имеем:

�
2

=

=

Z
1

0

Q(⌧)⌧ 2d⌧ =

Z
1/2

�1/2
Q(1/2�a)(a+1/2)2da =

Z
1/2

�1/2
Q(1/2�a)(a2+a+1/2)da �

� 1/4 +

Z
1/2

�1/2
Q(1/2� a)(a2 + a)da � 1/4.

Знак равенства получается здесь при квантовании Вейля.

С другой стороны, поскольку на отрезке [0; 1] справедлива оценка ⌧ 2  ⌧ , то

�
2

 1/2. Знак равенства в этой оценке достигается для квантования Йордана.

С учетом (19) аналогично можно получить оценки для моментов других

порядков. Тем же методом показывается, что квантования Вейля и Йордана

определяют соответственно нижнюю и верхнюю границы промежутков высших

моментов функции симметризации:

1

2

k  �k  1

2

. Эти два крайние в указан-

ном смысле квантования будут рассматриваться далее в качестве конкретных

примеров разных эрмитовых квантований. у суммы двух или более функ-

ций симметризации, симметричных относительно центра отрезка . Квантовый

гамильтониан, будучи генератором квантовой эволюции, представляет собой

статистическую смесь ⌧ -квантований, поэтому теоремы 1 и 2 об усреднении

генераторов квантовых полугрупп имеют практическую важность.
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Уравнения эволюции квантовых статистических операторов

Построим теперь для линейного эрмитового квантования уравнения эволю-

ции квантовых статистических операторов.

Обозначим через ⇢(x, y) матрицу оператора плотности. Тогда среднее значе-

ние оператора Â в состоянии ⇢̂ определяется по формуле

hÂi = Tr⇢̂Â =

Z
⇢(x, y)Ã(y, x)dxdy. (20)

Если подставить в (20) формулу (8) для матрицы оператора Â, то среднее

значение оператора можно получить, интегрируя его классический символ с

некоторой функцией W (q, p), называемой функцией Вигнера:

hÂi =
Z

W (q, p)A(q, p)dqdp, (21)

W (q, p) =

Z
⇢(x, y)K(q, p|y, x)dxdy $ W = K̂T ⇢̂. (22)

В (22) верхний индекс T означает транспонирование, т.е. взаимную замену в

ядре (10) x на y. Для ⌧ -квантования формула (22) имеет вид

W⌧ (q, p) = K̂T
⌧ ⇢̂ =

Z
⇢(x, y)K⌧ (q, p|y, x)dxdy =

1

2⇡

Z
⇢(q � ⌧⇠, q + (1� ⌧)⇠) exp(ip⇠)d⇠. (23)

Обратно, для произвольного ⌧ -квантования с ядром (10) имеем

⇢̂ = 2⇡K̂+

⌧ W $ ⇢(x, y) =

Z
W⌧ (⌧y + (1� ⌧)x, p) exp(ip(x� y))dp, (24)

где �плюс� у ядра квантования означает эрмитово сопряжение. Поскольку же

матрица плотности в (24) не зависит от ⌧ , можно умножить это равенство на

Q(⌧ ) и усреднить по ⌧ . Левая часть (24) при этом не изменится, и тогда получаем

⇢(x, y) =

Z
V (x, y; p) exp(ip(x�y))dp, V (x, y; p) =

Z
1

0

W⌧ (⌧y+(1� ⌧)x, p)Q(⌧)d⌧.

(25)

Из вида ядра K⌧ (10) и эрмитовости матрицы плотности следует, что функция

V действительна и симметрична относительно замены x на y. Более того, если

классический гамильтониан есть функция с разделенными переменными q и p, то

матрица плотности не зависит от квантования, и тогда функция V инвариантна

относительно выбора квантования Q.

В соответствии с (15), определим теперь полную функцию Вигнера, отвеча-

ющую квантованию с ядром K формулой

W (q, p) =

Z
1

0

W⌧ (q, p)Q(⌧)dt (26)
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Из (22) следует, что функция Вигнера явно зависит от квантования, даже

если матрица плотности от него не зависит.

С одной стороны, удобство представления средних значений квантовых

операторов в терминах функции Вигнера состоит в том, что усреднение в (21)

проводится в классическом фазовом пространстве. С другой стороны, помимо

известного факта о неположительности функции Вигнера (в общем случае

эрмитового квантования), т.е. о невозможности ее интерпретации как плотности

совместной функции распределения координат и импульсов, существенным

затруднением при ее использовании является то, что при вычислении среднего

значения квантового оператора функция Вигнера сворачивается с классическим

символом, отвечающим этому оператору при том или ином квантовании. Символ

же, в отличие от оператора, для произвольного квантования не восстанавли-

вается по виду оператора, поэтому формула (21) оказывается практически

бесполезной. Для ⌧–квантования существует формула обращения

A(q, p) =

Z
Ã⌧ (q � (1� ⌧)⇠, q + ⌧⇠) exp(ip⇠)d⇠, (27)

но для общего квантования после проведения симметризации (15) восстановление

символа неоднозначно.

Отправной точкой для вывода уравнения эволюции функции Вигнера явля-

ется квантовое уравнение Лиувилля (3), которое при заданном гамильтониане

Ĥ записывается через матричные элементы операторов в виде

i@⌧⇢(x, y) =

Z
(H̃(x, z)⇢(z, y)� (̃z, y)⇢(x, z))dz. (28)

Подчеркнем, что в силу эрмитовости матрицы плотности ее эволюция гене-

рируется гамильтонианом, который проквантован эрмитовым линейным кван-

тованием. Используя представление ядра (10), с учетом (15) получаем из (28)

более развернутую запись уравнения Лиувилля:

i@⌧⇢(x, y) =
1

2⇡

Z
1

0

Q(⌧)

Z
H(⌧x+ (1� ⌧)z, p)⇢(z, y) exp(ip(x� z))dzdpd⌧�

� 1

2⇡

Z
1

0

Q(⌧)

Z
H(⌧z + (1� ⌧)z, p)⇢(x, z) exp(ip(z � y))dzdpd⌧.

Из последнего выражения видно, что при квантовании, определяемом ра-

венством (10), происходит преобразование Фурье классического гамильтониана

по импульсам. Обозначим соответствующий образ через H!(q), т.е.H!(q) =
1

2⇡

R
H(q, p) exp(�i!p)dp. Тогда получаем

i@⌧⇢(x, y) =

Z
1

0

Q(⌧)

Z
Hz�x(⌧x+ (1� ⌧)z)⇢(z, y)dzd⌧�

�
Z

1

0

Q(⌧)

Z
Hy�z(⌧z + (1� ⌧)y)⇢(x, z)dzd⌧
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Используя представление (18) для характеристической функции квантования,

в полученном выражении можно провести интегрирование по ⌧ , если перейти к

Фурье-образам гамильтониана не только по импульсам, но и по координатам,

т.е. если положить

Hk,! =
1

(2⇡)2

Z
H(q, p) exp(�ikq � i!p)dqdp (29)

В этих обозначениях имеем

Hk,! =
1

(2⇡)2

Z
H(q, p) exp(�ikq � i!p)dqdp. (29)

В частности, если гамильтониан проквантован по Вейлю, то , после чего (30)

принимает вид

i@⌧⇢(x, y) =

Z
(G(�ku)Hk,u⇢(x+ u, y) exp(ik(x+ y))�

�Hk,�uG(ku)⇢(x+ u, y) exp(iky)) (30)

Для квантования Йордана уравнение Лиувилля будет отличаться от (31):

i@⌧⇢(x, y) =
1

2

Z
⇢(x+ u, y)(Hu(x+ u) +Hu(x))du�

�1

2

Z
⇢(x, y + u)(H�u(y + u) +H�u(y))du.

Таким образом, выбор квантования проявляется в квантовом уравнении

Лиувилля как способ аппроксимации дифференциального оператора в класси-

ческом уравнении Лиувилля его конечно-разностным аналогом.

Получим теперь уравнение эволюции функции Вигнера (22). Поскольку функ-

ция Вигнера определяется как среднее значение ⌧ -функции Вигнера W⌧ (q, p) в

соответствии с формулами (23), (26), сначала получим уравнение эволюции для

W⌧ (q, p), а потом усредним его по функции симметризации. Дифференцируя (26)

по времени t и подставляя вместо i@t⇢(x, y) правую часть уравнения Лиувилля

(28), получаем

i@⌧W⌧ (q, p) =

Z
K⌧ (q, p|y, x)(H̃(x, z)⇢(z, y)� H̃(z, y)⇢(x, z))dxdydz. (32)

Проводя выкладки, аналогичные выводу уравнения (30), получаем

i@⌧W⌧ (q, p) =

Z
Kk,!G(�k!) exp(i(kq + !p+ (1� ⌧)k!))�⌧W⌧dkd!, (33)

где для сокращения обозначений введен разностный оператор

�⌧W⌧ = W⌧ (q + (1� ⌧)!, p� ⌧k)�W⌧ (q � ⌧!, p+ (1� ⌧)k). (34)

48



Уравнение для полной функции Вигнера получается отсюда посредством

усреднения (34) по ⌧ с функцией симметризации Q(⌧) :

i@tW (q, p) =

Z
Hk!G(�k!) exp(i(kq+!p+k!))dkd!

Z
1

0

Q(⌧) exp(�i⌧k!)�⌧W⌧d⌧

(35)

Из (35) следует, что при произвольном линейном квантовании в виде стати-

стической смеси ядер (15) уравнение эволюции для функции Вигнера не является

замкнутым, так как выражается через усреднение разностного оператора, за-

висящего от ⌧ , причем действует этот оператор не на саму функцию Вигнера

W (q, p), а на ее ⌧ -компоненты. Исключением является случай квантования

Вейля, когда справа и слева стоят одни и те же функции Вигнера:

i@⌧W (q, p) =

Z
Hk,! exp(ikq+i!p))(W (q+!/2, p�k/2)�W (q�!/2, p+k/2))dkd!

(36)

Для квантования Йордана уравнение эволюции полной функции Вигнера пред-

ставляется в виде системы двух уравнений: одного для 0-квантования, а другого

– для 1-квантования:

i@⌧Wo(q, p) =
1

2

Z
Hk,! exp(ikq+i!p))(1+exp(ik!))(W

0

(q+!, p)�W
0

(q, p+k))dkd!

i@⌧Wo(q, p) =
1

2

Z
Hk,! exp(ikq+ i!p))(1� exp(ik!)(W

1

(q, p�k)�W
1

(q!, p))dkd!

(37)

WJ(q, p) =
1

2
W

0

(q, p) +
1

2
W

1

(q, p)

Отметим, что ⌧ -компоненты функции Вигнера в общем случае не являются

не только положительными, но даже и вещественными, вещественной является

лишь полная функция Вигнера – в примере (37) это функция WJ(q, p) .

Из (37) видно, что для того, чтобы решить начальную задачу для уравнения

Вигнера (35), ее надо решить для ⌧ -компонент соответствующей функции,

начальные условия для которых определяются формулой

W⌧ (q, p)|t=0

= W 0

⌧ (q, p) =

Z
⇢0(x, y)K⌧ (q, p|y, x)dxdy ⌘ K̂T

⌧ ⇢̂
0 =

=
1

2⇡

Z
⇢0(q � ⌧⇠, q + (1� ⌧)⇠) exp(ip⇠)d⇠,

после чего усреднить полученные решения по мере, плотность которой дается

функцией симметризации Q(⌧).

В физически важном случае, когда классический гамильтониан представ-

ляется в виде суммы H(q, p) = �(q) + q2

2

, уравнение эволюции (35) для полной

функции Вигнера преобразуется к виду

i@⌧W (q, p) + ip
@W (q, p)

@q
=
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=

Z
1

0

Q(⌧)((⌧ � 1/2)
@2W⌧ (q, p)

@q2
+

Z
�k exp(ikq)(W⌧ (q, p� ⌧k)�W⌧ (q, p+ (1� ⌧)k))dk)d⌧ (38)

Правая часть (38) содержит слагаемые двух типов. Первое слагаемое имеет

диффузионный вид, а второе – силовой. Для квантования Вейля диффузионный

член обращается в ноль, и в уравнении эволюции остается только силовой

член, обусловленный действием потенциала �(q). Важным аспектом, требую-

щим отдельного изучения, является в общем случае диффузионный характер

уравнения эволюции функции Вигнера (33), в отличие от квантового уравнения

Лиувилля (28), из которого оно и было получено путем определенного преоб-

разования матрицы плотности. Указанный эффект можно назвать диффузией

квантования, проявляющийся тогда, когда функция симметризации отлична

от дельта-функции. Рассмотрим этот эффект более подробно на следующем

примере.

Пусть сисема описывается гамильтонианом H(q, p) = cq + p2

2

, где c есть

некоторая постоянная. Для него уравнение эволюции (38) функции Вигнера

принимает вид

@⌧W (q, p) + p
@W (q, p)

@q
+ c

@W (q, p)

@p
= �i

Z
1

0

Q(⌧)(⌧ � 1/2)
@2W⌧ (q, p)

@q2
d⌧ (39)

Проанализируем влияние диффузионного члена в уравнении (39) для случая

квантования Йордана, когда вещественная функция WJ(q, p) представляется

в виде полу-суммы комплекснозначных функций W
0

(q, p) и W
1

(q, p). В этом

случае система уравнений (37) преобразуется к виду

@tW0

(q, p) + p
@W

0

(q, p)

@q
+ c

@W
0

(q, p)

@p
=

i

2

@2W
0

(q, p)

@q2

@tW1

(q, p) + p
@W

1

(q, p)

@q
+ c

@W
1

(q, p)

@p
= � i

2

@2W
1

(q, p)

@q2
(40)

Каждое из уравнений системы (40) решается отдельно. Искомую функцию в

каждом уравнении обозначим для краткости f(q, p, t), f(q, p, t)|t=0

= f 0(q, p).

Перейдем в (40) к лапласовским образам по времени, полагая

f̃(q, p, z) =

Z 1

0

f(q, p, t) exp(�tz)dt,

и к образам Фурье по переменной q, полагая fk(p, t) =
1

2⇡

R1
�1 f(q, p, t) exp(ikq)dq.

Тогда для первого уравнения из (40) получим обыкновенное линейное диффе-

ренциальное уравнение по переменной p с параметрами k и z относительно

f̃k(p, z):

c
df̃k(p, z)

dp
=
�� z � i

2
k2 + ikp

�
f̃k(p, z) + f 0

k (p) (41)
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Второе преобразованное уравнение из (40) отличается от (41) только знаком

при члене с ik2/2:

c
df̃k(p, z)

dp
=
�� z +

i

2
k2 + ikp

�
f̃k(p, z) + f 0

k (p)

Рассмотрим уравнение (41). Его общее решение имеет вид

f̃k(p, z) = exp(�2zp� ikp2

2c
)
⇣
A(k, z) +

Z
f 0

k (p) exp
�2zp+ ik2p� ikp2

2c

�⌘
(42)

где A(k, z) есть функция, определяемая из условий задачи при p = 0 . Будем для

простоты считать, что функция A(k, z) одна и та же для W
0

(q, p) и W
1

(q, p), а

также и то, что в начальный момент времени матрица плотности ⇢
0

(x, y) зависит

только от разности x � y. Тогда, обозначая ⇢̃
0

(p) = 1

2⇡

R
eip⇠⇢

0

(⇠)d⇠, получаем

решение для фурье-лапласовского образа функции WJ(q, p) в виде:

W̃J,k(p, z) = A(k, z) exp
�� 2zp� ikp2

2c

�
cos(

k2p

2c
)+

+
1

2
exp

�� 2zp+ ikp2 � ikp2

2c

�
�(k)

Z
⇢̃
0

(p) exp
�2zp+ ikp2 � ikp2

2c

�
dp+

+
1

2
exp

�� 2zp� ikp2 � ikp2

2c

�
�(k)

Z
⇢̃
0

(p) exp
�2zp� ikp2 � ikp2

2c

�
dp (43)

В частности, если ⇢̃
0

(p) = �(p), то

W̃J,k(p, z) = exp(�2zp� ikp2

2c
)cos(

k2p

2c
)(A(k, z) + �(k)) (44)

Для квантования Вейля косинус в аналогичном решении заменяется на

единицу.

Делая теперь в (43) обратное преобразование, получаем решение эволюци-

онного уравнения (39) в виде свертки фундаментального решения уравнения

диффузии и определенным образом сдвинутого начального условия W 0

J (q, p).

Если предположить для простоты, что это начальное условие одно и то же для

0-компоненты и 1-компоненты функции Вигнера, то получаем

WJ(q, p, t) =
1p
2⇡t

Z 1

�1
W 0

J (q � s, p� ct) cos(
s2

2t
� t

2
(2p� ct)2)ds. (45)

Эквивалентые по Чернову операторные функции

Исследуем далее вопрос о возможности введения понятий эквивалентных

по Чернову оператор-функций применительно к задаче эволюции квантовых

статистических операторов, имея в виду матрицу плотности и функцию Вигнера.

В классической статистической механике уравнение эволюции плотности

функции распределения f(q, p) в фазовом пространстве системы, задаваемой
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независящим от времени гамильтонианом H(q, p), т.е. классическое уравнение

Лиувилля, имеет вид:

@tf = �[H, f ] ⌘ �Lf, L =
@H

@q

@

@p
� @H

@p
@@q, f |t=0

= f
0

(46)

Его решение дается формулой

f = exp(�tL)f
0

(47)

Для решения в виде (47) выполняются утверждения теорем 1 и 2 отно-

сительно эквивалентной по Чернову средней полугруппе, если гамильтониан

представляет собой статистическую смесь нескольких гамильтонианов.

В квантовой механике решение квантового уравнения Лиувилля (28) относи-

тельно оператора плотности ⇢̂ принято представлять через генератор эволюции

волновых функций, т.е. через оператор Гамильтона Ĥ, классическим символом

которого является H(q, p), в виде

⇢̂ = exp(�itĤ)⇢̂0 exp(itĤ) ⌘ exp(�tL̂
ˆH)(⇢̂

0) (48)

где exp(�tL̂
ˆH) – полугруппа преобразований пространства операторов плотности,

порождаемая задачей Коши для уравнения (28) с оператором Гамильтона Ĥ.

Согласно [13] считаем, что пространство операторов плотности B⇤(H) является

банаховым пространством ядерных операторов T
1

(H), сопряженным к которому

является банахово пространство B(H) ограниченных линейных операторов,

действующих в гильбертовом пространстве H.

Еще раз подчеркнем, что, в отличие от гамильтониана H(q, p), который при

квантовании (8) переходит в оператор Ĥ, плотность f(q, p) в уравнении (46) и

его решении (47) не является классическим символом квантовой плотности

⇢̂из (48) в том смысле, что если проквантовать f(q, p) по правилу (8), то

получающаяся матрица ⇢(x, y)не будет являться матрицей оператора плотности,

так как, например, в равновесном случае такой оператор не будет удовлетворять

уравнению Блоха

@⇢̂
@�

= �Ĥ ⇢̂.
Согласно (15), для произвольного линейного квантования уравнение (28)

представляется в виде статистической смеси действий операторов Ĥ⌧ . Заметим,

что если ⌧ 6= 1/2, то отдельная мода ⌧ -квантования не порождает в общем случае

эрмитов оператор, так что гамильтониан Ĥ⌧ может не быть самосопряженным

оператором. В связи с этим возникает вопрос, будет ли такой гамильтониан

порождать сильно непрерывную полугруппу (уже не обязательно унитарных)

операторов Û⌧ (t) = exp(�itĤ⌧ ). Для гамильтонианов с разделяющимися пере-

менными оператор Ĥ⌧ самосопряжен, но существуют и другие гамильтонианы,

удовлетворяющие требованиям теоремы 2.
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Рассмотрим следующий модельный пример. Пусть классический гамильтони-

ан имеет вид H(q, p) = T (p)+V (q)+cpq, где c– некоторая постоянная. Тогда при ⌧ -

квантовании получаем Ĥ⌧�Ĥ1/2 = ic(⌧�1/2)Î. Поскольку же самосопряженный

оператор Ĥ
1/2 порождает унитарную группу Û

1/2(t) = exp(�itĤ
1/2), то и опера-

тор Ĥ⌧ при любом ⌧ 2 [0; 1] порождает сильно непрерывную полугруппу Û⌧ (t),

тип которой допускает оценку сверху !  1/2|c|. Далее мы будем предполагать,

что рассматриваемые классические гамильтонианы таковы, что оператор Ĥ⌧

при всех ⌧ 2 [0; 1] является генератором сильно непрерывной полугруппы.

Итак, обозначим через Û⌧ (t) = exp(�itĤ⌧ ) разрешающий оператор уравнения

(28) для ⌧ -квантования, а через ⇢̂⌧– соответствующее решение, записываемое по

аналогии с (48) в виде:

⇢̂⌧ (t) = Û⌧ (t)⇢̂
0Û�1⌧ (t) (49)

Подчеркнем, что ⇢̂⌧ из (49) в общем случае не обладает свойствами матрицы

плотности: этот оператор не обязательно эрмитов, ибо ⌧ -квантование в общем

случае не эрмитово. Однако его усреднение с помощью функции симметризации

провести можно, поскольку начальное распределение одно и то же для всех

⌧ -квантований, и получающийся средний оператор будет эрмитов.

Так как

Ĥ ⌘ Ĥavr =

Z
1

0

Ĥ⌧Q(⌧)d⌧,

то оператор

Ûavr =

Z
1

0

Û⌧Q(⌧)d⌧

эквивалентен по Чернову оператору exp(�itĤ), так что оператору плотности

⇢̂ из (48) можно поставить в соответствие оператор ⇢̂avr =
R

1

0

⇢̂⌧Q(⌧)d⌧ , т.е.

среднее значение операторов ⇢̂⌧ из (49). Таким образом, для уравнения Лиувилля

относительно квантового оператора плотности при линейном квантовании есте-

ственным образом определяется эквивалентный по Чернову оператор эволюции

в соответствии с определениями 1 и 2.

Резюмируя, приходим к следующему утверждению.

Теорема 3. Пусть операторы Ĥ⌧ , ⌧ 2 [0; 1], удовлетворяют условиям теоремы
2. Тогда среднее значение

Ûavr(t) =

Z
1

0

exp(�itĤ⌧ )Q(⌧)d⌧ (50)

случайной полугруппы Û⌧ (t) = exp(�itĤ⌧ ) эквивалентно по Чернову сильно
непрерывной полугруппе exp(�itĤavr), а среднее значение

Ŝavr(t) =

Z
1

0

exp(�tL̂
ˆH⌧
)Q(⌧)d⌧ (51)
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случайной полугруппы Ŝ⌧ (t) = exp(�tL̂
ˆH⌧
) эквивалентно по Чернову сильно

непрерывной полугруппе exp(�tL̂
ˆHavr

) в пространстве B⇤(H) матриц плотно-
сти.

Развивая таким образом определение 1, дадим определение эквивалентной

по Чернову полугруппы в контексте решения квантового уравнения Лиувилля.

Определение 3. Операторнозначную функцию F : [0; +1] ! B(B⇤(H)) из
множества ⇧(B⇤(H)) будем называть эквивалентной по Чернову полугруппе
U(t) 2 ⇧(B⇤(H)), t � 0, если для всех ⇢̂ 2 B⇤(H) и для всех T > 0 выполняется
равенство:

lim
n!1

sup
t2[0,T ]

||(U(t)� (F (t/n)n)⇢̂||B⇤(H)

= 0 (52)

Теорема 3 дает достаточные условия эквивалентности по Чернову оператор-

нозначных функций в пространстве ⇧(B⇤(H))

Определение 4. Порожденную усредненной полугруппой exp(�tL̂
ˆHavr

) матрицу
плотности

⇢̂avr =

Z
1

0

⇢̂⌧Q(⌧)d⌧ =

Z
1

0

exp(�tL̂
ˆH⌧
)(⇢̂0)Q(⌧)d⌧

Chernoff⇠= exp(�tL̂
ˆHavr

)(⇢̂0) (53)

будем называть усредненной траекторией в пространстве матриц плотности
B⇤(H).

Что касается уравнения эволюции полной функции Вигнера, то непосред-

ственно применить теорему 2 к его решению не удается, поскольку в (35)

усреднение проводится не только для эволюционного оператора, но одновременно

и для ⌧ -компоненты функции Вигнера.

Рассмотрим возникающие трудности более детально.

Связь с классической механикой для функции Вигнера проявляется не

только в правиле (21) усреднения квантовых операторов в классическом фазовом

пространстве, но также и в том, что решение эволюционного уравнения для нее

может быть записано в форме, аналогичной (47) для решения классического

уравнения Лиувилля. Вернемся к уравнению (33), решение которого формально

может быть представлено в виде

W⌧ (q, p) = exp(�itR̂⌧ )W
0

⌧ (q, p), (54)

где введен оператор

R̂⌧ =

Z
Hk,!G(�k!)eikq+i!p+ik!⇤

⇤ exp[�i⌧(k! � i!
@

@q
� ik

@

@p
)]
⇣
exp(!

@

@q
)� exp(k

@

@p
)
⌘
dkd!

Используя представление (23), начальные условия для W 0

⌧ (q, p) можно записать

через ⇢̂0, так что выражение (54) принимает вид

W⌧ = exp(�itR̂⌧ )K̂
T
⌧ ⇢̂

0 (55)
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Формула (55) показывает, почему решение начальной задачи для полной

функции Вигнера не может быть представлено в форме усреднения генератора

полугруппы в эквивалентной по Чернову трактовке: сходимости к генератору

полугруппы, как это требуется в теоремах 1 и 2, препятствует наличие в этой

формуле ядра K̂T
t . Как легко проверить, сверточное произведение ядра K̂T

t

не преобразуется снова в ядро того же вида. Например, для 0-квантования

получается �почти� нужное выражение (с точностью до множителя)

Z
K

0

(q, p|x, z)K0(q, p|z, y)dz =
1

(2⇡)2
�(x� y) exp(ip(x� y)) =

1

2⇡
K

0

(q, p|x, y),

но для 1/2-квантования имеем совсем другую формулу:

Z
K

1/2(q, p|x, z)K1/2(q, p|z, y)dz =
1

(2⇡)2
�(x� y) exp(ip(x� y))

Последнее выражение фактически является дельта-функцией от x� y, не

приводящей к соответствию �символ – матрица оператора�. В результате ите-

рационная процедура вида (1) не может быть реализована, и потому оператор

эволюции полной функции Вигнера не является эквивалентным по Чернову

среднему оператору эволюции ее ⌧ -компонент.

Заметим, что отдельно для семейства операторов L̂⌧ = exp(�itR̂⌧ ) можно вве-

сти средний оператор L̂ =
R

1

0

L̂⌧Q(⌧ )d⌧ , для которого существует эквивалентный

ему по Чернову оператор L̂ = exp(�it̂̄R) , где

ˆ̄R =
R

1

0

R̂⌧Q(

⌧)d⌧ .

Из (18) находим, что оператор

ˆ̄R имеет следующий явный вид:

ˆ̄R =

Z
Hk,!G(�k!)eikq+i!p+ik!G(�k!+i!

@

@q
+ik

@

@p
)
⇣
exp(!

@

@q
)�exp(k @

@p
)
⌘
dkd!.

(56)

Следовательно, гипотетическое эволюционное уравнение с разрешающим опера-

тором L̂ = e�it
ˆ

¯R
относительно некоторой функции W (q, p) имеет вид:

i
@W (q, p)

@t
=

Z
Hk,!G(�k!)eikq+i!p+ik!⇤

⇤G(�k! + i!
@

@q
+ ik

@

@p
)
⇣
e!

@
@q � ek

@
@p

⌘
W̄ (q, p)dkd!. (57)

Для квантования Вейля это уравнение, очевидно, совпадает с (36). Для

квантования Йордана вместо системы (37) получаем одно уравнение:

ddi@tWJ(q, p) =
1

4

Z
Hk,!e

ikq+i!p(1 + eik!)(WJ(q + !, p)�WJ(q, p+ k))dkd! =

=
1

4

Z
Hk,!e

ikq�i!p(1 + eik!)(WJ(q, p� k)�WJ(q � !, p))dkd!. (58)

Покажем, что функция W (q, p), удовлетворяющая уравнению (57), не может

считаться полноценной функцией Вигнера в том смысле, что она не дает
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правильную эволюцию квантовых средних. Для этого рассмотрим классический

гамильтониан с разделенными переменными, который имеет вид

H(q, p) = �(q) +
p2

2
.

Тогда для функции W (q, p) из уравнения (57) следует уравнение, вид которого

близок к уравнению (38):

@W̄ (q, p)

@t
+
@W̄ (q, p)

@q
=

= �i
Z

1

0

Q(⌧)(

Z
�k exp(ikq)(W̄ (q, p� ⌧k)� W̄ (q, p+ (1� ⌧)k))dk)d⌧ (59)

Отличие уравнения (59) от (38) состоит в том, что теперь функция W (q, p)

уже не снабжена нижним индексом ⌧ но, что самое главное, в уравнении (59)

отсутствует диффузионный член, обращающийся в ноль для оператора L̂⌧ =

exp(�itR̂) , поскольку полное квантование эрмитово.

Следовательно, только для квантования Вейля эволюция квантовых средних

в эквивалентном по Чернову смысле будет основываться на том же уравнении,

что и эволюция средних в обычном смысле (но, заметим, сама эквивалентность

вырождается в этом случае в тождество). Поскольку же �эквивалентные�

средние не будут, вообще говоря, средними значениями квантовых операторов, то

функция W (q, p) не является функцией Вигнера, так как с ее помощью нельзя

найти средние значения квантовых операторов по правилу (21), и поэтому

усреднение операторов L̂⌧ = exp(�itR̂⌧ ) применительно к нахождению некоей

эквивалентной функции Вигнера не имеет физического смысла.

С другой стороны, можно рассмотреть функцию Вигнера Wavr, которая

отвечает средней матрице плотности ⇢avr =
R

1

0

⇢̂⌧Q(⌧)d⌧ при квантовании с

ядром K̂T
. В соответствии с (55) определена зависимость введенной функции

Вигнера Wavr от времени согласно равенству

Wavr(t) = K̂T ⇢̂avr(t)
Chernoff⇠= K̂T exp(�tL̂

ˆHavr
)(⇢̂0) (60)

Формула (60) выражает установленную в работе связь между результатами

усреднений квантовых статистических операторов: именно, усредненной траек-

тории (53) в пространстве матриц плотности отвечает усредненная траектория

(60) в пространстве функций Вигнера.

Уравнение эволюции функции Wavr несколько отличается от уравнения

эволюции функции W . В сокращенных обозначениях (22-23) через оператор

квантования K̂ исходное уравнение Лиувилля для матрицы плотности имеет

вид

i
@⇢̂

@t
= [Ĥ, ⇢̂] =

Z
1

0

Q(µ)[K̂µH, ⇢̂]dµ
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а для функции Вигнера получается

i
@W

@t
=

Z
1

0

Z
1

0

Q(µ)Q(⌧)[K̂µH, K̂T ⇢̂]dµd⌧.

Для усредненной в смысле определения 4 матрицы плотности имеем

i
@⇢̂avr
@t

=

Z
1

0

Z
1

0

Q(µ)[K̂µH, ⇢̂µ]dµ,

и для соответствующей функции Вигнера получаем

i
@Wavr

@t
=

Z
1

0

Z
1

0

Q(µ)Q(⌧)[K̂µH, K̂T
⌧ ⇢̂µ]dµd⌧ (61)

Из (61) видно, что Wavr получена усреднением по ⌧ и по µ некоторой ⌧ -

µ-функции W µ
⌧ такой, что

I@tW
µ
⌧ = [K̂µH, K̂T

⌧ ⇢̂µ]

Нижний индекс ⌧ у функции W µ
⌧ обозначает то, что она получена из мат-

рицы оператора ⇢ с помощью ⌧ -квантования, а верхний индекс µ – то, что

в качестве оператора ⇢̂ взят оператор ⇢̂µ, эволюция которого определяется

µ-проквантованным гамильтонианом.

Введем также �квантовый след� функции W µ
⌧ , т.е. функцию W ⌧

⌧ , отвечающую

матрице ⇢̂⌧ при квантовании с ядром K̂⌧ . Хотя W ⌧
⌧ не обладает свойствами ⌧ -

функции Вигнера (23), тем не менее, как будет показано далее, она представляет

определенный интерес. Рассмотрим наряду сW ⌧
⌧ и �средний квантовый след�,

т.е. функцию

W̄ =

Z
1

0

W ⌧
⌧ Q(⌧)d⌧ (62)

Прежде всего отметим, что вычисление средних значений операторов с

помощью функции (62) в общем случае линейного квантования не приводит к

исходным правильным выражениям, поскольку

Z
W ⌧
⌧ (q, p)A(q, p)dqdp = Tr⇢⌧ Â⌧

и

Tr⇢̂Â =

Z
1

0

Q(⌧)Tr⇢Â⌧d⌧ 6=
Z

1

0

Q(⌧)Tr⇢⌧ Â⌧d⌧.

Тем не менее, если квантование проводится с ядром K̂⌧ , то средние значения

операторов (вообще говоря, не �наблюдаемых� по терминологии квантовой

механики) вычисляются по функции Вигнера W⌧ , а эволюция статистических

операторов определяется ⌧ -проквантованным гамильтонианом. В таком случае

и функция W ⌧
⌧ приобретает смысл.
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Уравнение эволюции для функции W ⌧
⌧ следует из уравнения (32), в котором

вместо матрицы H̃ используется H̃⌧ . Тогда получается следующее уравнение:

i@tW
⌧
⌧ (q, p) =

Z
Hk,! exp(i(kq + !p+ (1� 2⌧)k!))�⌧W

⌧
⌧ dkd! (63)

Уравнение эволюции для функции (62) имеет вид:

i@tW̄ (q, p) =

Z
1

0

Q(⌧)

Z
Hk,! exp(i(kq + !p+ (1� 2⌧)k!))�⌧W

⌧
⌧ dkd!d⌧ (64)

Для квантования Вейля уравнение (64) совпадает с (63) и оба они совпадают

с уравнением (36), как и должно быть. Для других эрмитовых квантований

уравнение эволюции W̄ отличается от уравнения эволюции для W . Например,

для квантования Йордана вместо (37) имеем

i@W 0

0

(q, p) =
1

2

Z
Hk,! exp(ikq + i!p+ ik!)(W 0

0

(q + !, p)�W 0

0

(q, p+ k))dkd!;

i@W 1

1

(q, p) =
1

2

Z
Hk,! exp(ikq + i!p� ik!)(W 1

1

(q, p� k)�W 1

1

(q � !, p))dkd!;

W̄J(q, p) =
1

2
W 0

0

(q, p) +
1

2
W 1

1

(q, p).

Важно подчеркнуть, что для гамильтониана с разделенными переменными

H(q, p) =

= �(q) + p2

2

уравнение эволюции для W̄ совпадает с уравнением эволюции (38)

для полной функции Вигнера. Это означает, что, во всяком случае, на достаточно

широком классе моделей рассматриваемая эквивалентность применительно к

уравнению эволюции функции Вигнера имеет разумную интерпретацию.

Представляет интерес исследовать различия уравнений для W и W̄ в случае,

когда гамильтониан явно зависит от правила квантования. Такие модели, в

которых координаты и импульсы входят, например, в виде произведений, спе-

цифичны для задач квантовой оптики [14]. Простейшей моделью, в которой

проявляются различия между уравнениями для W⌧ и W ⌧
⌧ , является осциллятор

с ангармонизмом четвертого порядка, полиномиальный гамильтониан которого

имеет вид

H(q, p) =
1

2
p2 +

1

2
q2 + cq2p2, (65)

где c есть некоторая постоянная. Хотя квантовый оператор Гамильтона с симво-

лом (65), как следует из (17), зависит от момента �
2

функции симметризации,

и от �
2

зависит также и уравнение эволюции матрицы плотности, в уравнение

эволюции функции Вигнера этот параметр явным образом не входит. Выбор

квантования сказывается в этом уравнении более сложным образом, через

усреднение ⌧ -компонент функции Вигнера.
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Для гамильтониана (65) уравнение эволюции ⌧ -функции Вигнера (33) имеет

вид

i@tWt(q, p) + ip
@W⌧ (q, p)

@q
� iq

@Wtau(q, p)

@p
=

= (⌧ � 1

2
)(
@2W

@q2
� @2W⌧ (q, p)

@p2
) + 2cF̂⌧W⌧ (q, p), (66)

где оператор F̂⌧ имеет вид

F̂⌧ = 2(1� 2⌧ � i(1� ⌧)pq)q @
@q
� 2(1� 2⌧ � i⌧pq)p

@

@p
�

�(⌧ � 1

2
)(p2

@2

@p2
� q2

@2

@q2
) + i⌧(1� ⌧)(p @3

@q@p2
� q

@2

@pq2
) (67)

Для функции W ⌧
⌧ уравнение эволюции (63) в гармонической части гамильто-

ниана совпадает с уравнением (66), а в части ангармонизма оператор F̂⌧ (67)

заменяется на оператор F̂ ⌧
⌧ , который имеет вид

F̂⌧ = (2(1� 2⌧) + iqp)(p
@

@p
� q

@

@q
)� (⌧ � 1

2
)(p2

@2

@p2
� q2

@2

@q2
)+

+it(1� ⌧)(p @3

@q@p2
� q

@2

@p@q2
) (68)

Сравнивая (67) и (68) замечаем, что отличие есть только в членах, содер-

жащих производные первого порядка по q и p. Это отличие состоит в том, что

усреднение по ⌧ , которое будет применяться на этапе построения уравнения

относительно полной функции Вигнера, для варианта (67) более изощренное,

чем для функции W . Последнее уравнение удобно тем, что в нем операторы

дифференцирования по q и p входят кососимметрическим образом, тогда как в

(61) такой кососимметричности нет. Разумеется, для квантования Вейля члены

F̂⌧ и F̂ ⌧
⌧ в уравнения (67) и (68) совпадают.

Сделаем в заключение ряд замечаний относительно усредненных в смысле

формул (53) и (60) квантовых распределений в равновесном случае.

Равновесный квантовый оператор плотности ⇢̂(�) = exp(��Ĥ) коммутирует

с Ĥ и потому удовлетворяет стационарному уравнению Лиувилля. Тогда равно-

весные функции Вигнера также удовлетворяют соответствующим стационарным

уравнениям. В частности, введенная выше ⌧ -⌧ -функция Вигнера W ⌧
⌧ , построен-

ная по равновесной матрице плотности ⇢̂⌧ , удовлетворяет своему стационарному

уравнению.

Как уже говорилось ранее во введении, оператор f̂(�) с классическим

символом f(�) = exp(��H(q, p)) эквивалентен по Чернову оператору ⇢̂(�) =

exp(��Ĥ). В работах [2, 3] были введены операторы ⇢̂⌧ (�) = exp(��Ĥ⌧ ), по-

сле чего с помощью теорем 1 и 2 было показано, что средняя полугруппа

⇢̂avr =
R

1

0

Q(⌧)⇢̂⌧d⌧ эквивалентна по Чернову тому же равновесному оператору
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⇢̂(�) = exp(��Ĥ). Следовательно, равновесные операторы ⇢̂⌧ (�) = exp(��Ĥ⌧ ),

введенные в [2, 3], могут быть отождествлены со стационарными решениями

уравнения Лиувилля с гамильтонианом Ĥ⌧ . Тем самым понятие эквивалентности

по Чернову может быть в одной и той же формулировке применено как к

равновесным, так и к неравновесным квантовым статистическим операторам.

Итак, в работе предложено расширение понятия эквивалентности по Чернову

применительно к решениям уравнений эволюции квантовых статистических опе-

раторов, причем в результате получаются объекты, имеющие физический смысл.

Описанный подход представляется методологически полезным для анализа

зависимости уравнений эволюции квантовых операторов от правила квантования

и при исследовании эволюции квантовых систем под действием случайных

гамильтонианов.
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О томографическом представлении на плоскости
пространства операторов Шварца и дуального к нему

Г.Г. Амосов

1

Аннотация

Показано, что множество оптических квантовых томограмм можно
снабдить топологией пространства Фреше. При этом сопряженное про-
странство будет состоять из символов квантовых наблюдаемых, включая
всевозможные полиномы от операторов координаты и импульса.

Введение

В случае, если эксперимент представляет из себя гомодинное детектирование

[1], результатом измерения является оптическая квантовая томограмма !(t,').

Для каждого фиксированного ' 2 [0, 2⇡) она представляет из себя распределение

вероятностей на прямой. Знание оптической томограммы для всех значений

параметров (t,') 2 R⇥ [0, 2⇡) позволяет безошибочно восстановить квантовое

состояние. Недавно было показано [2], что множество всех операторов плотности

с ядрами из пространства Шварца можно наделить топологией пространства

Фреше. При этом сопряженное пространство будет состоять из квантовых

наблюдаемых, включая всевозможные операторы, являющиеся полиномами от

координаты и импульса. В предлагаемой работе такая идеология применяется

для множества оптических квантовых томограмм. Тем самым мы продолжаем

разработку аппарата томографического отображенния на плоскость и дуального

к нему, начатую в [3, 4].

Оптические томограммы

Обозначим S(H) множество квантовых состояний (положительных опера-

торов с единичным следом) в гильбертовом пространстве H. Пусть p и q –

стандартные операторы импульса и координаты, для которых пространство

Шварца S(R) является существенной областью определения (на нём определены

все возможные полиномы от p и q). Введем характеристическую функцию

состояния T 2 S(H)

FT (x, y) = Tr(T exp(xq + iyp). (1)

1Математический институт им. В.А. Стеклова РАН
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Характеристическая функция (1) определяет набор распределений вероятностей

!(t,') на прямой, зависящий от параметра ' 2 [0, 2⇡), по формуле

!T (t,') =
1

2⇡

Z

R

e�itsFT (s cos', s sin')ds. (2)

Функция (2) называется оптической квантовой томограммой. В случае, если

T записан в виде интегрального оператора в координатном представлении

(Tf)(x) =
R

R
⇢(x, y)f(y)dy, получаем

FT (x, y) =

Z

R

eixt⇢
⇣
t� y

2
, t+

y

2

⌘
dt. (3)

Обратное преобразование Фурье позволяет восстановить характеристическую

функцию по её томограмме:

FT (r cos', r sin') =

Z

R

eirt!T (t,')dt. (4)

Отображение, дуальное томографическому

Рассмотрим множество T линейных интегральных операторов T в гильбер-

товом пространстве H = L2(R), ядра которых ⇢(·, ·) принадлежат пространству

Шварца S(R2). Для оператора T 2 T с ядром ⇢(·, ·) можно ввести функции (3) и

(2). В случае, когда T является положительным оператором с единичным следом,

!(X,') представляет из себя оптическую квантовую томограмму. В [3, 4] было

построено отображение T ! fT (X,'), дуальное к отображению T ! !T (X,') в

том смысле, что

2⇡Z

0

Z

R

!T (X,')fS(X,')dXd� = Tr(TS) (5)

для любых T, S 2 T . Далее, в [3,4] было показано, что отображение T ! fT (X,')

продолжается на класс операторов, включающий полиномы P (q, p) от операторов

координаты и импульса. Такое представление можно реализовать и в декартовых

координатах [5].

В [3] не было получено в явной форме выражение, определяющее дуальное

отображение в виде интегрального оператора. Это связано с тем, что представ-

ление (5) является неудобным. В нём не учтено, что !T (X,'+ ⇡) = !(�X,').

Переопределим дуальное отображение так, чтобы выполнялось условие

2⇡Z

0

+1Z

0

!T (X,')fS(X,')dXd' = Tr(TS) (6)
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Предложение 1. Пусть интегральный оператор S 2 T определяется
ядром ⇢(·, ·), тогда для fS(X,'), определенного (6)

fS(X,') =

Z

R2

tei(X+x sin')t⇢

✓
x� t sin'

2
, x+

t sin'

2

◆
dxdt. (7)

Доказательство. Принимая во внимание вид характеристической функции (3),

получаем

2⇡Z

0

+1Z

0

!T (X,')fS(X,')dXd' =

1

2⇡

2⇡Z

0

+1Z

0

Z

R

e�iXrFT (r cos', r sin')fS(X,')dXd'dr ⌘ I.

Из (7) следует, что

1

2⇡

Z

R

e�iXrfS(X,')dX = rFS(r cos', r sin').

Таким образом, получаем

I =

2⇡Z

0

+1Z

0

FT (r cos', r sin')rFS(r cos', r sin')drd' =

Z

R2

FT (x, y)FS(x, y)dxdy = Tr(TS).

Рассмотрим базис пространства H, состоящий из собственных функций

осциллятора

< x|n >=
1

⇡1/4
p
2nn!

Hn(x)e
�x2

2 ,

где Hn(x) – полиномы Эрмита и n = 0, 1, 2, . . . . Ядро оператора ранга один

|n >< m| принадлежит пространству Шварца, так что |n >< m| 2 T .

Предложение 2. Томографическое отображение переводит |n >< m| в

!|n><m|(X,') = ei(n�m)'Hn(X)Hm(X)e�X
2

Доказательство. Заметим, что

|m >< n| = 1

2
(|m+ n >< m+ n|+ i|m+ in >< m+ in|�
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(1 + i)(|m >< m|+ |n >< n|))
В силу линейности томографического отображения,

!|m><n| =
1

2
(!|m+n><m+n| + i!|m+in><m+in| � (1 + i)(!|m><m| + !|n><n|))

Известно, что томографическим символом, отвечающим линейной комбинации

|n+ �m >< n+ �m| будет функция

!(X,') = | < X, n > ein' + � < X,m > eim'|2

Теперь достаточно рассмотреть � = 1 и � = i.

Для фиксированного n = 0, 1, 2, . . . , рассмотрим семейство функций

{Hk(X)Hk+n(X)}+1k=0

. Поскольку функции из семейства представляют из себя

полиномы возрастающей размерности, в ее замкнутой линейной оболочке суще-

ствует единственная система функций {h(n)
k }+1k=0

, являющаяся биортогональной

к ней в смысле Z

R

e�X
2
Hk(X)Hk+n(X)h(n)

s (X)dX = �ks.

Предложение 3. Дуальное отображение переводит |n >< m| в функцию

f|n><m|(X) = h(|n�m|)
min{n,m}(X)ei(n�m)'

Замечание. В квантовой томографии функции hn(X) принято называть
"pattern functions". Подробно их свойства изложены в [6]

Доказательство. Прямой проверкой убеждаемся, что

2⇡Z

0

+1Z

0

!|k><l|(X,')f|m><n|(X,')dXd' = �kn�lm.

Пространство операторов Шварца и дуальное к нему

В [2] было введено понятие оператора Шварца T гильбертовом пространстве

H = L2(R). По определению, пространство операторов Шварца T состоит из

линейных операторов, непрерывных относительно системы полунорм

||T ||n,m, = ||qnpmT ||H , (8)

где q и p – операторы координаты и импульса, а  2 S(R). Сопряженное

пространство T 0, состоящее из линейных непрерывных функционалов на T ,
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содержит, в том числе, все полиномы P (q, p) от q и p. При этом соотношение

двойственности задается формулой

T ! Tr(TP (q, p)).

В [2] было показано, что T является пространством Фреше. Более того, T 2
T тогда и только тогда, когда он является интегральным оператором, ядро

которого ⇢(·, ·) будет принадлежать пространству Шварца S(R2).

Представление пространства операторов Шварца
в виде оптических квантовых томограмм

Расширим область определения интегрального оператора (3) на все возмож-

ные ядра ⇢(·, ·) 2 S(R2) (это то же самое, что расширение по линейности). Зада-

дим на пространстве T интегральных операторов (Tf)(x) =
R

R
⇢T (x, y)f(y)dy, f 2

H, отображение T ! !T (X,') по формуле

!T (X,') =
1

2⇡

Z

R

Z

R

ei(s cos'�X)t⇢T

✓
s� t sin'

2
, s+

t sin'

2

◆
dsdt. (9)

Отображение (9) представляет из себя композицию отображений (3) и (2).

Отображение (3) представляет из себя композицию афинного преобразования

плоскости и преобразования Фурье по одной из двух координат. Отображение

(2) представляет из себя преобразование Фурье по выделенной на плоскости

прямой. Следовательно, образом пространства Шварца S(R2) при отображении

⇢(·, ·) ! !(·,') является пространство Шварца S(R). Более того, функции

!(X, ·) 2⇡-периодичны и бесконечно дифференцируемы, то есть

(i) !(·,') 2 S(R), ' 2 [0, 2⇡);

(ii) !(X,') 2⇡-периодичны и бесконечно дифференцируемы.

Тем не менее, не все функции, удовлетворяющие свойствам (i) и (ii) входят в

T̂ .

Пример. Положим

!(t,') = e�t
2
sin'. (10)

Функция (10) удовлетворяет свойствам (i) и (ii). Найдём характеристическую

функцию, соответствующую (10):

F (r cos', r sin') =

Z

R

eirte�t
2
sin'dt =

1

8
p
2⇡

e�
r2

4 sin'. (11)

Таким образом,

F (x, y) =
1

8
p
2⇡

e�
x2+y2

2
yp

x2 + y2
. (12)
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Нетрудно видеть, что F (·, ·) /2 S(R2).

Возникает вопрос, из каких функций состоит T̂ . Принимая во внимание, что

tn =
n!

2n

[

n
2 ]X

m=0

1

m!(n� 2m)!
Hn�2m(t) (13)

введём семейство функций

gn(t) =
n!

2n

[

n
2 ]X

m=0

(�i)n�2m
m!(n� 2m)!

Hn�2m(t), n = 0, 1, 2, 3, . . . (14)

Положим

fm,n(t,') =
1p
2⇡

gn(t)e
�t2 sinm ' cosn�m ', 0  m  n. (15)

Предложение 4. Имеет место включение fm,n 2 T̂ .

Доказательство. Найдём характеристическую функцию Fm,n(x, y), отвечаю-

щую fm,n. Заметим, что

Fm,n(r cos', r sin') =

Z

R

eirtfm,n(t,')dt = tne�t
2
sinm ' cosn�m '.

Таким образом,

F (x, y) = xn�myme�
x2+y2

2 . (16)

Функции Fm,n 2 S(R2), причём их линейные комбинации образуют всюду

плотное множество в S(R2).

Ниже нам потребуется семейство функций {Qm,n('), 0  m  n}, биорто-

гональное к семейству функций {sinm ' cosn�m '} в своей линейной оболочке

[3]. Обозначим VN линейное подпространство, натянутое на систему функций

{fm,2N , 0  m  N}. Пусть PN – ортогональный проектор на пространство VN .

Определим семейство полунорм на множестве T̂ по формуле

||!||m,N =

������

2⇡Z

0

+1Z

0

X2NPN(!(X,'))Qm,2N(')d'dX

������
, (17)

N = 0, 1, 2, . . .

Теорема. Отображение T ! !T (X,') непрерывно относительно семей-
ства полунорм (17).

Доказательство. По определению, T ! !T (X,�) задаёт отображение простран-

ства операторов Шварца T на множество T̂ . Заметим, что [3]

||!T ||m,N = |Tr(P
2N(q, p)TN)|, (18)
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где P
2N – некоторый полином степени 2N от операторов координаты q и импуль-

са p, а TN сужение оператора плотности на конечномерное подпространство,

натянутое на первые N возбужденных состояний квантового осциллятора.

Следовательно, отображение T ! !T (X,') будет непрерывным.

Из теоремы немедленно вытекает

Следствие. Отображение S ! fS(X,�) определяет представление про-
странства T 0 в пространстве T̂ 0, снабженном системой полунорм (17).
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On the algebra generated by projectors with commutator
relation

A.S. Kocherova

1
I.Yu. Zhdanovskiy

1,2

Abstract

In this article we apply methods of representation theory and combinatorial

algebra to the di↵erent problems related to quantum tomography. For this

purpose, we introduce the algebra generated by projectors satisfying some

commutator relation. In this paper we study this commutator relation by

combinatorial methods and develop the representation theory of this algebra.

Also, we apply results to the case of mutually unbiased bases in dimension 7.

Introduction

Consider the following situation in physics: we have quantum-mechanical system

consisting of two algebras of observables A and B. Assume that there are some linear

combinations of elements of A and B which are compatible observables (cf. [8]).

We can ask the following question: is there some decomposition of our quantum-

mechanical system into a sum of some smaller quantum-mechanical system.

We can reformulate this situation in terms of classical algebra. Namely we have

free product of the algebras A ⇤B and the ideal I generated commutator relations

as [ai + bi, aj + bj] = 0, where ai 2 A, bi 2 B. Denote by R the quotient A ⇤ B/I.

Consider finite-dimensional algebras A and B. And also, assume that the set of {ai}
is a basis of A, set of {bi} is a set of generators of B. In present paper, we show

that for su�ciently large N : the N -dimensional representation of the algebra R is a

direct sum of smaller dimension representations of R. More precisely, we prove that

dimension of any irreducible representation of R is less than dimension of the algebra

B. Further, assume that A ⇠= C�3 and B ⇠= C�3 with bases P
1

, P
2

, 1 � P
1

� P
2

and Q
1

, Q
2

, 1 � Q
1

� Q
2

respectively. Suppose we have the following relation for

P
1

, P
2

, Q
1

, Q
2

:

[P
1

�Q
2

, P
2

�Q
1

] = 0, (19)

where [a, b] = ab� ba. Denote by C the quotient C�3 ⇤ C�3 by the ideal generated

by relation (19). Recall the notion of mutually unbiased bases in n-dimensional

complex Hilbert vector space with scalar product (, ). Two orthonormal bases {ei}
1Moscow Institute of Physics and Technology
2National Research University High School of Economics, Laboratory of Algebraic Geometry
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and {fj} are mutually unbiased i↵ |(ei, fj)|2 = 1

n
. The study of this notion is closely

related to study C⇤ - subalgebras of von-Neumann algebras (see [9], [10]) Applications

of mutually unbiased bases is an object of constant use in Quantum Information

Theory etc, [1], [2]. One of the reasons why mutually unbiased bases are important

in practice is that they provide a crucial mathematical tool that allows to transfer

quantum information with minimal loss of it in the channel. Reliable protocols in

quantum channels are based on a choice of maximal number of mutually unbiased

bases in the relevant vector space of quantum states of transmitted particles. For

instance, protocol BB84, which utilizes 3 of such bases in a 2-dimensional vector

space, enables to significantly extend the distance between the source and the receiver

of quantum information. Constructing maximal number of mutually unbiased bases

in vector spaces of higher dimension is important for producing reliable protocols in

quantum channels.

Recall that the problem of classification of mutually unbiased bases in any

dimension is far from the solution. Complete classification is known only in the

case of dimension less than 6. Petrescu constructed one-dimensional family of

mutually unbiased bases in dimension 7 (see [6]). Consider fixed pair of mutually

bases {ei}, {fj} from family of Petrescu. Associate with vectors {ei}7i=1

and {fj}7j=1

hermitian projectors pi and qj of rank 1 respectively. Nicoara showed that we can

order pi and qj such that [p
1

+ p
2

, q
1

+ q
2

] = [p
3

+ p
4

, q
3

+ q
4

] (see [7]). It is easy that

if we denote by P
1

, P
2

, Q
1

and Q
2

the elements p
1

+ p
2

, p
3

+ p
4

, q
1

+ q
2

and q
3

+ q
4

respectively, we get that [P
1

, Q
1

] = [P
2

, Q
2

] or, equivalently, [P
1

�Q
2

, P
2

�Q
1

] = 0,

i.e. 7-dimensional representation of the algebra C. This gives us another motivation

for studying of this algebra C in quantum mechanics.

Our article is organized as follows. In Section we discuss the general problem of

two finite-dimensional algebras A and B. In this section we introduce the algebra R

and prove the useful property of irreducible R-modules. In Section we define the

algebra C as the quotient of A ⇤B by relation (19). Further, we define the filtration

on the algebra C for combinatorial description. Crucial result for understanding of

the algebra C is Theorem 1. This theorem claims that the ideal generated by the

relation is the intersection of three ideals generated by projectors. This fact permits

us to describe irreducible C-modules as irreducible modules of the quotients of C by

these three ideals. In Section 4 we develop a representation theory. We classify all

irreducible C - modules. At the end of the article, we apply our result to the case of

mutually unbiased bases in dimension 7.

We are grateful to Amosov G.G., Bondal A.I., Man’ko V.I. for very helpful

discussions.

Second author is partially supported by RFBR, research projects 16-01-00113 A

and 14-01-00416. The article was prepared within the framework of a subsidy granted

to the HSE by the Government of the Russian Federation for the implementation of
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the Global Competitiveness Program.

Finite-dimensional algebras with commutator relations

and quantum mechanics

In this section we study the quotient of free product of finite-dimensional algebras

by ideal generated by several commutator relations.

Firstly, recall the notion of free product of finite-generated associative algebras

A and B. Denote by F (S) a free associative algebra with a set of generators S. In

this case A = F (S
1

)/J
1

and B = F (S
2

)/J
2

, where S
1

and S
2

are generating sets of

A and B respectively. J
1

and J
2

are two-sided ideals of relations of the algebras A

and B. Free product A ⇤B is the quotient of F (S
1

[ S
2

) by the ideal J generated

by the ideals J
1

and J
2

.

Further, consider two finite-dimensional algebras A, B and their free product

A ⇤ B. Assume that dimCA = n
1

and dimCB = n
2

. Consider elements ci of A ⇤ B
given by formulas:

si = ai + bi, i = 1, ..., n
1

, (20)

where ai, i = 1, ..., n
1

is a basis of A as a vector space over C, bi are generators of

B as an associative algebra over C. Let I be an ideal generated by commutators

[si, sj], i, j = 1, ..., n
1

. Denote by R the quotient A ⇤ B/I. Also, denote by S the

unital commutative subalgebra of R generated by si, i = 1, ..., n
1

.

Since ai, i = 1, ..., n
1

is a basis of A, we have the following relations:

aiaj =
n1X

k=1

mk
ijak, i, j, k = 1, ..., n

1

, (21)

where mk
ij are structural coe�cients. We obtain that ai = si � bi from formulas

(20). Thus, algebra R is generated by si, bj, i, j = 1, ..., n
1

. Also, we get that

(si� bi)(sj � bj) =
Pn1

k=1

mk
ij(sk � bk). Rewrite formula (21) in the following manner:

sibj = �bisj + sisj �
n1X

k=1

mk
ijsk + bibj +

n1X

k=1

mk
ijbk, i, j = 1, ..., n

1

. (22)

Denote by sij and bij the elements sisj �
Pn1

k=1

mk
ijsk and bibj +

Pn1

k=1

mk
ijbk respec-

tively. Thus, we get the following relations:

sibj = �bisj + sij + bij, i, j = 1, ..., n
1

. (23)

Proposition 1. jective morphism of right S - modules:

f : S�n2 ! R. (24)

In other words, any element c of R can be represented as
Pn2

i=1

s0ib
0
i, where s0i 2 S,

{b0i}n2
i=1

is a basis of B.
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Proof. Choose the basis b0i, i = 1, ..., n
2

of B. As we know si and b0i generate the

algebra C. Thus, any element c of R is a linear combination of monomials of the

following type: s0
1

b0
1

...s0kb
0
k, b

0
1

s0
1

...b0ks
0
k, s

0
1

b0
1

...s0k or b0
1

s0
1

...b0k for suitable s0i 2 S and

b0i 2 B and various k. Consider the monomial s0
1

b0
1

...s0kb
0
k. By induction of k and

using formulas (23), we can transform this monomials into the sum of monomials of

type s00i b
0
i. Analogous arguments prove the same for other monomials. Therefore, any

element is a linear combination of elements s0ib
0
i, where s0i 2 S, {b0i} is a basis of B.

Further, the immersion S ! R defines the structure of a right S-module on R.

Also, consider free S - module S�n2 of rank n
2

with basis ei, i = 1, ..., n
2

. Define the

morphism S-modules f as follows. f : ei 7! bi. Using the first part of the proof, we

get that the morphism f is surjective.

Corollary 2. Assume that V is an irreducible finite-dimensional R-module. In this

case we have the following inequality:

dimCV  n
2

. (25)

Proof. Let V be an irreducible finite-dimensional R-module. Consider V as an S-

module. Since S is a commutative algebra, there is a one-dimensional S-submodule

C� of V , where C� is an S-module given by a character � : S ! C. Thus,

HomS(C�, V ) 6= 0. Using adjointness of functors, we get that

HomR(C ⌦S C�, V ) = HomS(C�, V ) 6= 0 (26)

Hence, there is a non-trivial morphism of R - modules: g : C ⌦S C� ! V . Using

irreducibility of V , we get that the morphism g is surjective. Therefore,

dimCV  C ⌦S C�. (27)

Also, using proposition 1 and tensoring of seqence (24) by C�, we get that the

morphism: f : S�n2⌦SC� = Cn2 ! C⌦SC� is surjective. Hence, dimCR⌦SC�  n
2

.

Combining this with formula (27), we get the required statement.

Remark. Note that if we put s
1

= 1 we can consider n
1

�1 elements si satisfying

commutator relations: [si, sj] = 0.

Remark on the connection with quantum mechanics.

At the end of this section we make a remark about the application of this

construction on quantum mechanics. Consider the following situation: we have

two algebras of variables A and B of dimension n
1

and n
2

. Fix the basis ai of A

and generators bi of B. Consider an N -dimensional quantum mechanical system

consisting of algebras of observables A and B. Assume that there are n
1

compatible

observables - linear combinations: si = ai + bi, i = 1, ..., n
1

. In this case an N -

dimensional space decomposed into the direct sum of quantum mechanical systems

of dimension of less or equal n
2

.
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Algebra C
In this section we apply the result of Section to the case A = C�3 and B = C�3.

In the first subsection we define the algebra C and light the connection with quantum

mechanics.

Algebra C and connection with quantum mechanics

In this subsection we will explain and light relations between of the representations

of constructed algebra C and some notions of quantum mechanics [10].

Consider the algebras A = C�3 and B = C�3. Fix the bases 1� P
1

� P
2

, P
1

, P
2

and 1�Q
1

�Q
2

, Q
1

, Q
2

of the algebras A and B respectively, satisfying the relations:

• P 2

i = Pi, Q2

i = Qi, i = 1, 2

• PiPj = QiQj = 0, i 6= j.

Consider the algebra C - the quotient of A ⇤B by ideal generated by the relation:

[P
1

�Q
2

, P
2

�Q
1

] = 0, (28)

i.e. P
1

Q
1

�Q
1

P
1

� P
2

Q
2

+Q
2

P
2

= 0.

Consider the representation of C such that generators P
1

, P
2

, Q
1

, Q
2

are repre-

sented as Hermitian matrices. In this case we have the following quantum-mechanical

interpretations:

Firstly, we have the interpretation from Section . Namely, projectors P
1

, P
2

, Q
1

, Q
2

are observables. In this case relations P
1

P
2

= P
2

P
1

and Q
1

Q
2

= Q
2

Q
1

mean

that pairs P
1

, P
2

and Q
1

, Q
2

are pairs of compatible observables. Since Pi, Qj are

projectors, we get the following interpretation: Pi and Qi are ”indicator” observables.

Also, P
1

�Q
2

and P
2

�Q
1

are compatible observables.

Secondly, recall the notion of mutually unbiased bases in a complex vector space

Cn with Hermitian form (, ). Two bases {ei}ni=1

and {fj}nj=1

are mutually unbiased

i↵

|(ei, fj)|2 = 1

n
. (29)

We can consider with the sets of vectors {ei}, {fj} the sets of orthogonal projectors

{pi}ni=1

, {qj}nj=1

of rank 1 respectively. Condition (29) can be rewrite in the following

manner:

piqjpi =
1

n
pi, qipjqi =

1

n
qi, i, j = 1, ..., n. (30)

Recall that reduced Temperley-Lieb algebra Br(�) for some simply-laced graph �

is a unital algebra over C[r] with generators xv labeled by vertices of � and relations:

x2

v = xv, (31)
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xvxw = xwxv = 0, (32)

if vertices v,W are not adjacent and

xvxwxv = rxv, xwxvxw = rxw, (33)

if v, w are adjacent.

Relations (30) lead us to the representations of reduced Temperley-Lieb algebra

B 1
n
(�n,n) of full bipartite graph �n,n with n vertices in each row.

One can find details of these representations connected with mutually unbiased

bases in Cn in article [3]. Also, one can see the construction of a 4-dimensional family

in C6 in [4] via representations of B 1
6
(�

6,6). Also, applications of symplectic geometry

for studying mutually unbiased bases are in [5]. Consider the case of dimension 7.

Nicoara ( [7]) showed that we have the following relation:

[p
1

+ p
2

, q
1

+ q
2

] = [p
3

+ p
4

, q
3

+ q
4

] (34)

for suitable ordering of {pi} and {qj}. It is easy that projectors p
1

+ p
2

, p
3

+ p
4

are

orthogonal. Analogously, q
1

+ q
2

and q
3

+ q
4

are orthogonal. Consider the ideal I of

B 1
7
(�

7,7) generated by the element [p
1

+ p
2

, q
1

+ q
2

]� [p
3

+ p
4

, q
3

+ q
4

]. Thus, identity

34 and correspondence

� : P
1

7! p
1

+ p
2

, P
2

7! p
3

+ p
4

, Q
1

7! q
1

+ q
2

, Q
2

7! q
3

+ q
4

(35)

define the morphism of algebras � : C ! B 1
7
(�

7,7)/I.

Thirdly, we light the connection between the algebra C and a Heisenberg algebra.

Recall that a Heisenberg algebra h
2

is a Lie algebra with generators x
1

, x
2

; y
1

, y
2

; z

and relations:

[xi, yj] = �ijz, [xi, xj] = [yi, yj] = 0, [xi, z] = [yi, z] = 0, i = 1, 2. (36)

Consider the universal enveloping algebra U(h
2

) with the same generators. Consider

the two-sided ideal I of U(h
2

) generated by x2

i � xi, y2i � yi, xixj, yiyj. Therefore,

we have the following morphism:  : C ! u = U(h
2

)/I defined by the rule:

 : Pi 7! xi, Qi 7! yi, and z =  ([P
1

, Q
1

]). It is easy that the morphism  

is surjective and the ideal Ker is generated by the elements P
1

Q
2

� Q
2

P
1

and

P
2

Q
1

�Q
1

P
2

. Thus, C/Ker ⇠= u.

Let us study the algebra u. In this case, we have the following identities:

xiz = zxi = yiz = zyi = 0, i = 1, 2. (37)

Show that x
1

z = 0. As we know, z = x
1

y
1

� y
1

x
1

= x
2

y
2

� y
2

x
2

. Thus, using

commutativity of x
1

and y
2

and the relation x
1

x
2

= 0, we get that x
1

z = x
1

(x
2

y
2

�
y
2

x
2

) = 0. Analogously, we obtain the rest.
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Also, deduce that z = 0 in the algebra u. Consider the element x
1

y
1

� y
1

x
1

= z.

Consider the element s = x
1

z + zx
1

. We get that s = x
1

(x
1

y
1

� y
1

x
1

) + (x
1

y
1

�
y
1

x
1

)x
1

= x
1

y
1

� y
1

x
1

= z. Using relations (37), we obtain that z = 0. Thus, the

algebra u is commutative.

Proposition 3. The algebra u ⇠= C�9.

Proof. The algebra u is a commutative algebra generated by x
1

, x
2

, y
1

, y
2

with

relations: x2

i = xi, y2i = yi, x1

x
2

= y
1

y
2

= 0 and xiyj = yjxi, i, j = 1, 2. Consider

the elements g
1

= (1 � x
1

� x
2

) + ✏x
1

+ ✏2x
2

and g
2

= (1 � y
1

� y
2

) + ✏y
1

+ ✏2y
2

,

where ✏ is a primitive root of unity of degree 3. One can show that g3i = 1, i = 1, 2

and g
1

g
2

= g
2

g
1

. Also, xi and yi are linear combinations of 1, g
1

, g2
1

. and linear

combinations of 1, g
2

, g2
2

respectively. Consider the group G = Z
3

� Z
3

. It can be

shown that u = C[G]. Therefore, we get the required result.

Corollary 4. 1-dimensional representations of C are 1-dimensional representations

of u. It means that for any f : C ! C there is a morphism g : u ! C such that

f = g �  .

Proof. Consider f : C ! C. The morphism f is defined by values f(Pi), f(Qi). It is

easy that f(Pi), f(Qi) 2 {0, 1}, i = 1, 2. Direct checking shows that there is only 9

possibilities for f(Pi) and f(Qi).

The algebra Pr(�) and the path algebra of a quiver

In this subsection we introduce the algebra Pr(�) for a fixed graph �. Also, we

explain its relation with the path algebra of the quiver Q
�

related to the graph �.

The algebra Pr(�) is an algebra over C with an identity element and generators

xv labeled by the vertices of � with the relations:

• x2

v = xv for every v 2 V (�)

• xvxw = xwxv = 0 for non-adjacent vertices v, w.

There is a natural morphism (augmentation) ✏ : Pr(�)! C defined by the formula:

✏ : xv 7! 0. The kernel of ✏ is called the ideal of augmentation. We denote it by

Pr+(�).

Also, define the path algebra CQ for the fixed quiver Q. Pathes in Q form the

basis of algebra CQ. Denote by Q

0

the set of vertices of the quiver Q, denote by

P (Q) the set of pathes in Q. We associate trivial path ev with any vertex v 2 Q

0

.

Define the following maps s : P (Q) ! Q

0

, t : P (Q) ! Q

0

as follows. For fixed

� 2 P (Q) define by s(�) and t(�) the source and the target of the path � respectively.

Define the multiplication of pathes in the quiver Q as follows. Consider two pathes

�
1

and �
2

. If t(�
1

) = s(�
2

) then �
1

�
2

is a path obtained by juxtaposition of pathes.
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Otherwise �
1

�
2

= 0. It is easy that identity element of CQ is a sum
P

ev where the

sum is taken over all vertices of Q. Thus, we define the path algebra CQ.

Let us construct the double quiver Q

�

related to fixed graph �. The set of

vertices of Q
�

is the set V (�). We connect any adjacent vertices i, j by opposite

arrows aij and aji. There is a correspondence between the set of pathes in Q
�

and

the set of elements of Pr(�) defined by following formula:

f : � 7! x� 2 Pr(�), (38)

where x� = xi1 ...xik and i
1

, ..., ik are consecutive vertices of path �.

Let us formulate (cf. [4]) the following proposition:

Proposition 5. The correspondence f is a bijection between CQ
�

and Pr+(�).

Therefore, the algebra Pr(�) has a C-basis 1, x�, where � runs over all pathes in Q
�

.

Recall the construction of a homotop bAx of the algebra A by means of the element

x 2 A. Let x be the fixed element of the algebra A. We will consider a non-unital

algebra Ax with multiplication ⇤x defined by formula:

a
1

⇤x a2 = a
1

xa
2

.

Formally adding the unit, we get the algebra bAx. We studied the properties of

homotops in the article [3]. In particular, we get the morphism: � : bAx ! A defined

by rule: � : a 7! ax. Denote by �(Q
�

) = 1 +
P

aij , where the sum is taken over all

arrows of the quiver Q
�

. The algebra Pr(�) is a homotop of the algebra CQ
�

by

means of the element �(Q
�

) [3]. Using properties of homotops, we get the morphism:

� : Pr(�)! CQ
�

(39)

defined by rule: xv 7! ev�(Q
�

).

Let us back to the case C�3 ⇤ C�3. Consider the full bipartite graph �k,m with k

and m vertices in upper and lower rows respectively. Denote them by 1, 2, ..., k and

10, 20, ...,m0 respectively (Figure ). Consider the graph �
3,3. Vertices 1, 2, 3 and 10, 20, 30

1 2

10 20

Figure 0.1:

correspond to P
1

, P
2

, P
3

= 1�P
1

�P
2

and Q
1

, Q
2

, Q
3

= 1�Q
1

�Q
2

respectively. The
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algebra C�3 ⇤ C�3 is isomorphic to the quotient of the algebra Pr(�
3,3) by the ideal

generated by the elements P
1

+P
2

+P
3

�1, Q
1

+Q
2

+Q
3

�1. Also, note that the algebra
C�3 ⇤C�3 is isomorphic to the algebra Pr(�

2,2). For simplicity, we denote by Pr and

CQ the algebras Pr(�
2,2) and CQ

�2,2
respectively. Also, we have the well-defined

morphism � : Pr ! CQ defined by rules: � : P
1

7! e
1

+a
11

0+a
12

0 , P
2

7! e
2

+a
21

0+a
22

0

and � : Q
1

7! e
1

0 + a
1

0
1

+ a
1

0
2

, Q
2

7! e
2

0 + a
2

0
1

+ a
2

0
2

(Figure 0.2).

1 2

20

a
1

0
1

a
11

0

10

Figure 0.2:

Filtration on C
In this subsection we introduce the filtration on the algebra C.
Recall that a filtration on the fixed associative algebra C is a set of finite-

dimensional subspaces F iC, i = 0, 1, 2, ... such that

• F 0C ✓ F 1C ✓ ... ✓ F iC ✓ F i+1C...,

• S1i=0

F iC = C

• F iC · F jC ✓ F i+jC, where F iC · F jC is a subspace generated by c0 · c00, c0 2
F iC, c00 2 F jC.

Consider the path algebra CQ for the fixed quiver Q. Define the length function:

l : P (Q) ! N
0

as follows. Put l(ev) = 0 for any vertex v 2 Q

0

. We will say that

l(�) = k i↵ � is a product of k arrows. Thus, one can see that there exists the

following filtration on CQ: F iCQ is a space generated by paths of length less or

equal i.

Note the following useful property of the morphism � from formula (39):

Proposition 6. The morphism � : Pr(�)! CQ
�

is injective.

Proof. Consider the element x =
P

c�x�, where � 2 P (Q
�

), x� is the element of

Pr(�) corresponding to the path � and c� 2 C. Assume that �(x) = �(
P

c�x�) =P
c���(Q

�

) = 0.

Let us prove that element �(Q
�

) is not a divisor of zero. Assume that there is an

element ⇥ =
P

� c�� 2 CQ
�

such that ⇥�(Q
�

) = 0. Consider linear independent
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paths � in the decomposition of the element ⇥. Multiplying by �(Q
�

), we get the

linear independent paths in the decomposition of ⇥�(Q
�

). Thus, the element ⇥ = 0.

Corollary 7. Length of paths induces the function of length L on the elements

of Pr(�). Namely, L(x�) = l(�) + 1, i.e. L(xi1 ...xik) = k. If x =
P

c�x�, then

L(x) = max�:c� 6=0

L(x�). Also, the filtration on CQ
�

induces the filtration on Pr(�):

F 0Pr(�) = C · 1, F iPr(�) is a space generated by the elements of length less or

equal i.

Let us back to the algebra Pr. We have the filtration on Pr induced by the

filtration of the algebra CQ. The algebra C is a quotient of Pr by ideal I generated

by element h = [P
1

�Q
2

, P
2

�Q
1

]. Also, recall that algebra C is a quotient of algebra

Pr(�
3,3) by the ideal I generated by the elements P

1

+P
2

+P
3

�1, Q
1

+Q
2

+Q
3

�1, h.

It is easy that Pr/I ⇠= Pr(�
3,3)/I. Since wreath product of S

3

and Z
2

is an

automorphism group of the graph �
3,3, there is an action of this group on Pr(�

3,3).

One can check that elements P
1

+ P
2

+ P
3

� 1, Q
1

+Q
2

+Q
3

� 1 are invariant under

the action of wreath product. Also, note that this construction defines the action of

wreath product of S
3

and Z
2

on Pr.

Lemma 8. There is a well-defined action of the group S
3

⇥ Z
2

on the ideal I as

follows. Symmetric group is generated by the permutations �
1

: P
1

$ P
2

, Q
1

$ Q
2

and �
2

: P
1

$ P
3

, Q
2

$ Q
3

. Group Z
2

acts by the permutation: P
1

$ Q
2

, P
2

$ Q
1

.

Proof. �
2

(h) = [P
3

� Q
3

, P
2

� Q
1

] = [Q
1

+ Q
2

� P
1

� P
2

, P
2

� Q
1

] = [Q
1

, P
2

] +

[Q
2

, P
2

] + [P
1

, Q
1

] + [P
2

, Q
1

] = [P
1

, Q
1

]� [P
2

, Q
2

] = h. The rest is easy.

Denote by pr the natural projection Pr ! C = Pr/I. Denote by F iC the image

of F i
Pr under pr. Thus, the algebra C has the filtration induced by the filtration of

Pr. Further, the morphism pr induces surjective morphisms: pri : F i
Pr ! F iC, i =

0, 1, 2, .... Also, denote by I i the space Kerpri = I \ F i
Pr, i = 0, 1, 2, ....

Consider the quotient spaces gr0Pr = C · 1, griPr = F i
Pr/F i�1

Pr, i = 1, 2, ...,.

It is easy that one can pickup the basis of the vector space griPr consisting of the

elements x�, l(�) = i� 1.

Let us prove the following proposition:

Proposition 9. Consider the vector spaces griC. We have the following identities

and inequalities:

•
dimCGr 0C = 1, dimCGr 1C = 4 (40)

•
dimCGr 2C  7, dimCGr iC  6, i � 3. (41)
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Moreover, any x 2 F lC can be presented as linear combination of the elements:

P
1

Q
1

P
1

..., Q
1

P
1

Q
1

..., P
1

Q
2

P
1

..., Q
2

P
1

Q
2

..., P
2

Q
1

P
2

... and Q
1

P
2

Q
1

... of length l

and elements of length less than l.

Proof. The cases of Gr 0C and Gr 1C are trivial. Note the following commutative

diagram:

0 // I l�1 //

✏✏

F l�1
Pr //

✏✏

F l�1C //

✏✏

0

0 // I l //

✏✏

F l
Pr //

✏✏

F lC //

✏✏

0

0 // I l/I l�1 // F l
Pr/F l�1

Pr // F lC/F l�1C // 0,

(42)

where two upper rows and three columns are short exact sequences. Using this

exactness and the direct calculations, we get that lower row is an exact sequence.

Also, consider the morphism f : I l ! F l
Pr ! F l

Pr/F l�1
Pr. This morphism

is defined as follows. Consider the element y =
P

� c�x� 2 I l. We have the

decomposition of y: y =
Pl

s=0

ys, where ys =
P

�:l(�)=s�1 c�x� . Then morphism f is

defined by rule: f(y) = yl. Therefore, Gr lC is a quotient of Gr l
Pr by the subspace

I l/I l�1. Also, I l/I l�1 is a space generated by ’l-parts’ of the elements of I l.

The inequality dimCGr 2C  7 is evident.

We prove the statement of the proposition by induction. Firstly, prove that any

element of F 3C is a linear combination of the elements P
1

Q
1

P
1

, Q
1

P
1

Q
1

, P
1

Q
2

P
1

,

Q
2

P
1

Q
2

, P
2

Q
1

P
2

, Q
1

P
2

Q
1

and elements of length less than 3. Denote by V ✓ I3

the subspace generated by the elements of type: x�h, hx�0 and x�hx�0 such that

L(x�) = L(x�0) = 1 and L(x�hx�0) = 3. Consider the image of V in Gr 3

Pr under

f . One can check that the quotient Gr 3

Pr/f(V ) is generated by the elements

P
1

Q
1

P
1

, Q
1

P
1

Q
1

, P
1

Q
2

P
1

, Q
2

P
1

Q
2

, P
2

Q
1

P
2

, Q
1

P
2

Q
1

.

Also, note that we have the following identities for the rest of PiQjPk:

PiQjPk = ±P
1

Q
1

P
1

+ x, (43)

where L(x)  2. Analogous statement for QiPjQk is true.

Further, assume that the statement is true for any l  k. Let us prove the

statement for l = k + 1. It is su�cient to prove that this statement is true for

monomials. Consider the monomial t = Pi1Qi2 ...Qik+1
, where ik+1

= 2. Using

induction, we have the following identity:

t = (c
1

P
1

Q
1

...P
1

+ c
2

Q
1

P
1

Q
1

...Q
1

+ ...+ c
6

Q
1

P
2

Q
1

...Q
1

)Q
2

=

c
1

P
1

Q
1

..P
1

Q
2

+ c
3

P
1

Q
2

P
1

...Q
2

+ c
5

P
2

Q
1

...P
2

Q
2

+ x,
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where L(x) < k+1. Using formula (43) and filtration, we obtain that P
1

Q
1

...P
1

Q
2

=

c00P
1

Q
1

...P
1

Q
1

+x, P
2

Q
1

...P
2

Q
2

= c0P
1

Q
1

...P
1

Q
1

+x0, where c0, c00 = ±1, L(x) < k+1

and L(x0) < k + 1. One can consider another cases analogously.

Using lemma 8, we get the following

Corollary 10. There is a well-defined action of S
3

⇥Z
2

on the algebra C compatible

with filtration. Thus, Gr lC is a S
3

⇥ Z
2

- module for any l 2 N
0

.

The ideal I of the algebra Pr as an intersection of the ideals and the basis of C

In this subsection we show that the ideal I of Pr is an intersection of three more

simple ideals of Pr. This allows us to calculate dimensions of Gr iC and the basis of

C.
Consider the ideals I

1

= hP
1

, Q
2

i, I
2

= hP
2

, Q
1

i and I
3

= h1�P
1

�P
2

, 1�Q
1

�Q
2

i
of the algebra Pr generated by P

1

, Q
2

, P
2

, Q
1

and 1�P
1

�P
2

, 1�Q
1

�Q
2

respectively.

It is easy that I
2

= �
1

(I
1

) and I
3

= �
2

(I
3

). Quotients Cj = Pr/Ij, j = 1, 2, 3

are isomorphic to free product C�2 ⇤ C�2. Denote by  j the natural projections:

Pr ! Cj, j = 1, 2, 3. It is clear that

 
2

=  
1

� �
1

, 
3

=  
1

� �
2

. (44)

Consider the case of I
1

. We have two algebras C�3 with bases P
1

, P
2

, 1�P
1

�P
2

and

Q
1

, Q
2

, 1�Q
1

�Q
2

. Define the morphisms C�3 ! C�2 as natural projections with

kernels generated by P
1

and Q
2

respectively. Thus, we can define the morphisms

C�3 ! C
1

= C�2 ⇤ C�2. Using universality of free product, we get the morphism:

 
1

: Pr = C�3 ⇤ C�3 ! C
1

= C�2 ⇤ C�2. Note that any element of C�2 ⇤ C�2
has pre-image under this morphism. Thus,  

1

is surjective. One can show that

Ker 
1

= I
1

. Using analogous arguments, we get that quotients Cj are isomorphic to

C�2 ⇤ C�2.

Proposition 11. Consider the algebra Pr and the two-sided ideals I = hhi, I
1

=

hP
1

, Q
2

i, I
2

= hP
2

, Q
1

i and I
3

= h1� P
1

� P
2

, 1�Q
1

�Q
2

i. Then

I ✓ I
1

\ I
2

\ I
2

. (45)

Proof. It is easy that I ⇢ Ij, j = 1, 2. Also, one can check that

h = (1�Q
1

�Q
2

)(P
1

+ P
2

)� (1� P
1

� P
2

)(Q
1

+Q
2

).

Thus, I ⇢ I
3

.
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Also, make the following useful remark. Denote by x
1

, y
1

, x
2

, y
2

and x
3

, y
3

the

generating idempotents of C
1

, C
2

and C
3

respectively. In this case morphism is defined

 
1

: P
1

7! 0, P
2

7! x
1

, Q
1

7! y
1

, Q
2

7! 0. The morphisms  
2

and  
3

are defined by

formula (44). It is clear that there is a natural filtration on Ci generated by length

function. It is well known that the following elements xiyixi..., yixiyi... form the basis

of Ci for i = 1, 2, 3. Also, dimCGr lCi = 2 with the basis consisting of the elements

xiyi..., yixi... of length l.

Theorem 12. We have the following identity:

I = I
1

\ I
2

\ I
3

. (46)

Proof. For simplicity, denote by I
123

the intersection I
1

\ I
2

\ I
3

. Using Proposition

11, we get that there is a surjective morphism: ⇡ : C ! Pr/I
123

. Note that the ideal

I
123

is an S
3

⇥ Z
2

- invariant. This morphism defines the filtration on the algebra

Pr/I
123

. Also, we have surjective morphism: ⇡ : Gr lC ! Gr l
Pr/I

123

. It is clear

that there is the following factorization of the morphism  i, i = 1, 2, 3:

C  i //

⇡

##

C
1

Pr/I
123

 0
i

;; (47)

Let us prove that dimCGr l
Pr/I

123

= 6 for l � 3 and dimCGr 2

Pr/I
123

= 7. For

this purpose, consider the elements from Proposition 9. Prove that images of this

elements under the morphism ⇡ are linear independent. Fix l � 3. Denote by

e
1

= ⇡(P
1

Q
2

P
1

...), e
2

= ⇡(P
2

Q
1

P
2

...), e
3

= ⇡(P
1

Q
1

P
1

...), f
1

= ⇡(Q
2

P
1

Q
2

...), f
2

=

⇡(Q
1

P
2

Q
1

...), f
3

= ⇡(Q
1

P
1

Q
1

...). Assume that there is a non-trivial linear combi-

nation a
1

e
1

+ a
2

e
2

+ a
3

e
3

+ b
1

f
1

+ b
2

f
2

+ b
3

f
3

= 0 in the vector space Gr l
Pr/I

123

.

Consider  0
1

(a
1

e
1

+ a
2

e
2

+ a
3

e
3

+ b
1

f
1

+ b
2

f
2

+ b
3

f
3

) = a
2

x
1

y
1

...+ b
2

y
1

x
1

... = 0. Thus,

a
2

= b
2

= 0. Using the action of S
3

⇥ Z
2

, we get that ai = bi = 0, i = 1, 2, 3.

The group of symmetries gives us two possibilities: P
1

Q
1

� P
2

Q
2

= 0, Q
1

P
1

�
Q

2

P
2

= 0 or P
1

Q
1

�Q
1

P
1

� P
2

Q
2

+Q
2

P
2

in Gr 2

Pr/I
123

. Direct calculations show

us that there is no element x 2 I
123

such that L(x)  2 and part of length 2 is

P
1

Q
1

�Q
1

P
1

. Thus, we have a unique possibility: P
1

Q
1

�Q
1

P
1

� P
2

Q
2

+Q
2

P
2

= 0.

This implies that ⇡ is an isomorphism. Combining with 11, we get that I =

I
123

.

Corollary 13. The agebra C has the following basis:

• an identity element 1, P
1

, P
2

, Q
1

, Q
2

- elements of length 0 and 1 respectively,

• P
1

Q
1

, P
1

Q
2

, P
2

Q
1

, P
2

Q
2

, Q
1

P
1

, Q
1

P
2

, Q
2

P
1

- elements of length 2
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• P
1

Q
1

P
1

..., Q
1

P
1

Q
1

..., P
1

Q
2

P
1

..., Q
2

P
1

Q
2

..., P
2

Q
1

P
2

..., Q
1

P
2

Q
1

... - elements of

length k for k � 3.

This set is an infinite basis of the algebra C. In particular, the algebra C is infinite-

dimensional.

Corollary 14. Consider the morphisms  i : C ! Ci. Thus, Ker 
1

\Ker 
2

\Ker 
3

=

{0}.

Representation theory of the algebra C
In this section we study representation theory of the algebra C. We classify

irreducible C - modules by means of studying the center of C. Also, we the geometric

description

Algebras Sa, a 2 C⇤

In this subsection we study the one-dimensional family of commutative subalge-

bras.

Consider the algebra C.
Let us introduce the parameter a = (a

0

: a
1

) 2 P1. Recall that a projective line

P1 consists of points with homogenous coordinates (a
0

: a
1

). Consider the element

[a
0

P
1

� a
1

Q
2

, a
0

P
2

� a
1

Q
1

]. It is easy that

[a
0

P
1

� a
1

Q
2

, a
0

P
2

� a
1

Q
1

] = �a
0

a
1

([P
1

, Q
1

]� [P
2

, Q
2

]) = �a
0

a
1

[P
1

�Q
2

, P
2

�Q
1

].

(48)

If a
0

, a
1

6= 0 then the ideals h[a
0

P
1

� a
1

Q
2

, a
0

P
2

� a
1

Q
1

]i and h[P
1

�Q
2

, P
2

�Q
1

]i
of Pr coincide. Thus, we can consider the family of the algebras Sa parameterizing

by P1 \ {(0 : 1), (1 : 0)} = C⇤ with the coordinate a = a1
a0
.

Fix a 2 C⇤. Consider the subalgebra Sa ⇢ C generated by the elements s
1

=

P
1

� aQ
2

and s
2

= P
2

� aQ
1

. It is clear that Sa is commutative. Note that Sa is

invariant under the action of involution �
1

. Also, using Proposition 1 in the case

of A = C�3 and B = C�3 and Theorem 13, we get that the algebra Sa is infinite-

dimensional. Also, we have the well-defined action of S
3

on the algebra Sa. Actually,

this group acts on Sa by permutations of the elements: s
1

, s
2

, s
1

+ s
2

+ (a � 1).

Permutation Pi $ Qi transform subalgebra Sa to S 1
a
. Thus, if a = ±1 we have the

well-defined action of S
3

⇥ Z
2

.

Proposition 15. We claim that there is the following identity:

s
1

s
2

(s
1

+ s
2

+ (a� 1)) = 0. (49)
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Proof. Let us rewrite this element as follows.

s
1

s
2

(s
1

+ s
2

� (a� 1)) = (P
1

� aQ
2

)(P
2

� aQ
1

)((P
1

+P
2

)� a(Q
1

+Q
2

) + (a� 1)) =

= �a(P
1

Q
1

+Q
2

P
2

)((P
1

+ P
2

)� a(Q
1

+Q
2

) + (a� 1)) =

= �a(P
1

Q
1

P
1

+ P
1

Q
1

P
2

� P
1

Q
1

) + a2(Q
2

P
2

Q
1

+Q
2

P
2

Q
2

�Q
2

P
2

).

We have the following identity: P
1

h(P
2

�1) = P
1

Q
1

P
1

+P
1

Q
1

P
2

�P
1

Q
1

. Thus, we

get that P
1

Q
1

P
1

+P
1

Q
1

P
2

�P
1

Q
1

= 0. Analogously, Q
2

P
2

Q
1

+Q
2

P
2

Q
2

�Q
2

P
2

= 0.

Consequently, we proved the required statement.

Proposition 16. Fix a 2 C⇤. Consider the surjective morphism � : C[s
1

, s
2

]! Sa.

Kernel of � is generated by the element s
1

s
2

(s
1

+ s
2

+ (a� 1)), i.e. relation (49) is

the unique defining relation of the algebra Sa.

Proof. Consider the element h
1

2 Ker�. Using infinite-dimensionality of Sa, we get

that g.c.d.(h
1

, s
1

s
2

(s
1

+ s
2

+ (a� 1))) 6= 1. We have three possibilities:

• h
1

= s
1

h
2

for some h
2

,

• h
1

= s
2

h
2

for some h
2

,

• h
1

= (s
1

+ s
2

+ (a� 1))h
2

for some h
2

.

Applying the action of S
3

, we get that h = s
1

s
2

(s
1

+ s
2

+ (a� 1))h0 for some h0.

Consider the family of a�ne varieties SpecSa = Homalg(Sa,C), a 2 C⇤. Note the

following fact:

Corollary 17. We have two cases:

• a 6= 1, SpecSa is a union of three lines on the plane intersecting in three

di↵erent points.

• a = 1, SpecS
1

is a union of three lines on the plane passing through one point.

(Figure 0.3)

Proof. Fix a 2 C⇤. Consider the a�ne variety SpecSa. There is a natural embedding

SpecSa into a�ne space C2 with coordinates s
1

, s
2

. SpecSa is given by equation (49)

.
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S
1

+ S
2

+ a� 1 = 0

S
1

= 0 S
2

= 0

S
1

+ S
2

= 0

S
1

= 0
S
2

= 0

Figure 0.3:

The center of the algebra C

In this subsection we describe the center of the algebra C.
Consider a one-dimensional family of the subalgebras Sa ⇢ C, a 2 C⇤. Denote

by s
1

(a) = P
1

� aQ
2

and s
2

(a) = P
2

� aQ
1

for fixed a 2 C⇤. Denote by Z(C) the
center of the algebra C.

Proposition 18. We have the following statements:

• The subalgebras Sa1 and Sa2 for any di↵erent fixed a
1

, a
2

2 C⇤, a
1

6= a
2

generate

the algebra C.

• Elements s2
1

(a0) + (a0� 1)s
1

(a0), s2
2

(a0) + (a0� 1)s
2

(a0), s
1

(a0)s
2

(a0) belong to the

intersection
T

a2C⇤ Sa for any a0 2 C⇤.

• Also, we have the following immersion:
T

a2C⇤ Sa ✓ Z(C).

Proof. Using expressions for si(a) as linear combinations of Pi, Qj, we get the first

statement. Direct calculations give us the following identities:

a
2

(s2
1

(a
1

) + (a
1

� 1)s
1

(a
1

)) = a
1

(s2
1

(a
2

) + (a
2

� 1)s
1

(a
2

)), (50)
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a
2

(s2
2

(a
1

) + (a
1

� 1)s
2

(a
1

)) = a
1

(s2
2

(a
2

) + (a
2

� 1)s
2

(a
2

)), (51)

a
2

s
1

(a
1

)s
2

(a
1

) = a
1

s
1

(a
2

)s
2

(a
2

), (52)

for any a
1

, a
2

2 C⇤. This proves the second statement. In particular, we get that
T

a2C⇤ Sa = Sa1 \ Sa2 for any a
1

, a
2

2 C⇤, a
1

6= a
2

. Consider x 2 Sa1 \ Sa2 . Thus,

x commutes with si(aj), i = 1, 2, j = 1, 2. Using the first statement, we get that

x 2 Z(C).

Proposition 19. Fix a 2 C⇤. Any element of the center Z(C) can be expressed as

the sum f
1

(t
1

) + f
2

(t
2

) + f
3

(t
3

) , where fi 2 C[x] and

t
1

=
s2
2

(a) + (a� 1)s
2

(a) + s
1

(a)s
2

(a)

a
, t

2

=
s2
1

(a) + (a� 1)s
1

(a) + s
1

(a)s
2

(a)

a
,

t
3

=
s
1

(a)s
2

(a)

a
.

(53)

Proof. Consider the morphisms  i : C ! Ci, i = 1, 2, 3 from Subsection . It is easy

that  i(Z(C)) ✓ Z(Ci), i = 1, 2, 3, where Z(Ci) are the center of the algebra Ci for
i = 1, 2, 3. Let us prove that x 2 Z(C) i↵  i(x) 2 Z(Ci) for i = 1, 2, 3. It is easy that

necessity is evident.

Recall that xi, yi are generators of Ci, i = 1, 2, 3. It is well known that the center

of Ci is generated by the element ✓i = xiyi + yixi � xi � yi for any i = 1, 2, 3 (cf. []).

Fix a 2 C⇤. Consider the element

t
3

=
s
1

(a)s
2

(a)

a
. (54)

It is clear that  i(t3) = 0, i = 1, 2 and  
3

(t
3

) = ✓
3

. Recall that there is an action

of S
3

⇥ Z
2

on C. It is easy that this group preserves the center Z(C). Considering
di↵erent elements of type �(t

3

), � 2 S
3

, we can find the elements ti, i = 1, 2 such

that  j(ti) = 0 if i 6= j and  i(ti) = ✓i, i = 1, 2. Direct calculations show us that

t
1

= �s2
2

(a) + (a� 1)s
2

(a) + s
1

(a)s
2

(a)

a
, t

2

= �s2
1

(a) + (a� 1)s
1

(a) + s
1

(a)s
2

(a)

a
.

(55)

Assume that  i(x) 2 Z(Ci), i = 1, 2, 3. We have the following formulas for

 i(x):  i(x) = fi(✓i), i = 1, 2, 3 for some polynomial fi 2 C[x]. Consider the

element z = f
1

(t
1

) + f
2

(t
2

) + f
3

(t
3

) 2 Z(C). Then we have the following formulas:

 i(z) =  i(x) = fi(✓i), i = 1, 2, 3. Thus, x � z 2 Ker 
1

\ Ker 
2

\ Ker 
3

. As we

know from Corollary 14, Ker 
1

\Ker 
2

\Ker 
3

= {0}. Hence, x = z.

Note that it is more convenient to choose ti by formulas (54) and (55), because

the expressions of ti in terms of Pi, Qj are independent of a.
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Corollary 20. We have the following relations:

t
1

t
2

= t
2

t
3

= t
3

t
1

= 0 (56)

Moreover, these elements t
1

t
2

, t
2

t
3

, t
3

t
1

generate the kernel of the natural morphism:

C[t
1

, t
2

, t
3

]! Z(C).

Proof. Prove that t
1

t
2

= 0. It is easy that  i(t1t2) = 0, i = 1, 2, 3. Thus, t
1

t
2

= 0.

Analogously, titj = 0 for i 6= j.

Further, consider some h(t
1

, t
2

, t
3

) = 0. Since titj = 0 for i 6= j, we can write h

as the sum h
1

(t
1

) + h
2

(t
2

) + h
3

(t
3

), where hi 2 C[x]. Using the morphisms  i, we

get that hi = 0.

As we know, there is the action of S
3

on Z(C) by permutations of ti.

Calculating SpecZ(C) = Homalg(Z(C),C) we get the following corollary:

Corollary 21. The a�ne variety SpecZ(C) is a union of three lines in the three-

dimensional space passing through one point.

The group S
3

acts on SpecZ(C) by permutations of lines.

Let us make the remark about the application of the center Z(C) in quantum

mechanics. As we know, we can consider a quantum-mechanical system corresponding

to algebra C. In this case the elements of the center Z(C) play the role of conservation

laws of the system. It means that if we decompose our quantum-mechanical system

into the direct sum of finite-dimensional irreducible subsystems, then elements of

Z(C) are constants in these subsystems. Conversely, the characters of Z(C) give us

decomposition of the quantum-mechanical system into the direct sum of irreducible

subsystems. We will discuss it in the next subsection ??.

Fix a 2 C⇤. Consider the natural morphism of a�ne varieties: pa : SpecSa !
SpecZ(C). Since Z(C)! Sa is an immersion, the morphism pa is dominant. Denote

by Li, i = 1, 2, 3 the components of SpecSa given by the equations: s
1

= 0, s
2

= 0,

s
1

+ s
2

+ (a� 1) = 0 respectively. Recall that we have the action of S
3

on the a�ne

variety SpecSa. Consider the involutions ⌧i, i = 1, 2, 3 of S
3

defined by the formulas:

⌧
1

: s
1

7! s
1

, s
2

7! �(a� 1)� s
1

� s
2

,

⌧
2

: s
1

7! �(a� 1)� s
1

� s
2

, s
2

7! s
2

,

⌧
3

: s
1

$ s
2

.

It is easy that ⌧i(Li) = Li, i = 1, 2, 3. Denote by li the components of SpecZ(C)
given by the equations: t

1

= 0, t
2

= 0 and t
3

= 0

Proposition 22. Fix a 2 C⇤. We have the following statements:

• pa(Li) = li and restriction of pa onto Li has degree 2.
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• pa|Li
� ⌧i = pa, and hence, Li/⌧i ⇠= li.

• Consider points xi 2 Li such that ⌧i(xi) = xi. Then x
1

= (0,�a�1
2

), x
2

=

(�a�1
2

, 0), x
3

= (0, 0). Thus, ramification divisors of the restriction pa onto

Li, i = 1, 2, 3 are the points (� (a�1)2
4a

, 0, 0), (0,� (a�1)2
4a

, 0) and (0, 0,� (a�1)2
4a

) of

SpecZ(C) respectively.

• p�1(0, 0, 0) = {(0, 0), (0, 1� a), (1� a, 0)}.

Proof. Consider the case of L
1

. Points of L
1

has coordinates (0, x) in coordinates

s
1

, s
2

. Restriction of pa onto L
1

is given by the rule: (0, x) 7! x2
+ax
a

. Direct checking

and the action of S
3

prove the proposition.

Remark the following corollary:

Corollary 23. • If a = 1 then ramification divisor is (0, 0, 0)

• if a = 1, then the morphism pa provides the isomorphism of the varieties

SpecSa/Z2

and SpecZ(C), where the involution acts by the formula: x 7! �x.

• if a = �1 then ramification divisor is the set {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

Properties of C-modules

In this subsection we describe properties of finite-dimensional C-modules. In

particular, we give the description of irreducible C-modules.

Firstly, consider the set of so-called characters, i.e. one-dimensional C-modules.

Recall that we calculated this set in Section Fix a 2 C⇤. As we know from Section ,

any element x 2 C can be expressed as

amx = s+Q
1

s0 +Q
2

s00, s, s0, s00 2 Sa. (57)

Consider algebra C as algebra with generators si, i = 1, 2 and Qi, i = 1, 2. In

style of section we have the following formulas for Pi: P1

= s
1

+ aQ
2

, P
2

= s
2

+ aQ
1

.

Using orthogonality of Pi, we get the following formulas:

(s
1

+ aQ
2

)(s
2

+ aQ
1

) = 0, (s
2

+ aQ
1

)(s
1

+ aQ
2

) = 0.

Thus, we deduce the following identities:

s
1

s
2

+ aQ
2

s
2

+ as
1

Q
1

= 0, s
2

s
1

+ aQ
1

s
1

+ as
2

Q
2

= 0. (58)

Also, we have the formulas: (s
1

+ aQ
2

)2 = s
1

+ aQ
2

and (s
2

+ aQ
1

)2 = s
2

+ aQ
1

.

Therefore, we get the following identities:

a(Q
1

s
2

+ s
2

Q
1

) = s
2

� s2
2

+(a�a2)Q
1

, a(Q
2

s
1

+ s
1

Q
2

) = s
1

� s2
1

+(a�a2)Q
2

. (59)
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Thus, we can consider the algebra C as unital algebra with generators Q
1

, Q
2

, s
1

, s
2

satisfying relations: Q2

i = Qi, i = 1, 2, QiQj = 0 if i 6= j, s
1

s
2

= s
2

s
1

and relations

(49), (58) and (59).

Multiplying the element aQ
2

s
2

by (s
1

+ (a� 1)) from the left side, we get that

(s
1

+ (a� 1))aQ
2

s
2

= �(s
1

+ (a� 1))as
1

Q
1

� (s
1

+ (a� 1))s
1

s
2

from relations (58). Recall that the element (s
1

+(a� 1))s
1

is central. Using relation

(59), we obtain that

as
1

Q
2

s
2

+ (a� 1)aQ
2

s
2

= �aQ
2

s
1

s
2

+ (s
1

� s2
1

)s
2

+ (a� a2)Q
2

s
2

+ (a� 1)aQ
2

s
2

= �aQ
1

(s
1

+ (a� 1))s
1

� (s
1

+ (a� 1))s
1

s
2

.

Finally, we have that

s
1

s
2

�Q
2

s
1

s
2

+Q
1

(s
1

+ (a� 1))s
1

= 0. (60)

Using symmetries, we get that

(Q
1

s
1

�Q
2

s
2

)((a� 1) + s
1

+ s
2

) = 0 (61)

and

�s
1

s
2

+Q
1

s
1

s
2

�Q
2

s
2

((a� 1) + s
2

) = 0. (62)

Let us define the singular characters. We will say that � is singular if � 2
{(0, 0), (1� a, 0), (0, 1� a)}, i.e. correspond to singular points of the variety SpecSa.

Further, prove the following proposition:

Proposition 24. Fix a 6= ±1. Consider the character � 2 SpecSa. Denote by C�

the one-dimensional Sa-module corresponding to �. We have the following statements:

• if � is not singular, then dimCC ⌦Sa C� = 2,

• if � is singular, then dimCC ⌦Sa C� = 3.

Proof. Let v be a vector such that siv = �(si)v. It is well known that generators of

the C - module C ⌦Sa C� are the vectors 1⌦ v, Q
1

⌦ v and Q
2

⌦ v. Tensoring the

identity (60) by v, we get the following identity:

s
2

s
1

⌦ v �Q
1

s
1

s
2

⌦ v +Q
2

((a� 1) + s
1

)s
1

⌦ v =

= �(s
1

s
2

) · 1⌦ v � �(s
1

s
2

) ·Q
1

⌦ v + ((a� 1) + �(s
1

))�(s
1

) ·Q
2

⌦ v = 0.

This expression is trivial i↵ �(s
1

)�(s
2

) = 0,�(s
1

)(�(s
1

) + (a � 1)) = 0, i.e. �

corresponds to line s
1

= 0 and the point s
1

= �(a � 1), s
2

= 0. Applying the

group of symmetry, we get that (60), (61) and (62) are trivial linear combinations i↵

� 2 {(0, 0), (1� a, 0), (0, 1� a)}.
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Consider the C-module W . Denote by Char(W ) the set of characters � 2 SpecSa

such that there exists an immersion: C� ! W as Sa-modules.

Recall that there are three involutions ⌧i, i = 1, 2, 3 acting on Li ⇢ SpecSa.

Proposition 25. Consider C-module W . Assume that � 2 Char(W ), � 2 Li Then

⌧i(�) 2 Char(W ).

Proof. Assume that � 2 L
1

. Thus, �(s
1

) = 0,�(s
2

) = x and s
2

1⌦ v = �(s
2

)1⌦ v.

Using relation (61), we get that Q
2

⌦v = 0. Let us calculate s
2

Q
1

⌦v. Using relation

(59), we obtain that

s
2

Q
1

⌦ v + xQ
1

⌦ v =
x� x2

a
1⌦ v + (1� a)Q

1

⌦ v.

Thus, s
2

Q
1

⌦ v = (�(a� 1)� x)Q
1

⌦ v + x�x2

a
1⌦ v. Similar arguments give us that

s
1

Q
1

⌦ v = 0.

Therefore, the operator s
2

acting on two-dimensional space generated by 1⌦v,Q
1

⌦v

has two eigenvalues x and �(a� 1)� x = ⌧
1

((0, x)). Analogously, one can prove the

rest.

Corollary 26. If a = 1 then the character is singular i↵ � = (0, 0). Thus, we get

that

• if � = (0, 0), then dimCC ⌦Sa C� = 3,

• if � 6= (0, 0) then dimCC ⌦Sa C� = 2.

Further, we classify irreducible C-modules.

Proposition 27. Consider the irreducible C-module W .

• Assume that � 2 Li ⇢ SpecSa is not singular, ⌧i(�) 6= � and � 2 Char(W ).

We have the following isomorphism of C - modules:

W ⇠= C ⌦Sa C� ⇠= C ⌦Sa C⌧i(�). (63)

• If a 6= ±1 and � is singular. Then C ⌦Sa C� is a non-trivial extension of

one-dimensional C-modules.

• If a 6= ±1, � 2 Li ⇢ SpecSa and ⌧i(�) = �. In this case C⌦Sa C� is irreducible

C-module. If a = �1, � 2 Li ⇢ SpecSa and ⌧i(�) = �. In this case C⌦Sa C� is

a sum of one-dimensional C-modules. If a = 1, � 2 Li ⇢ SpecSa and ⌧i(�) = �

then � is singular and � = (0, 0).
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Proof. If � 2 Li is not singular and ⌧i(�) 6= �, then Char(W ) = {�, ⌧i(�)} and

dimCW � 2. Also, C ⌦Sa C� has dimension 2 and we have a non-trivial morphism

C ⌦Sa C� ! W . Since W is irreducible, we get that W ⇠= C ⌦Sa C�. First statement

is proved.

Consider � = (0, 0) 2 SpecSa. In this situation, we get that s
1

1 ⌦ v = 0,

s
1

Q
1

⌦v = 0 and s
1

Q
2

⌦v = (1�a)Q
2

⌦v for s
1

; s
2

1⌦v = 0, s
2

Q
1

⌦v = (1�a)Q
1

⌦v
and s

2

Q
2

⌦v = 0 for element s
2

. It is easy that Qi1⌦v = Qi⌦v, QiQj⌦v = �ijQj⌦v
for i, j = 1, 2. One can check that there is a two-dimensional submodule W

0

of

C ⌦Sa C� generated by the images of Qi, si, i = 1, 2. But there is no additional

one-dimensional submodule W
1

of C ⌦Sa C� such that W
0

�W
1

= C ⌦Sa C�.

Analogous arguments and direct calculations prove the rest.

Corollary 28. We have the following list of irreducible C-modules:

• 9 one-dimensional modules from Proposition 3.

• C ⌦Sa C� if � is not singular. Note that if � 2 Li ⇢ SpecSa then C ⌦Sa

C� ⇠= C ⌦Sa C⌧i(�). It means that two-dimensional irreducible C - modules

corresponding to Li are parameterized by the quotient Li/⌧i ⇠= li.

Consider the algebra C. Recall that we have the morphisms:  i : C ! Ci from
subsection . It is easy that one can get the irreducible C-modules as irreducible

Ci-modules by means of applying  i. Formulate the following corollary:

Corollary 29. For any irreducible C-module V there is a number i such that V can

be obtained from some Ci-module Vi by means of applying  i.

Algebras C#,# 2 SpecZ(C)
In this subsection we study the quotient of the algebra C by the ideal generated

by the relations: z � #(z) · 1, z 2 Z(C) for fixed character # 2 SpecZ(C).
We can consider the algebra C as an algebra over its center Z(C). Denote

by Irr(C) the set of irreducible C-modules. It is well known that there is a map:

p : Irr(C)! SpecZ(C) defined as follows. Fix an irreducible C-module V . We can

consider this module as Z(C)-module. By Schur’s lemma, V as Z(C) - module is a

direct sum of dimCV copies of C# for some character # 2 SpecZ(C). The map p is

defined by rule: V 7! #.

Fix the character # 2 SpecZ(C). Consider the algebra C# the quotient of C
by the ideal generated by relations z � #(z) · 1, z 2 Z(C). Irreducible C-modules

corresponding to # are irreducible C#-modules. Since Z(C) is a subalgebra of C, C is

a Z(C) - module. It is easy that a C# as vector space is isomorphic to C ⌦Z(C) C#.

Proposition 30. Fix the character # 2 SpecZ(C). Then we have the following

identities for dimensions:
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• if # = (0, 0, 0) then dimCC# = 9,

• if # 6= (0, 0, 0) then dimCC# = 4.

Proof. Recall that the fiber of the morphism pa over (0, 0, 0) consists of three singular

characters. Then we deduce that an Sa-module Sa ⌦Z(C) C# for # = (0, 0, 0) is three-

dimensional and is isomorphic to the direct sum
L

C�, where the sum is taken over

singular characters of Sa. Actually, in this case, we have the following isomorphism:

C ⌦Sa Sa ⌦Z(C) C# =
M

C ⌦Sa C�, (64)

the sum is taken over singular characters of Sa. Using Proposition 24, we get that

dimCC ⌦Sa C� = 3 and, hence, C ⌦Z(C) C# = 9.

Assume that # 2 li ⇢ SpecZ(C) is not in the ramification divisor of pa and

# 6= (0, 0, 0). In this situation one can show that Sa - module Sa ⌦Z(C) C# is

isomorphic to the direct sum C� � C⌧i(�), where � 2 Li and pa(�) = #. Thus, we

obtain that C⌦Z(C)C# = C⌦Sa C�
L C⌦Sa C⌧i(�). Using Proposition 24, we get that

dimCC ⌦Z(C) C# = 4.

Assume that # is in the ramification divisor of pa. Choose a0 such that # is not

in the ramification divisor of pa0 and apply arguments of the previous case.

Prove the following structure theorem for the algebra C# for various # 2 SpecZ(C):

Theorem 31. Consider the algebra C#. We have the following statements:

• if # /2 {(0, 0, 0), (�1, 0, 0), (0,�1, 0), (0, 0,�1)}, then C# ⇠= Mat
2

(C),

• if # 2 {(�1, 0, 0), (0,�1, 0), (0, 0,�1)}, then the algebra C# has

a two-dimensional radical J ,

• if # = (0, 0, 0), then the algebra C# has a 6-dimensional radical.

Proof. Let # = (0, 0, x), x 6= 0. In this case the algebra C# is a quotient of C by the

ideal generated by the relation t
3

= 1. One can rewrite this relation as s
1

s
2

� ax · 1.
It can be shown that the algebra C# has the following basis 1, s

1

, Q
1

, Q
1

s
1

with the

relations: s2
1

+ (a� 1)s
1

+ ax = 0 and s
1

Q
1

+Q
1

s
1

� s
1

+ (1� a)Q
1

+ x+ 1� a = 0.

It is clear that there is 2-dimensional commutative subalgebra S of C# generated by

s
1

. Fix character � of S. It is easy that �(s
1

)2 + (a� 1)�(s
1

) + x = 0. Denote by

v the generator of the 1-dimensional S-module C� corresponding to the character

�. Consider C#-module C# ⌦S C�. This module is 2-dimensional and has the basis

1⌦ v and Q
1

⌦ v. Thus, we have the homomorphism: C# !Mat
2

(C) given by the

formula:

s
1

7!
 
�(s

1

) �(s
1

)� x� 1 + a

0 ��(s
1

) + 1� a

!
, Q

1

7!
 
0 0

1 1

!
(65)
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Prove that if x 6= �1 then this homomorphism is isomorphism. It is su�cient to

prove that C#-module C# ⌦S C� is irreducible. Assume that there exists a non-trivial

C# - invariant subspace of C# ⌦S C�. It is clear that this subspace is the kernel of

the matrix corresponding to Q
1

or the image of this matrix. Direct checking shows

us that this subspace exists i↵ x = �1.
Assume that x = �1. Consider the element h = a+s

1

�(a+1)Q
1

. One can check

that h2 = 0. Consider the two-sided ideal J of C# generated by h. Direct calculations

show us that this ideal consists of two elements h and (s
1

� 1)Q
1

. One can show that

J2 = 0. It means that J is a radical of C# and the quotient C#/J ⇠= C� C. Using
symmetry, we get the first and second statements.

Assume that # = (0, 0, 0) and a 6= 1. In this case the algebra C# is 9 - dimensional

and has the basis: 1, s
1

, s
2

, Q
1

, s
1

Q
1

, s
2

Q
1

, Q
2

, s
1

Q
2

, s
2

Q
2

and the relations s
1

s
2

=

0, s2
1

+(a�1)s
1

= 0, s2
2

+(a�1)s
2

= 0, (58) and (59). One can rewrite these relations

as follows

s
1

Q
1

+Q
2

s
2

= 0, Q
1

s
1

+ s
2

Q
2

= 0, (66)

Q
1

s
2

+ s
2

Q
1

= s
2

+ (1� a)Q
1

, Q
2

s
1

+ s
1

Q
2

= s
1

+ (1� a)Q
2

. (67)

Consider the elements h
1

= s
1

+ (a� 1)Q
2

, h
2

= s
2

+ (a� 1)Q
1

. Denote by J 0 the

two-sided ideal of C# generated by h
1

, h
2

. One can calculate that h2

1

= h2

2

= h
1

h
2

= 0.

Also, s
2

h
1

= (a� 1)s
2

Q
2

. Using relations, we obtain that s
2

Q
2

s
2

Q
2

= �s
2

s
1

Q
1

Q
2

=

0. Analogously, elements s
1

Q
1

, s
1

(1 � Q
2

), s
2

(1 � Q
1

) 2 J 0 are nilpotent. It can

be shown that J 0 is a radical of C# and C#/J 0 = C � C � C. In the case a = 1,

denote by J 0 the ideal generated by s
1

, s
2

. Direct calculations show us that J 0 is a

6-dimensional radical and C#/J 0 = C� C� C.

Corollary 32. Dimension of any irreducible C - module is less than 2. Two-

dimensional irreducible C - modules are parameterized by the open dense subset

U = SpecZ(C) \ {(0, 0, 0), (�1, 0, 0), (0,�1, 0), (0, 0,�1)}
.

Representation of C corresponding to a mutually unbiased basis in dimension 7

We constructed the morphism C ! B 1
7
(�

7,7) in Subsection . Also, recall that any

non-trivial 7-dimensional representation of B 1
7
B(�

7,7) defines an orthogonal pair in a

Lie algebra [4]. In this subsection we study a pullback of a non-trivial 7-dimensional

representation of B 1
7
(�

7,7).

Consider the algebra B 1
7
(�

7,7) with generators p
1

, ..., p
7

and q
1

, ..., q
7

. Consider

the ideal I generated by [p
1

+ p
2

, q
1

+ q
2

]� [p
3

+ p
4

, q
3

+ q
4

]. Recall that we have the

homomorphism i : C ! B 1
7
(�

7,7) defined by rule: P
1

7! p
1

+ p
2

, P
2

7! p
3

+ p
4

, Q
1

7!
q
1

+q
2

, Q
2

7! q
3

+q
4

. Using arguments of the filtration on C and the basis of B 1
7
(�

7,7)

described in [3], we get the following proposition:
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Proposition 33. The morphism i is injective.

Denote by ⇢ the 7-dimensional B 1
7
(�

7,7) - representation. Using the relation

Trpiqj =
1

7

, we get the following values for the characters for a pullback of ⇢:

character dim P
1

P
2

Q
1

Q
2

P
1

Q
1

P
1

Q
2

P
2

Q
1

P
2

Q
2

� 7 2 2 2 2 4

7

4

7

4

7

4

7

Firstly, let us calculate the traces of the elements

P
1

, P
2

, Q
1

, Q
2

, P
1

Q
1

, P
1

Q
2

, P
2

Q
1

, P
2

Q
2

in the various irreducible C-modules. 9 one-dimensional C-modules. We have the

following list:

character dim P
1

P
2

Q
1

Q
2

P
1

Q
1

P
1

Q
2

P
2

Q
1

P
2

Q
2

�
1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

�
2

1 1 0 0 0 0 0 0 0

�
3

1 0 1 0 0 0 0 0 0

�
4

1 0 0 1 0 0 0 0 0

�
5

1 0 0 0 1 0 0 0 0

�
6

1 1 0 1 0 1 0 0 0

�
7

1 1 0 0 1 0 1 0 0

�
8

1 0 1 1 0 0 0 1 0

�
9

1 0 1 0 1 0 0 0 1

Secondly, consider two-dimensional C-modules. As we know, these modules are

parameterized by SpecZ(C), i.e. the points of type (x, 0, 0), (0, x, 0), (0, 0, x), x 6=
0,�1. We get the following list:

character dim P
1

P
2

Q
1

Q
2

P
1

Q
1

P
1

Q
2

P
2

Q
1

P
2

Q
2

�
(x,0,0) 2 0 1 1 0 0 x+ 1 0 0

�
(0,y,0) 2 1 0 0 1 0 0 y + 1 0

�
(0,0,z) 2 1 1 1 1 �z 1 + z 1 + z �z

Actually, consider the representation of C corresponding to the point (0, 0, x).

In this case t
3

= x. Thus, t
3

= �P
1

Q
1

� Q
2

P
2

= x · 1. Calculating the trace,

we get that �Tr(P
1

Q
1

+ Q
2

P
2

) = 2x. Further, in this representation we have the

following identities: P
2

= 1� P
1

, Q
2

= 1�Q
1

. Thus, �2TrP
1

Q
1

= 2x and hence,

TrP
1

Q
1

= �x.
Recall the notion Jordan-Holder composite factors and its property in representa-

tion theory. Consider the unital associative algebra A. We say that an A-module V
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has Jordan-Holder composite factors (briefly, composite factors) W
1

,...,Ws if there

exists a sequence of A-submodules of the following type:

0 = M
0

⇢M
1

⇢M
2

... ⇢Ms�1 ⇢Ms = V (68)

and the quotients Wi = Mi/Mi�1, i = 1, ..., s are irreducible A-modules. It is known

that the set of composite factors for any A-module is unique up to permutations.

Let us denote by gr(V ) the direct sum W
1

� ...�Ws for an A-module V with the

composite factors W
1

,...,Ws. Two n-dimensional A-modules V
1

and V
2

have the same

characters i↵ gr(V
1

) ⇠= gr(V
2

).

Consider C - module V corresponding to ⇢. Find Jordan-Holder factors of V . For

this purpose, we must find numbers mi, i = 1, ..., 9;n
1

, n
2

, n
3

2 N
0

such that:

� =
9X

i=1

mi�i + n
1

�
(x,0,0) + n

2

�
(0,x,0) + n

3

�
(0,0,x). (69)

For any set m
1

, ...,m
9

;n
1

, n
2

, n
3

satisfying (69), we get that C - module has mi factors

isomorphic to a 1-dimensional C-module �i, i = 1, ..., 9 and ni factors isomorphic to

the corresponding irreducible two-dimensional C-module.

Proposition 34. The C-module V has the following Jordan-Holder composite factors:

• A one-dimensional module corresponding to �
1

,

• A two-dimensional factor corresponding to (�6

7

, 0, 0),

• A two-dimensional factor corresponding to (0,�6

7

, 0),

• A two-dimensional factor corresponding to (0, 0,�4

7

).

Proof. Direct calculations prove this proposition.

Consider C-module V . Fix a 2 C⇤.
Prove that these composite factors are direct summands of V .

Proposition 35. Denote by V
0

, V
1

, V
2

, V
3

the C-modules corresponding to Jordan-

Holder factors of V in the proposition 34. Then we have the following isomorphism:

V ⇠= V
0

� V
1

� V
2

� V
3

. (70)

Proof. Fix a 2 C⇤. Consider C - module V as Sa-module. Recall that we denote

by Char(V ) the characters � 2 SpecSa such that there exists an immersion of

Sa-modules: C� ! V . In this case we have the following decomposition of V :

V =
M

�2Char(V )

C�. (71)
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One can prove that Char(V ) consists of 7 di↵erent points of SpecSa. The set Char(V )

divides into subsets as follows: Char(V ) = �
0

[ (�
1

, ⌧
1

(�))[ (�
2

, ⌧
2

(�
2

))[ (�
3

, ⌧
3

(�
3

)),

where �
0

is a character corresponding to the point (0, 0) 2 SpecSa, ⌧i are involutions

acting on components Li ⇢ SpecSa. C-module C�0 is isomorphic to V
0

. One can

check that C-module C ⌦Sa C�i , i = 1, 2, 3 are irreducible and isomorphic to the

factors Vi, i = 1, 2, 3 respectively. Thus, we have the immersions of C-modules:

Vi = C ⌦Sa C�i ! V . Using standard arguments, we get that

V = V
0

� V
1

� V
2

� V
3

. (72)
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Entropic Inequalities for Matrix Elements of Rotation Group
Irreducible Representations

V. L. Man’ko

1
, L. A. Markovich

2 3 4

Abstract

Using the entropic inequalities for Shannon and Tsallis entropies new

inequalities for some classical polynomials are obtained. To this end, an

invertible mapping for the irreducible unitary representation of groups SU(2)

and SU(1, 1) like Jacoby polynomials and Gauss’ hypergeometric functions,

respectively, are used.

Introduction

It is known that matrix elements of some irreducible unitary representation of

compact and noncompact groups can be represented in terms of special functions,

e.g. Jacobi and Legendre polynomials [1]. What’s more, any unitary matrix can

be associated with a bistochastic matrix. The sums of elements of the bistochastic

matrices both in columns and rows are equal to one. Hence, it is possible to use the

elements of such matrices as probabilities. Symmetry properties provide possibilities

to connect the representation aspects of groups and algebras with properties of

special functions (see e.g. [2–5]).

The Shanon entropy characterizes the probability distribution of the random

variable which appears as a result of experiment with finite number of outcomes.

For two random variables the joint probability distribution can be obtained. The

distribution is connected with N = N
1

· N
2

outcomes, where for the first random

variable we have N
1

results and for the second random variable N
2

results. According

to the Sklar’s theorem [6] the joint distribution function and dependence between two

random variables determine two marginal distribution functions. For the latter three

distributions the Shannon entropies can be calculated. They satisfy the inequality

called the subadditivity condition [7]. The entropic inequalities for bipartite systems

were used in [8, 9] in the framework of the tomographic probability representation

of quantum mechanics to characterize two degrees of quantum correlations in the

systems. For the systems without subsystems the latter inequalities were introduced

1P.N.Lebedev Physical Institute, Russian Academy of Sciences
2Moscow Institute of Physics and Technology
3Institute for Information Transmission Problems
4V.A.Trapeznikov Institute of Control Sciences
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in [10]. However we can apply the subadditivity condition in all cases, where the set

of nonnegative numbers or functions is arisen and the sum of numbers or functions

equals to unity. For the Li subgroups like SU(2) and SU(1, 1) the unitary irreducible

representations are well known [1]. For example, they can be represented in terms

of Jacobi, Legendre and Gauss’ hypergeometric polynomials, etc. Therefore, we

can write some new inequalities for the latter polynomials. The inequalities for the

Jacobi and Legendre polynomials in case of the system with the spin j = 3/2 are

introduced in [11].

It turns out, that many well-known special functions and classical polynomial

families associated with the irreducible representations of the semisimple groups

provide new properties under some transformations. For example, the continuous

q-Hermite polynomials present some new transformation properties with respect

to the Fourier integral transform in [12]. Moreover, the new properties of q�1-

Hermite polynomials, useful for finite signal analysis are investigated in [13–15]. The

properties of the special functions connected with the matrix elements of the group

irreducible representations and Clebsch-Gordan coe�cients were studied in [16–20].

The aim of our work is to consider the unitary matrices connected with the

irreducible representation of the SU(2) and SU(1, 1) groups and to construct the

new inequalities for such special functions as Jacobi and Gauss’ hypergeometric

polynomials from the entropic inequalities. To this end, the invertible mapping of

indices proposed in [21,22] is used.

The paper is organized as follows. In Sec. the invertible mapping for the finite

groups is introduced. In Sec. we use the latter mapping and the subadditivity

condition for the Shannon entropy to write the new inequalities for the Jacobi

polynomials which represent the elements of the SU(2)-group. The results are

illustrated on examples of the states with the spins j = 3/2 and j = 2. Section

is dedicated to the use of other invertible mappings and q-entropies to write the

new inequalities for the special functions. In Sec. the invertible mapping for the

infinite groups is obtained. Using the latter results the new inequalities for the Gauss’

hypergeometric polynomials which represent the elements of the SU(1, 1)-group are

written in Sec. .

The invertible mapping for the irreducible unitary representation of the

SU(2)-group

Let p
1

, p
2

, . . . , pN be the set of nonnegative number such that
PN

k=1

pk = 1, pk � 0

. The latter numbers can be interpreted as the probability vector �!p with N random

components. For the system of qudits with the density matrix ⇢ the components of
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the probability vector �!p are related to the state tomograms

w(m, u) =< m|u⇢u†|m >,

where u is unitary matrix. The vector �!m = (m
1

,m
2

, . . . ,mn), mk = (�jk,�jk +
1, ..., jk), is the projection of the jk-th spin. The Shannon entropy associated with

the probability vector �!p is determined by

Hp = �
X

k

pk ln pk.

In [11] the special invertible mapping of indices was introduced. Namely, if N is an

even number than it follows

1 , 11, 2, 12, . . . , N/2, 1N/2,

N/2 + 1 , 21, N/2 + 2, 22, . . . , N , 2N/2.

Hence, the probabilities are given in the form of the matrix (pil), i = 1, 2, l =

1, 2, . . . , N/2, with components

p
1

, p
11

, p
2

, p
12

, . . . , pN/2 , p
1N/2, (73)

pN/2+1

, p
21

, pN/2+2

, p
22

, . . . , pN , p
2N/2.

If N is an odd number than we add a zero component pN+1

= 0 to the N -component

vector �!p . Then we get the (N + 1)-component vector �!p = (p
1

, p
2

, . . . , pN , pN+1

).

Thus, the invertible map of the indices is the following

1 , 11, . . . , (N + 1)/2, 1(N + 1)/2,

(N + 1)/2 + 1 , 21, . . . , N + 1, 2(N + 1)/2.

The probabilities are given in the form of the matrix (pil), i = 1, 2, l = 1, 2, . . . , (N +

1)/2 with the components

p
1

, p
11

, p
2

, p
12

. . . , p
(N+1)/2 , p

1(N+1)/2, (74)

p
(N+1)/2+1

, p
21

, . . . , pN+1

, p
2(N+1)/2.

Let us introduce the unitary matrix U with the matrix elements uik, i, k = 1, 2, . . . , N ,

which satisfy the condition
PN

i=1

|uik|2 =
PN

k=1

|uik|2 = 1. It is known that the latter

n ⇥ n matrix can be associated with the bistochastic matrix M , i.e. |uik|2 = mik.

The sum of numbers both in columns and rows of bistochastic matrices is equal

to one. Let us fix the second index k and introduce the notation mik ⌘ p(k)i .

Thus, we can map the indices i on the pairs of indices (↵(i), ⇠(i)), ↵(i) 2 {1, 2},
⇠(i) 2 {1, 2, . . . N/2((N + 1)/2)}, like (73) and (74). Using the latter mapping we

can rewrite the bistochastic matrix p(k)i in the form p(k)↵(i),⇠(i).
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Since p(k)↵(i),⇠(i) � 0 and
P

↵

P
⇠ p

(k)
↵(i),⇠(i) = 1 hold, the values p(k)↵(i),⇠(i) can be

considered as probabilities. We can write the Shannon entropy as

Hp(12) = �
2X

↵=1

N/2((N+1)/2)X

⇠=1

p(k)↵(i),⇠(i) ln p
(k)
↵(i),⇠(i). (75)

If we fix one of the indices ↵(i) or ⇠(i) and sum over the unfixed one we can obtain

the analog of the marginal distributions

p(k)⇠(i)(1) =
2X

↵=1

p(k)↵(i),⇠(i), p(k)↵(i)(2) =
N/2((N+1)/2)X

⇠=1

p(k)↵(i),⇠(i). (76)

What’s more, we can write two Shannon entropies associated with marginal distribu-

tions (76) as

Hp(1) = �
N/2((N+1)/2)X

⇠=1

p(k)⇠(i)(1) ln p
(k)
⇠(i)(1), Hp(2)) = �

2X

↵=1

p(k)↵(i)(2) ln p
(k)
↵(i)(2).

It is known that these entropies satisfy the subadditivity condition [7] written in the

form of inequality

Hp(1) +Hp(2) � Hp(12). (77)

The inequalities for the representation of matrix elements

of the SU(2)-group

In this section we deal with the SU(2)-group which has the following properties

SU(2) =

(
u =

 
a b

�b a

!
, |a|2 + |b|2 = 1,

)
,

where det u = 1, a, b 2 C and the overline denotes complex conjugation. The complex

numbers a, b can be represented using the Euler angels (', ✓, ), �⇡  '  ⇡,

0  ✓  ⇡, 0    4⇡.

From the representation theory it is known that the SU(2)-group is generated by

J i = �i/2, i 2 {1, 2, 3}. Hence, for the matrix elements of the SU(2) the following

parametrization can be used u = ei J
1
ei✓J

2
ei'J

2
. For the latter parametrization the

associated D-function of the SU(2) reduces to the Wigner d-function

Dj
m0m(u) = eim

0 d(j)m0,m(✓)e
im'.

It is known that the unitary irreducible representations of the rotation group with

spins (or SU(2) group) are expressed in terms of Jacobi polynomials [1, 23]. The

squared modules of the matrix elements are determined by
���d(j)m0,m(✓)

���
2

= S(j)
m0,m(✓)

⇣
P (j)
m0,m(✓)

⌘
2

, (78)
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where the following notation

S(j)
m0,m(✓) =

(j +m0)!(j �m0)!

(j +m)!(j �m)!
cos (✓/2)2(m

0
+m) sin (✓/2)2(m

0�m) ,

is used. P (j)
m0,m(✓) ⌘ P (m0�m,m0

+m)

j�m0 (cos ✓) denotes the Jacobi polynomials

P (a,b)
n (z) =

(�1)n
2nn!

(1� z)�a(1 + z)�b
dn

dzn
(1� z)a+n(1 + z)b+n.

The following relations

d(j)m0,m(✓) = d(j)m0,m(✓), m0 +m � 0,m0 �m � 0, (79)

d(j)m0,m(✓) = d(j)�m,�m0(✓), m0 +m  0,m0 �m � 0,

d(j)m0,m(✓) = (�1)m0�md(j)m,m0(✓), m0 +m � 0,m0 �m  0,

d(j)m0,m(✓) = (�1)m0�md(j)�m0,�m(✓), m0 +m  0,m0 �m  0.

hold [14]. We shall apply the inequalities for probabilities expressed in terms of

Shannon entropies [24] to the matrix elements (78). The point is that one has���d(j)m0m(✓)
���
2

� 0 and
Pj

m0
=�j

���d(j)m0,m(✓)
���
2

=
Pj

m=�j

���d(j)m0,m(✓)
���
2

= 1. Thus, the values
���d(j)m0m(✓)

���
2

can be considered as probabilities. We denote these probabilities as

p(j)m0m(✓) =
���d(j)m0,m(✓)

���
2

. We shall use the map of numbers m0 and m onto the numbers

1, 2, . . . , N , N = 2j +1 using the following rule �j ) 1, �j +1) 2, . . . , j )
N. Thus, we can study the relation which can be obtained by considering the

probability vector �!p = (p
1

, p
2

, . . . , pN), where
PN

k=1

pk = 1, pk � 0 hold. Hence,

similarly to Sec. we can denote the probabilities as emik, i, k 2 {1, 2, . . . N}. Fixing
the index k and mapping the index i onto pairs (↵(i), �(i)) as in (73) or (74) we can

write the entropy (75) of the whole system in terms of emik ⌘ ep(k)↵(i),⇠(i), i.e.

eHm(12) = �
2X

↵=1

N/2((N+1)/2)X

⇠=1

ep(k)↵(i),⇠(i) ln ep
(k)
↵(i),⇠(i)

= �
N(N+1)X

i=1

emik ln emik = �
jX

m0
=�j

���d(j)m0,m(✓)
���
2

ln
���d(j)m0,m(✓)

���
2

.

Analogically, the partial entropies Hp(1) and Hp(2) can be written as

eHm(1) = �
� 1

2 (0)X

m0
=�j

✓���d(j)m0m(✓)
���
2

+
���d(j)

m0
+

N
2 ,m

(✓)
���
2

◆

ln

✓���d(j)m0m(✓)
���
2

+
���d(j)

m0
+

N
2 ,m

(✓)
���
2

◆
,
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eHm(2) = �
� 1

2 (0)X

m0
=�j

���d(j)m0,m(✓)
���
2

ln

0

@
� 1

2 (0)X

m0
=�j

���d(j)m0,m(✓)
���
2

1

A

�
jX

m0
=

1
2 (1)

���d(j)m0,m(✓)
���
2

ln

0

@
jX

m0
=

1
2 (1)

���d(j)m0,m(✓)
���
2

1

A .

The subadditivity condition (77) for the matrix from the SU(2)-group is the following

�
� 1

2 (0)X

m0
=�j

 
S(j)
m0,m(✓)P

(j)
m0,m(✓)

2 + S(j)

m0
+

N
2 ,m

(✓)P (j)

m0
+

N
2 ,m

(✓)2
!

· ln
⇣
S(j)
m0,m(✓)P

(j)
m0,m(✓)

2 + S(j)

m0
+

N
2 ,m

(✓)P (j)

m0
+

N
2 ,m

(✓)2
⌘
�

�
� 1

2 (0)X

m0
=�j

S(j)
m0,m(✓)P

(j)
m0,m(✓)

2 ln

0

@
� 1

2 (0)X

m0
=�j

S(j)
m0,m(✓)P

(j)
m0,m(✓)

2

1

A

�
jX

m0
=

1
2 (1)

S(j)
m0,m(✓)P

(j)
m0,m(✓)

2 ln

0

@
jX

m0
=

1
2 (1)

S(j)
m0,m(✓)P

(j)
m0,m(✓)

2

1

A

� �
jX

m0
=�j

S(j)
m0,m(✓)P

(j)
m0,m(✓)

2

 
ln
⇣
S(j)
m0,m(✓)P

(j)
m0,m(✓)

2

⌘!
.

The resulted inequality can be interpreted as the new inequality for the Jacoby

polynomials.

Examples of systems with spins j = 3/2 and j = 2

Let us consider the state with the spin j = 3/2. As an example we take m = 3/2.

Hence, the partial entropies are determined by

eH
3/2(12) = �

4X

t=1

(pt(✓) ln(pt(✓)),

eH
3/2(1) = �((p3(✓) + p

1

(✓)) ln((p
3

(✓) + p
1

(✓))) + (p
4

(✓) + p
1

(✓))

· ln((p
4

(✓) + p
1

(✓))) + (p
3

(✓) + p
2

(✓)) ln((p
3

(✓) + p
2

(✓)))

+ (p
4

(✓) + p
2

(✓)) ln((p
4

(✓) + p
2

(✓)))),

eH
3/2(2) = �((p3(✓) + p

4

(✓)) ln((p
3

(✓) + p
4

(✓)))

+ (p
2

(✓) + p
1

(✓)) ln((p
2

(✓) + p
1

(✓)))),

where we denote

p
1

(✓) = (cos ✓ + 1)3/8, p
2

(✓) = 3 sin2(✓/2)(sin2(✓/2)� 1)2,

p
3

(✓) = 3(cos ✓ � 1)2(cos ✓ + 1)/8, p
4

(✓) = �(cos ✓ � 1)3/8.
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Then we obtain the subadditivity condition (80).

Analogically, for the state with the spin j = 2 and m = 2 we can write the partial

entropies as

eH
2

(12) = �
5X

i=1

(ti(✓) ln(ti(✓)),

eH
2

(1) = �((t
1

(✓) + t
5

(✓)) ln((t
1

(✓) + t
5

(✓))) + (t
2

(✓) + t
5

(✓))

· ln(t
2

(✓) + t
5

(✓))) + (t
1

(✓) + t
4

(✓)) ln(t
1

(✓) + t
4

(✓)))

+ (t
1

(✓) + t
3

(✓)) ln(t
1

(✓) + t
3

(✓)) + (t
2

(✓) + t
3

(✓)) ln(t
2

(✓) + t
3

(✓)))

+ (t
2

(✓) + t
4

(✓)) ln(t
2

(✓) + t
4

(✓)),

eH
2

(2) = �((t
2

(✓) + t
1

(✓)) ln((t
2

(✓) + t
1

(✓)))

+ (t
1

(✓) + t
4

(✓) + t
5

(✓)) ln(t
1

(✓) + t
4

(✓) + t
5

(✓))),

where we denote

t
1

(✓) = (cos ✓ + 1)4/16 t
2

(✓) = 4 cos(✓/2)6(1� cos(✓/2)2),

t
3

(✓) = 3 sin ✓4/8, t
4

(✓) = 4 sin(✓/2)6(1� sin(✓/2)2),

t
5

(✓) = (cos ✓ � 1)4/16.

Hence, we can write the subadditivity condition (80) for the system with the spin

j = 2. The obtained results for various angles � are shown in Fig. 0.4 and 0.5. The

sum of the entropies eHm(1), eHm(2) is shown by the black lines and the entropy of

the whole system eHm(12) by the dotted lines.

Needless to say that the sum of the partial entropies is higher than the entropy

of the whole system. The equality is reached only in the points � = {0, ⇡, 2⇡}.

Examples of other invertible mappings and entropies

Using various invertible mappings we can get many inequalities for the special

functions. To this end, let us introduce the following mapping

1, 11, 2, 12, . . . , N
1

, N
1

1,

N
1

+ 1, 21, . . . , N , N
1

N
2

.

It means that we use the invertible map of natural numbers 1, 2, . . . , N onto pairs

of integers (i, k), i 2 {1, 2, . . . , N
1

}, k 2 {1, 2, . . . , N
2

}. Therefore, using the latter

indices we can write the Shannon entropies as following

Hp(12) = �
N1X

↵=1

N2X

⇠=1

p(k)↵(i),⇠(i) ln p
(k)
↵(i),⇠(i), (80)
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Figure 0.4: The left hand side (black line) and the right hand side (dotted line) of
the subadditivity condition (80) for the system with the spin j = 3/2.

Hp(1) = �
N2X

⇠=1

p(k)⇠(i)(1) ln p
(k)
⇠(i)(1), Hp(2) = �

N1X

↵=1

p(k)↵(i)(2) ln p
(k)
↵(i)(2).

Needless to say that the latter entropies satisfy the subadditivity condition. Hence,

similarly to Sec. we can use it to write the new inequalities for the special functions.

In [21, 22] the following mapping has been introduced. The probability vector

p introduced in Sec. with the components pi, i 2 {1, 2, . . . , N}, is mapped onto

the table of numbers with three indices ⇧kjl, k 2 {1, 2, . . . , N
1

}, j 2 {1, 2, . . . , N
2

},
l 2 {1, 2, . . . , N

3

}. Hence, we can consider that the system has three subsystems

with the three random variables and the joint probability distribution describing

the results of measurement of the random variables is related to the nonnegative

numbers. The nonnegative numbers determine the marginal probability distributions.

Hence, we can do the same procedure as in Sec. and write the new inequalities for

the special functions.

However, instead of using the Shannon entropy we can select other entropies, for

example the q-deformed entropies like Tsallis and Rényi [25, 26]

ST
q =

 1X

i=1

pqi � 1

!
/(1� q), SR

q = ln

 1X

i=1

pqi

!
/(1� q).

These entropies being functions of an extra parameter contain more detailed infor-

mation on properties of density matrices of the qudit states and the qudit subsystem

states. The Tsallis entropy of the bipartite qudit system was shown to satisfy the
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Figure 0.5: The left hand side (black line) and the right hand side (dotted line) of
the subadditivity condition (80) for the system with the spin j = 2.

generalized subadditivity condition [27,28]. This condition is the inequality available

for Tsallis entropy of the bipartite system state and Tsallis entropies of two subsystem

states.

We can write the Tsallis entropies for the mapping obtained in Sec.

ST
q (1, 2) =

0

@
2X

↵=1

N
2 (

N+1
2 )X

⇠=1

⇣
p(k)↵(i),⇠(i)

⌘q
� 1

1

A /(1� q),

ST
q (1) =

⇣PN
2 (

N+1
2 )

⇠=1

⇣
p(k)⇠(i)(1)

⌘q
� 1
⌘

1� q
, ST

q (2) =

⇣P
2

↵=1

⇣
p(k)↵(i)(2)

⌘q
� 1
⌘

1� q
.

Next, using the subadditivity of the Tsallis entropy we can write

N
2 (

N+1
2 )X

⇠=1

⇣
p(k)⇠(i)(1)

⌘q
+

2X

↵=1

⇣
p(k)↵(i)(2)

⌘q
� 1 �

2X

↵=1

N
2 (

N+1
2 )X

⇠=1

⇣
p(k)↵(i),⇠(i)

⌘q
.

Substituting the polynomial (78) in the latter inequality we obtain the new inequality
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for the Jacoby polynomials

� 1
2 (0)X

m0
=�j

 
S(j)
m0,m(✓)

⇣
P (j)
m0,m(✓)

⌘
2

+ S(j)

m0
+

N
2 ,m

(✓)
⇣
P (j)

m0
+

N
2 ,m

(✓)
⌘
2

!q

+

� 1
2 (0)X

m0
=�j

✓
S(j)
m0,m(✓)

⇣
P (j)
m0,m(✓)

⌘
2

◆q

+
jX

m0
=

1
2 (1)

✓
S(j)
m0,m(✓)

⇣
P (j)
m0,m(✓)

⌘
2

◆q

�

�
jX

m0
=�j

✓
S(j)
m0,m(✓)

⇣
P (j)
m0,m(✓)

⌘
2

◆q

.

Needless to say that we can write the variety of such inequalities using various

mappings and entropies.

The invertible mapping for the irreducible unitary representations

of the SU(1, 1)-groups

Let us consider the infinite sets of numbers m0,m 2 {�j,�j + 1,�j + 2, . . .},
m0,m 2 {j, j � 1, j � 2, . . .}, m0,m 2 {0,±1,±2, . . .} or m0,m 2 {±1/2,±3/2, . . .}.
We shall use the map of the numbers m0 and m onto the numbers 1, 2, . . . using the

following rules

�j ) 1, �j + 1) 2, �j + 2) 3, . . .

j ) 1, j � 1) 2, j � 2) 3, . . . ,

0) 1, 1) 2, �1) 3, 2) 4, �2) 5, 3) 6, . . . ,

�1/2) 1, 1/2) 2, �3/2) 3, 3/2) 4,�5/2) 5, 5/2) 6, . . . .

Thus, we can consider the probability vector �!p = (p
1

, p
2

, p
3

, . . .), where
P1

k=1

pk = 1,

pk � 0 hold.

Let us introduce the diagonal matrix ⇢
12

with the elements p(m)

m0

⇢
12

=

0

BBBB@

p(m)

1

0 0 · · ·
0 p(m)

2

0 · · ·
0 0 p(m)

3

· · ·
...

...
...

. . .

1

CCCCA
.

Let us partition the latter matrix into block matrices of the size 2⇥ 2. Hence, we

can construct two new matrices using the following rules

⇢
1

=

0

BBBB@

p(m)

1

+ p(m)

2

0 0 · · ·
0 p(m)

3

+ p(m)

4

0 · · ·
0 0 p(m)

5

+ p(m)

6

· · ·
...

...
...

. . .

1

CCCCA
,
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⇢
2

=

 
p(m)

1

0

0 p(m)

2

!
+

 
p(m)

3

0

0 p(m)

4

!
+

 
p(m)

5

0

0 p(m)

6

!
+. . .

=

 
p(m)

1

+ p(m)

3

+ p(m)

5

+ . . . 0

0 p(m)

2

+ p(m)

4

+ p(m)

6

. . .

!
.

Hence, the Shannon entropy can be written as

H(12) = �
1X

k=1

p(m)

k ln p(m)

k .

The Shannon entropies for the subsystems are the following

H(1) = �
1X

k=0

(p(m)

2k+1

+ p(m)

2k+2

) ln(p(m)

2k+1

+ p(m)

2k+2

),

H(2) = �
 1X

k=0

p(m)

2k+1

!
ln

 1X

k=0

p(m)

2k+1

!
�
 1X

k=0

p(m)

2k

!
ln

 1X

k=0

p(m)

2k

!
.

What’s more, we can write the subadditivity condition as

�
1X

k=0

(p(m)

2k+1

+ p(m)

2k+2

) ln(p(m)

2k+1

+ p(m)

2k+2

)�
 1X

k=0

p(m)

2k+1

!
ln

 1X

k=0

p(m)

2k+1

!
(81)

�
 1X

k=0

p(m)

2k

!
ln

 1X

k=0

p(m)

2k

!
� �

1X

k=1

p(m)

k ln p(m)

k .

The inequalities for the representation of matrix elements

of the SU(1, 1)-group

Let us consider the SU(1, 1)-group which has a representation as the group of

complex matrices

SU(1, 1) =

(
u =

 
a b

b a

!
, |a|2 � |b|2 = 1,

)
,

where det u = 1, a, b 2 C. The SU(1, 1) is generated by J3, K1, K2, Ki = i�i/2, i 2
{1, 2, 3}. Unitary irreps of SU(1, 1) have two classes, the discrete and the continuous

series. For the discrete series the spin j = �k/2, k 2 N and the states |jm > have

the eigenvalues m 2 {�j,�j + 1,�j + 2, . . .} and m 2 {j, j � 1, j � 2, . . .}. For the
continuous series the spin is j = �1/2 + is, 0 < s <1 and m 2 {0,±1,±2, . . .} or

m 2 {±1/2,±3/2, . . .}.
If we consider the case of SU(1, 1) elements parameterized as in [29]

u = ei J
3
eitK

2
ei'J

3
,

0    4⇡, 0  t <1, �⇡  '  ⇡.
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For both the discrete and continuous series the D-function is

Dj
m0m(�) = eim

0 b(j)m0,m(t)e
im',

where b(j)m0,m(t) is the Bargmann b-function [30], the analog of the Wigner d-function

(78) in the group SU(1, 1). It is connected with the d-function as follows

bjm0m(t) =
p
(�1)m0�mdjm0m(it). (82)

For the case when m0 +m � 0, m0 �m � 0 the explicit form of the latter is

bjm0m(t) = N j
m0mF

j
m0m(z(it)), (83)

where z(it) = (1� cos it)/2, the normalization factor is

N j
m0m =

✓
�(m0 + j + 1)�(m0 � j)

�(m+ j + 1)�(m� j)

◆
1/2

and

F j
m0m(z(it)) = (1� z(it))(m

0
+m)/2z(it)(m

0�m)/2

·
2

F
1

(�j +m0, j +m0 + 1,m0 �m+ 1; z(it))

where
2

F
1

denotes the Gauss’ hypergeometric function with F j
m0m(z(it)) = F�j�1m0m (z(it)).

For the other three variants of m0,m we use (79).

Let us consider the class of SU(1, 1) elements parameterized as in [29,31]

u = ei J
3
eitK

2
eirK

1
, 0    4⇡, 0  t, r <1.

In this mixed basis the left state belongs to the discrete basis (m0 2 {�j,�j+1,�j+
2, . . .} or m0 2 {j, j � 1, j � 2, . . .}) and the right state to the continuous basis. The

D-function is the following

Dj
m0m(�) = eim

0'c(j)m0m(t)e
imr.

The function c(j)m0m(t) is

c(j)m0m(t) = N j
m0mF

j
�m0,�im(z(�t)), m0 � �j,

c(j)m0m(t) = g(j)�m0m(�t), m0  j,

where z(t) = (1� i sinh t)/2 and

Nm0m =
p
22�j�2Sj

m0R
j
m0m/⇡,

Sj
m0 =

p
�(m0 � j)�(m0 + j + 1)/�(m0 + j + 1),
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Rj
m0m =

�(j + 1 + im)�(�j�im
2

)�(�j+1+im
2

)

�(m0 � j)�(�m0 + 1 + im)
.

For the continuous series the D-function is

Dj
m0m�(�) = eim

0'l(j)m0m�(t)e
imr,

where

l(j)m0m�(t) = Sj
m0

 
T j
m0m�F

j
m0,�im(z(t))� (�1)�T j

�m0m�F
j
�m0,�im(z(�t))

!
. (84)

The following notation is used

T j
m0m� =

2j�1

i� sin(⇡(�j + � � im)/2)

�(�j + im)

�(�m0 � j)�(m0 + 1 + im)
.

Using the results obtained in Sec. let us write the new inequalities for the Gauss’

hypergeometric function. Hereafter, the unitary matrix U with the matrix elements

uj
m0m is from the group SU(1, 1). If the series is discrete positive the indexes are

m0 2 {�j,�j + 1,�j + 2, . . .} and using (81) we can write

�
1X

m0
=�j+2i+1

(|um0,m|2 + |um0
+1,m|2) ln(|um0,m|2 + |um0

+1,m|2) (85)

�
 1X

m0
=�j+2t

|um0,m|2
!
ln

 1X

m0
=�j+2t

|um0,m|2
!

�
 1X

m0
=�j+2i+1

|um0,m|2
!
ln

 1X

m0
=�j+2i+1

|um0,m|2
!
�

� �
1X

m0
=�j

|um0,m|2 ln |um0,m|2

and for the discrete negative series the indexes are m0 2 {j, j � 1, j � 2, . . .} and the

inequality is

�
1X

m0
=j�2i�1

(|um0,m|2 + |um0
+1,m|2) ln(|um0,m|2 + |um0

+1,m|2)

�
 1X

m0
=j�2t

|um0,m|2
!
ln

 1X

m0
=j�2t

|um0,m|2
!

�
 1X

m0
=j�2i�1

|um0,m|2
!
ln

 1X

m0
=j�2i�1

|um0,m|2
!
�

� �
�1X

m0
=j

|um0,m|2 ln |um0,m|2,
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where instead of uj
m0m we must substitute (82) and (84). For example, if the series

is discrete negative and the matrix elements are defined in (83) we can write the

following inequality for the Gauss’ hypergeometric function

�
1X

m0
=�j+2i+1

(|N j
m0mF

j
m0m(z)|2 + |N j

m0
+1mF

j
m0

+1,m(z)|2)

· ln(|N j
m0mF

j
m0m(z)|2 + |N j

m0
+1,mF

j
m0

+1,m(z)|2)

�
 1X

m0
=�j+2t

|N j
m0mF

j
m0m(z)|2

!
ln

 1X

m0
=�j+2t

|N j
m0mF

j
m0m(z)|2

!

�
 1X

m0
=�j+2i+1

|N j
m0mF

j
m0m(z)|2

!
ln

 1X

m0
=�j+2i+1

|N j
m0mF

j
m0m(z)|2

!
�

� �
1X

m0
=�j

|N j
m0mF

j
m0m(z)|2 ln |N j

m0mF
j
m0m(z)|2.

For the continuous series the matrix elements are defined in (84) and the inequalities

are

�
�1X

m0
=0

(|l(j)m0m�(t)|2 + |l(j)m0
+1,m�(t)|2) ln(|l(j)m0m�(t)|2 + |l(j)m0

+1,m�(t)|2)

�
 �1X

m0
=0

|l(j)m0m�(t)|2
!
ln

 �1X

m0
=0

|l(j)m0m�(t)|2
!

�
 1X

m0
=1

|l(j)m0m�(t)|2
!
ln

 1X

m0
=1

|l(j)m0m�(t)|2
!
�

� �
1X

m0
=�1

|l(j)m0m�(t)|2 ln |l(j)m0m�(t)|2

for the indexes m0 2 {0,±1,±2, . . .} and

�
�1X

m0
=� 1

2

(|l(j)m0m�(t)|2 + |l(j)m0
+1,m�(t)|2) ln(|l(j)m0m�(t)|2 + |l(j)m0

+1,m�(t)|2)

�
0

@
�1X

m0
=� 1

2

|l(j)m0m�(t)|2
1

A ln

 �1X

m0
=0

|l(j)m0m�(t)|2
!

�
0

@
1X

m0
=

1
2

|l(j)m0m�(t)|2
1

A ln

0

@
1X

m0
=

1
2

|l(j)m0m�(t)|2
1

A �

� �
1X

m0
=�1

|l(j)m0m�(t)|2 ln |l(j)m0m�(t)|2

for the indexes m0 2 {±1/2,±3/2, . . .}.If we substitute their the polynomials (84)

we also can get the new inequalities for the Gauss’ hypergeometric functions.
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Summary

To conclude we point out the main results of the work. Considering the matrix

elements of the unitary irreducible representations of the groups SU(2) and SU(1, 1)

and applying known subadditivity condition for joint probability distributions

constructed from these matrix elements we obtained new inequalities for the Jacobi

and the Gauss’ hypergeometric polynomials. The inequalities correspond to entropic

inequalities for Shannon entropies of bipartite classical systems. The results are

illustrated by the examples of the systems with the spins j = 3/2 and j = 2,

where the Shannon information of the bipartite system is expressed in terms of the

polynomials. It is shown that using another mappings and entropies, i.e. Tsallis

entropy, many other inequalities for the special functions can be written.
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Конечно-аддитивные меры на банаховых пространствах,
инвариантные относительно сдвигов

В. Ж. Сакбаев

1

Аннотация

Изучаются меры на банаховых пространствах числовых последователь-
ностей lp, 1  p  1, инвариантные относительно сдвигов на произвольные
векторы из рассматриваемого банахова пространства. Согласно теореме
А. Вейля не существует меры Лебега на бесконечномерном банаховом
пространстве. В статье исследован ее конечно-аддитивный аналог – неот-
рицательная конечно-аддитивная мера �, определенная на минимальном
кольце подмножеств бесконечномерного банахова пространства, содер-
жащем все измеримые бесконечномерные прямоугольники (произведения
длин сторон которых сходятся), и являющаяся инвариантной относительно
сдвигов на произвольный вектор банахова пространства. Показано, что
поскольку группа сдвигов на векторы пространства lq шире группы сдвигов
на векторы пространства lp при q > p, то множество мер на пространстве
l1, инвариантных относительно сдвигов на векторы из lp, включает в
себя множество мер на пространстве l1, инвариантных относительно
сдвигов на векторы из lq, как собственное подмножество. Кроме того,
показано, что применение процедуры продолжения Каратеодори-Лебега
к рассматриваемой конечно-аддитивной мере на пространстве lp (см. [1])
порождает счетно-аддитивную меру, не совпадающую с исходной конечно-
аддитивной мерой.

Введение

При исследовании решений дифференциальных уравнений с помощью усред-

нения случайных блужданий в координатном пространстве (см. [6]) эффектив-

ным инструментом являются инвариантные меры на координатном пространстве.

Так, в работах [3, 8] сильно непрерывные однопараметрические полугруппы

операторов, разрешающих задачу Коши для уравнения диффузии, уравнения

дробной диффузии или уравнения Шредингера с различными гамильтонианами,

получены посредством усреднения случайных однопараметрических семейств

операторов сдвига на векторы координатного пространства по мерам или псев-

домерам на множестве таких операторов.

1Московский физико-технический институт
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Для применения такого подхода к описанию решений дифференциальных

уравнений для функций на бесконечномерных пространствах возникакт зада-

ча изучения мер на бесконечных пространствах, инвариантных относительно

сдвигов на векторы этого пространства или относительно других групп преоб-

разований (см. [10]).

Как известно (см. [4]), не существует меры Лебега на бесконечномерном

топологическом векторном пространстве, то есть не существует ненулевой

счетно-аддитивной �-конечной меры на �-кольце борелевских подмножеств

бесконечномерного топологического векторного пространства, инвариантной

относительно сдвигов на векторы этого пространства. В связи с этим изучались

вопросы о существовании мер на бесконечномерных топологических векторных

пространствах, инвариантных относительно сдвига на векторы из некоторого

максимальеого допустимого подпространства (см. [5]), о существовании инва-

риантных мер, не являющихся �-конечными ( [1]), о существовании мер, не

являющихся счетно-аддитивными (см. [10]).

В настоящей статье рассматривается задача о существовании мер на беско-

нечномерных банаховых пространствах, инвариантных относительно сдвигов

на произвольный вектор этого пространства. Будут исследованы банаховы

пространства lp, 1  p  1 числовых последовательностей; для пространства

l
2

в статье [10] исследован класс мер, инвариантных не только относительно

сдвига на произвольный вектор, но и относительно произвольного поворота

(унитарного преобразования)

Дано описание множества конечно-аддитивных мер на банаховых простран-

ствах lp, где 1  p < 1 и l1, инвариантных относительно сдвига на произ-

вольных вектор из этого банахова пространства, и заданных на минимальном

кольце, содержащем совокупность измеримых параллелерипедов с ребрами,

параллельными координатным осям (т.е. таких, что бесконечное произведение

длин их ребер сходится, см. ниже и в [1, 10]). Показано, что инвариантных

относительно сдвига на произвольный вектор мер на пространстве lp, 1  p <1
больше, чем инвариантных относительно сдвига на произвольный вектор мер на

пространстве l1, ибо значения инвариантных мер на непустых множествах точек

пространства, заключенных в измеримых параллелепипедах, связанных сдвигом

на вектор из l1\lp, должны совпадать для мер на пространстве l1 и никак не

связаны для мер на пространстве lp. В заключительной части статьи проанализи-

рованы перспективы применения процедуры продолжения конечно-аддитивной

меры, заданной на кольце, порожденной измеримыми параллелепипедами, до

счетно-аддитивной меры по схеме Каратеодори-Лебега (см. [1]). Установлено,

что на пространствах lp, p 2 [1,+1) такое продолжение порождает меру, не

совпадающую с исходной мерой на измеримых параллелепипедах, и равную 0 на

всех множествах, где исходная конечно-аддитивная мера принимает конечные
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значения.

Инвариантные меры на пространстве l1

Как и в статье [1], определим на пространстве отображений N ! R, снаб-

женном супремум-нормой либо топологией поточечной сходимости, семейство

множеств B вида

⇧a,b = {x 2 l1 : 8 j 2 N xj 2 haj, bji}, a, b 2 l1.

Здесь символ haj, bji означает ограниченный промежуток с концами aj и bj

при условии aj  bj (если aj = bj , то представляющий собой либо одноточечечное,

либо пустое множество); и пустое множество при условии aj > bj. (Топологи-

ческое векторное пространство отображений N ! R, снабженное топологией

поточечной сходимости обозначается символом R1, а линейное нормированное

пространство отображений x : N! R таких, что sup
n2N

|x(n)| <1, снабженное

супремум-нормой – символом l1).

Множества вида ⇧a,b при произвольных a, b 2 l1, удовлетворяющих условиям,

что aj  bj 8 j 2 N, будем называть брусами; брус ⇧a,b является пустым

множеством, если 9 j 2 N : haj, bji = ↵.

Следуя подходу из работы [1], дадим следующее определение измеримости

бруса.

Определение 1. Будем называть брус ⇧a,b 2 B измеримым, если выполня-

ется условие

1X

j=1

ln(bj � aj) 2 [�1,+1), (1)

где сумма ряда считается равной �1 если хотя бы один член ряда имеет

значение �1.

Символом P обозначим совокупность измеримых брусов.

В работе [10] рассматривается более сильное, чем (1), условие измеримо-

сти бруса, связанное с требованием независимости свойства измеримости от

изменения порядка координат.

Определение 2. Будем называть брус ⇧a,b 2 B абсолютно измеримым, если

ряд

1X

j=1

max{0, ln(bj � aj)} (2)

сходится.

Символом Q обозначим совокупность абсолютно измеримых брусов.

Очевидно, условие (1) следует из условия (2), то есть Q ⇢ P .
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На множестве измеримых брусов P определим функцию µ : P ! [0,+1)

равенством

µ(⇧a,b) = exp(
1X

j=1

ln(bj � aj)). (3)

В силу опреднления измеримости для любого бруса ⇧a,b 2 P выполняется

условие µ(⇧) 2 [0,+1), причем если a, b 2 l1 удовлетворяют условию 9 j 2 N :

aj = bj, то сумма ряда из (1) равна �1 и µ(⇧a,b) = 0; в частности, µ(↵) = 0.

Пусть R – минимальное кольцо, содержащее класс множеств P .

Заметим, что класс P является замкнутым относительно пересечений: дей-

ствительно, пусть ⇧a1,b1 , ⇧a2,b2 2 P . Тогда при условии, что ↵j = max{a
1,j, a2,j} <

min{b
1,j, b2,j} = �j выполнены при всех j 2 N, то ⇧a1,b1

T
⇧a2,b2 = ⇧↵,� и

множество ⇧↵,� непусто, является брусом, и, поскольку �j � aj  min{b
1,j �

a
1,j, b2,j � a

2,j} 8 j 2 N, то µ(⇧↵,�)  min{µ(⇧a1,b1), µ(⇧a2,b2)}. При условии,

что при некотором j 2 N выполняется противоположное неравенство ↵j =

max{a
1,j, a2,j} � min{b

1,j, b2,j} = �j, то либо множество ⇧a1,b1

T
⇧a2,b2 = ⇧↵,�

является пустым множеством, либо оно является брусом с ребром нулевой

длины, но в каждом из этих случаев µ(⇧a1,b1

T
⇧a2,b2) = 0.

Лемма 1. Класс ⇤ множеств вида A = ⇧\(
nS

j=1

⇧j), состоящих из разностей

бруса из класса P и объединения конечной совокупности брусов из класса P,
является полукольцом.

Действительно, класс ⇤ содержит пустое множество, замкнут относительно

пересечений, а разность двух множеств из класса ⇤ представима как объединение

конечной совокупности множеств из этого класса.

Лемма 2. Класс множеств R, состоящий из конечных объединений
множеств из класса ⇤, является минимальным кольцом, содержащем класс
измеримых брусов P.

Функция µ, заданная на классе множеств S, называется аддитивной, если

из условий A,A
1

, ..., Am 2 S, A =
mS
j=1

Aj, Aj

T
Ak, j, k 2 1,m, j 6= k, следует, что

µ(A) =
mP
j=1

µ(Aj).

Лемма 3. Функции µ, заданная на классе P равенством (3), является
аддитивной функцией множества на классе P, инвариантной относительно
сдвига на любой вектор пространства l1.

Действительно, как установлено в работе [10], если ⇧ =
mS
i=1

⇧i, где

⇧,⇧
1

, ...,⇧m 2 P , то существует лишь конечное множество пар ⇧i1 , ⇧i2 , i
1

, i
2

2
1,m различных брусов, имеющих общую грань коразмерности 1. Поэтому

существует такое число N 2 N, такой брус ⇧
0

= {xj, j � N + 1 : xj 2 haj, bji} и

такие N -мерные брусы ⇧0,⇧0
1

, ...,⇧0m, что ⇧ = ⇧0 ⇥ ⇧
0

, ⇧
1

= ⇧0
1

⇥ ⇧
0

, ...,⇧m =

121



⇧0m ⇥ ⇧
0

и выполнено равенство ⇧0 =
mS
i=1

⇧0j. Тогда аддитивность функции µ

на классе P следует из формулы (3). Инвариантность функции множества (3)

относительно сдвига на вектор пространства l1 очевидна.

Теорема 1. Функция множества µ, заданная на классе P, допускает
единственное аддитивное продолжение на полукольцо ⇤.

Для каждого n 2 N определим через ⇤n совокупность множеств вида

⇧\(
n[

j=1

⇧j), ⇧,⇧
1

, ...,⇧n 2 P . (4)

Тогда ⇤n+1

� ⇤n и ⇤ =
1S
n=1

⇤n.

Утверждение теоремы 1 будет доказано, если мы покажем, что функция

множества µ допускает единственное аддитивное продолжение с класса P на

класс ⇤n при произвольном n 2 N.

При каждом n 2 N обозначим через Vn совокупность конечных объединений

n измеримых брусов из класса P .

Лемма 4. Для каждого n 2 N функция множества (3) на классе P
допускает единственное аддитивное продолжение на классы Vn и ⇤n.

Докажем это утверждение леммы 4 с помощью метода математической

индукции. Действительно, при n = 1 функция µ однозначно определена и

аддитивна на классе V
1

= P в силу леммы 3.

Значение функции µ на множестве A = ⇧\⇧
1

2 ⇤
1

определим равенством

µ(⇧\⇧
1

) = µ(⇧)� µ(⇧
T
⇧

1

). Пусть A = ⇧0\⇧0
1

= ⇧0\(⇧0
1

T
⇧0) и A = ⇧00\⇧00

1

=

⇧00\(⇧00
1

T
⇧00). Тогда A = ⇧\⇧

1

, где ⇧ = ⇧0
T
⇧00 и ⇧

1

= ⇧
T
P 0
1

= ⇧
T
⇧00

1

. При

этом ⇧0 = ⇧
S
(⇧0\Pi) 2 P , следовательно µ(⇧0) = µ(⇧) + µ(⇧0\Pi). А поскольку

⇧0\(⇧0
1

T
⇧0) = ⇧\(⇧

1

T
⇧), то ⇧0\⇧ = (⇧0

1

T
⇧0)\(⇧

1

T
⇧), поэтому µ(⇧0) =

µ(⇧) + µ(⇧0
1

\Pi0)� µ(⇧
1

T
⇧), то есть µ(⇧0)� µ(⇧0

1

\Pi0) = µ(⇧) +�µ(⇧
1

T
⇧).

Аналогично µ(⇧)� µ(⇧
T
⇧

1

) = µ(⇧00)� µ(⇧00
T
⇧00

1

). Таким образом, функция

множества µ определена допускает единственное аддитивное продолжение на

классы множеств ⇤
1

и V
1

.

Предположим, что функция множества µ допускает единственное аддитивное

продолжение на классы множеств ⇤n и Vn при некотором n 2 N. Покажем, что

тогда функция µ допускает однозначное аддитивное продолжение на класс Vn+1

и на класс ⇤n+1

.

Произвольное множество A 2 Vn+1

представимо в виде A =
n+1S
k=1

⇧k =

D
S
⇧n+1

\D, где D =
nS

k=1

⇧k 2 Vn и ⇧n+1

\D 2 ⇤n. Из условия аддитивности

продолжения функции µ на класс Vn+1

µ(A) = µ(D) + µ(⇧n+1

\D). (5)
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Докажем сначала, что величина µ(
n+1S
k=1

⇧k) не зависит от немерации брусов

⇧
1

, ...,⇧n+1

.

Положим D =
nS

k=1

⇧k, D0 =
n�1S
k=1

⇧k

S
⇧n+1

и D
0

=
n�1S
k=1

⇧k. Тогда µ(A) =

µ(D) + µ(⇧n+1

\D) = µ(D
0

) + µ(⇧n\D0

) + µ(⇧n+1

\D). Поскольку функция µ

аддитивна на классе ⇤n и поскольку ⇧n = (⇧n\⇧n+1

)
S
(⇧n

T
⇧n+1

), ⇧n+1

\D =

(⇧n+1

\⇧n)\D0

, то справедливо равенство µ(A) = µ(D
0

) + µ((⇧n\⇧n+1

)\D
0

) +

µ((⇧n

S
⇧n+1

)\D
0

)+µ((⇧n+1

\⇧n)\D0

). С другой стороны µ(A) = µ(D0)+µ(⇧n\D0) =
µ(D

0

) + µ(⇧n+1

\D
0

) + µ(⇧n\D0). В силу аддитивности функции µ на классе ⇤n

и в силу соотношения ⇧n+1

= (⇧n+1

\⇧n)
S
(⇧n

T
⇧n+1

) справедливо равенство

µ(A) = µ(D
0

)+µ((⇧n\⇧n+1

)\D
0

)+µ((⇧n+1

\⇧n)\D0

)+µ((⇧n+1

S
⇧n)\D0

). Таким

образом, величина µ(A) не изменится, если поменять нумерацию брусов ⇧n и

⇧n+1

и, следовательно, не зависит от нумерации системы брусов ⇧
1

, ...,⇧n+1

.

Предположим теперь, что A = D
S
⇧ = D0

S
⇧0, где D,D0 2 Vn. Тогда

(D0
S
⇧0)\D = ⇧\D 2 ⇤n. А в силу предположения индукции функция µ

определена на классе ⇤n и ее значение на множестве из ⇤n не зависит от

представления множества из ⇤n в виде (4). Поэтому в силу аддитивности

продолжения функции µ с классов Vn и ⇤n на класс Vn+1

справедливо равенство

µ(D0
S
⇧0) = µ(D) + µ((D0

S
⇧0)\D) = µ(D) + µ(⇧\D) и, с другой стороны,

µ(D0
S

⇧0) = µ(D0) + µ(⇧0\D0). Таким образом, значение аддитивной на классах

⇤n и Vn+1

функции µ на множестве A 2 Vn+1

определено равенством (5) и не

зависит от его представления в виде A = D
S

⇧, ⇧ 2 P , D 2 Vn.

Покажем, что если функция µ определена и аддитивна на классе Vn+1

и

на классе ⇤n, то она допускает однозначное аддитивное продолжение на класс

⇤n+1

.

Произвольное множество A 2 ⇤n+1

представимо в виде A = ⇧\D, где ⇧ 2 P и

D =
n+1S
j=1

⇧j 2 Vn+1

и D ⇢ ⇧. Тогда для произвольного аддитивного продолжения

функции µ на класс ⇤n+1

выполняется равенство

µ(⇧\D) = µ(⇧)� µ(D). (6)

Если A = ⇧0\D0 = ⇧00\D00 где ⇧0,⇧00 2 P, D0, D00 2 Vn+1

и D0 ⇢ ⇧0, D00 ⇢
⇧00, то A = ⇧\D, где ⇧ = ⇧0

T
⇧00 и D = ⇧

T
D0 = ⇧

T
D00 2 Vn+1

. Тогда

D0 = D
S
⇧0\⇧ 2 Vn+1

и D00 = D
S
⇧00\⇧ 2 Vn+1

. И поскольку функция µ

аддитивна на классе Vn+1

, то µ(D00) = µ(D)+µ(⇧00\⇧) и µ(D0) = µ(D)+µ(⇧0\⇧).
Поэтому µ(⇧00)�µ(D00) = µ(⇧0)�µ(D0) = µ(⇧)�µ(D). Таким образом, значение

аддитивной на классе ⇤n+1

функции µ на множестве A 2 ⇤n+1

определено

равенством (6) и не зависит от представления множества в виде A = ⇧\D, ⇧ 2
P , D 2 Vn+1

.

В силу предположения индукции каждое слагаемое в правой части равенства
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(6) определено однозначно, поэтому функция множества µ допускает единствен-

ное аддитивное продолжение на класс ⇤n+1

. Лемма 4 доказана.

Из леммы 4 следует утверждение теоремы 1 поскольку ⇤ =
S

n2N
⇤n

Лемма 5. Функция множества µ, заданная на классе P, допускает един-
ственное аддитивное продолжение до меры µ на кольце R.

Действительно, определенная на полукольце множеств ⇤ функция множества

µ допускает, согласно теореме 1 главы 5.2 [7], единственное продолжение до

аддитивной функции множества на минимальной кольце R.

Лемма 6. Мера µ на пространстве l1, заданная на кольце R, инвариантна
относительно сдвига на любой вектор из пространства R1.

Инвариантность функции µ на классе множеств P относительно сдвига на

произвольный вектор пространства l1 очевидна. Из нее следует инвариантность

функции µ на классе множеств ⇤
1

и, по индукции, на классе ⇤n при любом

n 2 N.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть на множестве измеримых брусов P задана функ-
ция µ : P ! [0,+1], аддитивная и инвариантная относительно сдвига на
произвольный вектор из l1. Тогда функция µ однозначно продолжается до
аддитивной и инвариантной относительно сдвига на произвольный вектор из
l1 функции на кольце R.

Таким образом, для любых двух множеств A,B 2 R, связанных между собой

преобразованием сдвига на вектор из l1, выполняется равенство µ(A) = µ(B).

Замечание. Подобная конструкция меры на пространстве l1 изучалась в

работе [1]. Основными отличиями меры � из работы [1] и меры µ из настоя-

щей работы являются два обстоятельства. Во-первых, мера � не инвариантна

относительно изменения нумерации координат поскольку при ее определении

требуется лишь сходимость а не абсолютная сходимость произведений длин

ребер брусов. Во-вторых, в работе [1] показано, что мера � является счетно-

аддитивной, это можно показать также на основании теоремы 3.5.1 монографии

[2]. Используя эту теорему можно показать, что мера µ также является счетно

аддитиной и допускает счетно аддитивное продолжение на минимальное �-

кольцо подмножеств пространства l1, содержащее кольцо R. Но, как будет

показано ниже, на пространстве lp при p 2 [1,+1) по предложенной теоремой

2 схеме можно построить лишь конечно аддитивную меру, не обладающую

свойством счетной аддитивности.

Два множества пространства l1 назовем l1-эквивалентными, если одно из них

является образом другого при сдвиге на вектор из пространства l1. Введенное

отношение эквивалентности на кольце R позволяет представить кольцо R как

объединение непересекающихся классов l1-эквивалентных множеств. Мера µ
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из теоремы 2 принимает равные значения на множествах из одного класса l1-

эквивалентности. В то же время, условие инвариантности меры µ относительно

сдвигов на векторы из l1 требует постоянства значения меры на множествах из

класса l1-эквивалентности и мера из теоремы 2 удовлетворяет этому требованию.

Пусть p 2 [1,+1). Назовем два вектора пространства l1 lp-эквивалентными,

если их разность является вектором из пространства lp; два множества про-

странства l1 назовем lp-эквивалентными, если одно из них является образом

другого при сдвиге на вектор из пространства lp.

Введенное отношение эквивалентности на кольце R позволяет представить

кольцо R как объединение непересекающихся классов lp-эквивалентных мно-

жеств. Следовательно, сдвиги на произвольный вектор из пространства lp

преобразуют множество из некоторого класса в множество из того же самого

класса. Поскольку пространство l1 шире пространства lp, то один класс l1-

эквивалентности содержит множество различных классов lp-эквивалентности.

Условие инвариантности меры µ относительно сдвигов на векторы из lp требует

постоянства значения меры на множествах из класса lp-эквивалентности, но

значения меры на множествах из различных классов lp-эквивалентности никак

не связаны между собой условием инвариантности меры µ относительно сдвигов

на векторы из lp.

Два бруса являются l1-эквивалентными тогда и только тогда, когда после-

довательности длин их ребер совпадают.

Поэтому мера на кольце R подмножеств пространства l1, определенная в

теореме 2, является единственной мерой на кольце R, инвариантной относи-

тельно сдвигов на произвольный вектор из пространства l1, нормированной

условием: значение меры на единичном кубе {x 2 l1 : 8 j 2 N xj 2 [0, 1]} равно

единице. Тем более, такая мера является инвариантной относительно сдвигов

на произвольный вектор из пространства lp. Но есть и другие lp-инвариантные

меры, поскольку значения таких мер на кубах {x 2 l1 : 8 j 2 N xj 2 [aj, aj +1]}
и {x 2 l1 : 8 j 2 N xj 2 [↵j,↵j+1]} могут быть различны для векторов a,↵ 2 l1

таких, что a� ↵ /2 lp.

Теорема 3. Пусть на множестве измеримых брусов P задана функция
⌫ : P ! [0,+1], аддитивная (если A,A

1

, ..., An 2 P, A =
Sn

j=1

Aj и множества

A
1

, ..., An попарно не пересекаются, то ⌫(A) =
nP

j=1

⌫(Aj)) и инвариантная

относительно сдвига на произвольный вектор из lp. Тогда функция ⌫ одно-
значно продолжается до аддитивной и инвариантной относительно сдвига на
произвольный вектор из lp функции на классе ⇤ и на кольце R.

Если поставить задачу определения меры на кольце R подмножеств про-

странства l1, инвариантной относительно сдвигов на произвольный вектор из

пространства lp, то помимо меры µ найдутся и другие такие меры. Например,
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выделим в кольце R систему брусов, имеющих точку 0 пространства l1 своим

геометрическим центром симметрии, а также брусов, входящих с ними в один

класс lp-эквивалентности. Пусть R
0

– минимальное кольцо, содержащее систему

центрированных и lp-эквивалентных им брусов. Определим меру ⌫ из условия

⌫|R0 = µR0 , ⌫(A) = 0 для любого множества A 2 R, не входящего в подкольцо

R
0

. Тогда ⌫ – также мера на кольце R, инвариантная относительно сдвигов на

векторы из пространства lp.

Таким образом, множество lp-эквивалентных мер на кольце R шире множе-

ства l1-эквивалентных мер на кольце R и имеет место неоднозначность в выборе

lp-эквивалентных мер на кольце R, связанная с различием значений мер на

брусах с равными ребрами, входящими в различные классы lp-эквивалентности.

Инвариантные меры на пространствах lp при p 2 [1,1)

При произвольном p 2 [1,+1) обозначим через Pp совокупность множеств

вида

⇧a,b = {x 2 lp : 8 j 2 N xj 2 haj, bji}, a, b 2 l1,

таких, что aj  bj при всех j 2 N и таких, что выполняется условие (1).

Множества ⇧a,b являются пустыми если либо 9 j 2 N : haj, bji = ↵ , либо

c /2 lp, где c – отображение N :! R, определяемое равенствами cj = min{x : x 2
[aj, bj]}.

Определим на семействе брусов Pp функцию µp таким образом, что ее

значение на пустом множестве равно нулю, а на всяком непустом брусе ⇧a,b

значение меры µp определяется равенством (3). Тогда функция множества µp на

классе Pp подмножеств пространства lp определена, аддитивна и инвариантна

относительно сдвигов на векторы из пространства lp.

Обозначим через Rp минимальное кольцо подмножеств пространства lp,

содержащее класс Pp. Поставим задачу определить меру на кольце Rp подмно-

жеств пространства lp, инвариантной относительно сдвигов на произвольный

вектор из пространства lp

Теорема 4. Пусть на множестве измеримых брусов P пространства l1

задана функция ⌫ : P ! [0,+1], аддитивная, инвариантная относительно
сдвига на произвольный вектор из lp и такая, что ее значение обращается
в нуль на любом брусе ⇧a,b 2 P таком, что ⇧a,b

T
lp = ↵. Тогда если ⌫ –

единственная мера на l1, являющаяся аддитивным продолжением функции ⌫

с класса P на кольцо R, то мера ⌫ инвариантна относительно сдвига на про-
извольный вектор из lp и ее сужение µp на кольцо Rp является инвариантной
относительно сдвига мерой на пространстве lp.
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О продолжении меры на lp при p 2 [1,+1) с класса P
измеримых брусов по схеме Лебега-Каратеодори

В работе [1] проведено построение меры на топологическом векторном

пространстве R1, в котором мера из теоремы 1 продолжается на минималь-

ное �-кольцо ⌃, содержащее кольцо R, с помощью внешней меры по схеме

Каратеодори.

В работе [1] по аддитивной функции множества µ на совокупности измеримых

брусов P (см. (3)), задается внешняя мера � : 2l1 ! [0,+1], определяемая

равенством

�(A) = infS
j2N

Bj�A, Bj2P

X

j2N

µ(Bj) 8 A 2 2l1 . (7)

Функция множества �, определенная равенством (7), является внешней мерой

на пространстве l1 – она определена на алгебре всех подмножеств, счетно-

субаддитивна и удовлетворяет условию �(↵) = 0.

Кроме того, внешняя мера � порождена мерой µ, заданной на минимальном

кольце R, содержащем класс P .

Поскольку (см. [1], а также [2], стр. 223) мера µ удовлетворяет условию

счетной аддитивности на классе P (то есть для любой последовательности

множеств Aj 2 R, j 2 N, такой, что Aj+1

⇢ Aj и

1T
j=1

Aj = ↵, выполняется

равенство lim
j!1

µ(Aj) = 0), то сужение внешней меры � на класс P (и на кольцо

R) совпадает с мерой µ согласно теореме 1.5.6. [2] (см. также теорему 10.2 [9]).

Следуя конструкции работы [1] по аддитивной функции множества µp (см.

теорему 4) на совокупности измеримых брусов Pp (см. (3)), зададим внешнюю

меру �p : 2lp ! [0,+1], определяемая равенством

�p(A) = infS
j2N

Bj�A, Bj2Pp

X

j2N

µp(Bj) 8 A 2 2lp . (8)

Функция множества �p, определенная равенством (8), является внешней

мерой на пространстве lp – она определена на алгебре всех подмножеств, счетно-

субаддитивна и удовлетворяет условию �p(↵) = 0.

Кроме того, внешняя мера �p порождена мерой µp, заданной на минимальном

кольце Rp, содержащем класс Pp.

И если бы мера µp удовлетворяла условию счетной аддитивности на классе

Pp (то есть для любой последовательности множеств Aj 2 Rp, j 2 N, такой,

что Aj+1

⇢ Aj и

1T
j=1

Aj = ↵, выполняется равенство lim
j!1

µ(Aj) = 0), то тогда

сужение внешней меры �p на класс Pp (и на кольцо Rp) должно было бы

совпасть с мерой µ согласно теореме 1.5.6. [2] (см. также теорему 10.2 [9]).

Но, как показывают примеры (см. [2, 9]), если мера µp является лишь конечно
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аддитивной, то построенная по ней внешняя мера �p может не совпадать с мерой

µp на классе Pp.

Пример. Пусть ⌫ – чисто конечно аддитивная мера, заданная на алгебре 2N

всех подмножеств множества натуральных чисел N. Тогда если внешняя мера

�, порожденная мерой ⌫ по правилу

�(A) = infS
j2N

Bj�A, Bj22N

X

j2N

⌫(Bj) 8 A 2 2N,

то �(N) = 0. Действительно, поскольку N =
1S
k=1

{k}, а мера ⌫ чисто конечно

аддитивна, ⌫({k}) = 0 8 k 2 N, поэтому 0  �(N)  P
j2N

⌫({j}) = 0.

Лемма 7. Внешняя мера �p отличается от меры µp на множествах из
класса Pp.

Действительно, для единичного куба ⇧
0,1 2 Pp выполняется равенство

µp(⇧0,1) = 1. С другой стороны

S
j2N

⇧
0,1� 1

j
� ⇧

0,1 при всех p 2 [1,+1) ибо для

произвольной точки x 2 lp выполняется условие lim
j!1

xj = 0 (но это не так для

x 2 l1 и поэтому в пространстве l1 условие

S
j2N

⇧
0,1� 1

j
� ⇧

0,1 не выполняется).

Так как µ(⇧
0,1� 1

j
) = 0 для любого j 2 N, то тогда согласно (8) выполнены

условия 0  �p(⇧0,1) 
P
j2N

µp(⇧
0,1� 1

j
) = 0, то есть 0 = �p(⇧0,1) < µp(⇧0,1) = 1.

Таким образом, отличие внешней меры �p от меры µp на множестве измери-

мых брусов Pp установлено. Можно доказать, что в предположении, что ряд (2)

сходится, внешняя мера �p обращается в нуль на всех множествах, на которых

мера µp принимает конечные положительные значения.

Обозначим через Q совокупность абсолютно измеримых брусов, для которых

ряд (2) сходится, и через S – минимальное кольцо множеств, содержащее Q.

Тогда Q ⇢ P, S ⇢ R; обозначим через ⌫ сужение функции µ, определенной

равенством (3), на класс множеств Q.

При произвольном p 2 [1,+1) обозначим через Qp совокупность множеств

вида

⇧a,b = {x 2 lp : 8 j 2 N xj 2 haj, bji}, a, b 2 l1,

таких, что aj  bj при всех j 2 N и таких, что выполняется условие (2).

Множества ⇧a,b являются пустыми если либо 9 j 2 N : haj, bji = ↵ , либо

c /2 lp, где c – отображение N :! R, определяемое равенствами cj = min{x : x 2
[aj, bj]}.

Определим на семействе брусов Qp функцию µp таким образом, что ее

значение на пустом множестве равно нулю, а на всяком непустом брусе ⇧a,b 2 Qp

значение меры µp определяется равенством (3). Тогда функция множества µp на

классе Qp подмножеств пространства lp определена, аддитивна и инвариантна
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относительно сдвигов на векторы из пространства lp. Обозначим через Sp

минимальное кольцо подмножеств пространства lp, содержащее класс Qp.

Также, как и теоремы 2 и 4, доказываются следующие утверждения:

Теорема 5. Пусть на множестве абсолютно измеримых брусов Q задана
функция ⌫ : P ! [0,+1], аддитивная и инвариантная относительно сдвига
на произвольный вектор из l1. Тогда функция ⌫ однозначно продолжается до
аддитивной и инвариантной относительно сдвига на произвольный вектор из
l1 функции на кольце S.

Теорема 6. Пусть на множестве абсолютно измеримых брусов Q про-
странства l1 задана функция ⌫ : Q ! [0,+1], аддитивная, инвариантная
относительно сдвига на произвольный вектор из lp и такая, что ее значение
обращается в нуль на любом брусе ⇧a,b 2 Q таком, что ⇧a,b

T
lp = ↵. Тогда

если ⌫ – единственная мера на l1, являющаяся аддитивным продолжением
функции ⌫ с класса Q на кольцо S, то мера ⌫ инвариантна относительно
сдвига на произвольный вектор из lp и ее сужение µp на кольцо Sp является
инвариантной относительно сдвига мерой на пространстве lp.

Автор благодарит Г.Г. Амосова, М.М. Галламова, Ю.Н. Орлова, О.Г. Смоляно-
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Антисимметричное пространство Фока и алгебры
Грассмана с унитарным (супер-) преобразованием Фурье

Г. Г. Амосов

⇤
, М. Кпекпасси

⇤⇤
, Н Н. Шамаров

⇤⇤
, Э. Ю. Шамарова

⇤⇤

Аннотация

В антисимметричном пространстве Фока, порожденном конечномер-
ным гильбертовым пространством, вводится такая структура алгебры
Грассмана, что некоторые естественные аналоги преобразования Фурье,
включая предложенный Березиным, оказываются унитарными.

Введение

Наблюдение, изложенное в статье, возникло при обсуждении авторами

различных определений аналога операции преобразования Фурье на алгебре
Грассмана с заданным набором образующих (далее � преобразования Грассмана–

Фурье, или ПГФ); одно из таких определений ПГФ (оно приводится ниже)

предложено в работах Ф.А. Березина и М.С. Маринова [1, 2]

1
, другое (оно

также приводится далее вместе с указанием некоторых его преимуществ перед

ПГФ Березина), являющееся фактически модификацией первого, предложено

в недавней работе О.Г. Смолянова и Н.Н. Шамарова [3] о выводе уравнения

Паули для электрона.

Второе определение использовалось для построения операторов в подходящем

гильбертовом (супер-) пространстве функций, определенных на R3

и принимаю-

щих значения в грассмановой алгебре, которую далее обозначим A . Структура

этого гильбертова пространства функций связана с гильбертовой структурой на

A и специально подбиралась так, чтобы ПГФ по второму определению (а с ним

и ПГФ Березина) оказывалось унитарным оператором (точнее, изометричным

линейным) на A .

Cуществование унитарной версии “классического” преобразования Фурье

в комплексном гильбертовом пространстве L
2

(Rn) в смысле теоремы Планше-

реля является, таким образом, аргументом в пользу “естественности” обоих

определений ПГФ, сохраняющих гильбертову норму. Однако эта гильбертова

структура на A индуцирует структуру гильбертова подпространства (которое,

⇤МИАН им. В.А. Стеклова
⇤⇤МГУ им. М.В. Ломоносова
1В этих работах алгебры Грассмана используются для описания спина электрона
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в свою очередь, обозначим H) на комплексной линейной оболочке исходных

образующих.

С другой стороны, тензорная природа антисимметричного пространства Фока

�a(H), порожденного гильбертовым пространством H (точное определение этого

пространства Фока приведено далее), позволяет ввести � но, вообще говоря,

далеко не единственным способом � аналог операции внешнего умножения,

превращающему это пространство �a(H) в алгебру Грассмана над исходным

гильбертовым пространством, рассмотренным лишь как линейное комплексное

пространство. Количество таких способов, приводящих к попарно различным

алгебрам Грассмана на �a(H), при dimC H > 1 континуально (хотя все такие

алгебры и изоморфны): стандартное однопараметрическое множество этих

способов указано далее.

Таким образом, с одной стороны, имеется некоторая согласованная с опе-

раторами ПГФ гильбертова структура на исходной алгебре A, содержащей

гильбертово подпространство H, и с другой стороны � другое гильбертово

пространство �a(H), также содержащее пространство H в качестве гильбертова

подпространства, но несущее континуум попарно различных (хотя и изоморф-

ных) структур алгебр Грассмана (среди которых имеется континуум явно

задаваемых).

Получившиеся гильбертовы пространства A и �a(H) имеют одинаковую

размерность, а также, в силу специального выбора алгебры A, общее гиль-

бертово подпространство H
1

, являющееся линейной оболочкой H и общего

комплексного поля C , но вне H
1

эти пространства могут быть устроены совсем

по-разному, причем A имеет исходную структуру алгебры Грассмана, некоторым

образом согласованную с гильбертовой структурой, тогда как на �a(H) имеется

континуум различных (но изоморфных) структур грассмановой алгебры (далее

СГА).

В этой ситуации и возникает следующий вопрос (положительно решаемый в

следующих разделах): существует ли среди континуума СГА на �a(H) такая,

что её единственный изоморфизм на данную СГА A, оставляющий на месте

точки из H
1

, окажется одновременно и гильбертовым изоморфизмом между

�a(H) и A?

Далее в разделе 2 указывается подходящая СГА на �a(H), а в разделе 3

обсуждаются различные определения операторов ПГФ на этой алгебре, изомет-

ричные в смысле гильбертовой структуры.
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Пространство Фока и алгебры Грассмана
над гильбертовым пространством

Для каждого n-мерного пространства H мы реализуем антисимметричное

пространство Фока �a(H) как образ гильбертовой прямой суммы T (H) =

�1k=0

H⌦k (конечных гильбертовых тензорных степеней пространства H) отно-

сительно линейной операции в T (H), далее называемой альтернацией, обозначае-

мой Alt и определяемой тем, что она отображает каждое тензорное произведение

⌦k
j=1

hj (hj 2 H) в сумму

X

�2Sk

sgn(�) ·⌦k
j=1

h�j ,

где Sk � множество (симметрическая группа) всех биекций множества {1, ..., k}
на себя (перестановок), �j = �(j) � значение такой биекции � 2 Sk на элементе j ,

и sgn(�) (= (�1)�) � знак перестановки � .

По построению, пространства H⌦k инвариантны относительно оператора Alt ;

их гильбертовы подпространства Alt(H⌦k) обозначим H^k, так что �a(H) =

Alt(T (H)) = �n
k=0

H^k.

Используем далее также линейный непрерывный оператор

Pa : T (H)! �a(H),

определенный на каждой декартовой степени вида H⌦k формулой Pa(t) =
1

k!
Alt t . Непосредственно проверяется, что Pa , будучи оператором на гильбер-

товом пространстве T (H) (и на его подпространствах H⌦k), является ортого-

нальным проектором на �a(H) (соотв., на H^k ⌘ H⌦k \ �a(H)).

Далее используем такую реализацию билинейной операции ^ : �a(H) ⇥
�a(H)! �a(H), что её сужения на декартовы произведения вида H^k1 ⇥H^k2

определяются формулой

2

t
1

^t
2

=

✓
(k

1

+ k
2

)!

k
1

! k
2

!

◆
1/2

·Pa(t1⌦t2)
 
⌘ 1p

(k
1

+ k
2

)! k
1

! k
2

!
· Alt(t

1

⌦ t
2

)

!
(1)

(t
1

2 H^k1 , t
2

2 H^k2). Непосредственно проверяется теперь, что для каждого

линейного базиса (⇠
1

, ..., ⇠n) пространства H операция ^ определяет в линейном

пространстве �a(H) структуру алгебры Грассмана с n образующими ⇠
1

, ..., ⇠n 3
,

(заменяя в первом равенстве формулы (1) показатель “1/2 ” на произвольный ве-

щественный положительный � при этом равенство в скобках может нарушиться

� получаем континуум попарно различных, но изоморфных друг другу, алгебр

Грассмана).

2Ср. [11], где описан случай бесконечномерного H.
3Детали рассуждения можно увидеть, в частности, на образовательном сай-

те https://www.cefns.nau.edu/˜schulz/grassmann.pdf
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Построенную алгебру Грассмана (�a(H),^) назовём алгеброй Грассмана–

Фока (над H)

4
. Аналогично проверяется, что для каждого набора (h

1

, ..., hk) 2
Hk

с k 6 n выполняется равенство ^kj=1

hj = 1p
k!

· Alt(⌦k
j=1

hj) , и что

если (e
1

, ..., en) � ортонормированный базис в H , то линейный базис алгебры

Грассмана–Фока (�a(H),^), состоящий из всех произведений вида ^nj=1

e
aj
j ⌘ ~e ~a

(где aj 2 {0; 1} и, как обычно, e0j = 1 и e1j = ej для j 2 {1, 2, ..., n} ), также

ортонормирован.

5
В следующем разделе показано, что различные аналоги преоб-

разований Лапласа и Фурье на алгебре Грассмана–Фока являются унитарными

относительно скалярного произведения в ней.

Преобразования Грассмана–Фурье,
или суперпреобразования Фурье

Следуя некоторым обозначениям Березина [1, 2] (его подход к суперанализу

отличается от так называемого функционального подхода, развитого в [6]–

[9] и [5]), если (e
1

, ..., en) � набор образующих элементов алгебры Грассмана

G = G(e
1

, ..., en) над C (где будем опускать знак ^ или заменять его точкой),

то обозначаем эти порождающие ⇠
1

, ..., ⇠n соотв., и называем их “антикомму-

тирующими переменными”, и каждый элемент g =
P

~a2{0;1}n c~ae
~a

этой алгебры

называем “многочленом от этих переменных” (с комплексными коэффициентами)

и обозначаем его g(⇠
1

, ..., ⇠n) ⌘
P

~a2{0;1}n c~a⇠
~a
.

Если такой полином g = g(⇠
1

, ..., ⇠n) =
P

~a2{0;1}n c~a⇠
~a

не зависит от ⇠j0 , для

некоторого j
0

2 {1, ..., n} (т.е., c~a = 0 при aj0 = 1), то линейные операторы �
@ ⇠j0

и

~@⇠j0 : G ! G “частного дифференцирования справа и слева по ⇠j0”

определяется формулами

 �
@ ⇠j0

g = ~@⇠j0g = 0,
 �
@ ⇠j0

(g⇠j0) = ~@⇠j0 (⇠j0g) = g , и

операторы

 �R
d⇠j0 (

~R d⇠j0) “определенного частного интегрирования справа (слева)

по ⇠j0” определяется формулами

 �R
d⇠j0 =

 �
@ ⇠j0

и

~R d⇠j0 = ~@⇠j0 ( [12], ср. [9]).

В работах Березина такая супералгебра G наделяется также антилинейным

оператором инволюции ⇤ : G(⇠
1

, ..., ⇠n) ! G(⇠
1

, ..., ⇠n), ⇤(g) ⌘ g⇤, таким, что

элементы 1 = e
0

, ⇠
1

, . . . , ⇠n инвариантны относительно ⇤ и

8 g
1

, g
2

2 G(⇠
1

, ..., ⇠n) (g
1

g
2

)⇤ = g⇤
2

g⇤
1

.

При этом ⇤-инвариантное вещественное подпространство в G, порожденное

всеми образующими ⇠j , интерпретируется как антикоммутативный аналог

координатного (геометрического) пространства, а другое вещественное подпро-

странство, полученное умножением предыдущего на мнимую единицу � как

4Одним из следствий результатов статьи [5] является тот факт, что произвольная такая
алгебра Грассмана–Фока не является банаховой алгеброй, то есть, что если ke0k = 1, то норма
билинейного оператора ^ не равна 1 (k ^ k � 2/

p
3).

5это можно вывести также из равенств на с. 107 (111-я страница файла) в разделе 6.2
книги [https://www.cefns.nau.edu/˜schulz/grassmann.pdf ].
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аналог пространства импульсов. В другом контексте таким анти-изоморфизмам

иногда приписывают другой физический смысл � переобразований, переводящих

частицы в античастицы [10]. Мы далее используем инволюцию при сравнении

разных преобразований Грассмана–Фурье.

Суперпреобразование Фурье по Березину

По-видимому, впервые аналог преобразования Фурье (ПФ) на алгебре Грас-

смана предложен в [1]; в наших обозначениях это оператор между двумя

подалгебрами � G(⇠
1

, ..., ⇠n) и G(⌘
1

, ..., ⌘n) более широкой алгебры Грассмана

G(⇠
1

, ..., ⇠n, ⌘1, ..., ⌘n), в которой упорядоченный набор (⇠
1

, ..., ⇠n, ⌘1, ..., ⌘n) образу-

ющих состоит из 2n независимых антикоммутирующих “переменных”. Обозначая

этот аналог ПФ, введенный Березиным, как

F ~⇠!~⌘
B : G(⇠

1

, ..., ⇠n)! G(⌘
1

, ..., ⌘n)

можно задать его формулой

F ~⇠!~⌘
B (f(⇠

1

, ..., ⇠n)) = (F ~⇠!~⌘
B f)(⌘

1

, ..., ⌘n)) =

 �Z
d⇠

1

· · ·
 �Z
d⇠n (ei

~⇠·~⌘ f(⇠
1

, ..., ⇠n)),

где мы пишем

~⇠ вместо (⇠
1

, ..., ⇠n) и

~⇠ · ~⌘ вместо

Pn
j=1

⇠j⌘j) .

Обратный оператор [2] �

(F ~⇠!~⌘
B )�1 = i�n

2F~⌘!~⇠
B : g(⌘

1

, ..., ⌘n) 7! i�n
2

 �Z
d⌘

1

· · ·
 �Z
d⌘n (e�i

~⇠·~⌘ g(⌘
1

, ..., ⌘n)).

Поскльку коэффициент i�n
2

равен 1 для четных n и �i для нечетных n, то

неясно, как должен быть выражен бесконечномерный или бескоординатный (не

зависящий от размерности) аналог этой формулы. Это обстоятельство является

аргументом для поиска формулы более симметричного варианта оператора

ПГФ.

Сохраняющее базис суперпреобразование.

Найдем подходящий оператор, варьируя комплексные коэффициенты cj в

показателе экспоненциального выражения Kc1,...,cn(~⇠, ~⌘) = e
Pn

j=1 cj⇠j⌘j
, которое

при cj = i является интегральным ядром оператора F ~⇠!~⌘
B .

Если все cj � комплексные ненулевые и ~c = (c
1

, ..., cn), то непосредствен-

ное вычисление показывает, что оператор F ~⇠!~⌘
~c : G(⇠

1

, ..., ⇠n) ! G(⌘
1

, ..., ⌘n) ,

определяемый формулой

F ~⇠!~⌘
~c : f(⇠

1

, ..., ⇠n) 7!
 �Z
d⇠

1

· · ·
 �Z
d⇠n (e

Pn
j=1 cj⇠j⌘j f(⇠

1

, ..., ⇠n)) ,
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отображает базисный элемент

~⇠
~a ⌘ ⇠a1

1

· · · ⇠ann (aj 2 {0; 1}) в произведение

((�1)1�1c
1

⌘
1

)1�a1 · · · ((�1)n�1cn⌘n)1�an ⌘
~nY

j=1

((�1)j�1cj⌘j)1�aj .

Таким образом, если в положить cj = (�1)j�1, то оператор F ~⇠!~⌘
~c отобразит

базисный элемент

~⇠~a снова в базисный элемент: ~⌘~1�~a ⌘ ~Qn
j=1

⌘
1�aj
j (формула

для образа произведения

 �
⇠
 �a

более громоздка). В этом случае (cj = (�1)j�1) об-

ратный оператор, (F ~⇠!~⌘
~c )�1, совпадает с F~⌘!~⇠

~c , то есть, ядро обратного оператора

имеет вид

K
+1,�1,+1,�1,...,(�1)n�1(~⌘, ~⇠) = e

Pn
j=1(�1)j�1⌘j⇠j = e�

Pn
j=1(�1)j�1⇠j⌘j .

Полученный оператор F ~⇠!~⌘
+1,�1,+1,�1,...,(�1)n�1 , обозначение для обратного к

которому получается простой переменой порядка букв ⇠ и ⌘, будет далее

называться каноническим оператором преобразования Грассмана–Фурье из

G(~⇠) в G(~⌘) и обозначаться F ~⇠!~⌘
can . С одной стороны, этот оператор, не содер-

жащий в показателе мнимых коэффициентов, но содержащий, вообще говоря,

отрицательные, естественно считать обобщением скорее преобразования Лапласа.

Однако имеет место следующее обстоятельство.

Воспользуемся реализацией алгебры Грассмана G(⇠
1

, ..., ⇠n, ⌘1, ..., ⌘n) в виде

алгебры Грассмана–Фока �a(H�H), наделенной сохраняющим степень и норму

тензора анти-эндоморфизмом (инволюции) ⇤ и такой, что последовательность

(⇠
1

, ..., ⇠n, ⌘1, ..., ⌘n) является ортонормированной в H�H . Следуя терминологии

Березина, ⇤-инвариантные элементы алгебры будем называть (⇤-) веществен-

ными, тогда как анти-инвариантные (меняющие знак при действии на них

инволюции) � (⇤-) мнимыми.

Аналоги наблюдаемых вещественных величин (например, геометрических

координат или координат вектора импульса) естественно считать вещественны-

ми, поэтому предположим, что элементы ⇠
1

, ..., ⇠n, ⌘1, ..., ⌘n вещественны. Тогда

аргумент экспоненты i~⇠~⌘ в формуле для интегрального ядра оператора F ~⇠!~⌘
B

является вещественным, и с этой точки зрения оператор Березина, несмотря

на наличие мнимой единицы, аналогичен скорее оператору Лапласа, нежели

Фурье

6
. При этом аргумент экспоненты интегрального ядра оператора F ~⇠!~⌘

can

– сумма

Pn
j=1

(�1)j�1⇠j⌘j � является ⇤-мнимым, что и согласуется с понятием

преобразования Фурье.

6 Следует отметить ещё, что в работе [4] вводятся супераналоги функции Гамильтона H
и “функционала” действия, являющиеся ⇤-вещественными элементами комплексной алгебры
Грассмана с инволюцией, порожденной тремя ⇤-вещественными образующими ⇣k, набор
которых представляет аналог “точки фазового пространства”, тогда как о выделении
некоммутативных аналогов отдельно компонент импульсных переменных ничего не сказано.
При этом в более поздней работе [2] явно предлагается считать некоммутативные аналоги как
компонент импульса, так и координат пространственного положения невещественными.
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Кроме того, приведенная выше формула для образов базисных произведений �
⇠
 �a

доказывает следующую теорему.

Теорема. Операторы F ~⇠!~⌘
B и F ~⇠!~⌘

can из G(⇠
1

, ..., ⇠n) в G(⌘
1

, ..., ⌘n) сохраняют

норму, индуцированную в этих алгебрах нормой алгебры Грассмана–Фока

(�a(H⇠ �H⌘),^), в которой наборы (⇠
1

, ..., ⇠n) и (⌘
1

, ..., ⌘n) служат ортонормиро-

ванными базисами пространств H⇠ и H⌘ соответственно. Более общо, всякий

оператор вида F ~⇠!~⌘
~c сохраняет описанную норму, если (и только если) |cj| = 1

(j = 1, ..., n).

Третий автор пользовался поддержкой гранта РФФИ № 14-01-00516.
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