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����
���%4 xn) �����%�
��������� � 3������� ��,���-�
� �
3"� 	 ���*�"���� ������% ,������%4 
��������*) ��
��3�*
��%4 �
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���������� ���
3
��) ,�� �
��� *%,������� ����� "
*
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����
���%� ���/��0���� ��0�%4 *���,�� ��� ������3�*
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��
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���%4 ,������%4 ����"�*�
� �
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 �
���
���*
-��� �������%� �����0���� 5��# 
��������� �


�
����,����# ������ ,�����

�� t^�('g ��6ub K(x, n) �'� v�(�t g f�6 d '�p�$^(`6�

(
������) ,�� �������K(x, n) �% ����"����� * k�l� 6�� ������3�*
����
"�� ���������� �
����
���%4 
��������
��# �������%4 ���"
����
���%4
��������%4 1��� k�) wl2�

���� 	� 
��
��� 
������ K(x, 1) � K(x, 2)�

d��� 
��������
�����%� �*�#��*
 �/%���*���%4 ����%4 "��/�# 4���&�
�3�,��% "�� �������*
��%4 x 1���) �
������) kxl2) �*�#��*
 ����%4 "��/�#
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�
� ������# 
�������
 x � ����"�
 "��/� n) �
������� �
� �3*�����) ���"�
�� �3�,
�����
v������ P (x, n) = K(x, n)− x �*��-���) �,�*�"��) 1−�����"�,������)

���,��
P (x, 2n) ≤ 0, P (x, 2n− 1) ≥ 0,

�� �3*������� �*�#��*� ��"4�"�.�4 "��/�#� ��5���� "���
��,�� �3�,
�� 5��
������� �
 �����*
�� [0, 1]�
(
 ���� � ���*�"��% ��
���� ������# K(x, 1) � K(x, 2) �
 �����*
��

[0, 1]) �"� *�����
���%� ����3�� h 5�� ,���� ��4��,����# 
����
�� 1�"
!
���� �4 /%�� /% ���&��� �
��
"��2�  3 ���� � *�"��) ,�� ��
��� ����!
��� K(x, 2) �
 ����3�
4 [1/2, 1], [1/3, 1/2], [1/4, 1/3], . . . ��*������ �
�&�
!
/���*
��%# ��
��� ������� K(x, 1)� 
̀� 0� *�"�� ��/� ��
���� ������#
K(x, n)) n > 2� 
̀��� �/�
3��) ��
���� 5��4 ������# ���-� *����
 ���0!
��- �*
3���
��
����- ����������
��*�"���� ������# K(x, n) �
 �����*
�� x ∈ [0, 1] ����%*
�� ���"�-.��

1�,�*�"���2

�����	����� �� ��� ����� 	
�	�

 ������� K(x, n)� n ∈ N� x ∈ [0, 1]
�
���� ��	�����

xk1,...,kn = [k1, k2, . . . kn], k2, . . . , kn ∈ N0, k1 ∈ N. 1�2

�	� ���� K(x, n) = xk1,...,kn ��� x� 	
����������� ����� 
������
��

[k1, k2, . . . kn] � [k1, k2, . . . kn + t]� 0 ≤ t < 1� k1, . . . , kn ∈ N�

_
�����) ,�� *%/�� kj = 0) j �= 1 * 1�2 �3�
,
�� ������) ,�� ���/�������
������# K(x,m) �
���"�-��� �������# K(x, n)) m < n) ,�� *�"�� �
�0�
�3 �,�*�"���� ��0"���*


K(x,m) = K(K(x,m), n), m, n ∈ N, m ≤ n.

�����"�*
��������� ��"4�"�.�4 "��/�# K(x, 2n) � K(x, 2n− 1)) n ∈ N

�*��-���) ����*����*����) *�3�
��
-.�# � �/%*
-.�#) ����

. . . ≤ K(x, 2n− 2) ≤ K(x, 2n) ≤ x ≤ K(x, 2n− 1) ≤ K(x, 2n− 3) ≤ . . . ,

���,�� �
*����*
 �
,��
� � �����
 m 3"��� "�����
-��� ������ "�� �
���!
�
���%4 x) �����%� ���"��
*��% * *�"� �/%���*����# �����# "��/� ����"�

m ≤ 2n�
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3��) � �
� *���"
 ���-��� *��4��� � ��0��� ������ �������!
����� ,���
) ,�� "��
�� 5��� ��4
��3� ���������� �4�0�� � �����*
����#
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������ ������.���*�� �
���� ����������) ���� 3
���% 1�
����
������2
,���
 x �
 ��� ��"4�"�.�- "��/� K(x, n)) �*������ �����
������� 5����
���"��
*������ �
� �3*����� 1��� kxl2) "��/� K(x, n) ���/��0
�� ,���� x
�
���,&�� �/�
3�� * ���0���*� �
����
���%4 ,����) 3�
���
���� �����%4
�� ���*��4�"�� 3�
���
���� "��/� K(x, n) 1
 ��
 *���"
 �����*�"��
2�
����3���� ��0"���*�� x = 1/([1/x] + {1/x})) �-/�- ������- K(x, n))

0 ≤ x ≤ 1 ��0�� *%�
3��� �*�� * *�"� �����3���# ������# ����# � "��/��#
,
���# ,���
 x� 6"�
�� 5�� ���"��
*����� �� ����� ��
���,������ 3�
,����)
�
� �
� ��
���� *%,������� ���*�"���� �� 
�������� ^*���"
�
���"��0���� � "
�� *�3��0����� 3
���
�� ������
�% �� ������#K(x, n)

�
 �����*
�� [0, 1] * *�"� ���������� � ��"���
�� {k1, . . . , kn}� 6"�
�� *
�*��� *�"� �
�
� ����
 ������� ������ "�� K(x, 1)y

1∫
0

K(x, 1) dx =
1∫
0

1/[1/x] dx =
π2

6
− 1.

f���
��� ���"��0���- �) ��
,��) �
������) ������� K(x, 2) * ����3!
*�����# ��,�� �� �
3�%*
 �
*��

1

n+ 1
m+ 1

− 1

n+ 1
m

=
1

(nm+ n+ 1) (nm+ 1)
, m, n ∈ N,

����m � n ���
"
-� * 3�
���
����) 
 ,�������� �
*�� �"������ f�
,�� �-/�#
������� K(x, n)) n ∈ N /�"�� *%�
0
���� ��4�0�� �/�
3�� �� �3*�������
�*�#��*� ��"4�"�.�4 "��/�#�

�����	����� �� �
� ��!"�� ��
��� ������� K(x, n)� n ∈ N� x ∈ [0, 1]

�����#
���� 
 �����

rn =
1

1+

1

1+
. . .

1

1
=

n+1

K
k=1

1

1
.

�	�
�
 ��!� �	� �
� �3*�����) ,�������� pn � 3�
���
���� qn ��"4�"�!
.�4 "��/�# �"�*���*���-� ����������%� ������&�����

pn = kn pn−1 + pn−2, p−1 = 1, p0 = 0,
qn = kn qn−1 + qn−2, q−1 = 0, q0 = 1.

1�2

f�
,�� ������� K(x, n) ��0�� 3
���
�� �
�

(kn + 1) pn−1 + pn−2

(kn + 1) qn−1 + qn−2
− kn pn−1 + pn−2

kn qn−1 + qn−2
=

pn−1 qn−2 − pn−2 qn−1

((kn + 1) qn−1 + qn−2) (kn qn−1 + qn−2)
.

��5���� 1��� ������� � * kxl2 ,�������� �����"��# "��/� *���"
 �
*�� ±1

����
��� ��0"���*�
pn+1

qn+1
− pn

qn
=

(−1)n

qnqn+1
. 1	2



�

_�
���
���� "��/�) *%�
0
-.�# ��
,�� ������� K(x, n)) �,�*�"��) "�!
����
�� �����
������ 3�
,���� ��� k1 = k2 = . . . = kn = 1� e� �̀��


̀��� �/�
3��) �
�/���&�# ��
,�� ������# K(x, n) "�����
���� * "��!
/�4

{rn, n ∈ N} =

{
1

2
,
2

3
,
3

5
,
5

8
,
8

13
,
13

21
,
21

34
,
34

55
, . . .

}
, rn → 1

2
(
√
5− 1) ≈ 0.61803.

�"� ,�������� � 3�
���
���� h 5�� �� ,�� ����) �
� ,���
 v�/��
,,�) Fn

1��� kql2) �
� �
� ������
 1�2 "
�� ������ 5�� ,���
 ��� kn = 1� ����,��

��
,�
 ��� 5��� �
*�


δn =
n

K
k=1

1

1
−

n−1

K
k=1

1

1+

1

2
=

n

K
k=1

1

1
−

n+1

K
k=1

1

1
=

Fn

Fn+1
− Fn+1

Fn+2
, n ∈ N.

�� �3*������� �*�#��*� ,���� v�/��
,,�) �������) *���,��) ���"��� �3
������% 1	2) ����,
��⎧⎨

⎩δn =
(−1)n+1

Fn+1 Fn+2
, n ∈ N

⎫⎬
⎭ =

{
1

2
,−1

6
,
1

15
,− 1

40
,

1

104
,− 1

273
, . . .

}
.

����,��
 |δn|) �,�*�"��) �*������ �
����
���� *�3��0��# �����&�����-
���/��0���� ,���
 x ∈ [0, 1] "��/�- K(x, n)� (
������) ��� n = 40 �
���!
�
���
� �����&����� �
*�


|δ40| = 1

44361286907595736
≈ 0.225421× 10−16.

��
���
� �����&�����) �
3�������) ��0�� /%�� 3�
,������� ����&��

̀��� �/�
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��y 3������ ��,���� 1��� ���

�"*��� �
 ����� ,����2 ���/��0
���� �
����
���%�� ,���
�� �
�4�"&��
�/�
3���

���� �� 
��
��� 
������ K(x, 3)− x � x−K(x, 4)�
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(
 ���� � ���*�"��% ��
���� ������# K(x, 3)− x � x −K(x, 4) �
 ��!
���*
�� [0, 1] 1�"� *�����
���%� ����3�� h 5�� ��4��,����# 
����
��2�  3
5��4 �������* 1
 �
�0� "����4 "�� n > 42 *�"��) ,�� ��.���*�-� �����!
0����) �"� *�.���*���%� ,���
 ���/��0
-��� ����%�� "��/��� * ,�����!
��� ��%��� 3�
,������� ��,&�) ,�� * "����4 �����*
�
4 ����3�
 [0, 1]� o��
i/�
��������%�j "�� 
��������
��� �����0���� �
�����0��% */��3� ��!
,�� 1/2, 1/3, 1/4, . . .) 
 �
�0� */��3� ��,�� 2/3, 3/4, 4/5, . . .�
o��� 5����������
���%# �
��) *�3��0��) �/m������) ��,��� "��/��!��!

��#��� ����/�
3�*
��� � �
����
���%�� ��5��������
�� ���
����
������
,���
 ��0�� �
"��
���%� �/�
3�� �3������ �������� �4�"������ �/%���!
*����# �����# "��/� ��*�# �����
��% �� ��
*����- � ��4�"��# 1��� kwl2�
� ����� kx) I� �q!�rl d��,�� ��
*��*
�� ������.���*
 � ��"���
��� ���"!

��
*����� *�.���*���%4 ,���� �/%���*���%�� ����%�� "��/��� � �4 ���"!
��
*������ �/%,�%�� 1q−
"�,�%�� * ��*�������# ������������2 "��/����
f���
��� d��,���) � �������,����# ��,�� 3����� ����%� "��/� ���-� �*�%�
� 3�
,������%� ������.���*
�
f ��
���,����# ��,�� 3����� ����%� "��/� �
�0� ���-� ��" ������!

.���*� d��,�� ����,
�� ��&� �"��) �� ��.���*���%# �4 ��"���
��� h ���"�/!
��*� ���*�"���� 
�������,����4 ����
��# � 5���� "��/���� 6"�
�� ���"���
*��������) ,�� 5�
 ����
 *%&�
 * �r	� ��"�) ���"
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�
����
����# 
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�
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� 5�� /%�� /% ��� *%,�������4 * �/%,��# �
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4 �% ���*�"�� ��" �������* ��
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��� �������%4

��
���,����4 
��������* * 5��# 
��������� � ��3����
�% �4 �
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(
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��������
* ROQ P9I@C� 6"�
�� "�� �
����
���%4 ,����) �����%� �% "
��� ������!
3���) 
������� ^*���"
 ����� 1� ����� 0� 5������*��2 ��
��3����� �
� *
������
4 ROQ) �
� � * �/%,�%4 �3%�
4 �����
�����*
����
� ,
�������) * R�� *����� �� � *%&� ��.���*��� *�������%# ��� "
�!

�%4) ���"�
3�
,���%# "�� *%,������# * �
����
����# 
���������� ��/
*!
����� ����
��� ����������) ����"������# *%&�) ��3*����� ������3�*
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���������*
��� 6��
y′(x) = f(x, y(x)) 1
2

�
 ����,��� �����*
��� � ��*������%4 �/�3�
,����4 1��� kr) I� �	
!�	�l2
�"�� &
� ����"
 �����h����
 ����� *�"

yk = y0 + h
k−1∑
i=0

ak,i f(x0 + h ci, yi), k = 1, 2, 3,

3
���

yh = y0 + h
3∑

i=0

bi f(x0 + h ci, yi), 1�2

�"� x0, y0 h 5�� "
��%� ��&� 1�
,
���%� 3�
,����2) 
 yh h 5�� ���/��0�����
3�
,���� ��&���� y(x) * ��,�� x = x0 + h�
_
��� ���"��� ����0��� x0 := x0 + h) y0 := yh � �"��
�� ���"�-.�#

&
�) � ��"� � ,
�������) "�� �
,
������ 3�
,���� x0 = 0) N &
��* "
�����

�������
 � &
��� h = 1/N ������������-� ��
*����� 1
2 �
 �����*
��
[0, 1]�
��5��������%

{ak,i, bj, cj, i = 0, 1, 2, j = 0, 1, 2, 3, k = 1, 2, 3}
*%/��
-��� �
��� �/�
3��) ,��

|y(x0 + h)− yh| ≤ C h5, C = const(x0, f),

���� ��#����*���� �
3��0���� �����&����� * ��,�� x = x0 + h �
,��
���� �
,���
 h5�
(
/�� ��5���������* a, b, c ��0�� /%�� *%/�
� ���"����*���%� �/�
!

3��� ��
���,����# *%/�� h

a1,0 = 1/2, a1,1 = 0, a1,2 = 0,
a2,0 = 0, a2,1 = 1/2, a2,2 = 0,

a3,0 = 0, a3,1 = 0, a3,2 = 1;



	�

b0 =
1

6
, b1 =

1

3
, b2 =

1

3
, b3 =

1

6
; c0 = 0, c1 =

1

2
, c2 =

1

2
, c3 = 1.

(
������� �
� �3*�����) ����"% �����h����
 �����"
 �� ����������� *
�
����
����# 
��������� �� �������# ���,���y 5�� *%,������� 1"
0� "��
��������
����# ��
*�# ,
��� 1
2) �� ��*��� �0� � �
����
����#2 /%����
���*�"�� � ����������������� ����� �/m��
 �����0���,�%4 ��3����
��*�
�
��������) �
������) 3
"
,� ��&� y(0) = 0 "�� 6��

y′(x) =
1

1 + x2

� �������������� ��� "
��%� *%&� ����"�� �
 �����*
�� [0, 1] * �
����
��!
��# 
��������� � &
��� h = 1/10� ����,
�� ���/��0����

y(1) =
5988585315838311774901484536676836463

7624903642650463520301694141655283000
, y(1)−π

4
≈ −1.550·10−10.

g���) ,�� *%,������� * �
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A(n, 0) = s(n),
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, k ≥ 0.
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, . . .
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