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Детерминизм генезиса крупномасштабных структур в астрофизике

Установлены критерии формирования нестационарных псевдопериодических структур в
системе гравитирующих частиц, описываемых системой уравнений Власова–Пуассона. Ис-
следованы условия ветвления решений нелинейного интегрального уравнения для обоб-
щенного гравитационного потенциала, приводящие к возникновения когерентных слож-
ных состояний относительного равновесия в в нестационарных системах массивных ча-
стиц.
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Determinism of genesis of large–scale structures in astrophysics

The criteria for the formation of non-stationary pseudo-periodic structures in a system of
gravitating particles, described by the Vlasov–Poisson system of equations. Conditions studied
branching solutions of a nonlinear integral equation for a generalized gravitational potential,
leading to the emergence of coherent complex states of relative equilibrium in non-stationary
systems of massive particles.
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1. Введение

Описание генезиса космологических структур типа стенок (или “сте-
нок/блинов Зельдовича” [1]) и квазиодномерных (с физической точки зре-
ния) нитей, образующих так называемую “космическую паутину”, является в
настоящее время чрезвычайно обсуждаемой темой среди групп исследовате-
лей по всему миру. Превалирующими концепциями в вопросах анализа ком-
плекса вопросов, связанных с эволюцией распределения масштабов галактик
и скоплений, в настоящее время являются выявление статистических зако-
номерностей в наборах наблюдательных данных и попытки разумного объ-
яснения феноменологических аппроксимаций этих закономерностей. В то же
время изучение механизма реализации псевдоупорядоченности на космологи-
ческих масштабах по умолчанию признается малоперспективным (в первую
очередь, в связи с отсутствием верифицированного наблюдательного мате-
риала). Общепринятыми предположениями здесь можно считать результаты
гидродинамического и кинетического моделирования при наличии значитель-
ного числа модельных предположений относительно начальных данных, фи-
зических допущений относительно влияния темной энергии, темной материи
(скалярных полей, присутствия экзотических частиц и пр.). Кроме этого, ча-
сто сложно оценить правомерность вычислительных аспектов используемой
математической модели, в том числе априорно задаваемых правил прохож-
дения каустических или возникающих артефактно–сеточных особенностей.

В значительной степени отправной точкой для расчетов (в частности,
для плоской метрики пространства–времени, близкой к современной эпохе)
являются промежуточные и финальные стадии модельной неустойчивости
Джинса, то есть распад существовавшей структуры первичного объекта с
известным распределением элементарных субструктур в фазовом простран-
стве (либо, для гидродинамического описания, известным набором макро-
параметров и поля скоростей) [2]. Очевидно, в этом случае существует зна-
чительный произвол при задании дополнительных условий, который может
приводить к существенно различающимся результатам; единственным крите-
рием истинности моделирования, кажется, может служить только получение
физической картины, совпадающей с реальными современными наблюдени-
ями (чем и объясняется особое, даже чрезмерное, внимание к анализу ста-
тистики распределений). Однако, исходя из последнего требования, мы не
можем освободиться от влияния целой совокупности факторов с принципи-
ально нелинейным уровнем влияния в постановке начально–краевой задачи,
которые приводят к наблюдаемому в настоящее время набору распределений
галактик. Таким образом, мы не можем зафиксировать, исходя из фактиче-
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ски стационарной картины современной наблюдательной эпохи, конкретные
дополнительные условия для задач математического моделирования косми-
ческой паутины непосредственно после окончания инфляционной эпохи (и,
естественно, также в более ранний период); это ограничение усугубляется вве-
дением в рассмотрение случайных локальных возмущений параметров аст-
рофизической среды с дополнительным нелинейным взаимодействием мод
(при этом такое взаимодействие должно приводить к анизотропной самоупо-
рядоченности в динамике среды на масштабах, существенно превышающих
масштабы флуктуаций).

Авторы полагают, что особую роль при исследовании строения и эволю-
ции космологических структур должны играть подходы, основанные на де-
терминистически обусловленном возникновении крупномасштабных струк-
тур (когерентных в смысле наличия трансляционной инвариантности суб-
структур в самой структуре, или при сравнении с существующими вблизи
аналогичными) в космологическом фоне. То есть “самосборка” таких струк-
тур как результат взаимодействия мелкомасштабных возмущений, создаю-
щих “порядок из хаоса” (согласно сценарию образования “блинов” Я.Б. Зель-
довича) [3], представляется маловероятной, а основным протекающим про-
цессом структурного генезиса являются, подобно классическим турбулент-
ным когерентным гидродинамическим структурам в трактовке О.М. Бело-
церковского [4]–[5], первичное формирование крупной структуры с дальней-
шей ее эволюцией в виде перехода между состояниями относительного равно-
весия (которые соответствуют экстремумам энтропии системы при адиабати-
ческом изменении ее других термодинамических или топологических пара-
метров [6]–[7]); система при этом может быть многосвязной, именно такой,
как наблюдаемая “космическая паутина”. В настоящей работе авторы по-
казывают возможность естественного построения моделей космологических
структур на основе качественного анализа свойств решений уравнений си-
стемы Власова–Пуассона при учете модификации формы гравитационного
потенциала, с включением дополнительного члена, включающего космологи-
ческий параметр (потенциал Ньютона–Гурзадяна). Установлена возможность
появления многосвязного строения для плоской системы гравитирующих суб-
структур, показано отличие кинетического расчета от гидродинамического
для обобщенного джинсовского распада, с использованием методов теории
бифуркаций решений интегральных уравнений продемонстрирована возмож-
ность появления вторичных структур между узлами “космической паутины”.
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2. Модель Милна–МакКри и система уравнений Власова–Пуассона
с модифицированным гравитационным взаимодействием

Начнем рассмотрение механизма возникновения космологических струк-
тур, следуя [8]–[10], с нерелятивистской модели Милна–МакКри расшире-
ния Вселенной с модифицированным гравитационным взаимодействием [11]–
[13]. Для этого можно ввести в рассмотрение шар массы M(R) (содержа-
щий частицы одинаковой массы m, так что масса частиц в шаре M =∫
mf(x,v, t) dmdv, в том числе в случае равномерного распределения M =

4πρR3/3), на поверхности которого справедлив закон сохранения энергии в
форме

1

2

(
dR

dt

)2

− γM

R
− c2Λ

12
R2 = E = const, (1)

при этом для параметра Хаббла H (определяемого посредством соотношения
dR/dt = HR) получается уравнение

dH

dt
+H2 +

4πγρ

3
− 1

6
c2Λ = 0. (2)

Будем считать известными значения R(t = t0) = R0, H(t = t0) = H0,
ρ(t = t0) = ρ0 в момент времени t = t0. Тогда можно определить значе-
ние постоянной E = E0 = (1/2)H2

0R0 − γ · 4π3 ρ0R
2
0 − c2

12ΛR2
0, и корректно

поставить начальные условия для дифференциального уравнения эволюции
радиуса шара R(t):

(dR
dt

)2
=
a1
R
− a2R2 − a3, a1 ≡

8π

3
γρ0R

3
0, a2 ≡

c2Λ

12
, (3)

a3 ≡
8π

3
γR3

0

(
ρ0 −

3H2
0

8πγ
− 3c2Λ

8πγR0

)
.

Решения этого уравнения могут быть выражены в терминах вырожденных
эллиптических интегралов Лежандра 3–го рода (см., например, [14]):

R(t) = I∗3(−a2, 0,−a3/6, a1/4, 0).

Для случая Λ ≡ 0 отсюда получается — при соответствующих соотношениях
начальной и так называемой критической плотности частиц — классическая
модель Фридмана для открытой (безгранично расширяющейся) и закрытой
(циклической) модели Вселенной. При этом в качестве данных Коши для рас-
сматриваемого обыкновенного дифференциального уравнения принято брать
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R(t = 0) = 0, R′t(t = 0) = +∞ (что означает фактически игнорирование
стадии экспоненциального расширения). Следует отметить, что учет неан-
нулирующегося космологического параметра, как ранее установили авторы
[15]–[16], не приводит к принципиальному изменению структуры решений за-
дачи Коши (3); помимо этого, модифицированная модель Милна–МакКри
вполне устойчива к изменению начальных данных (это связано с автомо-
дельностью ее решений и теоремой Гурзадяна о полном виде ньютоновского
потенциала в среднем по Чезаро для сферической области [11]). Последнее
позволяет заключить, что процессы, связанные с возникновением неоднород-
ностей распределения вещества в текущей пост–деСиттеровской эпохе фак-
тически представляют собой продолжение таковых на ранних стадиях раз-
вития Вселенной. Таким образом, для изучения строения макромасштабного
космологического распределения барионной материи можно использовать си-
стему уравнений Власова–Пуассона без учета эффектов общей теории теории
относительности (естественно, за исключением присутствия в правой части
уравнении Пуассона дополнительного слагаемого с Λ–членом, ответственного
за антигравитационные эффекты). Основным объектом нашего интереса яв-
ляется анализ свойств отклонений от состояния локального равновесия кос-
мологической системы; поскольку равномерное распределение не является
равновесным в общем случае в системе массивных частиц с дополнительным
осцилляторным взаимодействием геометрического генезиса (для суммарного
супергармонического потенциала), необходимо обратиться к изучению эво-
люции материи в окрестностях скоплений частиц, существование которых
обусловлено флуктуациями, возникающими на стадии, предшествующей мо-
дели Милна (гравитационный потенциал в достаточно далекой зоне от этих
скоплений близок к модифицированному ньютоновскому, и поэтому можно
ввести понятия относительного равновесия вещества в этой зоне; при этом
распределение частиц данного равновесного состояния должно удовлетво-
рять принципу максимума энтропии и обладать свойством усреднения через
введение набора гидродинамических макропараметров).

Система уравнений Власова–Пуассона для описания динамики многоча-
стичной системы (в условиях учета фридмановского расширения Вселенной)
в d–мерной (d = 2, 3) совокупности частиц одинаковых массm в соответствии
с предложенной в работах [17]–[19] источникообразным представлением само-
согласованного гравитационного поля записывается в следующей форме:

∂F (x,v, t)

∂t
+ divx(vF )− ∂F

∂v
∇xΦ(F ) = 0, (4)
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Φ(F ) ≡
∫
ωx′

∫
ωv′

Yd(x− x′)F (x′,v′, t∗) dx
′dv′,

гдеYd(r) ∼ Y
(1)
d (r)+Y

(2)
d ·r2+Y

(3)
d (здесь соответствующая притяжению меж-

ду частицами Y (1)
d (r) ∈ Lloc1

⋂
C2(ω̄) — интегрируемая (и обладающая надле-

жащей гладкостью вне нуля) в некоторой ограниченной области ωd = ωx ⊂ Rd

функция, Y (2)
d ∈ R1 — постоянная; мы будем предполагать, что с точки зре-

ния внешнего наблюдателя эффект космологического расширения воздей-
ствует на субструктуры квазидвумерной физической структуры так же, как
в трехмерном случае). Можно показать (см. п. 3 ниже), что для произволь-
ного конечного момента времени t∗ ∈ R1

+ имеет место модифицированное
уравнение Пуассона:

∆(d)
x Φ(F )

∣∣
t=t∗,∀t∗∈R1

+
=

2πd/2

Γ(d/2)
γdρ(x)− C1, (5)

ρ(x) ∼ m

∫
F (x,v, t∗) dv (γ3 ≡ γ, C1 = C1(Λ)).

Уравнение (5) приобретает вид так называемого (неоднородного) уравне-
ния Лиувилля–Гельфанда (уЛГ) [20], [21], если принять плотность распре-
деления частиц равной таковой в случае в случае интегрирования функции
распределения Максвелла–Больцмана (здесь и далее мы не учитываем зави-
симость равновесной функции распределения от интегралов движения, от-
личных от энергии): F = F0(x,v, t∗) ∝ Ω

(
ε[v(t∗); Φ(x)]

∣∣
ext

)
по скоростям;

(при этом выбирается регулярная ветвь Phi); в этом случае в энергетиче-
ской окрестности локального экстремума

dΩ/dε
∣∣
r→rc
≈ 0, rc =

(
γm/(3Λc2)

)1/3
(при этом силовой член в уравнении Власова либо аннулируется, либо это точ-
ка поворота на фазовой плоскости эволюции системы) мы получаем условно–
равновесное решение (иначе — квазистационарное состояние) системы урав-
нений Власова–Пуассона (оно характеризуется, помимо выделенного уровня
энергии частиц на регулярной ветви потенциала, также средней квазиравно-
весной статистической температурой системы T и калибровкой потенциала
или плотностью ρ0 = A exp(−Φ(0)/T ) пространственного распределения в
т. x = 0). Для простоты приведем явную форму уЛГ в 2–мерном случае:

−∆(2)U = λ exp(U)− c2Λ/T, U = −Φ/T,

7



λ = 2γdmNρ0/T, T ≡ −∂Φ/∂xj
∂ρ/∂xj

∣∣
j=1,2

.

С математической точки зрения здесь потенциалы–решения уЛГ соответ-
ствуют континуальному распределению плотности материи (в области расче-
та ω ⊂ Rd с заданными условиями на границе ∂ω); очевидно, подобное рас-
пределение с физической точки зрения определенно идеализированно. Од-
нако, основываясь на Теореме 1.3 [22] и результатах работ [23]–[24], мож-
но утверждать, что в случае изменения внутренних параметров функции
λ(ρ0, T ) в ограниченной области пространства существует система дискрет-
ных масс qi

∣∣
i=1,k

(определяемых через особые точки функции Робэна), чье
действие на удаленную частицу эквивалентно заданному непрерывному рас-
пределению вещества:

λ exp(Uλ)∫
ω

exp(Uλ)dx
⇀ 8π

k∑
i=1

δqi
.

Поскольку здесь присутствует инвариантность масштабов, можно видеть, что
замена дискретных частиц на континуальное распределение справедлива как
для локального единичного скопления (например, понимаемой как элемен-
тарная субструктура), так и для системы субструктур, формирующей кос-
мологическую двумерную стенку. Гравитационный потенциал в окрестности
точки экстремума близок к постоянной, силовое влияние самосогласованно-
го поля на движение частиц отсутствует, и поэтому инерционное движение
частиц приводит к длительному существованию возникших их формаций без
искажения локальной топологии.

Весьма существенным допущением в дальнейшем будет утверждение, ис-
пользованное ранее в работах по выводу уравнений типа Власова–Эйнштейна
и Власова–Пуассона из суммарного действия Гильберта–Паули [25] системы
массивных частиц в гравитационном поле [26]–[27]: поскольку варьирование
действия по гравитационному полю (приводящее к уравнению Пуассона) и
варьирование по частицам (приводящее к уравнениям движения по геодези-
ческим линиям и, после введения функции распределения частиц, — к урав-
нению Лиувилля), являются независимыми операциями, то можно в первом
приближении разделить уравнение эволюции распределения частиц и урав-
нения для самосогласованных гравитационных полей, предполагая, что ча-
стицы движутся в заданном поле, после чего изменения функции распреде-
ления частиц в соответствии с решением уравнения Лиувилля продуцируют
изменение полей. Тем самым мы получаем возможность отдельно изучить
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уравнение для потенциала. Однако оно является существенно нелинейным,
и, вообще говоря, для его исследования потребуется использовать методы тео-
рии ветвления решений нелинейных уравнений. Тем не менее, весьма важные
выводы относительно можно получить даже из линеаризованного варианта
уравнения для гравитационного потенциала, что мы и продемонстрируем да-
лее.

3. Свойства уравнения для гравитационного потенциала в инте-
гральном представлении

Рассмотрим систему N точечных тел с одинаковыми массами m, пар-
ное взаимодействие между которыми описывается модифицированным зако-
ном гравитации Ньютона–Гурзадяна; эта система может служить моделью
при рассмотрении эволюции локального возмущения (сгущения плотности)
для ситуации движения материальных точек при первоначально равномер-
ном фридмановском расширении Вселенной либо в процессе развития в эту
эпоху ранее возникших неоднородностей. Функция Гамильтона системы в вы-
деленной области имеет вид:

(HN)ε =
N∑
j

(
p2
j

2m
+
∑
i

′
Φ(2)
ε (|xi − xj|) +mΦext(xj) +B(∂ω,xj)

)
, (6)

где: Φext(xj) — потенциал внешнего гравитационного поля в т. xj, B(∂ω,xj)
— потенциальная энергия взаимодействия частиц с границами, включающая
в себя отражение частиц от границы (периодичность границ) и воздействие
за счет изменения на границе локальной температуры околоравновесных ча-
стиц внутри области ω (см. [30]–[31]); индекс ε у двухчастичного потенциала
Φ(2)

(
r(x,x′)

)
∼ c1/|x− x′|+ c2|x− x′|2 означает регуляризацию слабополяр-

ной функции при малом аргументе, т. е. мы заменяем (для определенности в
3–мерном случае) под интегралом функцию Φ(2)(r) на функцию:

Φ(2)
ε

(
r(x,x′)

)
=

{
(c1r(x,x

′))−1 + c2r
2(x,x′), r(x,x′) ≥ ε;

(2ε)−1 ·
(
3− |r(x,x′)|2/ε2

)
+ c2r

2(x,x′), r(x,x′) < ε.

(в этом случае объемный интегральный потенциал с суммируемой ограничен-
ной плотностью частиц является непрерывной функцией вплоть до границ
системы). В условиях отсутствия значимых градиентов макрохарактеристик
частицы системы могут быть описаны с помощью формализма канонического
ансамбля, характеризующегося соответствующей (около)равновесной плот-
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ностью в фазовом 6N–мерном пространстве:

%N = (N !Ωε)
−1 exp(−HN/T ), Ωε = (N !)−1

∫
exp(−(HN)ε/T )

∏
j

dxjdpj.

Каноническая вероятностная мера частиц в конфигурационном подпростран-
стве имеет вид

µN(T ) = Θ−1ε exp
(
− 1

2

′∑
j,i

Φε(|xj − xi|)/T
)
dωN ,

dωN ≡
N∏
k

exp
(
−mΦ(xk)/T

)
dxk,

Θε =

∫
expω

(
− 1

2

∑
j,i; j 6=i

Φε(|xj − xi|)/T
)
dωN ,

и расходимость конфигурационного интеграла Θε → ∞ при ε → 0 озна-
чает |xj − xi| → 0; выделяя две частицы из N–частичного ансамбля
(xN ≡ x, xN−1 ≡ x′), можно рассмотреть плотность вероятностной меры
PN(x,x′, ωN−2; ε):

PN(x,x′, ωN−2; ε) = Θ−1ε (N, T ) exp
(
− Φε(|x− x′|)

)
P(x,x′, ωN−2; ε),

где P(...) — положительная функция, включающая потенциалы взаимодей-
ствия остальных частиц, причем PN(x,x′, ωN−2; ε → 0) → 0 (x 6= x′). По-
следнее означает, что w∗ − limε→0PN(x,x′, ωN−2; ε) = PN−2(r)δ(x − x′), что
позволяет рассматривать канонический ансамбль в пределе среднего поля
для десингуляризованных потенциалов; согласно теореме Хьюитта-Саважа о
представлениях перестановочно–инвариантной вероятностной меры [32], лю-
бая такая (допустимая) мера µ на конфигурационном подпространстве фа-
зового пространства рассматриваемой многочастичной системы представима
в виде интеграла по d% = ρ(x)d3x, ρ(x) можно актуализировать в форме
классической плотности. Функционал свободной энергии для нашей системы
имеет в этом случае вид

F(ρ) =
1

2

∫
ω

∫
ω′
ρ(x)ρ(x′)NΦε(|x− x′|)dxdx′ +

∫
ω

1

2
ρ(x)ζ(x)dx+

+

∫
ω

ρ(x) ln
(
ρ(x)

)
dx, ζ(x) = mΦext(x) +B(∂ω,x).
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Минимизация F(ρ) происходит на функциях

ρ(x) = R−1 · exp

(
T−1

( ∫
ω′
ρ(x′)NΦε(|x− x′|)dx′ + ζ(x)

))
, (7)

R ≡
∫
ω′′

exp

(
T−1

( ∫
ω′
ρ(x′)NΦε(|x′′ − x′|)dx′ + ζ(x′′)

))
dx′′.

Поскольку наиболее вероятное состояние термодинамической системы соот-
ветствует минимуму свободной энергии в ней, решение последнего уравнения
соответствует равновесному распределению плотности в исследуемой много-
частичной системе.

Если вспомнить исходное уравнение Власова–Пуассона (4), то его про-
стейшим стационарным решением является функция f(x,v) = f̂(χ), где
χ = mv2/2 + Φ(x) (энергетическая подстановка), f̂(χ) ∈ C2(R). Уравне-
ние Пуассона при выборе f̂(χ) = c1 exp(−χ/T ) (равновесное распределение
Максвелла–Больцмана, известное из столкновительной теории), можно пред-
ставить в виде

∆(d)Φ = γdκd(T ) exp
(
− Φ/T

)
− c2Λ, (8)

κd(T ) = c0|sd|2
∫
R1

+

exp
(
− η2/(2T )

)
ηd−1dη

(|sd| — площадь d–мерной сферы единичного радиуса). В данном случае по-
тенциал Φ(x) относится к усредненному самосогласованному полю, опреде-
ляемому интегрированием в формуле (7) локальных плотностей частиц с яд-
ром в виде межчастичного потенциала Φε(x−x′) (соответственно, плотность
частиц, как было отмечено ранее в п. 2, можно рассматривать как контину-
альную функцию, а также переходить в ней к слабой топологии изолирован-
ных точек). Эквивалентность температур для канонического и микрокано-
нического описания, вообще говоря, не вполне очевидна, однако существен-
ные проблемы могут возникнуть только для сильно неравновесных систем
с отрицательными термодинамическими температурами (см. Заключение).
Влияние границ системы (7), в свою очередь, чрезвычайно важно, и мы в
дальнейшем этим вопросом займемся — но уже используя более подходящий
формализм.

Форма уравнения Лиувилля–Гельфанда для гравитационного потенциала
в космологических системах является по сути локальной (поскольку это диф-
ференциальное уравнение), и с его помощью довольно затруднительно описы-
вать глобальные процессы в самосогласованном поле для анализа эволюции
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всей системы частиц (субструктур). При исследовании нелокальных эффек-
тов целесообразно рассматривать интегральный вариант уравнения для по-
тенциала. Однако естественным ограничением для применения такой формы
в аналитических и численных расчетах является очевидная необходимость
учета границ области, содержащей исследуемую систему частиц, на значе-
ние потенциала в данной точке (явный вид и эффекты влияния члена ζ(x)
в уравнении (7)). Конечно же, это связано с тем, что для системы частиц,
взаимодействующих по закону Ньютона–Гурзадяна, корректно поставить на
границе исследуемой области нулевое условие Дирихле Φ(x

∣∣
∂ω

) = 0 весьма
затруднительно (для общего случая несимметричной многочастичной систе-
мы это, по–видимому, в принципе нереалистично).

Рассмотрим следующую постановку физической задачи: во фридманов-
ском потоке имеются области повышенной плотности, которые являются
следствиями флуктуационных возмущений на раннем этапе развития Все-
ленной; может ли гравитационное взаимодействие между этими областями
ωj (каждая из которых содержит иерхархию субструктур различного разме-
ра) или в окрестности каждой области формировать (квази)стационарную
структуру, обладающую признаками упорядоченности? Существенным раз-
личием по сравнению с заряженной плазмой с наличием дебаевского экра-
нирования, допускающей псевдооднородные равновесные распределения ча-
стиц, является то, что космологические субструктуры в процессе реализа-
ции из первичных возмущений (локальных повышений) плотности макромас-
штабных объектов имеют сферически–симметричные (d = 3) или радиально–
симметричные (d = 2) формы (в соответствии с теоремой Ги–Нидаса–
Ниренберга [33]); в соответствии со строением межчастичного потенциала
Yd в окрестности сферы с повышенной плотностью возникает радиально–
симметричный слой, в котором преобладает притяжение к точке, являющейся
центром упомянутой сферы, и полубесконечный сферический слой с прева-
лированием отталкивания (для системы из двух сфер, содержащих материю
с повышенной плотностью, имеет место конкуренция этих двух центров, при-
водящая либо к разрушению одного из них, либо, в связи с фридмановским
расширением пространства, возникновению зон отталкивания между ними).

Можно рассмотреть два подхода при нахождении гравитационного по-
тенциала в окрестности области, содержащей систему взаимодействующих
частиц:

1) решение уравнения для потенциала (неоднородного Лиувилля–Гель-
фанда) при заданных условиях Дирихле на некоторой, априори определенной
(имеющей значительный произвол при своем выборе), границе области ∂ωj
(эта граница должна включать только одно локальное сгущение плотности);
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в этом случае можно рассматривать как внутреннюю, так и внешнюю зада-
чи Дирихле (что соответствует попыткам установить значения потенциала —
следовательно, и плотности частиц — соответственно внутри и вне границы
∂ωj). Влиянием потенциалов соседних областей при определенных условиях
можно пренебречь. Данные на границах должны быть согласованы (в смысле
непрерывности решения) с получаемым решением;

2) аналогичную ситуацию можно рассматривать также для задачи Нейма-
на; однако здесь вполне точно можно определить границу области ∂ωj за счет
наличия максимума потенциала взаимодействия (в этой точке производная
потенциала аннулируется). Однако при такой постановке задачи естественно
возникает вопрос о правомерности области описания динамики частиц только
зоной притяжения потенциала.

Физические аспекты решаемой задачи, очевидно, определяют способ по-
становки дополнительных условий для нелинейного уравнения потенциала.
Здесь мы ограничимся использованием условий Дирихле (за счет теоремы
об эквивалентности гравитационного поля сферы и точки в ее центре). Тем
самым, нас будет интересовать, возникают ли внутри (или вне) фиксиро-
ванной области ω при заданном значении потенциала на границе вторичные
решения уравнения Лиувилля–Гельфанда (8), обладающие свойством (ква-
зи)периодичности.

Решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона, согласно [34]–[35], мо-
жет быть представлено через посредство функции Грина эллиптического опе-
ратора и значения потенциала на границах. В явном виде это решение имеет
вид:

Φ(x) = −
∫
ω

G(x,x′)

(
γdρ(x′)− c2Λ

4π

)
dx′ − 1

4π

∫
∂ω′

Φ|∂ωn ·
∂

∂x′
G(x,x′)|∂ωdS ′,

(9)
где G(x,x′) — функция Грина задачи Дирихле для неоднородного уравнения
Пуассона. Выбирая в качестве области расчета шар радиуса R (ω = {x̃; 0 ≤
|x̃| ≤ R}), можно в случае близости распределения частиц изотропному по-
лагать, что значения потенциала на его границе в соответствии с теоремой
Ньютона–Гурзадяна будут равны Φ|∂ω = −γdM/R − c2ΛR2/6 (M = Nm).
Заменяя ρ(x) = (4π)−1κd(T )γd exp

(
− Φ/T

)
, и определяя в соответствии с

[36] функцию Грина для рассматриваемой области Дирихле:

G(x,x′) ≡ 4π
∞∑
`=0

∑̀
m=−`

Y ∗`m(θ′, ϕ′)Y`m(θ, ϕ)

2`+ 1

x`<x
`
>

R2`+1
,

x< = min(|x|, |x′|), x> = max(|x|, |x′|),
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получаем нелинейное интегральное уравнение для потенциала Φ(x) (для d =
3):

Φ(x) = −κd(T )γd

∫
ω′

(
1

|x− x′|
−G(x,x′)

)
exp

(
−Φ(x′)/T

)
dx′− c

2Λ

6
x2 +C0,

C0 = −γdM
R
− c2ΛR2

6
.

После очевидных преобразований его можно записать в виде неоднородного
уравнения типа Гаммерштейна для обезразмеренного потенциала UH :

UH(x) = Ŵ
(
UH(x)

)
, Ŵ

(
UH(x)

)
(10)

≡ λH(T )

∫
ω′

(
1

|x− x′|
− G(x,x′)

)
︸ ︷︷ ︸

K(x,x′)

exp
(
− UH(x′)

)
dx′ + α(Λ, T )|x|2;

λH(T ) ≡ −κ3(T )γ3
T

exp
(
− C0

T

)
, α(Λ, T ) = −c

2Λ

6T
, UH =

Φ− C0

T
.

Следует отметить, что для сферически симметричного распределения плот-
ности ∫

ω′
G(x,x′)ρ(x′)dx′ → C1(= const).

4. Качественный анализ интегрального уравнения для потенциала

Уравнение (10) содержит в себе весьма полную информацию о поведе-
нии рассматриваемой космологической динамики многочастичной системы
с гравитационным взаимодействием. В первую очередь следует указать на
вполне очевидное отсутствие у данного уравнения при d = 3 решения во всей
области исследования (и во всем пространстве, за исключением 2–мерных
поверхностей–изограв) в виде постоянного потенциала (в отличие от класси-
ческого ньютоновского случая, для которого гравитация эквивалентна при-
тяжению при Λ ≡ 0). Таким образом, в этом случае глобальное равномерное
распределение материи, как условие согласования модифицированного урав-
нения Пуассона и уравнения Власова, можно рассматривать лишь как некое
абстрактное приближение с целью дальнейшего продолжения решения дан-
ной системы уравнений по параметру.

Рассмотрим линеаризованный (вблизи точки UH(0) = U0) вариант урав-
нения (10) в однородном и неоднородном случаях:

U † = Ŵ′
0

(
U †
)
, U ‡ = Ŵ′

0

(
U ‡
)

+ α|x|2. (11)
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Оператор Î − Ŵ′
0, где Ŵ′

0 ≡ Ŵ′[U0] — Фреше–производная интегрально-
го оператора Гаммерштейна из правой части первого уравнения, принадле-
жит классу нетеровых операторов нулевого индекса со слабой особенностью
и знакопеременным ядром; поскольку функция Грина симметрична по сво-
им координатам, для слабо отклоняющихся от сферически–симметричного
распределений материи Ŵ′

0 также можно считать самосопряженным. Для
малых амплитуд отклонения δU † от выделенного решения мы получаем воз-
можность применить известный математический аппарат анализа фредголь-
мовых операторов к однородному линейному уравнению δU † − λ

∫
ω′ K(x −

x′) exp(−U †0)δU †dx′ = 0. Для простоты выкладок без потери общности мож-
но принять U †0 = 0, и искать периодические решения последнего уравнения
(в виде разложения по собственным функциям bj = cω exp(iqx) ядра K в
области ω ⊆ R3) в виде δU † =

∑
j aj(cω) exp(iqx) (q`=1,2,3 = 2π/d, кубиче-

ский случай очевидным образом обобщается для d` 6= dk). Подстановка этого
выражения в первое уравнение совокупности (11) дает

1 = λ

∫
ω′
K(x− x′) exp

(
− iq(x− x′)

)
d|x− x′|. (12)

Вводим критическое значение параметра λ = λc (соответствующее случаю
d → ∞, q` ≡ 0), с его помощью можно записать критерий существования
периодических решений для линеаризованного интегрального однородного
уравнения Пуассона:

λ =

(∫
ω

K(r)
sin(qr)

qr
r2drdθdφ

)−1
≥ λc ≡

(∫
ω

K(r)r2 sin(θ)drdθdφ

)−1
. (13)

Очевидно, данный критерий пригоден только для случая Λ ≡ 0, и только для
2–частичного приближения взаимодействия. При этом подразумевается, что
корень q уравнения (12) является единственным (в этом случае распределе-
ние потенциала будет чисто периодическим); если наличествуют несколько
(несоизмеримых) корней qs, распределение потенциала будет принадлежать
классу почти–периодических функций. Учет коллективных функциональных
взаимодействий в системе N частиц приводит к (однородному) уравнению
вида

δU †(x) =
∑

k=1,...,N

∫
ω1

...

∫
ωk

Kk(x,x1, ...,xk)×

×
(

exp(−δU †(x1))... exp(−δU †(xk))
)
dx1...dxk.
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После линеаризации этого уравнения получаем

δU †(x) =
∑
k

λk

∫
ω1

...

∫
ωk

Kk(x,x1, ...,xk)
k∑
`

δU †(x`)
k∏
s=1

dxs.

Соответствующий (13) критерий возникновения трехмерных периодических
решений можно представить в следующей форме:∫

ω

∑
k

k∑
s

λk
sin(qr)

qr

(∫
ω1

...

∫
ωs−1

∫
ωs+1

...

∫
ωk

Ks(x,x1, ...,xk)

∏k
n=1 dxn
dxs

)
×

(14)
×r2 sin(θ) drdθdφ = 1.

Следовательно, учет кластерных взаимодействий в многочастичной системе
согласуется с учетом двухчастичных взаимодействий: возникновение перио-
дической структуры распределения потенциала (и плотности материи в про-
странстве) в пространстве (в линейном однородном приближении) происхо-
дит скачкообразно при достижении определенной (квазиравновесной псевдо-
кинетической) температуры в исследуемой системе. Периоды структур опре-
деляются из условий (12) и (14).

Для неоднородного линейного уравнения (второго уравнения (11)) мож-
но, используя теорему Гильберта–Шмидта [37], получить явный вид (един-
ственного) решения в виде резольвентного ряда (равномерно и абсолютно
сходящегося ряда Фурье по собственным функциям ядра K), при λ 6= λ`
(` = 1, 2, ...):

δU ‡(x) = λ

∫
ω

∞∑
`=1

b`(x)b`(x
′)

λ` − λ
α|x′|2 dx′ + α|x|2,

где λ` — характеристические числа однородного уравнения (соответствующие
собственным функциям b`(x)). Таким образом, периодичность структуры при
учете отталкивания (т. е. при Λ 6= 0) вырождается — в простейшем случае
— в композицию синусоидальной функции и растущей ветви параболы, что
приводит к выглаживанию периодичности и фактическому доминированию
отталкивания на определенном расстоянии (в канале взаимодействия меж-
ду двумя ранее сформировавшимися неоднородностями в псевдооднородном
распределении материи); поскольку этот процесс можно рассматривать как
парное взаимодействие, становится понятным механизм образования пустот
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(войдов) в равномерно распределенном изначально материальном континуу-
ме: анизотропия направлений импульсов частиц в каналах между неоднород-
ностями I и II формирует не кубическую решетку (d1,2,3 = d), а квазиодно-
мерные слои (d3 � d1,2), профиль скоростей которых в упомянутом канале
тормозится для первоначально быстрых частиц (и тем самым синхронизуется
как равномерное распределение в скоростном пространстве) за счет отталки-
вания в дальней зоне вторым компонентом макросистемы (неоднородностью
II на другом конце канала). Можно предположить, что значительная часть
массы неоднородности переходит в плоское образование, соответствующее
первому минимуму потенциала, причем эта ситуация в канале парного вза-
имодействия зеркальна: отталкивание, понимаемое как внешняя сторонняя
сила, со стороны II при этом приводит к квазистационарности стенки, сфор-
мированной неоднородностью I, и наоборот; фридмановское расширение про-
странства приводит к тому, что первоначально притягивавшиеся массивные
неоднородности оказываются на расстояниях, на которых существеннее ста-
новится отталкивание из-за влияния космологического члена. Мы рассмат-
риваем именно эту стадию.

Решение нелинейного уравнения Гаммерштейна для потенциала суще-
ственно отличается от решения уравнений Фредгольма. Если сначала обра-
титься к случаю Λ ≡ 0 (однородность уравнения), можно сразу указать на
наличие у уравнения потенциала постоянного решения UH = U

(0)
H = const.

С физической точки зрения это означает, что мы рассматриваем среду (со-
стоящую из частиц, взаимодействие между которыми соответствует толь-
ко их взаимному притяжению), в которой нет первичных априорно задан-
ных возмущений (идеальная фридмановская материя). Очевидно, это крайне
неустойчивая система. Но даже без внешнего воздействия, приводящего к
локальной коалесценции частиц, при достижении параметром λ (фактиче-
ски являющимся функцией псевдокинетической температуры), некоторого
критического значения, возникают решения нового типа, ответвляющиеся от
постоянного.

Обозначим λH = λ
(0)
H + η, UH(x) = U

(0)
H + u(x). Тогда, если разложить в

ряд Маклорена экспоненту в подынтегральном выражении,то получим:

u(x)− λ(0)H exp(−U (0)
H )

∫
ω′
K(x− x′)u(x′)dx′ =

η exp(−U (0)
H )

∫
ω′
K(x− x′)dx′ − η exp(−U (0)

H )

∫
ω′
K(x− x′)u(x′)dx′+
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+(η + λ
(0)
H ) exp(−U (0)

H )
∞∑
j=2

(−1)j(j!)−1
∫
ω′
K(x− x′)

(
u(x′)

)j
dx′.

Подставляя сюда u(x) =
∑∞

s=1(η exp(−U (0)
H ))s/2X (x) (X (x) — пока неизвест-

ные функции, подлежащие определению), получаем последовательность за-
цепляющихся уравнений с линейной левой частью вида (оператором, ассоци-
ированным с однородным уравнением Фредгольма):

N̂(D1) =

∫
ω′
K(x− x′)dx′ = 0,

N̂(D2) =

∫
ω′
K(x− x′)

(
1 + λ

(0)
H exp(−U (0)

H )
(D1(x

′))2

2!

)
dx′, ...,

N̂(Dj) ≡ Dj + λ(0) exp(−U (0))

∫
K(x− x′)Dj(x′)dx′.

Мы ранее получили форму первого члена ряда последовательных прибли-
жений: D1(x) = cω · sin(qx) (уравнение N̂(D1) = 0 имеет периодические
решения при выполнении критерия λ(0) exp(−U (0))Ω(q) + 1 = 0, Ω(q) ≡
4π
∫
K(r)

(
sin(qr)/(qr)

)
r2dr). Последовательно решая вышеприведенную си-

стему уравнений, получим формальное решение для u(x):

u(x) =
∑
m=0

(
η exp(−U (0))

)m+1/2×

×
( m∑

`=1

(I)C
(2m+1)
2`+1 sin

(
(2`+ 1)qx

)
+ (III)C2m+1 sin

(
qx
))

+

+
∞∑
m=1

(
η exp(−U (0))

)m( m∑
`=1

(II)C
(2m)
2` cos

(
2mqx

)
+ (III)C2m sin

(
qx
))
.

Полученный ряд при условии его сходимости представляет собой периоди-
ческую функцию с T = T (|q|). Поскольку все коэффициенты (i)C... могут
быть получены в явном виде последовательным вычислением, у нас есть
возможность найти численные значения амплитуд гармоник в данном ря-
ду Фурье. Тем самым можно получить “тонкую структуру” потенциала, а
значит, и плотности частиц в формирующихся структурах, ответвляющихся
от космологического решения с постоянной плотностью. Величина парамет-
ра η связана с отличием температуры среды от критической температуры,
соответствующей критическому параметру λc.
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Однако, как уже было сказано, приведенная выше методика требует зна-
ния “первичного” решения однородного уравнения Гаммерштейна для по-
тенциала. Используя методы теории возмущения фредгольмовых операторов
[39]–[40], можно построить решение неоднородного уравнения Гаммерштейна,
опираясь на полученные выше результаты. Обозначим Î+ ≡ Î − α|x|2, тогда
Î+−Ŵ′

0 — нётеров оператор нулевого индекса, dimY = 1, Y ≡ Ker(Î+−Ŵ′
0).

Условие, что оператор Î+−Ŵ′
0 имеет псевдообратный, то есть ограниченный

обратный из дополнения коядра Y∗⊥ в некоторое дополнение Ȳ ядра Y, эк-
вивалентно утверждению о существовании единственного элемента v ∈ Ȳ,
такого, что (Î+ − Ŵ′

0)v = w, w ∈ Y∗⊥. В этом случае нелинейное уравнение
Гаммерштейна обладает единственным решением

(
λH(ε), uH(ε)

)
, где ε — ма-

лый параметр, связанный с отклонением температуры от критической. Вели-
чины λH и uH являются пределами последовательностей λµ+1(ε) = F+(uµ(ε)),
uµ+1(ε) = ε(φ0 + εvµ+1(ε)), vµ+1 ∈ Ȳ (u0(ε) = εφ0, v0(ε) = 0, φ0 — элемент яд-
ра Î+−Ŵ′

0). Тем самым у нас в распоряжении имеется процедура получения
(единственного) решения неоднородного нелинейного уравнения для потен-
циала. Вблизи него можно рассмотреть некоторую окрестность, в которой мо-
гут появиться новые неголоморфные ветви его решения. Однако уже сейчас
видно, что исследуемое уравнение Гаммерштейна имеет решение, по своему
построению локально близкое неоднородному уравнению Фредгольма (даль-
нейшее получение вне области единственности построенного последователь-
ным образом решения — заменяющего постоянное решение для однородного
случая — ответвляющихся решений практически эквивалентно однородному
случаю).

Таким образом, можно утверждать, что поведение потенциала в многоча-
стичной системе способно создавать условия для возникновения крупномас-
штабных плоских космологических объектов, которые можно ассоциировать
со стенками войдов. Принципиальную роль здесь играет включение в урав-
нение Пуассона дополнительного отталкивающего члена. Более того, с помо-
щью развитого выше формализма можно получить тонкую структуру самих
войдов, поскольку решения уравнения Гаммерштейна для потенциала имеют
весьма сложную мультипериодическое строение, которое можно использовать
для сравнения с наблюдательными данными.

5. Заключение

Возникновение двумерных структур типа “блинов Зельдовича” в литера-
туре чаще всего связывается с возмущениями плотности, рост которых опи-
сывается с помощью классической или (слабо)релятивистской гидродинами-
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ки. Однако возникает вопрос о степени случайности, приводящей к таким
возмущениям. В принципе, их можно рассматривать как вторичные, а пер-
вопричиной можно считать пространственно–разделенные максимумы рас-
пределения по скоростям (либо импульсам) гравитирующих частиц исходной
большой системы. Таким образом, вполне естественно обратиться к кинетиче-
скому описанию эволюции многочастичного ансамбля, находящегося в квази-
стационарном состоянии (типа хаббловских потоков в расширяющейся фрид-
мановской Вселенной). При этом крайне существенно наличие межчастично-
го взаимодействия (поскольку мы рассматриваем космологические масшта-
бы, естественным аппаратом для изучения многочастичной динамики стано-
вится формализм уравнения Власова, поскольку больцмановские столкнове-
ния в данном случае играют исчезающе малую роль). Гидродинамическая
методика ориентирована на исследование потока с возмущением во внешних
полях, и межчастичное взаимодействие включает только через посредство ко-
эффициентов вязкости и теплопроводности, влияние на которые могут оказы-
вать и другие факторы (в частности, при численном расчете, включение так
называемой сеточной вязкости, или наличие локально–вихревого движения,
которое существенно изменяет упомянутые коэффициенты геометрическими
факторами). В то же время в уравнении Власова присутствие и важность
самосогласованного силового члена ясно обозначены, и влияние этого члена
не замаскировано внешними превалирующими при моделировании квазифи-
зическими элементами.

Таким образом, в работе предлагается кинетическая модель возникнове-
ния периодичности гравитационных страт (пустот, разделенных двумерны-
ми поверхностями), обусловленная наличием в хаббловском одномерном по-
токе пуассоновских структур, связанных с квазиосцилляторным уравнени-
ем, являющимся следствием собственно уравнения Пуассона. Данный под-
ход является развитием моделей возникновения плоских структур на кос-
мологических масштабах, и обладает определенными преимуществами перед
упомянутыми моделями: в соответствии с развиваемым подходом двумерные
структуры возникают не в зависимости от случайных возмущений плотности
среды, а каузально обусловлены физической реальностью в форме наличия
между частицами гравитационного взаимодействия, что и заставляет их в
процессе эволюции хаббловского потока не оставаться равномерно распреде-
ленными по пространству, а образовывать клеточную макроструктуру (это
обусловлено трехмерностью евклидова пространства как предела простран-
ства Минковского, если мы не учитываем в уравнении Пуассона кривизну
пространства–времени).

Можно утверждать, что учет модифицированного закона гравитацион-
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ного взаимодействия Ньютона–Гурзадяна позволяет производить не только
качественную, но и количественную оценку размеров космологических струк-
тур, что связано с двухпотоковой моделью Хаббла и фактами совпадения
размеров, связанных с формальными точками перегиба модифицированного
закона гравитации и наблюдаемых размеров войдов.
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