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Ñ.Â. Åðøîâ, Â.À. Ôðîëîâ, À.À. Íèêîëàåâ, À.Ã. Âîëîáîé

Äèíàìèêà Ëàíæåâåíà â ñòîõàñòè÷åñêîé òðàññèðîâêå
ëó÷åé: âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Îñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíî åìêàÿ çàäà÷à ðåàëèñòè÷íîé êîìïüþòåð-
íîé ãðàôèêè� ðàñ÷åò ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè. Â ðàáîòå ïðîâîäèò-
ñÿ èññëåäîâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñ÷åòà îñâåùåíèÿ ïðè ïîìîùè
èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Ëàíæå-
âåíà. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà òðåòüÿ ÷àñòü ðàáîòû, â êîòîðîé îïèñûâà-
þòñÿ ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ðàçëè÷íûìè ìî-
äèôèêàöèÿìè ìåòîäà. Íà îñíîâå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ñäåëàí âûâîä:
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ ñõîäèìîñòè èìååò ìàòðèöà ïðåäâàðèòåëü-
íîé îáðàáîòêè, êîòîðàÿ íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè
ïîòåíöèàëà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ìåòîä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãëîáàëüíàÿ îñâåùåííîñòü, ñòîõàñòè÷åñêàÿ
òðàññèðîâêà ëó÷åé, ìàðêîâñêèå öåïè, óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà.

S.V. Ershov, V.A. Frolov, A.À. Nikolaev, A.G. Voloboy

Langevin dynamics in stochastic ray tracing: computational
experiments

The main computationally expensive task of realistic computer
graphics is the calculation of global illumination. The work investigates
the speed of the convergence of lighting simulation using Monte Carlo
integration based on the Langevin equation. The paper presents the third
part of the study. It describes the computational experiments performed
with various modi�cations of the method. Based on the analysis of the
results, it was concluded that the preconditioning matrix, which does
not require calculation of the gradient of the potential, has the greatest
importance for convergence. This allows one to signi�cantly accelerate
calculations.

Key words: global illumination, stochastic ray tracing, Markov
chain, Langevin equation.
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1 Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííàÿ ðåàëèñòè÷íàÿ êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà áàçèðóåòñÿ íà
ôèçè÷åñêè êîððåêòíîì ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà, â îñ-
íîâå êîòîðîãî ëåæèò ðàñ÷åò ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè. Ðàñ÷åò îñâå-
ùåííîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ðåíäåðèíãà [1], ÿäðîì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå çíà÷åíèé ñâåòà, ïðèõîäÿùåãî ñî âñåõ âîç-
ìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è îñíîâû-
âàþòñÿ íà ñòîõàñòè÷åñêîé (Ìîíòå-Êàðëî) òðàññèðîâêå ëó÷åé ñâåòà.
Ñðåäè íèõ ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî íà îñíîâå ìàðêîâñêèõ öåïåé MCMC
(Markov Chain Monte Carlo) [2] ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ïîïóëÿðíûìè.
Â MCMC âûáîðêè èìåþò êîððåëÿöèè ìåæäó ñîáîé. Ýòà îñîáåííîñòü
ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ îá îáëàñòÿõ ôóíê-
öèè, èìåþùèõ âûñîêóþ çíà÷èìîñòü. Îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
íåííûõ âàðèàíòîâ MCMC � ýòî àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà
[3]. Îñíîâíàÿ öåëü âñåõ àëãîðèòìîâ MCMC çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîå-
íèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðîê, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïðîèçâîëüíîé öåëå-
âîé ôóíêöèè.

Â ðàáîòå [4] ãîâîðèòñÿ î ïåðñïåêòèâíîñòè Ìîíòå-Êàðëî ìåòîäîâ
íà îñíîâå óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà è Ëàíæåâåíà, ò.ê. ýòè ìåòîäû îá-
ëàäàþò ëó÷øåé ñõîäèìîñòüþ ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ýòî ìåòîäû íîâûå, è ìíîãèå èõ àñïåêòû,
âêëþ÷àÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ, îñòàþòñÿ íåèññëåäîâà-
íûìè. Ýòî è ïîñëóæèëî ìîòèâàöèåé íàøèõ èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòà-
òû êîòîðûõ èçëîæåíû â òðåõ ïðåïðèíòàõ [5�7].

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû [5] ìû îïèñàëè îáùèå ñîîáðàæåíèÿ, êàñà-
þùèåñÿ èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àé-
íûõ òðàññ ëó÷åé. Ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ìåòîäà ñóùåñòâåííî ïîâûøà-
åòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà, âêëþ÷à-
þùåãî ìàòðèöó ïðåäîáðàáîòêè äëÿ ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà õîä ëó÷à
â ñöåíå. Ýòî ïîçâîëÿåò òðàåêòîðèè äâèãàòüñÿ ïî ðàçðåøåííûì íà-
ïðàâëåíèÿì ñ áîëüøèìè ñìåùåíèÿìè, ÷òî äàåò áîëüøå íåçàâèñèìûõ
âûáîðîê, è òî÷íîñòü îöåíêè ÿðêîñòè ïèêñåëÿ äîñòèãàåòñÿ áûñòðåå.
Â ïåðâîé ÷àñòè ìû ïðåäëîæèëè óíèâåðñàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
ìàòðèöû ïðåäîáðàáîòêè ïî îãðàíè÷åíèÿì íà õîä ëó÷åé. Âñå ýòî çàâè-
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ñèò îò âûáîðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé áûë ïîäðîáíî îïèñàí
âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû [6]. Òàêæå âî âòîðîé ÷àñòè áûë ïðåäñòàâëåí
ðàñ÷åò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïå-
ðåõîäà äëÿ âûáðàííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ðàçîáðàíû îãðàíè-
÷åíèÿ íà âàðèàöèþ òðàññû ëó÷à.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäñòàâèì è ïðîàíàëèçèðóåì ðåçóëüòàòû
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå âûâîäû íàøèõ
èññëåäîâàíèé.

2 Ìîäåëüíàÿ ñöåíà

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ çåðêàëüíóþ òðàññó ìóòèðîâàòü íåëüçÿ: â åå
îêðåñòíîñòè íåò äðóãèõ çåðêàëüíûõ òðàññ. Òîãäà äëÿ ïîâåðõíîñòåé,
áëèçêèõ ê çåðêàëüíûì, ðåëüåô ôóíêöèè çíà÷èìîñòè � ýòî î÷åíü
ìàëåíüêàÿ, äîñòàòî÷íî èçîòðîïíàÿ îáëàñòü. Òàêîé ïðîñòîé ñëó÷àé
íåóäà÷åí äëÿ èçó÷åíèÿ ðàáîòû Ìîíòå-Êàðëî òðàññèðîâêè ëó÷åé,
èñïîëüçóþùåé äèíàìèêó Ëàíæåâåíà, ñ îãðàíè÷åíèÿìè èç-çà BDF
(Bidirectional scattering Distribution Function), îïèñûâàþùåé îïòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà îáúåêòà èëè ïîâåðõíîñòè ñöåíû.

Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå íàðóøàåòñÿ â êëàññè÷åñêèõ òåëåñêîïàõ-
ðåôëåêòîðàõ èëè ðåôðàêòîðàõ, êîãäà âñå ëó÷è èç òî÷êè ¾ïðåäìåòà¿
ïîïàäàþò â îäíó è òó æå òî÷êó èçîáðàæåíèÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå
òåñòîâîãî ïðèìåðà ìû âûáðàëè ñöåíó, ãäå äâà ýëëèïñîèäà âðàùå-
íèÿ ïåðåíàïðàâëÿþò âñå ëó÷è òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà íà âèðòóàëüíûé
äåòåêòîð, êîòîðûé ðåãèñòðèðóåò ñâåò, ïðèõîäÿùèé ñ ïðîèçâîëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ (ïî âñåé ñôåðå).

Äðóãèì òèïè÷íûì èñòî÷íèêîì îãðàíè÷åíèé/ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ
ïðîõîæäåíèå ñâåòà ñêâîçü ìàëîå îòâåðñòèå. Ïîýòîìó ìû âêëþ÷èëè â
íàøó ìîäåëüíóþ ñöåíó äèàôðàãìó ñ ìàëåíüêîé êðóãëîé äûðî÷êîé:
ñâåò ìîæåò äîñòè÷ü äåòåêòîð òîëüêî ÷åðåç íåå. Ýòîò ýëåìåíò íàïî-
ìèíàåò èñïîëüçîâàíèå ïîëåâîé äèàôðàãìû â òåëåñêîïàõ è ïîäçîðíûõ
òðóáàõ.

Ïîëó÷èâøàÿñÿ ñöåíà ïîêàçàíà íà Ðèñóíêå 1. Ëó÷, âûøåäøèé èç
èñòî÷íèêà, ìîæåò ïîïàñòü íà äåòåêòîð ïðÿìî, èäÿ âäîëü îñè ñëåâà
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íàïðàâî è îáðàçóÿ òàêèì îáðàçîì ïóòü èç îäíîãî ñåãìåíòà. Îäíàêî îí
òàêæå ìîæåò ïîïàñòü ïî òðåõñåãìåíòíîìó ïóòè (ïåðâûé ñåãìåíò: èç
èñòî÷íèêà ñâåòà íà ïîâåðõíîñòü çåðêàëà �1, âòîðîé: ñêâîçü äèàôðàã-
ìó íà ïîâåðõíîñòü çåðêàëà �2, òðåòèé îò çåðêàëà �2 íà äåòåêòîð).
Ïðè íàëè÷èè äèôôóçíîé ñîñòàâëÿþùåé ó ïîâåðõíîñòè çåðêàë (òî
åñòü åñëè èõ BDF èìååò äîñòàòî÷íî øèðîêèé ëåïåñòîê) ëó÷ ìîæåò
äàæå èñïûòàòü ïåðåîòðàæåíèÿ è äîñòè÷ü äåòåêòîðà ÷åðåç, ñêàæåì,
7 ñåãìåíòîâ. Îäíàêî òðàññà èç òðåõ ñåãìåíòîâ ïðèñóòñòâóåò âñåãäà
� è êîãäà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíî çåðêàëüíûå, è êîãäà îíè ñîâåðøåí-
íî äèôôóçíûå. Ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà è àëãîðèòì
MALA (Metropolis Adjusted Langevin Algorithm) [8�10] äëÿ ñëó÷àÿ
èìåííî òðåõñåãìåíòíûõ òðàññ.

Ðèñ. 1. Ñöåíà, èñïîëüçîâàííàÿ íàìè äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ. Ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ â ïëîñêîñòè Oxz, îñü z íàïðàâëåíà âïðà-
âî. Ñèíèì è çåëåíûì ïîêàçàíû ýëëèïòè÷åñêèå çåðêàëà �1 è �2 ñî-
îòâåòñòâåííî. Ñèíèé è çåëåíûé ïóíêòèðû � òå ÷àñòè ýëëèïñîèäîâ,
êîòîðûõ â ñöåíå íåò. Ïðàâûé ôîêóñ ëåâîãî ýëëèïñîèäà è ëåâûé ôîêóñ
ïðàâîãî ýëëèïñîèäà ñîâïàäàþò. Òîëñòàÿ ÷åðíàÿ ëèíèÿ � äèàôðàãìà
ñ îòâåðñòèåì ïîñåðåäèíå, åå ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ñîâïàäàþùèå
ôîêóñû. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà íàõîäèòñÿ â îòìå÷åííîì êðàñíîé
òî÷êîé ëåâîì ôîêóñå ýëëèïñîèäà �1, à òî÷å÷íûé äåòåêòîð � â îò-
ìå÷åííîì ñèíåé òî÷êîé ïðàâîì ôîêóñå ýëëèïñîèäà �2. Êðàñíûìè
ñòðåëêàìè ïîêàçàíû âîçìîæíûå òðåõñåãìåíòíûå òðàññû ñâåòà.
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Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé ýëëèïñîèäîâ îïèñûâàþòñÿ
BDF â ãàóññîâîé ôîðìå:

f = C
(cosϑ)gs

√
cosσ cos γ

,

ãäå σ � óãîë ïàäåíèÿ, γ � óãîë íàáëþäåíèÿ (ìåæäó íàïðàâëåíèåì
ðàññåÿíèÿ è íîðìàëüþ), ϑ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàññåÿíèÿ è
çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì ïàäàþùåãî ëó÷à, gs � êîýôôèöèåíò ãëÿí-
öåâîñòè, C � ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü. Ìíîæèòåëü íà ñàìîì äåëå
íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå òðàññ, òàê êàê îíî ïðîïîð-

öèîíàëüíî ôóíêöèè çíà÷èìîñòè, ñîäåðæàùåé ïðîèçâåäåíèå BDF â
óçëàõ òðàññû, íî íîðìèðîâàíî, ò.å. åãî èíòåãðàë ðàâåí 1. Â ôîðìó-
ëå ïîÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî íåîæèäàííûé çíàìåíàòåëü äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðè óçêîì ëåïåñòêå èíòåãðàë BDF ïî÷òè íå çàâèñåë îò óãëà ïàäåíèÿ.
Ìîæíî áûëî áû âçÿòü ïðîñòî 1

cosσ , íî òîãäà BDF íå óäîâëåòâîðÿë
áû Ãåëüìãîëüöåâñêîé îáðàòèìîñòè. Ïîýòîìó âçÿòî ñèììåòðè÷íîå ïî
íàïðàâëåíèÿì ïàäåíèÿ è ðàññåÿíèÿ âûðàæåíèå 1√

cosσ cos γ ; äëÿ óçêîãî

ëåïåñòêà γ ≈ σ, òàê ÷òî 1√
cosσ cos γ ≈ 1

cosσ , çàòî îáðàòèìîñòü ñîáëþäå-
íà.

×åì áîëüøå gs, òåì áîëåå ãëÿíöåâîé ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü, ñòà-
íîâÿñü çåðêàëüíîé â ïðåäåëå gs → ∞. Ïðè áîëüøîì gs BDF ïðèáëè-
æåííî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f ≈ C
(1− ϑ2

2 )
gs

√
cosσ cos γ

≈ C
e−

gsϑ
2

2

√
cosσ cos γ

,

òàê ÷òî BDF ïî÷òè îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ϑ > 3
√

1/gs (êàê îáû÷-
íî, ìíîæèòåëü ¾3¿ âîçíèêàåò èç-çà ¾ïðàâèëà 3σ¿). Äëÿ íàäåæíîñòè
ìû ðàçðåøèì äàæå âäâîå áîëüøèå îòêëîíåíèÿ ëó÷à îò çåðêàëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ, ïîëîæèâ âõîäÿùèé â îãðàíè÷åíèÿ (13), (14) è (16) èç
ðàáîòû [6]

maxϑ = 6
√

1/gs.
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Î÷åâèäíî, â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðàçíûõ ïîâåðõíîñòåé ñöåíû (ó íàñ èõ
äâå) ïîëó÷àòñÿ ðàçíûå çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû.

Äèàôðàãìà ñ îòâåðñòèåì ðàäèóñà ra ïîìåùåíà â ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ñîâïàäàþùèå ôîêóñû ýëëèïñîèäîâ. Ïðè î÷åíü ìàëîì
ra âîçìîæíû òîëüêî òðàññû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ôîêóñû ýëëèïñîèäîâ,
ò.å. òå æå, ÷òî è äëÿ çåðêàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïðè áîëüøîì æå ra
è íå ñëèøêîì ãëÿíöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñòàíîâÿòñÿ âîçìîæíû íîâûå
òðàññû.

Äëÿ ÿñíîñòè è ëó÷øåé èíòåðïðåòèðóåìîñòè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè îáîèõ ýëëèïñîèäîâ ïîëîæåíû îäèíàêî-
âûìè gs,1 = gs,2 = gs. Èòàê, â íàøåé ñöåíå åñòü ñëåäóþùèå âàæíûå
óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû:

1. Øèðèíà BDF ýëëèïñîèäîâ gs;

2. Ðàäèóñ äèàôðàãìû ra.

Èçìåíÿÿ èõ, ìîæíî ìàíèïóëèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿìè: ñ âîçðàñòàíè-
åì gs îñíîâíóþ ðîëü íà÷èíàþò èãðàòü óãëîâûå îãðàíè÷åíèÿ èç-çà
BDF, à ïðè ra → 0 � ïðîñòðàíñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ èç-çà äèàôðàã-
ìû. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ïðåäåëå îñòàþòñÿ òîëüêî çåðêàëüíûå
òðàññû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñîâïàäàþùèå ôîêóñû, ò.å. öåíòð äèàôðàã-
ìû. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ïðè ra → 0 è ïðè gs → ∞ ñõîäèòñÿ ê
îäíîìó è òîìó æå ïðåäåëó.

3 Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòà

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû ñ îïèñàííîé âûøå
ñöåíû. Èñïîëüçîâàëñÿ èçîòðîïíûé èñòî÷íèê. Îí è äåòåêòîð íàõî-
äÿòñÿ â ôîêóñàõ ýëëèïñîèäîâ (Ðèñ. 1). Ïëîñêîñòü äèàôðàãìû ïðî-
õîäèò ÷åðåç ñîâìåùåííûå ôîêóñû. Âèðòóàëüíûé äåòåêòîð ðåãèñòðè-
ðóåò ïëîòíîñòü óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèõîäÿùèõ â íåãî ëó÷åé,
ò.å. íàïðàâëåíèé ïîñëåäíåãî, òðåòüåãî, ñåãìåíòà òðàññû. Ïëîòíîñòü
ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ëó÷åé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà ýëåìåíò òåëåñíîãî
óãëà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íî, ò.å. çàâèñèò òîëüêî
îò óãëà ìåæäó òðåòüèì ñåãìåíòîì òðàññû è îñüþ Oz.
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Ðàñ÷åòû áûëè ïðîäåëàíû äëÿ 2õ2 êîìáèíàöèé ïàðàìåòðîâ ñöåíû:

áîëüøîå îòâåðñòèå ìàëåíüêîå îòâåðñòèå

óìåðåííî ãëÿíöåâàÿ ïîâåðõíîñòü gs = 100, ra = 0.25 gs = 100, ra = 0.025

î÷åíü ãëÿíöåâàÿ ïîâåðõíîñòü gs = 10000, ra = 0.25 gs = 100, ra = 0.025

Ôóíêöèÿ çíà÷èìîñòè äëÿ íàøåé òðåõñåãìåíòíîé òðàññû � ýòî
ïðîèçâåäåíèå äâóõ BDF â äâóõ òî÷êàõ îòðàæåíèÿ è íàïðàâëÿþ-
ùèõ êîñèíóñîâ. Ïîýòîìó îíà îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèÿìè ñåãìåí-
òîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà òðåáó-
þòñÿ ïðîèçâîäíûå íàïðàâëåíèé ñåãìåíòîâ (â òîì ÷èñëå ïîñëåäíåãî)
è íîðìàëåé ïî âåêòîðó ñîñòîÿíèÿX = {v1,Ω1} â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, îïðåäåëåííîì â [6]. Ýòè ïðîèçâîäíûå ìîæíî âû÷èñëèòü àíàëè-
òè÷åñêè, îäíàêî ôîðìóëû äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ìû ïðèìåíèëè ÷èñëåííîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïî ÷åòûðåì ïåðåìåííûì (2 äëÿ ñìåùåíèÿ v1 ïî äâóì
ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê íåìó íàïðàâëåíèÿì p1, q1 è 2 äëÿ ñìåùåíèÿ Ω1

ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì p′
1, q

′
1, ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê çåðêàëüíîìó ëó-

÷ó s1, ñì. Ãëàâó 2 èç [6]). Äëÿ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà ýòî äîïóñòèìî,
ò.ê. ñîâðåìåííûå ìåòîäû àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äà-
þò îöåíêó ñòîèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà 4X, ãäå X � ñòîèìîñòü
âû÷èñëåíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè [11]. Â íàøåì 4-ìåðíîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñòîèò ñòîëüêî æå, ïîýòîìó
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà îáîáùàþòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèö îãðàíè÷åíèé íóæíû ïðîèçâîäíûå óãëîâ
ϑ1, ϑ2 è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âòîðîãî ñåãìåíòà è ïëîñêîñòè äèàôðàãìû
xa, ôîðìóëû (15) è (18) èç [6]. Îíè òàêæå íàõîäèëèñü ÷èñëåííûì
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âñå òåì æå ÷åòûðåì ïåðåìåííûì, îáðàçóþ-
ùèì dX. Íàêîíåö, äèâåðãåíòíûé ÷ëåí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîèçâîäíûå
T̂ T̂ ∗ (ðàçäåë 2.2 â [5]). È èõ ìû òîæå âû÷èñëÿëè ÷èñëåííûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì.
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3.1 Ïîñòðîåíèå òðàññ

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ñöåíû ìû ñòðîèëè ïåðâè÷íóþ ðàç-
ðåøåííóþ òðàññó ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî òðàññèðîâêè ëó÷åé. Îíà íå
îáÿçàòåëüíî îêàçûâàëàñü �çåðêàëüíîé�, ò.å. êîãäà âñå îòðàæåíèÿ îò
ïîâåðõíîñòåé ýëëèïñîèäîâ ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó çåðêàëüíîãî îòðàæå-
íèÿ. Ýòà òðàññà èñïîëüçîâàëàñü êàê ñòàðòîâàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè ìàð-
êîâñêîé öåïè MCMC ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìèêè Ëàíæåâåíà. Áû-
ëè òàêæå âàðèàíòû âû÷èñëåíèé ïðîñòî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
Ëàíæåâåíà ñ ìàëûì δt áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðàâèëà Ãàñòèíãñà. Òðà-
åêòîðèÿ ýòà ñ÷èòàëàñü äëÿ î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà øàãîâ ïî âðåìåíè
(îáû÷íî 1010), è íàêàïëèâàëàñü ãèñòîãðàììà óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
íàïðàâëåíèÿ ïîñëåäíåãî ñåãìåíòà ëó÷à. Èç-çà àêñèàëüíîé ñèììåòðèè
ñöåíû îíà çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ìåæäó ýòè ñåãìåíòîì è îñüþ ñèñòå-
ìû â äèàïàçîíå îò 0◦ äî 180◦. Íàïðàâëåíèå íóëåâîãî óãëà äåòåêòîðà
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íà èñòî÷íèê ñâåòà.

Êàæäûå 10000 øàãîâ ïî íàêîïëåííîé ãèñòîãðàììå âû÷èñëÿëàñü
îöåíêà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåíèåì ÷àñòîòû ïîñåùåíèÿ ÿ÷å-
åê íà èõ ïëîùàäü è ñðàâíèâàëàñü ñ ýòàëîííîé ïëîòíîñòüþ, âû÷èñ-
ëåííîé àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Âðåìåííîé ðÿä îò-
íîñèòåëüíîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ýòîé ïëîòíîñòè îò
ýòàëîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè è äî-
ñòèãíóòóþ òî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ æåëàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà
ãðàôèêàõ ñ ðåçóëüòàòàìè ïîêàçàíî èòîãîâîå ðàñïðåäåëåíèå â êîíöå
ðàñ÷åòà. Ýòî ïîçâîëÿåò óâèäåòü, åñòü ëè îòêëîíåíèå, è åñëè äà, òî â
êàêèõ îáëàñòÿõ.

3.2 Âàðèàíòû òåñòèðóåìûõ MCMC àëãîðèòìîâ

Ïîñòðîåíèå òðàññ è ðàñ÷åò, îïèñàííûé âûøå, áûëè ïðîâåäåíû äëÿ
íåñêîëüêèõ àëãîðèòìîâ, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ (âàðèàíòû 1-6)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäèôèêàöèè è èíîãäà óïðîùåíèÿ Ìîíòå-Êàðëî
òðàññèðîâêè ëó÷åé ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìèêè Ëàíæåâåíà MALA
(Metropolis Adjusted Langevin Algorithm). Òàêæå ïðîâîäèëèñü ýêñïå-
ðèìåíòû ñ àëãîðèòìîì Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà [12] (óðàâíåíèå (7) â
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[5], ÷òî ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, Ëàíæåâåíîì áåç ñíîñîâîãî ÷ëåíà) è ðàç-
íîñòíîé ñõåìîé áåç ïðàâèëà Ãàñòèíãñà. Ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè àë-
ãîðèòìîâ ó÷àñòâîâàëè â ýêñïåðèìåíòàõ:

1. Ïîëíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà (óðàâíåíèå (2) â [5]),
ãðàäèåíò, äèâåðãåíòíûé ÷ëåí, ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ êî-
îðäèíàò (îíà æå ìàòðèöà ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè, èëè
preconditioning matrix) ïðèñóòñòâóþò. Àäàïòèâíûé øàã ïî âðå-
ìåíè âûáèðàåòñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (9) â [5]. Â ðåçóëüòàòàõ
ýòîò âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾full¿.

2. Ïîëíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà (óðàâíåíèå (2) â [5]),
ãðàäèåíò, äèâåðãåíòíûé ÷ëåí, ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè-
ñóòñòâóþò. Ôèêñèðîâàííûé øàã ïî âðåìåíè δt = 0.01. Â ðå-
çóëüòàòàõ ýòîò âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾full, fix dt¿.

3. Óñå÷åííûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà áåç äèâåðãåíòíîãî
÷ëåíà. Àäàïòèâíûé øàã ïî âðåìåíè íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (9) â
[5]. Â ðåçóëüòàòàõ ýòîò âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾no div¿.

4. Óñå÷åííûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà áåç ãðàäèåíòà ïîòåí-
öèàëà. Àäàïòèâíûé øàã ïî âðåìåíè íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (9) â
[5]. Â ðåçóëüòàòàõ ýòîò âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾no grad¿.

5. Óñå÷åííûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà áåç ãðàäèåíòà è áåç
äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà, ò.å. ôàêòè÷åñêè ýòî àëãîðèòìÌåòðîïîëè-
ñà ñ áðîóíîâñêîé ìóòàöèåé (óðàâíåíèå (7) â [5]). Øàã ïî âðåìå-
íè ôèêñèðîâàí, òàê êàê ïðè îòñóòñòâèè ñíîñîâîãî ÷ëåíà îãðà-
íè÷åíèé íà øàã íåò (óðàâíåíèå (9) â [5]). Â ðåçóëüòàòàõ ýòîò
âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾metropolis¿.

6. Ïîëíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà (óðàâíåíèå (2) â [5]),
ãðàäèåíò è äèâåðãåíòíûé ÷ëåí ïðèñóòñòâóþò, íî áåç ìàòðèöû
ïðåîáðàçîâàíèÿ (preconditioning matrix), ò.å. äëÿ T̂ = 1. Àäàï-
òèâíûé øàã ïî âðåìåíè íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (9) â [5]. Â ðå-
çóëüòàòàõ ýòîò âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾var dt, T=1¿.
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7. Àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà ñ áðîóíîâñêîé ìóòàöèåé (óðàâíåíèå (7)

â [5]) è áåç ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å. äëÿ T̂ = 1. Øàã ïî
âðåìåíè ôèêñèðîâàí, òàê êàê ïðè îòñóòñòâèè ñíîñîâîãî ÷ëåíà
îãðàíè÷åíèé íà øàã íåò (óðàâíåíèå (9) â [5]). Â ðåçóëüòàòàõ
ýòîò âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾metropolis, T=1¿.

8. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (óðàâíåíèå (4) â [5]) áåç ïðàâèëà Ãàñòèíãñà è

áåç ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ (ò.å. T̂ = 1). Ïîñêîëüêó ñàìà ïî
ñåáå îíà íå áëîêèðóåò âûõîäà òðàåêòîðèè â çàïðåùåííóþ îá-
ëàñòü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå îçíà÷àåò ïðîñòî ïåðåêðûòèå òðàññû
ëó÷à äðóãèìè ïðåäìåòàìè ñöåíû, òî âñå-òàêè íåáîëüøàÿ äî-
áàâêà íåîáõîäèìà: åñëè ïîñëå ñìåùåíèÿ íà δX òðàññà îêàçû-
âàåòñÿ íåâîçìîæíîé, òî ïîëîæåíèå òî÷êè íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî íå
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðàâèëîì Ãàñòèíãñà, òàê êàê ïðèíÿòèå øà-
ãà � äåòåðìèíèðîâàííîå ðåøåíèå, è, ãëàâíîå, êîëè÷åñòâåííîå
ñðàâíåíèå ïëîòíîñòåé íå ïðîèçâîäèòñÿ. Â ðåçóëüòàòàõ ýòîò
âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾no MALA, T=1¿.

9. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (óðàâíåíèå (4) â [5]) áåç ïðàâèëà Ãàñòèíãñà.
Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíåíèå: åñëè ïîñëå ñìåùåíèÿ íà δX
òðàññà îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîé, òî ïîëîæåíèå òî÷êè íå ìå-
íÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòàõ ýòîò âàðèàíò íàçûâàåòñÿ ¾no MALA¿.
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4 Ðåçóëüòàòû

Ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè ïëîòíîñòü óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðàâëå-
íèé ïîñëåäíåãî ñåãìåíòà òðàññû ëó÷à, ïàäàþùåãî íà äåòåêòîð. Íà-
ïðàâëåíèå íóëåâîãî óãëà � ýòî ëó÷è, ïðèõîäÿùèå ïî ïðÿìîé îò
èñòî÷íèêà ñâåòà. Ìû èññëåäîâàëè òîëüêî ñëó÷àè òðåõñåãìåíòíûõ
òðàññ. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, ýëëèïñîèäû â ñöåíå óðåçàííûå, ïî-
ýòîìó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî óãëà òàêèõ òðåõñåãìåíòíûõ
òðàññ íå ñóùåñòâóåò, è çäåñü ìû ïîëó÷àåì íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïëîòíî-
ñòè. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ýòàëîííàÿ ïëîòíîñòü óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
è ïëîòíîñòü äëÿ ìåòîäîâ 1-7. Âèäíî, ÷òî äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ ïëîòíîñòü
óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(α) ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ýòàëîííîé.

Ðèñ. 2. Ïëîòíîñòü óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèé ïîñëåäíå-
ãî ñåãìåíòà äëÿ ìåòîäîâ 1-7 ãðóïïû MALA è Metropolis ïî èòîãàì
1010øàãîâ â ñðàâíåíèè ñ ýòàëîííûì ðàñïðåäåëåíèåì ¾reference¿.
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×òîáû îòêëîíåíèå îò ýòàëîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áûëî ëó÷øå âèä-
íî, íà ðèñ. 3 îíî èñêóññòâåííî óâåëè÷åíî â 10 ðàç, òî åñòü ýòàëîííîå
ðàñïðåäåëåíèå ρref(α) ïîêàçàíî êàê åñòü, à äëÿ âñåõ ìåòîäîâ 1-7 âìå-
ñòî ρ(α) ïîêàçàíî

ρ(α) 7→ ρref(α) + 10× (ρ(α)− ρref(α)) .

Òåïåðü óæå âèäíî (ðèñ. 3), ÷òî îòêëîíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó-
÷àéíûå îñöèëëÿöèè, âûçâàííûå øóìîì íåäîñòàòî÷íîé âûáîðêè. Âû-
äåëÿåòñÿ ñëó÷àé ra = 0.025 è ôèêñèðîâàííîãî øàãà ïî âðåìåíè δt
(¾full, fix dt¿; ïîêàçàíî æèðíîé ëèíèåé), êîãäà äëÿ óãëîâ áîëü-
øå 170◦ ìû íàáëþäàåì ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó.

Ðèñ. 3. Ïëîòíîñòü óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèé ïîñëåäíåãî
ñåãìåíòà äëÿ ìåòîäîâ 1-7 ïî èòîãàì 1010øàãîâ ñ óâåëè÷åííûì â äå-
ñÿòü ðàç îòêëîíåíèåì îò ýòàëîííîãî.
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Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà ïëîòíîñòü óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðàâ-
ëåíèÿ ïîñëåäíåãî ñåãìåíòà ρ(α) äëÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåç ïðàâèëà
Ãàñòèíãñà â ñðàâíåíèè ñ ýòàëîííûì ρref(α). Êàê âèäíî èç ãðàôè-
êîâ, èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû áåç ïðàâèëà Ãàñòèíãñà â ñëó÷àå
øèðîêèõ è ïëàâíûõ îâðàãîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåáîëüøîé ãëÿíöå-
âîñòè è øèðîêîé äèàôðàãìå, äàåò ïðèåìëåìîå ïðèáëèæåíèå (ëåâûé
âåðõíèé ãðàôèê íà ðèñ. 4), à â äðóãèõ � î÷åíü áîëüøîå îòêëîíåíèå
(îñòàëüíûå ãðàôèêè òàì æå).

Ðèñ. 4. Ïëîòíîñòü óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïîñëåäíåãî
ñåãìåíòà äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû áåç Ãàñòèíãñà (ìåòîäû 8-9), ïî èòîãàì
1010øàãîâ â ñðàâíåíèè ñ ýòàëîííûì ðàñïðåäåëåíèåì ¾reference¿.
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Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè íàêîïëåííîé è ýòàëîí-
íîé ãèñòîãðàìì îò ÷èñëà ñäåëàííûõ øàãîâ è îò çàòðà÷åííîãî ïðîöåñ-
ñîðíîãî âðåìåíè (â ñåêóíäàõ) äëÿ âñåõ ìåòîäîâ, êðîìå äâóõ ïîñëåä-
íèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì áåç Ãàñòèíãñà, ò.å. äëÿ ìåòîäîâ 1-7. Çàìåòèì,
÷òî ýòàëîííîå ðàñïðåäåëåíèå áûëî ïîëó÷åíî ÷èñëåííî è ïîòîìó ñàìî
èìååò íåòî÷íîñòü ïîðÿäêà 0.0003, ÷òî äàåò íèæíèé ïðåäåë îòêëîíå-
íèÿ. Äëÿ áîëüøèíñòâà ìåòîäîâ îòêëîíåíèå îò ýòàëîííîãî ðåøåíèÿ ñî
âðåìåíåì ñíèæàåòñÿ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò âàðèàíò ïîëíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ëàíæåâåíà ïðè ôèêñèðîâàííîì øàãå ïî âðåìåíè (¾full, fix

dt¿): äëÿ âàðèàíòà gs = 100, ra = 0.025 åãî îøèáêà âûõîäèò íà íà-
ñûùåíèå è ïåðåñòàåò óáûâàòü (ðèñ. 5, âåðõíèé ðÿä). Ýòî ïîêàçûâàåò,
÷òî ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà äëÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ óãëîâ áîëüøå 170◦

(ðèñ. 3) íå óõîäèò äàæå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
À âîò ïðè îòáðàñûâàíèè äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà ìîæíî ñ÷èòàòü è ñ

ôèêñèðîâàííûì øàãîì ïî âðåìåíè. Ìåòîä ¾metropolis¿ íå âûáèðà-
åò δt àäàïòèâíî, òàê êàê â íåì íåò ñíîñîâîãî ÷ëåíà, è îòêëîíåíèå ïî-
ñòåïåííî èñ÷åçàåò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èìåííî äèâåðãåíòíûé ÷ëåí
ìîæåò äîñòèãàòü î÷åíü áîëüøèõ âåëè÷èí (ïîä÷àñ O(104)), â òî âðåìÿ
êàê ãðàäèåíò � ïîðÿäêà åäèíèöû. Ó÷åò ãðàäèåíòà íå äàåò çàìåòíî-
ãî âûèãðûøà â òî÷íîñòè çà çàäàííîå âðåìÿ, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ
ïîâåäåíèÿ ¾no grad¿ ñ ¾full¿. Îòáðàñûâàíèå äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà
(åãî îäíîãî èëè âñåãî ñíîñîâîãî ÷ëåíà âîîáùå) óëó÷øàåò ñõîäèìîñòü:
ïðèìåðíî òà æå òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ çà ñóùåñòâåííî ìåíüøåå âðåìÿ
ñ÷åòà çà ñ÷åò óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ ïî-
âåäåíèÿ ãðàôèêîâ äëÿ ìåòîäîâ ¾no div¿ è ¾metropolis¿ ñ ¾full¿.
Îòáðàñûâàíèå ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ (êîãäà T̂ = 1) ñèëüíî óõóä-
øàåò ñõîäèìîñòü, êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ¾var dt, T=1¿
ñ ¾full¿ è ¾metropolis, T=1¿ ñ ¾metropolis¿.

Ïðè ñðàâíåíèè íà ðèñ. 5 ïðàâûõ (çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà øàãîâ) è
ëåâûõ (çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñ÷åòà) ãðàôèêîâ ìîæíî óâèäåòü, ÷òî
ïðè áëèçêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî ÷èñëó øàãîâ îäèí ìåòîä ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ áûñòðåå äðóãîãî ïî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, ÷òî îáóñëîâ-
ëåíî åãî âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî, íàïðè-
ìåð, äëÿ ìåòîäîâ ¾var dt, T=1¿ è ¾metropolis, T=1¿ â ïîñëåäíåì
ðÿäó ãðàôèêîâ äëÿ ra = 0.25 è gs = 10000.
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà ñäåëàííûõ øàãîâ (ñëåâà) è îò âðåìåíè
ñ÷åòà â ñåêóíäàõ (ñïðàâà) îòêëîíåíèÿ íàêîïëåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
îò ýòàëîííîãî äëÿ ìåòîäîâ 1-7.
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Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè íàêîïëåííîãî è ýòà-
ëîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ÷èñëà ñäåëàííûõ øàãîâ äëÿ ðàçíîñòíîé
ñõåìû áåç ïðàâèëà Ãàñòèíãñà (ìåòîäû 8-9). Äëÿ ñðàâíåíèÿ òàêæå
äîáàâëåí ãðàôèê ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà. Êàê è
îæèäàëîñü, òî÷íîñòü ñóùåñòâåííî õóæå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðà-
âèëà Ãàñòèíãñà. Ïðåäåëüíîå îòêëîíåíèå äîñòèãàåòñÿ áûñòðî è ïîñëå
ýòîãî ïåðåñòàåò óæå óáûâàòü. Îäíàêî äàæå íà ìàëûõ âðåìåíàõ ñ÷åòà
îøèáêà âñå ðàâíî áîëüøå, ÷åì äëÿ ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâè-
ëà Ãàñòèíãñà, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5.

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ðàçíèöû íàêîïëåííîãî è ýòàëîííîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ îò ÷èñëà ñäåëàííûõ øàãîâ äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû áåç Ãàñòèíãñà.

Òàê êàê ìåòîäû 8 è 9 èìåþò îäíó âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, òî
èõ ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñ÷åòà áëèçêè ñ ãðàôèêàìè çàâè-
ñèìîñòè îò ÷èñëà ñäåëàííûõ øàãîâ è ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàññèðîâêà ëó÷åé ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìèêè Ëàí-
æåâåíà (MALA) âûãëÿäèò âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ìåòîäîì äëÿ ðàñ-
÷¼òà ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè âèðòóàëüíîé ñöåíû. Îäíàêî íà ñåãî-
äíÿøíèé äåíü ýòîò ìåòîä îñòàåòñÿ ìàëîèññëåäîâàííûì, â òî âðåìÿ
êàê åãî àíàëèç ìîæåò ïðèâåñòè ê åãî îïòèìèçàöèè. Ýòî ïîçâîëèò
çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîãî
ðåçóëüòàòà.

Â äâóõ ïðåäûäóùèì ðàáîòàõ [5] è [6] áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû
íàèáîëåå âû÷èñëèòåëüíî åìêèå îïåðàöèè ýòîãî ìåòîäà. Â äàííîé ðà-
áîòå ìû ïðîâåëè ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñî ñöåíîé, ïîç-
âîëÿþùåé ïðîÿâèòü äîñòîèíñòâà Ìîíòå-Êàðëî òðàññèðîâêè ëó÷åé,
èñïîëüçóþùåé äèíàìèêó Ëàíæåâåíà äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ñâå-
òîâûõ ïóòåé. Áûëè ïðîòåñòèðîâàíû íà òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà è íà ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè ñåìü ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà MALA, â êîòîðûõ
ìû ïîñëåäîâàòåëüíî îòêëþ÷àëè òå èëè èíûå îïåðàöèè. Ýòî äàëî íàì
âîçìîæíîñòü âûäåëèòü âêëàä êàæäîé èç íèõ â ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
ìåòîäà. Òàêæå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî âñå ìîäèôèêàöèè àëãîðèò-
ìà MALA äàþò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü.

Êðîìå òîãî, áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ñ äâóìÿ ìîäèôèêàöè-
ÿìè ðàçíîñòíûõ ñõåì áåç ïðàâèëà Ãàñòèíãñà. Îáå ìîäèôèêàöèè ïî-
êàçàëè íåóäîâëåòâîðèòåëüíóþ òî÷íîñòü è ñõîäèìîñòü. Ïîýòîìó îíè
íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îñâåùåííîñòè.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëèëè ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû:

1. Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ (preconditioning matrix) îáÿçàòåëüíà.
Áåç íåå ñõîäèìîñòü çàìåòíî ìåäëåííåå.

2. Ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ, âû÷èñëåííûå ïî îãðàíè÷åíèÿì íà
òðàññó â ñöåíå, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîòåíöèàëà, âïîëíå äîñòà-
òî÷íû è îáåñïå÷èâàþò õîðîøóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

3. À âîò ñíîñîâûé ÷ëåí ìîæíî âûáðîñèòü, ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü
óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ôóíêöèÿ îò ÷èñëà øàãîâ îñòàåòñÿ
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ïðèìåðíî òîé æå. Òàê êàê ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ,
ïîòîìó ÷òî øàã äåëàåòñÿ çàìåòíî áûñòðåå, òî ñõîäèìîñòü êàê
ôóíêöèÿ îò âðåìåíè ñ÷åòà óëó÷øàåòñÿ.

4. Àäàïòèâíûé âûáîð øàãà ïî âðåìåíè δt âåñüìà âàæåí. À ïðè
íàëè÷èè äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà îí ïðîñòî îáÿçàòåëåí, òàê êàê
ãðàäèåíòíûé ÷ëåí, êàê îêàçàëîñü, â íàøåé ñöåíå ìîæåò äîñòè-
ãàòü âåëè÷èí áîëåå 10,000, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ÷ëåíû
óðàâíåíèÿ âñå ïîðÿäêà 1 è ìåíüøå.

Ãëàâíûé æå íàø âûâîä îêàçàëñÿ âåñüìà íåîæèäàííûì � íàè-
áîëüøèé âêëàä â óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè âíîñèò ìàòðèöà ïðåäâà-
ðèòåëüíîé îáðàáîòêè (preconditioning matrix), êîòîðàÿ, â îòëè÷èå
îò îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ, íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà
ôóíêöèè ïîòåíöèàëà. Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ìåòîä.
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