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Ñ.Â. Åðøîâ, Â.À. Ôðîëîâ, À.À. Íèêîëàåâ, À.Ã. Âîëîáîé

Äèíàìèêà Ëàíæåâåíà â ñòîõàñòè÷åñêîé òðàññèðîâêå ëó÷åé:
âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïðåäîáðàáîòêè ïî îãðàíè÷åíèÿì è âûáîð øàãà
ïî âðåìåíè

Îñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíî åìêàÿ çàäà÷à ðåàëèñòè÷íîé êîìïüþòåðíîé ãðà-
ôèêè � ðàñ÷åò ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè. Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñ÷åòà îñâåùåíèÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ïåðâàÿ
÷àñòü ðàáîòû, â êîòîðîé äàåòñÿ ïîäðîáíûé îáçîð ïðîáëåìàòèêè, èññëåäóþòñÿ
âîïðîñû âëèÿíèÿ äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà, âûáîðà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ è âûâî-
äÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè. Ïîêà-
çàíî, êàê ýòè àñïåêòû âëèÿþò íà ñõîäèìîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãëîáàëüíàÿ îñâåùåííîñòü, ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàññèðîâêà
ëó÷åé, ìàðêîâñêèå öåïè, óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà.

S.V. Ershov, V.A. Frolov, A.À. Nikolaev, A.G. Voloboy

Langevin dynamics in stochastic ray tracing: computing
the preconditioning matrix according to restrictions and choice of time
step

The main computationally extensive task of realistic computer graphics is
the calculation of global illumination. The work investigates the speed of the
convergence of lighting simulation using Monte Carlo integration based on the
Langevin equation. The paper presents the �rst part of the work, which provides
a detailed overview of the problem, examines the in�uence of the divergent
term, the choice of the integration step, and derives formulae for calculating the
preconditioning matrix. It is shown how these aspects a�ect convergence.

Key words: global illumination, stochastic ray tracing, Markov chain, Langevin
equation.
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1 Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííàÿ ðåàëèñòè÷íàÿ êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà áàçèðóåòñÿ íà ôèçè÷åñêè
êîððåêòíîì ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ. Ðàñ÷åò
ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè, ò.å. ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåòà â âèðòóàëüíîé ñöåíå, ó÷è-
òûâàþùèé ìíîæåñòâåííûå îòðàæåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ñâåòà, âñåâîçìîæíûå âèäû
âçàèìîäåéñòâèÿ åãî ñ îáúåêòàìè ñöåíû, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ âû÷èñëè-
òåëüíî åìêèõ çàäà÷ ïðè ïîñòðîåíèè ðåàëèñòè÷íîãî èçîáðàæåíèÿ. Â îñíîâå ðàñ-
÷åòà ëåæèò óðàâíåíèå ðåíäåðèíãà [1], ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâà-
íèå çíà÷åíèé ñâåòà, ïðèõîäÿùåãî ñî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèí-
ñòâî èç íèõ îñíîâûâàþòñÿ íà ñòîõàñòè÷åñêîé (Ìîíòå-Êàðëî) òðàññèðîâêå ëó÷åé
ñâåòà.

Â îáçîðíîé ðàáîòå [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ Ìîíòå-Êàðëî
èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ðàñ÷åòà îñâåùåíèÿ. Â íåé äåëàåò-
ñÿ âûâîä î ïðåèìóùåñòâàõ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî íà îñíîâå ìàðêîâñêèõ öå-
ïåé (MCMC � Markov Chain Monte Carlo). Ýòè ìåòîäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ðàñøèðåíèå ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Â òî âðåìÿ êàê â îáû÷íîì
Ìîíòå-Êàðëî âûáîðêè ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, â MCMC îíè, íàîáîðîò, èìå-
þò êîððåëÿöèè ìåæäó ñîáîé. Ýòà îñîáåííîñòü MCMC ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ îá îáëàñòÿõ ôóíêöèè, èìåþùèõ âûñîêóþ çíà÷è-
ìîñòü. Îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ âàðèàíòîâ MCMC � ýòî àëãîðèòì
Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà [3]. Îñíîâíàÿ öåëü âñåõ àëãîðèòìîâ MCMC çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ïîñòðîåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðîê, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïðîèçâîëüíîé öå-
ëåâîé ôóíêöèè. Îäíàêî ðàçëè÷íûå âèäû MCMC äåëàþò ýòî ïî-ðàçíîìó, ñòðå-
ìÿñü ê ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ðåøåíèÿ [4].

Â çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè ïðàêòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû
MCMC àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ íàêîïëåííîå ñðåäíåå îò ôèëüòð-ôóíêöèè wp ïî
âñåì òðàññàì ëó÷åé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííûé ïèêñåëü. Ýòî ñðåäíåå áåð¼òñÿ
ïî ðàñïðåäåëåíèþ, ïðîïîðöèîíàëüíîìó ôóíêöèè çíà÷èìîñòè I [5].

p ∼ ⟨wp⟩I . (1)

Â ðàáîòå [2] ãîâîðèòñÿ î ïåðñïåêòèâíîñòè Ìîíòå-Êàðëî ìåòîäîâ íà îñíîâå
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà è Ëàíæåâåíà, ò.ê. ýòè ìåòîäû îáëàäàþò ëó÷øåé ñõîäè-
ìîñòüþ ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ýòî ìåòî-
äû íîâûå, è ìíîãèå èõ àñïåêòû, âêëþ÷àÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ,
îñòàþòñÿ íåèññëåäîâàíûìè. Ýòî è ïîñëóæèëî ìîòèâàöèåé íàøèõ èññëåäîâàíèé,
ðåçóëüòàòû êîòîðûõ èçëîæåíû â òðåõ ïðåïðèíòàõ [6�8].
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2 Ïðåäûäóùèå ðàáîòû

Òðàäèöèîííî [5, 9] òðàññà ëó÷à îïèñûâàëàñü íàáîðîì åå óçëîâ (òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ ëó÷à ñ ïîâåðõíîñòÿìè ñöåíû) X = {x0,x1, ...,xm}. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå
íàçûâàåòñÿ èíîãäà ìèðîâûì ïðîñòðàíñòâîì ïóòåé. Î÷åâèäíî, ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü è äðóãèå ïàðàìåòðèçàöèè òðàññû ëó÷à, íàïðèìåð, ÷åðåç íàáîð íàïðàâ-
ëåíèé åå ñåãìåíòîâ X = {v0,v1, ...,vm} [10]. Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû óç-
ëîâ íåïîñðåäñòâåííî íå çàäàíû, íî âû÷èñëÿþòñÿ ïî {v0,v1, ...,vm}. Âîçìîæíû
è èíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, íàïðèìåð, ïåðâè÷íîå ïðîñòðàíñòâî ïóòåé, â êîòîðîì
ëþáàÿ òî÷êà ìíîãîìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé òðàññå,
âîçìîæíî, ïðàâäà ýêðàíèðîâàííîé (ò.å. ñ íóëåâîé ôóíêöèåé çíà÷èìîñòè). Ê
ýòîé ãðóïïå ìåòîäîâ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, Kelemen MLT [11] è MMLT [12].

Ïðè ñìåíå ïðåäñòàâëåíèÿ íà Y = {y0,y1, ...,ym} ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
òðàññ â íîâûõ ïåðåìåííûõ áóäåò I

∣∣det ∂X
∂Y

∣∣; åñòåñòâåííî ïîëàãàòü ýòî ôóíêöè-
åé çíà÷èìîñòè â íîâûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ¾èçìåðÿåìûõ
âåëè÷èí¿ ìîæíî ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëÿòü êàê ñðåäíåå ïî ñëó÷àéíîé âûáîðêå
òðàññ (1), òîëüêî òåïåðü òðàññû íàäî ãåíåðèðîâàòü ñ ïëîòíîñòüþ, ïðîïîðöèî-
íàëüíîé óæå íîâîé ôóíêöèè çíà÷èìîñòè I

∣∣det ∂X
∂Y

∣∣. Ïðè óäà÷íîì âûáîðå ïàðà-
ìåòðèçàöèè Y ãåíåðèðîâàòü òðàññû ñ íîâûì ðàñïðåäåëåíèåì ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïðîùå è ýôôåêòèâíåå.

Îäèí èç íàèáîëåå ïðÿìîëèíåéíûõ ïóòåé âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè � ýòî àë-
ãîðèòìû â òàê íàçûâàåìîì ïåðâè÷íîì ïðîñòðàíñòâå ïóòåé [12]. Âòîðîé ñïîñîá
� ýòî ðàáîòà â ìèðîâîì ïðîñòðàíñòâå ïóòåé (Path Space), â ïðîñòðàíñòâå, ñî-
ñòàâëåííîì êîíêàòåíàöèåé âñåõ êîîðäèíàò âåðøèí ïóòåé â ìèðîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå (íàïðèìåð, ýòî ìåòîäû Veach MLT [9], MEMLT [13, 14]). Òðåòèé ñïîñîá
çàêëþ÷àåòñÿ â êîìáèíèðîâàíèè ïåðâûõ äâóõ. Â ðàáîòàõ [15�17] ñòðîèòñÿ îá-
ðàòèìûé ïåðåõîä ìåæäó ìèðîâûì ïðîñòðàíñòâîì è ïåðâè÷íûì ïðîñòðàíñòâîì
ïóòåé, çà ñ÷¼ò ÷åãî óäàåòñÿ îáúåäèíèòü ñèëüíûå ñòîðîíû îáîèõ ïîäõîäîâ. Ìîæ-
íî ïðèäóìàòü ìíîãî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ U .
Ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû ìåòîäîâ ðàñ÷¼òà îñâåùåíèÿ íà îñíîâå MCMC õîðîøî
ïðåäñòàâëåíû â [4]. Ýòà ðàáîòà ìîæåò ñëóæèòü â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè äëÿ
ïîíèìàíèÿ èõ íà áîëåå ãëóáîêîì óðîâíå ñ öåëüþ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ðàáîò, ïðèìåíÿþùèõ MCMC ê
çàäà÷å ðàñ÷åòà îñâåùåíèÿ, îñíîâàíû íà àëãîðèòìå Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà èëè
äàæå áîëåå ïðîñòîì àëãîðèòìå Ìåòðîïîëèñà ñ ðàâíîâåðîÿòíûì ïðÿìûì è îá-
ðàòíûì ïåðåõîäîì [4]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçâèòèå ñàìèõ ìåòîäîâ MCMC óøëî
äàëåêî âïåð¼ä. Ïðèìåíåíèå äèíàìèêè Ëàíæåâåíà â òåîðèè âîçìîæíî ê ëþáî-
ìó èç ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèè âêëàäà. Ðàáîòà, â êîòîðîé ýòî óäàëîñü ñäåëàòü
â íàñòîÿùåå âðåìÿ [18], îñíîâàíà íà MMLT. Â íàøåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì
ïðîñòðàíñòâî, èäåéíî áëèçêîå ê ìåòîäó HSLT [10].
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2.1 Ðàáîòû íà îñíîâå �ãèáðèäíîãî� Ìîíòå-Êàðëî

Ãèáðèäíûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáøèðíûé ïîäêëàññ
MCMC [19�24]. Ýòè ìåòîäû îñóùåñòâëÿþò ãåíåðàöèþ âûáîðîê ÷åðåç òðàåê-
òîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òàêèå êàê ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà (HMC �
Hamiltonian Monte Carlo) èëè áðîóíîâñêîå äâèæåíèå â âÿçêîé ñðåäå íà îñíî-
âå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà (LMC � Langevin Monte Carlo). Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòèõ
ìåòîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü óäà÷-
íûå ïðåäëîæåíèÿ ïåðåõîäà è õîðîøî îáõîäèò ïðîñòðàíñòâî, ò.ê. óìååò äâèãàòü-
ñÿ â �íóæíûõ íàïðàâëåíèÿõ�.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå Hessian-
Hamiltonian Monte Carlo (HHMC) [25, 26]. Îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî äîðîãîñòîÿùåå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè Ãàìèëüòîíà ïðîèçâîäèòñÿ íå íà
ñàìîé ôóíêöèè ïîòåíöèàëà, à íà åãî êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ÷åðåç ðàç-
ëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà. Ýòî ñóùåñòâåííûé ìîìåíò, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ Ãà-
ìèëüòîíà äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè èìåþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Äàëåå,
Hamiltonian Monte Carlo òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé (ãðàäèåíò) è âòîðîé (ãåñ-
ñèàí) ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå ïðè ïîìîùè áèáëèîòåêè
àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [27]. Â öåíòðå ìåòîäà HHMC ëåæèò âû-
÷èñëåíèå ãåññèàíà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìå äâà ðàçà. Ïåðâûé ðàç
� äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëà ÷åðåç ðÿä Òåéëîðà. Âòîðîé ðàç
� äëÿ inverse mass matrix (àíàëîã ìàòðèöû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè). Ïðè
ýòîì ñàìî ïðåäëîæåíèå ïåðåõîäà äåëàåòñÿ â âèäå ìíîãîìåðíîé âûòÿíóòîé ãàóñ-
ñèàíû. Âû÷èñëåíèå ãåññèàíà äîðîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ëèìèòèðóþùèì
ôàêòîðîì ìåòîäà.

Â ðàáîòå [28] áûë ïðåäëîæåí îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ñïîñîá óäåøåâëåíèÿ ïîä-
õîäîâ, îñíîâàííûõ íà HHMC. Â íà÷àëå êàæäîãî øàãà äåëàåòñÿ îáû÷íîå ïðåäëî-
æåíèå ïåðåõîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà Ìåòðîïîëèñà. Åñëè îíî ïðèíèìàåò-
ñÿ, àëãîðèòì ïðîäîëæàåò ñâîþ ðàáîòó äàëüøå êàê îáû÷íûé øàã Ìåòðîïîëèñà.
Åñëè æå ïðåäëîæåíèå ïåðåõîäà îòâåðãàåòñÿ, íîâàÿ ïîïûòêà óæå äåëàåòñÿ ïðè
ïîìîùè Hamiltonian Monte Carlo. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü â ýòîì ïîäõîäå ñîñòîèò
â êîððåêòíîì âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé ïðåäëîæåíèÿ ïåðåõîäà.

2.2 Langevin Monte Carlo

Ìåòîä MALA (Metropolis Adjusted Langevin Algorithm), îñíîâàííûé íà äèíà-
ìèêå Ëàíæåâåíà, áûë ïðåäëîæåí â [18, 29]. Óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà èñòîðè÷åñêè
âîñõîäÿò ê îïèñàíèþ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ìàëîé ÷àñòèöû â âÿçêîé ñðåäå.
Ïåðâîíà÷àëüíûé âèä åãî áûë ïðèìåðíî òàêîâ:

dX = −∇Udt+ ξ(t)
√
2dt, (2)

ãäå X � ïîëîæåíèå ÷àñòèöû (à â íàøåì ñëó÷àå � òðàññà ëó÷à), t � âðåìÿ,
U � ïîòåíöèàë, à ξ(t) âûáèðàåòñÿ íåçàâèñèìî êàê íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûé
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ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé
(òî åñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà íåçàâèñèìû). Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå â òà-
êîì ïðîöåññå ρ(X) = Ze−U(X), ãäå Z � íîðìèðîâêà (ñòàò. ñóììà). Î÷åâèäíî,
íàì íóæíî, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå áûëî ïðîïîðöèîíàëüíî ôóíêöèè çíà÷èìî-
ñòè. Ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ èõ áûòü íå ìîæåò, òàê êàê

∫
ρdX = 1, à ôóíêöèÿ

çíà÷èìîñòè â îáùåì ñëó÷àå íå íîðìèðîâàíà íà 1.
Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ÷èñëåííî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ÿâ-

íîé ðàçíîñòíîé ñõåìû Ýéëåðà-Ìàðèàìû. Îäíàêî åñëè ¾ðåëüåô¿ ïîòåíöèàëà
ñëîæíûé, ñîäåðæèò äëèííûå óçêèå îâðàãè è ò.ï., òî äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ æå-
ëàåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ òðåáóåòñÿ î÷åíü ìàëåíüêèé øàã
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Òî åñòü ïðèäåòñÿ äåëàòü ìíîãî øàãîâ, è ýòî äîëãî.
Ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ, êîãäà ïîòåíöèàë èìååò ðàçðûâû, îñîáåííî òàêèå, ÷òî
íà îäíîé èõ ñòîðîíå îí áåñêîíå÷åí. Ïîëîæåíèå ìîæíî çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü,
åñëè èñïîëüçîâàòü îáîáùåííîå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà [19, 30]:

dX = a(X)dt+
√
2dtT̂ξ(t),

ai(X) = −
(
T̂ T̂ ∗∇U

)
i
+
∑
j

∂(T̂ T̂ ∗)i,j
∂Xj

,
(3)

ãäå �ñíîñîâûé ÷ëåí� (àíãë. drift term) a(X) èìååò ñìûñë ¾ñêàòûâàþùåé ñèëû¿,

äåéñòâóþùåé íà íàøó ÷àñòèöó. Âûðàæåíèå
∑

j
∂(T̂ T̂ ∗)i,j

∂Xj
ÿâëÿåòñÿ äèâåðãåíöè-

åé i-é ñòðîêè T̂ T̂ ∗, ïîýòîìó ìû íàçûâàåì åãî äèâåðãåíòíûì ÷ëåíîì; T̂ ∗ �
òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöà T̂ (X) îñóùåñòâëÿåò ëîêàëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå êîîðäèíàò (îáû÷íî ñ òåì, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ñèëüíîé àíèçîòðîïèè
â èñõîäíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå). Åå ÷àñòî íàçûâàþò ìàòðèöåé ïðåäâàðè-
òåëüíîé îáðàáîòêè (preconditioning matrix). Èñòîðè÷åñêè îíà ïðèøëà èç çàäà÷
îïòèìèçàöèîííîãî ñïóñêà [31, 32].

Èäåÿ åå ïîñòðîåíèÿ ïðîñòà: íàïðèìåð, åñëè ïðîñòðàíñòâî ñæàòî ïî êàêîé-òî
îïðåäåë¼ííîé êîîðäèíàòå, òîãäà, ÷òîáû áðîóíîâñêèé ÷ëåí ξ(t) ïîçâîëÿë ñäå-
ëàòü óäà÷íîå ïðåäëîæåíèå ïåðåõîäà, íå âûõîäÿùåå çà îáëàñòü áîëüøèõ çíà÷å-
íèé â ôóíêöèè âêëàäà, ïî äàííîé êîîðäèíàòå ïðîñòðàíñòâî íåîáõîäèìî ¾ðàñ-
òÿíóòü îáðàòíî¿. Åù¼ îäèí ïðèìåð ñèëüíîé àíèçîòðîïèè � èçâèëèñòûé îâðàã
ïîòåíöèàëà. Â òàêîé ñèòóàöèè ìàòðèöà ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äîëæíà
¾ðàçâåðíóòü¿ ïðîñòðàíñòâî âäîëü îâðàãà è ðàñòÿíóòü åãî ¾ïîïåðåê îâðàãà¿.
Áåç òàêîé ìàòðèöû ïî÷òè ëþáîå ïðåäëîæåíèå ïåðåõîäà áóäåò ïûòàòüñÿ ¾âû-
ñêî÷èòü¿ èç îâðàãà è áóäåò îòâåðãíóòî ïðîöåäóðîé Ãàñòèíãñà.

Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè Ëàíæåâåíà ÿâëÿåòñÿ ÷èñ-
ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå Ýéëåðà-Ìàðèàìû, êîãäà êî-
íå÷íîå ñìåùåíèå òî÷êè δX âû÷èñëÿåòñÿ ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî è äèôôåðåí-
öèàë:
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δX = a(X)δt+
√
2δtT̂ξ(t), (4)

ãäå δt � êîíå÷íûé øàã ïî âðåìåíè.
Íàéòè íîâîå ïîëîæåíèå òî÷êè X̂ ïðè t + δt ïî ñìåùåíèþ δX íåïðîñòî;

êàê ïðàâèëî, ýòî íå áóäåò X̂ = X + δX. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ òðàåêòîðèÿ îãðàíè÷åíà îïðåäåëåííûì ìíîãîîáðàçèåì ñóùåñòâåí-
íî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè òðàññà ëó÷à îïèñûâàåòñÿ ÷åðåç íàáîð
íàïðàâëåíèé ñâîèõ N ñåãìåíòîâ, òî ýòî ìíîãîîáðàçèå � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
N ïîâåðõíîñòåé åäèíè÷íûõ ñôåð äëÿ ýòèõ íàïðàâëåíèé. Äëÿ ìèðîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïóòåé óçëû òðàññû ëó÷à ëåæàò íà ïîâåðõíîñòÿõ ñöåíû è íå ìîãóò
ñõîäèòü ñ íèõ ¾â îáúåì¿. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå X + δX, ëåæàùàÿ â
êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ¾óõîäèò¿ ñ ðàçðåøåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íàïðè-
ìåð, äëÿ íàïðàâëåíèÿ ñåãìåíòà ëó÷à v+δv óæå íå áóäåò åäèíè÷íûì âåêòîðîì.
Ïîýòîìó âìåñòî òðèâèàëüíîãî ñëîæåíèÿ X̂ = X+δX íåîáõîäèìî åùå è êàê-òî
âåðíóòü òî÷êó X + δX íà ¾ðàçðåøåííîå¿ ìíîãîîáðàçèå:

X̂ = P(X + δX). (5)

Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, ïðîñòî âçÿòü ïðîåêöèþ òî÷-
êè íà ìíîãîîáðàçèå. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàïðàâëåíèþ ñåãìåíòà ëó÷à � íîðìè-

ðîâàòü âåêòîð, ò.å. íîâîå íàïðàâëåíèå ñåãìåíòà áóäåò v+δv
|v+δv| .

Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà ðåëüåô ïîòåíöèàëà èìååò ¾êðóòûå ñêëîíû¿, òàêîå
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå òðåáóåò íåïðèåìëåìî ìàëîãî øàãà ïî âðåìåíè. Ïðè-
÷åì ïðè ëþáîì êîíå÷íîì δt ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òðàåêòîðèè íå ñîâ-
ïàäàåò â òî÷íîñòè ñ æåëàåìûì. Ïîýòîìó â ìåòîäå MALA ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
äîïîëíÿåòñÿ ïðàâèëîì âûáîðà Ãàñòèíãñà, ïðåîáðàçóþùèì ãåíåðèðóåìóþ ïðî-

èçâîëüíîé ìàðêîâñêîé öåïüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàê, ÷òîáû îíà èìåëà â òî÷-
íîñòè æåëàåìîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü äàæå
ñ ðàçðûâíûì ïîòåíöèàëîì ñ êîíå÷íûì, ÷àñòî äàæå ïðîèçâîëüíî áîëüøèì, øà-
ãîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ìû âû÷èñëÿåì ñìåùåíèå òî÷êè δX ïî (4), íî

âìåñòî áåçóñëîâíîãî ïåðåõîäà â íîâîå ïîëîæåíèå X̂ = X + δX ìû ðàññìàòðè-
âàåì ýòî ëèøü êàê ïðåäëîæåíèå ïåðåõîäà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðèíÿòî (òîãäà

òðàåêòîðèÿ ïåðåõîäèò â X̂) èëè íåò (òîãäà òðàåêòîðèÿ îñòàåòñÿ â òî÷êå X).
Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

Pr = min

(
1,

p(X|X̂)ρ(X̂)

p(X̂|X)ρ(X)

)
, (6)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(X) = Ze−U(X), p(X̂|X)

� ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ ïåðåõîäà X 7→ X̂, à p(X|X̂) � ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ îáðàòíîãî ïåðåõîäà. Ýòî òà æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ
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ñ ïåðåñòàâëåííûìè àðãóìåíòàìè. Ïðè ýòîì ïåðåõîä X 7→ X̂ ÿâëÿåòñÿ êîìïî-
çèöèåé äâóõ îòîáðàæåíèé: (4) è (5). Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà äëÿ
íàøåãî ñëó÷àÿ äàíî â [7].

Íåîáõîäèìî ïîíèìàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñîåäèíåíèÿ ðàçíîñòíîé
ñõåìû è ïðàâèëà Ãàñòèíãñà ìàðêîâñêàÿ öåïü � ýòî ñîâåðøåííî äðóãîé îáú-
åêò, íåæåëè èñõîäíîå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà. Îíà èìååò â òî÷íîñòè òî æå

ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, íî è òîëüêî. Îñòàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà
(íàïðèìåð, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, ïàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ïð.) ó íåå ìîãóò
áûòü ñêîëü óãîäíî îòëè÷íû îò èñõîäíîãî Ëàíæåâåíà. Îäíàêî ýòî íå èìååò ïî-
÷òè íèêàêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ â êà÷åñòâå ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ òî÷åê
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò.ê. íàì îò íåãî íóæíî òîëüêî æåëàåìîå ðàñïðåäåëå-
íèå.

Äëÿ óäåøåâëåíèÿ øàãà àëãîðèòìà MALA ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî èäåé: (1)
èñïîëüçîâàòü äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè; (2) íàêàï-
ëèâàòü ãðàäèåíò è ìàòðèöó çà íåñêîëüêî øàãîâ àëãîðèòìà òàê, êàê ýòî äåëà-
åò àëãîðèòì îïòèìèçàöèè Adam [33]; (3) èñïîëüçîâàòü �êîíòðîëèðóåìûé� èëè
àäàïòèâíûé MCMC äëÿ ïðàâèëüíîãî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà [34].
Â ðàáîòå [29] ïðåäëàãàþòñÿ åù¼ äâà ìåòîäà: çàïîìèíàíèå ãðàäèåíòîâ è ãèáðèä-
íûé ìåòîä íàêîïëåíèÿ ñ çàïîìèíàíèåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîé îöåíêè
óñðåäí¼ííûõ ãðàäèåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåòñÿ, åñëè ìîæíî òàê âûðà-
çèòüñÿ, íåêîòîðûé �ïðîèíòåãðèðîâàííûé ãðàäèåíò�, êàê åäèíñòâåííûé èñòî÷-
íèê èíôîðìàöèè äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ õîðîøåãî ïðåäëîæåíèÿ ïåðåõîäà.

3 Ìîòèâàöèÿ è ñîäåðæàíèå íàøåãî

èññëåäîâàíèÿ

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ðàáîòà [29] ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëüíîé òî÷êîé â ïðèìåíå-
íèè ãèáðèäíîãî Ìîíòå-Êàðëî ê çàäà÷å ðàñ÷¼òà îñâåù¼ííîñòè. Íà íàø âçãëÿä,
ýòà ðàáîòà äåëàåò øàã â âåðíîì íàïðàâëåíèè, ò.ê. ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ íà
áàçå HMC âîçâðàùàåò íàñ ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ è õðàíåíèÿ ãåññèàíà.
Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå áîëåå ïðîäâèíóòûõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, RM-
HMC [24], ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì èíòåðåñíîé íàó÷íîé ïðîáëåìîé, íî èìåþùåé
ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ òðóäíîñòåé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Àëãîðèòì MALA c ìàòðèöåé ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè, íàïðîòèâ, ïåð-
ñïåêòèâåí, è ïðè ýòîì äî êîíöà íå èññëåäîâàí â ðàáîòàõ [18, 29]. À èìåííî:

1. Íå èññëåäîâàí âîïðîñ ðàáîòû ñ ïðåïÿòñòâèÿìè èëè �ïîòåíöèàëüíûìè áà-
ðüåðàìè� â ôóíêöèè âêëàäà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñ÷¼òà îñâåùåíèÿ� ýòî òå-
íåâîå ïåðåêðûòèå îäíîé ïîâåðõíîñòè äðóãîé. Ãðàäèåíò íå ìîæåò ïîìî÷ü
ýôôåêòèâíî îáõîäèòü òàêèå áàðüåðû, ò.ê. ïðîñòî íå èìååò èíôîðìàöèè î
íèõ. Ýòó èíôîðìàöèþ ìîãëà áû ñîäåðæàòü êîððåêòíî ïîñòðîåííàÿ ìàò-
ðèöà ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè.
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2. Â [18] óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà çàïèñûâàåòñÿ â îòëè÷íîì îò îðèãèíàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ âèäå, ïðåíåáðåãàÿ äèâåðãåíòíûì ÷ëåíîì. Âëèÿíèå äèâåð-
ãåíòíîãî ÷ëåíà íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè MALA ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ
îñòàëîñü íåèññëåäîâàííûì.

3. Äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè è ñïîñîá å¼
âû÷èñëåíèÿ, ïðåäëîæåííûé â [18], ÿâëÿþòñÿ èíòåðåñíûì ðåøåíèåì. Îä-
íàêî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ýôôåêòèâíîñòü
òàêîãî ìåòîäà áóäåò ïàäàòü, ò.ê. íåâîçìîæíî ñäåëàòü õîðîøåå ïðåäëîæå-
íèå ïåðåõîäà â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà íå
ìîæåò ïðåäñòàâèòü ïîâîðîò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà MALA åñòü òðè âû÷èñëèòåëüíî
¼ìêèå îïåðàöèè.

1. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äîðîãî, ò.ê. ýòî O(d3)
âû÷èñëåíèé è O(d2) ïàìÿòè, ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî
íà ïðàêòèêå çäåñü âîçìîæíû ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè äëÿ îïòèìèçàöèè:

� ìàòðèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå;

� ýëåìåíòû ìàòðèöû ìîæíî âû÷èñëÿòü �ëåíèâî�, òîëüêî ïî çàïðîñó, è
ïðè ýòîì êàêèå-òî ïðåäâàðèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ñäåëàòü çàðàíåå;

� ìàòðèöó ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðèáëèæ¼ííî, òî÷íîñòü íà ñàìîì äåëå íå
î÷åíü âàæíà äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

2. Âû÷èñëåíèå äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà äîðîãîé îïåðàöèåé, à
ïîñêîëüêó ïðàâèëî Ãàñòèíãñà îáåñïå÷èâàåò â òî÷íîñòè æåëàåìîå ñòàöèî-
íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàðêîâñêîé öåïè, òî åãî, â ïðèí-
öèïå, ìîæíî è èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèÿ. Îäíàêî ïðè ýòîì ìîæåò óõóä-
øèòüñÿ ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, íàïðèìåð, ñíèçèò-
ñÿ âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ïåðåõîäà, òàê ÷òî ãåíåðèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü áóäåò ñîäåðæàòü ìíîãî ïîâòîðÿþùèõñÿ òî÷åê.

3. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîïðîáîâàòü èñêëþ÷èòü ÷ëåí ñ ãðàäèåíòîì ïîòåíöè-
àëà.

Ìû èññëåäóåì âëèÿíèå ýòèõ òð¼õ ÷ëåíîâ (ìàòðèöû, äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà è ãðà-
äèåíòíîãî ÷ëåíà) äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàáîòàòü ìåòîä óñêîðåíèÿ MALA â ïðè-
ìåíåíèè ê çàäà÷å ðàñ÷åòà îñâåù¼ííîñòè.

Ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ MALA íà ïðàêòèêå ñòîëêíåòñÿ ñ ðÿäîì íåî÷åâèäíûõ
òðóäíîñòåé. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî êàêèì-òî îáðàçîì âûáðàòü ôàçîâîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Îò ýòîãî çàâèñÿò ïî÷òè âñå äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ. Âî-âòîðûõ,
íåîáõîäèìî óìåòü âûáèðàòü âåëè÷èíó øàãà ïî âðåìåíè, ÷òî â ñëó÷àå MALA
èìååò ðÿä íþàíñîâ. Â òðåòüèõ, íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ïëîòíîñòè
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âåðîÿòíîñòåé äëÿ ïðàâèëà Ãàñòèíãñà (6). Íàêîíåö, íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ìàò-
ðèöó ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè. Ýòî êëþ÷åâûå ìîìåíòû, îò êîòîðûõ çàâèñèò
ýôôåêòèâíîñòü MALA. Íà íèõ ìû òàêæå ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ â íàøåì èñ-
ñëåäîâàíèè.

4 Âëèÿíèå äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà

Ñíîñîâûé ÷ëåí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ¾äèâåðãåíöèþ¿
∑

j
∂(T̂ T̂ ∗)i,j

∂xj
, êîòîðàÿ òðåáóåò

äîñòàòî÷íî äîðîãîñòîÿùèõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ ýòîãî ìàëî íàéòè ñàìó ìàòðèöó T̂
â äàííîé òî÷êè, ÷òî óæå äîñòàòî÷íî íåïðîñòî, òàê åùå è òðåáóåòñÿ íàéòè, êàê
îíà îò ýòîé òî÷êè çàâèñèò.

Ðàçóìååòñÿ, â ñëó÷àå ¾íàñòîÿùåãî¿ ÑÄÓ ýòîò ÷ëåí ïðèíöèïèàëüíî âàæåí è
âûáðîñèòü èëè çàìåíèòü àïïðîêñèìàöèåé åãî íåëüçÿ, òàê êàê â ðåçóëüòàòå èñ-
êàçèòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè ýòîì ñëîæíî ïðåäñêàçàòü, íàñêîëüêî
çíà÷èòåëüíî. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âû÷èñëåíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïðè÷åì ìàê-
ñèìàëüíî òî÷íîå.

Åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî ÷ëåíà áûëî áû èñïîëüçîâàòü
ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ T̂ , íå çàâèñÿùóþ îò òî÷êè â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Îäíàêî ýòî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðèâîäèò ê äðóãîé òðóäíîñòè: òå-
ïåðü áðîóíîâñêàÿ êîìïîíåíòà íå àäàïòèðîâàíà ïîä ðåëüåô ïîòåíöèàëà, è äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ ÑÄÓ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ íàäî èñïîëüçîâàòü ñîâñåì óæ
ìàëûé øàã ïî âðåìåíè. Ïðàâäà, ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ, è êàæäûé
øàã ñ÷èòàåòñÿ áûñòðåå, òàê ÷òî èíîãäà (óâû, ðåäêî) ïîëó÷àåòñÿ äàæå íåáîëü-
øîå èòîãîâîå óñêîðåíèå ñ÷åòà. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî ïðèâîäèò ê
ôàòàëüíîìó çàìåäëåíèþ.

Ê ñ÷àñòüþ, â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî ¾ïîäëèííîé äèíàìèêè ÑÄÓ¿ èñïîëüçóåò-
ñÿ MALA, ïîëó÷àþùååñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò òî÷íûì áåçîòíî-
ñèòåëüíî ê òîìó, êàêèå ÷ëåíû âõîäÿò â ÑÄÓ. Ìîæíî âûáðîñèòü äàæå ãðàäèåíò
ïîòåíöèàëà, íå ãîâîðÿ óæ î ãðàäèåíòíîì ÷ëåíå, ñâåäÿ äèíàìèêó ê ¾Ìåòðîïî-
ëèñó ñ áðîóíîâñêîé ìóòàöèåé¿

dX =
√
2dtT̂ξ(t), (7)

è îíà âñå ðàâíî áóäåò ðàáîòàòü. Ïðàâäà, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîæåò çàâèñåòü îò
òîãî, êàêèå êîìïîíåíòû ñíîñîâîãî ÷ëåíà îñòàâëÿòü. Îäíàêî â èñïîëüçîâàííîì
íàìè äëÿ òåñòîâ ïðèìåðå äàæå è ýòîãî íå ïðîèçîøëî. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íå
ïîñòðàäàëà ïðè îòáðàñûâàíèè äèâåðãåíòíîãî ÷ëåíà [8].
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5 Âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ

Â ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ÎÄÓ øàã ïî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ïàðà-
ìåòðîì, è ïðàâèëüíûé, àäàïòèâíûé (â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè) åãî âûáîð îïðå-
äåëÿåò òî÷íîñòü è ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé. Â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòî äàæå åùå áîëåå òàê. Ïðàâäà, íàì äîñòàòî÷íî âîñ-
ïðîèçâåñòè ëèøü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, à MALA îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå

âîñïðîèçâåäåíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ëþáîì øàãå δt. Òî÷íåå, ïðè ëþáîì
òàêîì, ÷òî òðàåêòîðèÿ îáõîäèò âñþ îáëàñòü ρ > 0 çà âðåìÿ âû÷èñëåíèé. À
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì øàãå ýòî óñëîâèå ìîæåò íàðóøàòüñÿ, êàê ìû óâèäèì
íèæå. Êîãäà æå ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè æåëàåìîå
ðàñïðåäåëåíèå. Íî îñòàåòñÿ âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íåìó. Îíà æå ìîæåò
ñèëüíî çàâèñåòü îò øàãà ïî âðåìåíè. Â ñàìîì äåëå, ïðè î÷åíü ìàëîì δt ïîòðå-
áóåòñÿ î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî øàãîâ O(1/δt), òàê ÷òî âû÷èñëåíèÿ áóäóò î÷åíü
ìåäëåííûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè áîëüøîì δt îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðî-
öåäóðà Ãàñòèíãñà ÷àñòî îòâåðãàåò ïðåäëîæåíèå ïåðåõîäà, ïîâòîðÿÿ òåêóùåå
ïîëîæåíèå òî÷êè. Ïîýòîìó òðàåêòîðèÿ îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî êîððåëèðîâàííîé
(ìíîãî çàâèñèìûõ çíà÷åíèé), è ýòî ïëîõî ïðè âû÷èñëåíèè ïî íåé ñðåäíåé äëÿ
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàæå è â MALA ïðàâèëüíûé âûáîð øàãà ïî âðåìåíè âàæåí.
Êàêèå íåïðèÿòíîñòè ïðîèñõîäÿò ïðè íåïðàâèëüíîì âûáîðå øàãà è êàê ýòîãî
èçáåæàòü, ðàññêàçàíî íèæå.

5.1 Ïîñëåäñòâèÿ ñëèøêîì áîëüøîãî øàãà δt

Íèæå ìû ïðåíåáðåãàåì ïðîåêöèåé ïðåäëîæåíèÿ (5) è ïîëàãàåì, ÷òî íîâîå ïî-

ëîæåíèå òî÷êè åñòü ïðîñòî X̂ = X + δX. Äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé
äîïóñòèìîãî øàãà δt ýòî ïîçâîëèòåëüíî.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì øàãå ïî âðåìåíè δt òðàåêòîðèÿ ìîæåò ïî÷òè íà-
âå÷íî çàñòðÿòü â êàêîé-òî òî÷êå. Â ñàìîì äåëå, ñìåùåíèå òî÷êè ïîä äåéñòâèåì
áðîóíîâñêîãî ÷ëåíà

√
2δtT̂ξ íå ìîæåò ñîïåðíè÷àòü ñ ãîðàçäî áîëüøèì ñìåùå-

íèåì ïîä âëèÿíèåì ¾ñêàòûâàþùåé ñèëû¿ a(X)δt, ïîñêîëüêó îíî ðàñòåò ãî-
ðàçäî áûñòðåå ñ óâåëè÷åíèåì δt. Ïîýòîìó, õîòÿ ôîðìàëüíî ïîëíîå ïðåäëîæåí-
íîå íîâîå ïîëîæåíèå òî÷êè X̂ = X + δX è ñëó÷àéíî, îíî íå ìîæåò çàìåòíî

îòêëîíèòüñÿ îò X̂
′ ≡ X + a(X)δt. Ïðàâèëî Ãàñòèíãñà (6) äîïóñêàåò ïåðå-

õîä â X̂, òîëüêî åñëè îòòóäà òðàåêòîðèÿ ìîæåò âåðíóòüñÿ íàçàä, ò.å. åñëè
X̂ + a(X̂)δt′ +

√
2δt′T̂ (X̂)η = X, ãäå η � íåêèé íîâûé ñëó÷àéíûé âåêòîð

(âìåñòî ξ), à δt′ � âðåìåííîé øàã â òî÷êå X̂. Òàê êàê ïðè áîëüøîì δt′ ñíîñ
äîìèíèðóåò íàä áðîóíîâñêèì ÷ëåíîì, òî

X ≈ X̂ + a(X̂)δt′ ≈ X + a(X)δt+ a(X̂)δt′,

÷òî âîçìîæíî, åñëè òîëüêî a(X̂) íå ðàçâåðíåòñÿ â ¾îáðàòíóþ ñòîðîíó¿, à ýòî
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â îáùåì ñëó÷àå åäâà ëè òàê. Ïîýòîìó îáðàòíûé ïåðåõîä íåâîçìîæåí èëè åãî
âåðîÿòíîñòü î÷åíü ìàëà, è ïðàâèëî Ãàñòèíãñà çàïðåùàåò ïðÿìîé ïåðåõîä X 7→
X̂.

Ýòà ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ëåâîé ïîëîâèíå Ðèñóíêà 1. À åãî ïðàâàÿ ïîëî-
âèíà èçîáðàæàåò ñëó÷àé, êîãäà, íàîáîðîò, øàã ïî âðåìåíè ìàë è áðîóíîâñêîå
ñìåùåíèå ìîæåò ïðåâûñèòü ñíîñ.

Ðèñ. 1. Íà ëåâîé ïîëîâèíå ïîêàçàí ñëó÷àé äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî δt (áðî-
óíîâñêèé ÷ëåí ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî ñíîñîì), à íà ïðàâîé � äëÿ ìàëåíüêîãî
δt (áðîóíîâñêèé ÷ëåí ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ñíîñ). Êðàñíàÿ ñòðåëêà ïîêàçûâàåò
ñìåùåíèå çà ñ÷åò ñíîñîâîãî ÷ëåíà, ñèíÿÿ ñòðåëêà� çà ñ÷åò áðîóíîâñêîãî ÷ëåíà,
à ýëëèïñ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü, ãäå ïîñëå îáîèõ ñìåùåíèé òî÷êà îêàæåòñÿ ñ
âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ. Ïóíêòèðíûå ñòðåëêè è ýëëèïñ îòíîñÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó

øàãó X̂ 7→ ˆ̂
X. Äëÿ ïîêàçàííîãî ñïðàâà ñëó÷àÿ îí ìîæåò âåðíóòü òðàåêòîðèþ

íàçàä â X, à ñëåâà � íåò.

Ñëåäîâàòåëüíî, øàã ïî âðåìåíè äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òîáû áðî-
óíîâñêèå ôëþêòóàöèè ìîãëè ïðåîäîëåòü ñìåùåíèå çà ñ÷åò ñêàòûâàþùåé ñèëû.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî (õîòÿ îáû÷íî ýòî èçáûòî÷íî ñèëüíîå òðåáîâàíèå!), ÷òî-
áû ðàçìåð ýëëèïñà âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñêàòûâàþùåé ñèëû áûë íå ìåíüøå, ÷åì
äëèíà ñòðåëêè, òî åñòü |a(X)δt|. Ïîýòîìó øàã ïî âðåìåíè çàâèñèò îò òî÷êè X.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

δt ≤ min

(
2
|T̂a|2

|a|4
,

ε

|(a,∇U)|

)
, (8)

ãäå ε � êàêîå-òî ðàçóìíî ìàëîå ÷èñëî. Êàêîå èìåííî åãî çíà÷åíèå áðàòü, íå
ñòîëü óæ âàæíî, òàê êàê ýòî âñå ðàâíî êðàéíå ïðèáëèæåííûé âûâîä, â êîòîðîì
îäíà ÷àñòü � èçáûòî÷íî äîñòàòî÷íàÿ, à âòîðàÿ � ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìàÿ.
Ïîýòîìó áåðåì ε = 0.1 è òðàêòóåì (8) êàê âåðõíþþ ãðàíèöó, ïðè ñ÷åòå èñ-
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ïîëüçóåì δt â 10 ðàç ìåíüøåå. Èëè áåðåì ìèíèìóì ìåæäó òåì, ÷òî äàåò (8), è
êàêèì-òî ýìïèðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì íàïîäîáèå δt ≤ 0.01.

Èç àíàëèçà âëèÿíèÿ îãðàíè÷åíèé (ðàçäåë 6) ôîðìóëà ðàñøèðÿåòñÿ äî

δt ≤ min

(
1

3
, 2

|T̂a|2

|a|4
,

ε

|(a,∇U)|

)
. (9)

Äëÿ íàäåæíîñòè, êîíå÷íî, ëó÷øå âçÿòü øàã ïîìåíüøå, íàïðèìåð, óìåíüøèâ
äàâàåìîå âûøåïðèâåäåííîé ôîðìóëîé çíà÷åíèå ðàç â 10. Èëè äîáàâèòü ýìïè-
ðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå âû÷èñëåííîãî ïî íåé øàãà êàêèì-òî ðàçóìíûì ïðåäåëîì
íàïîäîáèå 0.01.

5.2 ¾Áåçîïàñíûé¿ øàã ïî âðåìåíè (âûâîä ôîðìóëû (8))

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, øàã ïî âðåìåíè äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òî-
áû áðîóíîâñêèå ôëþêòóàöèè ìîãëè ïðåîäîëåòü ñìåùåíèå çà ñ÷åò ñêàòûâàþùåé
ñèëû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçìåð ýëëèïñà âäîëü íàïðàâëåíèÿ ñêà-
òûâàþùåé ñèëû áûë íå ìåíüøå, ÷åì äëèíà ñòðåëêè (ðèñ. 1), òî åñòü |a(X)δt|.

Ïîñêîëüêó áðîóíîâñêîå ñìåùåíèå
√
2δtT̂ξ � ýòî ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé

âåêòîð ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé 2δtT̂ ∗T̂ , òî ðàçìåð ýëëèïñà âäîëü íàïðàâ-
ëåíèÿ a

|a| åñòü

3

√
2δt

(
a

|a|
, T̂ ∗T̂

a

|a|

)
= 3

√
2δt

|T̂a|
|a|

.

Òðîéêà âîçíèêàåò èç-çà ¾ïðàâèëà 3σ¿, òî åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïî÷òè íè-
êîãäà íå ïðåâîñõîäèò òðåõ äèñïåðñèé è ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåðó ýëëèïñà. È, ïî
íàøåìó òðåáîâàíèþ, ýòà âåëè÷èíà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå, ÷åì |aδt|:

√
2δt

|T̂a|
|a|

≥ |aδt|, (10)

÷òî è ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ

δt ≤ 2
|T̂a|2

|a|4
. (11)

Ýòî îãðàíè÷åíèå, õîòÿ ìû ïðèìåíÿåì åãî âñåãäà, â äåéñòâèòåëüíîñòè îò-
íîñèòñÿ òîëüêî ê òåì îáû÷íî íå÷àñòûì ñëó÷àÿì, êîãäà ïðåäëîæåííûé ïåðåõîä
ìîæåò âûáðîñèòü òî÷êó çà ïðåäåëû ðàçðåøåííîé îáëàñòè. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî
âûâåäåííîå âûøå îãðàíè÷åíèå èçáûòî÷íî, è ìîæíî äâèãàòüñÿ ñî ñêîëü óãîäíî
áîëüøèì øàãîì, åñëè ðàçðåøåííàÿ îáëàñòü î÷åíü âåëèêà? Ôîðìàëüíî â ñëó÷àå
èñïîëüçîâàíèÿ ïîëíîé ïðîöåäóðû âûáîðà Ãàñòèíãñà, îáåñïå÷èâàþùåé òî÷íîå
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ñîâïàäåíèå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ æåëàåìûì, äà, ìîæíî. Îäíàêî ýòî
ìîæåò áûòü è íåýôôåêòèâíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ âûáîðêà áåç ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû Ãàñòèíãñà
èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùååñÿ îò æåëàåìîãî,
òî Ãàñòèíãñó ïðèäåòñÿ ¾ïðèëîæèòü áîëüøèå óñèëèÿ¿ äëÿ âûïðàâëåíèÿ ñòîëü
çàìåòíîãî íåñîîòâåòñòâèÿ. Ïîýòîìó ëó÷øå îãðàíè÷èòü øàã ïî âðåìåíè òàê, ÷òî
èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà áåç ïðîöåäóðû Ãàñòèíãñà äàâàëî ñòàöè-
îíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, íå ñëèøêîì îòêëîíÿþùååñÿ îò æåëàåìîãî.

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ρ � ýòî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíîñòíîé ñõåìå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ÑÄÓ. Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ åãî ýâîëþöèÿ â äèñêðåò-
íîì âðåìåíè ïîëó÷àåòñÿ èç-çà, ãðóáî ãîâîðÿ, ñâåðòêè ðàçíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ øàãà, ρ(X(t + δt)) − ρ(X(t)) ñ ðàñïðåäåëåíè-
åì ñëó÷àéíîãî ÷ëåíà. Êîãäà ýòà ðàçíîñòü ìîæåò áûòü çàìåíåíà ðàçëîæåíèåì

ðàñïðåäåëåíèÿ â ðÿä Òýéëîðà äî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ âêëþ÷èòåëüíî, òîãäà ïî-
ëó÷àåòñÿ òî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò æåëàåìîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. À åñëè îíà íå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òýéëîðà, òî êèíåòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå áóäåò äðóãèì, è æåëàåìîå ðàñïðåäåëåíèå óæå íå áóäåò åãî ñòàöèîíàðíûì
ðåøåíèåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ õîðîøåé òî÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òýéëîðà íåîáõîäèìî
õîòÿ áû

|ρ(X + δX)− ρ(X)| ≤ ερ(X)

äëÿ ðàçóìíî ìàëîãî ε, ñêàæåì, ε = 0.1. Îöåíèâàÿ ëåâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ
ãðàäèåíòà, ïðèõîäèì ê êðèòåðèþ

(δX,∇ log ρ)| ≤ ε,

èëè, ïîñêîëüêó ñòàöèîíàðíàÿ ðàñïðåäåëåíèå ñâÿçàíî ñ ïîòåíöèàëîì êàê
ρ(X) = Ze−U(X),

|(δX,∇U)| ≤ ε.

Åñëè øàã ïî âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò (11), òî ñìåùåíèå èç-çà ñêàòûâàþùåé
ñèëû è èç-çà áðîóíîâñêîãî ÷ëåíà� îäíîãî ïîðÿäêà. Òàê ÷òî äëÿ ïðèáëèçèòåëü-
íîãî êðèòåðèÿ ìîæíî âçÿòü δ X ≈ a(X)δt, ÷òî äàåò

|(a,∇U)|δt ≤ ε. (12)

Ñîåäèíÿÿ ýòîò êðèòåðèé ñ (11), ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ (8).

6 Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïðåäâàðèòåëüíîé

îáðàáîòêè èç îãðàíè÷åíèé

Ïðåäëîæåíèå ïåðåõîäà â ëþáîì èç âàðèàíòîâ äèíàìèêè (2), (3), (7) ìîæåò ïåðå-
ìåñòèòü òî÷êó òóäà, ãäå ôóíêöèÿ çíà÷èìîñòè îáðàùàåòñÿ (èëè ïî÷òè îáðàùà-
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åòñÿ) â íîëü, è òàêàÿ ìóòàöèÿ áóäåò îòâåðãíóòà ïðîöåäóðîé Ãàñòèíãñà. Ïðèåì-
ëåìûå ïåðåõîäû (ò.å. òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèíÿòû â ïðîöåäóðå Ãàñòèíãñà)
ôîðìèðóþò íåêóþ îáëàñòü âîêðóã òåêóùåé òî÷êè, ò.å. òðàññû ëó÷à. Ïîýòîìó
ðàçóìíî óñòðîèòü òàê, ÷òîáû äëÿ ïî÷òè âñåõ ïðåäëîæåííûõ ïåðåõîäîâ δX áû-
ëè áû àâòîìàòè÷åñêè îãðàíè÷åíû ýòîé îáëàñòüþ. Èíûìè ñëîâàìè, íàëîæèòü
îãðàíè÷åíèÿ íà âåêòîð δX èëè ñâÿçè ìåæäó åãî êîìïîíåíòàìè.

Íàèáîëåå òèïè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ ïðîèñòåêàþò èç, âî-ïåðâûõ, íàëè÷èÿ ãëÿí-
öåâûõ ïîâåðõíîñòåé, ÷åé BDF áûñòðî èñ÷åçàåò ïðè îòêëîíåíèè ëó÷à îò íàïðàâ-
ëåíèÿ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ èëè ïðåëîìëåíèÿ, è, âî-âòîðûõ, ñèòóàöèé, êîãäà
ëó÷ ðàññåèâàåòñÿ ìàëåíüêèì îáúåêòîì ñöåíû èëè ïðîõîäèò ñêâîçü ìàëåíüêîå
îòâåðñòèå. Â çàâèñèìîñòè îò ñöåíû è òðàññû ëó÷à ìîæåò äåéñòâîâàòü ðàçíîå
÷èñëî îãðàíè÷åíèé.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ ñìåùåíèÿõ âñå îíè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàíû ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû âèäà

(δX, Q̂k(X)δX) ≤ q2k, k = 1, ...,M,

è âñå ýòè íåðàâåíñòâà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Êîíêðåòíûé âèä
ìàòðèö Q̂k(X) çàâèñèò îò ñöåíû è îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ òðàññû ëó÷à, ò.å. îò
âûáîðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Èõ êîíêðåòíûé âèä äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òðàññû
ëó÷à âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç îòêëîíåíèÿ îò çåðêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ [7].

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îáúåäèíèòü èõ â îäíî � ýòî çàïèñàòü âñå ñîîòâåòñòâó-
þùèå íåðàâåíñòâà â ôîðìå (δX, q−2

k Q̂k(X)δX) ≤ 1 è ïðîñóììèðîâàòü, ÷òî
äàåò:

(δX, Q̂(X)δX) ≤ 1 (13)

Q̂(X) ≡
M∑
k=1

q−2
k Q̂k(X).

Ýòî èçëèøíå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå. Íàïðèìåð, åñëè âñå Q̂k è qk èäåíòè÷íû,
èòîãîâàÿ ìàòðèöà Q̂ áóäåò çàâûøåíà â M ðàç, òðåáóÿ â

√
M ìåíüøèõ δX ïî

ñðàâíåíèþ ñ ðåàëüíî äîçâîëåííûìè. Ïîýòîìó òàêîå ãðóáîå ïðèáëèæåíèå èìååò
ñìûñë ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü δX â äåñÿòêè è ñîòíè
ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîáîäíûì çíà÷åíèåì, êîãäà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû
òðàåêòîðèÿ âîâñå íå ñäâèíåòñÿ ñ ìåñòà.

Â ñëó÷àå, êîãäà øàã ïî âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (11), ïîëíîå ñìåùå-
íèå è áðîóíîâñêèé ÷ëåí áóäóò îäíîãî ïîðÿäêà âåëè÷èíû, à ïîòîìó äîñòàòî÷íî
îãðàíè÷èòü íå ïîëíîå ñìåùåíèå δX, íî ëèøü åãî áðîóíîâñêóþ êîìïîíåíòó. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàâëÿåì â (13) δX =

√
2δtT̂ξ è ïðèõîäèì ê

2δt(ξ, T̂ ∗Q̂(X)T̂ξ) ≤ 1. (14)
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Âõîäÿùàÿ â óñëîâèå (14) Q̂� íåîòðèöàòåëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, äëÿ

íå¼ îïðåäåëåí êâàäðàòíûé êîðåíü: Q̂ =

(√
Q̂

)∗√
Q̂, â òåðìèíàõ êîòîðîãî (14)

ïðèíèìàåò âèä

(ξ,

(√
Q̂T̂

)∗√
Q̂T̂ξ) ≤ 1

2δt
,

÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ïðàêòè÷åñêè âñåõ ξ.

Âîçìîæíûì ðåøåíèåì áóäåò T̂ = c

(√
Q̂

)−1

, è òåïåðü (ξ, ξ)c2 ≤ 1
2δt . Ïî-

ñêîëüêó ξ � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ åäèíè÷íîé êîâà-
ðèàöèåé, òî áîëüøèíñòâî âûáîðîê óäîâëåòâîðÿþò ¾ïðàâèëó 3σ¿: ïðàêòè÷åñêè
âñåãäà (ξ, ξ) ≤ 32, òàê ÷òî ìîæíî âçÿòü c ≤ 1

3
√
2δt
, è âñå îãðàíè÷åíèÿ áóäóò

âûïîëíåíû äëÿ áîëüøèíñòâà ïðåäëîæåíèé ïåðåõîäà.
Ó íàñ òåïåðü åñòü äâà óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå T̂ è δt: íûíåøíåå è (8), è èõ

íåîáõîäèìî îáúåäèíèòü. Ïóñòü êîýôôèöèåíò c åñòü êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò
òî÷êè X. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ â (8) ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ a

ai = −
(
T̂ T̂ ∗∇U

)
i
+

∂(T̂ T̂ ∗)i,j
∂Xj

è îáîçíà÷àÿ T̂ ≡
(√

Q̂

)−1

, ai = −
(
T̂T̂∗∇U

)
i
+

∂(T̂T̂∗)i,j
∂Xj

, òàê ÷òî a = c2a,

T̂ = cT̂, ïðèõîäèì ê

c2δt ≤ min

(
2
|T̂a|2

|a|4
,

ε

|(a,∇U)|

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, c äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ c ≤ 1
3
√
2δt
. Ïîýòîìó

c2δt ≤ min

(
1

18
, 2

|T̂a|2

|a|4
,

ε

|(a,∇U)|

)
.

Î÷åâèäíî, ìîæíî âçÿòü ëþáîå c, è îñòàíåòñÿ óñëîâèå íà δt âèäà (8). Â íàøèõ

ðàñ÷åòàõ èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü òàê, ÷òî c = 1/
√
6. Ïîýòîìó a = 6a, T̂ =

√
6T̂ ,

è

T̂ =
1

3
√
2δt

(√
Q̂

)−1

,

δt ≤ c−2min

(
1

18
, 2

|T̂a|2

|a|4
,

ε

|(a,∇U)|

)
= min

(
1

3
, 2

|T̂a|2

|a|4
,

ε

|(a,∇U)|

)
.
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Âû÷èñëåíèå êîíêðåòíîãî âèäà ìàòðèö êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îãðàíè÷åíèé
Q̂k(X) çàâèñèò îò ñöåíû è îò ïðåäñòàâëåíèÿ òðàññû ëó÷à. Òàêèì îáðàçîì,
ó÷åò îãðàíè÷åíèé íà òðàññó ëó÷à â ñöåíå íåìíîãî óñèëèâàåò óñëîâèå íà øàã
ïî âðåìåíè (8), ïðåâðàùàÿ åãî â (9)

δt ≤ min

(
1

3
, 2

|T̂a|2

|a|4
,

ε

|(a,∇U)|

)
.

7 Çàêëþ÷åíèå

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàññèðîâêà ëó÷åé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåõàíèêè Ëàíæåâåíà âû-
ãëÿäèò âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ìåòîäîì äëÿ ðàñ÷åòà ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè
âèðòóàëüíîé ñöåíû. Îäíàêî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòîò ìåòîä îñòàåòñÿ ìàëî-
èññëåäîâàííûì, â òî âðåìÿ êàê åãî àíàëèç ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó
óñêîðåíèþ âû÷èñëåíèé áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîãî ðåçóëüòàòà.

Ìû ïðåäïðèíÿëè ïîïûòêó ïðîàíàëèçèðîâàòü íàèáîëåå âû÷èñëèòåëüíî åì-
êèå îïåðàöèè àëãîðèòìà MALA, ïîñòàðàòüñÿ îïðåäåëèòü óçêèå ìåñòà â íåì è
íàéòè ðåøåíèÿ äëÿ èõ îïòèìèçàöèè. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû, ïðåäñòàâëåííîé â
äàííîé ñòàòüå, îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî îöåíêå âëèÿíèÿ äèâåðãåíòíîãî
÷ëåíà, âûáîðó øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ è âûâîäó ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàò-
ðèöû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè, îñíîâàííîé íà îãðàíè÷åíèÿõ. Ïîêàçàíî, êàê
ýòè àñïåêòû àëãîðèòìà âëèÿþò íà ñõîäèìîñòü, ò.å. íà ñêîðîñòü åãî âûïîëíåíèÿ.

Äàëüíåéøèå ðàáîòû [7, 8] áóäóò íàïðàâëåíû íà àíàëèç òàêèõ àñïåêòîâ àëãî-
ðèòìà MALA, êàê âûáîð ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè âåðî-
ÿòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ ïåðåõîäà è îãðàíè÷åíèé, íàëàãàåìûõ ñöåíîé íà âàðèàöèþ
òðàññû, à òàêæå íà ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþ-
ùèõ ðåçóëüòàòû íàøèõ èññëåäîâàíèé.
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