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Àðîíîâ Ï. Ñ., Ðîäèí À. Ñ.
Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ òâýëà â òåð-
ìîóïðóãîé ïîñòàíîâêå

Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ òåðìîóïðóãèõ òåë ñ èçìåíÿþùåéñÿ êîíôèãóðàöèåé êîíòàêòíîé ïî-
âåðõíîñòè. Ïðåäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè ìîäèôèöèðîâàííûõ èòåðàöèîííûõ ìå-
òîäîâ, ìåòîäà Óçàâû, à òàêæå àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ìå-
òîäà Ãàóññà è îáîáùåííîãî ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) ñ äâó-
ìÿ âàðèàíòàìè èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ ó÷èòûâàòü âûõîä èç
êîíòàêòà îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ êîíòàêòíîé ãðàíèöû. Îñóùåñòâëåíî ñðàâíåíèå
ýôôåêòèâíîñòè ïðåäñòàâëåííûõ àëãîðèòìîâ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å, ìîäå-
ëèðóþùåé òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â ó÷àñòêå òåïëîâûäåëÿþùåãî ýëå-
ìåíòà, âêëþ÷àþùåì â ñåáÿ äî 100 òîïëèâíûõ òàáëåòîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, mortar-ìåòîä, ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè, ìå-
òîä Óçàâû, òåïëîâûäåëÿþùèé ýëåìåíò.

Aronov P. S., Rodin A. S.
Comparison of the effectiveness of methods for solving systems of linear equa-
tions in the problem of modeling the contact interaction of fuel elements in a
thermoelastic formulation

Various algorithms for solving systems of linear algebraic equations that arise
when modeling problems of contact interaction of thermoelastic bodies with a
changing configuration of the contact surface are considered. The implementa-
tions of modified iterative methods, the Uzawa method, as well as algorithms
based on the use of the Gauss method and the generalized method of minimal
residuals (GMRES) with two iterative refinement options allowing for the exit
from contact of individual sections of the contact boundary are presented. The
efficiency of the presented algorithms is compared in relation to a problem sim-
ulating thermomechanical processes in a section of a fuel element that includes
up to 100 fuel pellets.

Key words: contact problem of the elasticity theory, finite element method,
mortar-method, modified method of over relaxation, Uzawa method, fuel ele-
ment.
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1. Ââåäåíèå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåïëîâû-
äåëÿþùåãî ýëåìåíòà (äàëåå � òâýë) ÿäåðíîãî ðåàêòîðà çàðàíåå íåèçâåñòíî,
êàêèå ó÷àñòêè êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé òîïëèâíûõ òàáëåòîê è îáîëî÷êè áó-
äóò ó÷àñòâîâàòü â êîíòàêòå. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñîçäà-
íèÿ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ñ
èçìåíÿþùåéñÿ êîíôèãóðàöèåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. ×èñëåííîå ðåøåíèå
ïîäîáíûõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, ñðåäè êî-
òîðûõ ìîæíî âûäåëèòü ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè [1], ìåòîä øòðàôà [2],
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà [3], â ÷àñòíîñòè mortar-
ìåòîä [4, 5], îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîé âñïîìîãàòåëü-
íîé ñåòêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ
ïðîäîëæåíèåì ñåðèè ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëèðîâàíèþ êîíòàêòíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ òâýëà: â [6] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíå-
íèÿ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ê äåìîíñòðàöèîííîé çàäà÷å, ìîäåëèðóþùåé
òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â ó÷àñòêå òåïëîâûäåëÿþùåãî ýëåìåíòà, âêëþ-
÷àþùåì â ñåáÿ îò 2 äî 10 òîïëèâíûõ òàáëåòîê, ñ ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè, à â [7]
îñóùåñòâëåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷å, ìîäåëèðóþùåé òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû
â ó÷àñòêå òåïëîâûäåëÿþùåãî ýëåìåíòà, âêëþ÷àþùåì â ñåáÿ äâå òàáëåòêè è
ôðàãìåíò îáîëî÷êè.

Â ðàáîòå ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëå-
ìåíòîâ òâýëà è ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çà-
äà÷ ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ êîíôèãóðàöèè êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ ó÷å-
òà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë èñïîëüçîâàí mortar-ìåòîä. Äëÿ ðåøåíèÿ
âîçíèêàþùåé â õîäå äèñêðåòèçàöèè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïëîõî îáó-
ñëîâëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíû íåñêîëüêî àëãîðèò-
ìîâ: ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðå-
ëàêñàöèè (MSSOR), ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSOR),
ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ßêîáè (MJOR), ìåòîä Óçàâû, à òàêæå äâà âàðè-
àíòà ìåòîäà Ãàóññà è îáîáùåííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) ñ
èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì êîíôèãóðàöèè êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïðåäëî-
æåííûå àëãîðèòìû ïðèìåíåíû ê çàäà÷å, ìîäåëèðóþùåé íåêîòîðûå ïðîöåññû
â òåïëîâûäåëÿþùåì ýëåìåíòå (òâýëå), êîòîðûé ðàáîòàåò â ðåæèìå ïîñòîÿí-
íîé ìîùíîñòè òåïëîâûäåëåíèÿ.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ìèõàèëó Ïàâëîâè÷ó Ãàëàíèíó
çà ïîìîùü â ïîñòàíîâêå çàäà÷è è îáñóæäåíèè ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îñåñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó, ìîäåëèðóþùóþ òåðìîìåõàíè÷åñêèå
ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â òâýëå, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ:
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âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè GN ðàñïîëîæåí ñòîëá èç N − 1 ïîñòàâ-
ëåííûõ äðóã íà äðóãà îäèíàêîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òàáëåòîê G1, . . . , GN−1,
èìåþùèõ âíóòðåííåå îòâåðñòèå è ôàñêè íà îáîèõ òîðöàõ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçà-
íà îáëàñòü ìîäåëèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëîâèíå ïðîäîëüíîãî ñå÷åíèÿ
ó÷àñòêà òâýëà. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòåé òåë: S1 �
ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîì ïîñòàâëåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå 1-ãî ðîäà äëÿ
íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ, S2 � âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü òàáëå-
òîê, S3 � âåðõíèé òîðåö âåðõíåé òàáëåòêè, S4 � âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü òàá-
ëåòîê, S5 � âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè, S6 � âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü
îáîëî÷êè.

Ðèñ. 1. Ñõåìà îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýôôåêòîì ñâÿçàííîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîýòîìó çà-
äà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè áóäåì ðåøàòü îòäåëüíî, à ïîëó÷åííîå òåìïåðàòóðíîå
ïîëå èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè êîíòàêòíîé çàäà÷è òåðìîìåõàíèêè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè G =
N⋃
α=1

Gα, [8]:

c(T )ρ
∂T

∂t
= (kij(T )T,j),i + q(x, t), x ∈ G, t > 0; (1)

T (x, 0) = T0(x), x ∈ G; (2)

T (x, t) = T1(x), x ∈ S6 t > 0; (3)

−nikij(T )T,j(x, t) = 0, x ∈ ∂Gp\S4 t > 0; (4)

−nikij(T )T,j(x, t) = α[T (x, t)− Tf(x̄, t)], x ∈ S4, x̄ ∈ S5, t > 0, (5)
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ãäå c(T ) � óäåëüíàÿ ìàññîâàÿ òåïëîåìêîñòü ñðåäû, ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, x �
âåêòîð ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, t � âðåìÿ, kij � êîìïîíåíòû òåíçîðà

òåïëîïðîâîäíîñòè, T,j =
∂T

∂xj
, q(x, t) � ìîùíîñòü âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåï-

ëà (îòëè÷íà îò íóëÿ â òàáëåòêàõ), T0(x) � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà, T1(x, t) �
òåìïåðàòóðà íà ïîâåðõíîñòè S6, T (x, t) � òåìïåðàòóðà â ìîìåíò âðåìåíè t,
ni � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂G, α �
êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è íà ïîâåðõíîñòÿõ S4 è S5, Tf(x) � òåìïåðàòóðà â
ñõîäñòâåííîé òî÷êå, ëåæàùåé íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è ìåõàíèêè äåôîðìèðó-
åìîãî òâåðäîãî òåëà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáúåìíûå ñèëû îòñóòñòâóþò, âêëþ÷àåò
â ñåáÿ [9] ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîãî òåëà ñ íîìåðîì α (i, j = 1, 3):

� óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

σji,j(u) = 0, x ∈ Gα; (6)

� êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(x) = u0(x), x ∈ SD; (7)

� ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

σji(u)nj = pi(x), x ∈ SN ; (8)

� ñîîòíîøåíèÿ Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî òåíçîðà ïîëíîé äåôîðìàöèè

εij(x) =
1

2
(ui,j(x) + uj,i(x)), x ∈ Gα; (9)

� îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (çàêîí Ãóêà)

σij(x) = Cijkl(εkl(x)− ε0kl(x)), x ∈ Gα, (10)

ãäå xi � êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ Gα; σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé; εkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîëíîé äåôîðìàöèè; ε0kl � êîìïîíåíòû òåí-
çîðà íåóïðóãîé äåôîðìàöèè; ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ; Cijkl �
êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ; pi � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîâåðõ-
íîñòíûõ ñèë; nj � êîìïîíåíòû âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîâåðõíîñòè Sj; SD è SN � îáúåäèíåíèå ïîâåðõíîñòåé, íà êîòîðûõ çàäàíû
êèíåìàòè÷åñêèå è ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Â ìîäåëè ó÷èòûâàëîñü, ÷òî êàæäàÿ òàáëåòêà (êðîìå G1 è GN−1) âñòóïàåò â
êîíòàêò ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè (ñâåðõó è ñíèçó) òàáëåòêàìè è îáîëî÷êîé (ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîãî çàçîðà ìåæäó íèìè íåò). Íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ
ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ïàðó ïîòåíöèàëüíî êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé, îòíîñÿùèõñÿ ê
òåëàì ñ íîìåðàìè α1 è α2. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñ
¾1¿ âìåñòî ¾α1¿ è ¾2¿ âìåñòî ¾α2¿. Òîãäà äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè S1

k äëÿ ñëó÷àÿ êîíòàêòà áåç òðåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì (äëÿ
ïîâåðõíîñòè S2

k óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì):

σ1τ (x1) = 0; (11)

σ1n(x1) = σ2n(x̄2) 6 0; (12)

u1n(x1) + u2n(x̄2) 6 δ0n(x1); (13)

σ1n(x1)
(
u1
n(x1) + u2

n(x̄2)− δ0n(x1)
)

= 0. (14)

Çäåñü x1 � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè S1
k, à x̄2 � ñõîä-

ñòâåííàÿ òî÷êà, ò.å. íàõîäÿùàÿñÿ íàïðîòèâ (ïî íîðìàëè ê S1
k) òî÷êè x1 íà

ïîâåðõíîñòè S2
k, δ0n(x1) > 0 � ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ íà÷àëüíûé çàçîð (ó÷àñò-

êè ïîâåðõíîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìîãëè íå ñîïðèêàñàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì),
uαn = uα · nα, σατ = (σ (uα) · nα) · τα,σαn = (σ (uα) · nα) · nα.

Óñëîâèÿ (11)�(14) ãàðàíòèðóþò, ÷òî åñëè íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå S12
k ïîâåðõ-

íîñòè S1
k è S2

k áóäóò ñîâïàäàòü (çàðàíåå êîíôèãóðàöèÿ è ïîëîæåíèå ýòîãî
ó÷àñòêà íåèçâåñòíû), òî ïðè ýòîì íà êîíòàêòèðóþùèå ó÷àñòêè áóäóò äåé-
ñòâîâàòü ñæèìàþùèå êîíòàêòíûå ñèëû.

Äëÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîýòî-
ìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì îò èñ-
õîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêè ê ñëàáîé (èëè âàðèàöèîííîé). Ïåðåõîä
ê ñëàáîé ïîñòàíîâêå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåäåì
ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè ýíåðãèè ñèñòåìû èç N äåôîðìèðóåìûõ
òåë, êîòîðàÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Π =
N∑
α=1

Πα + Πc, (15)

ãäå

Πα =
1

2

∫
Gα

σijε
e
ij dG−

∫
SαN

uipi dS, (16)

à Πc îòâå÷àåò çà âêëàä â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ðàñïðåäåëåííûõ êîíòàêò-
íûõ ñèë, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ïîâåðõíîñòÿõ êîíòàêòèðóþùèõ òåë, åãî êîí-
êðåòíûé âèä çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî âû-
äåëèòü êëàññè÷åñêèé è ðàñøèðåííûé ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ìåòîä
øòðàôà, êîìáèíàöèþ ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è ìåòîäà øòðàôà, ìå-
òîäû òèïà Íåéìàíà � Äèðèõëå, ìåòîä Íèöøå, ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèé,
ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ìåòîäà áàðüåðíûõ ôóíêöèé è øòðàôà è äðóãèå.

Â ðàáîòå èñïîëüçîâàí ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, äëÿ êîòîðîãî Πc âû-
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ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Πc =

∫
Sk

(λn(x)gn(x) + λτ(x)gτ(x)) dS, (17)

ãäå gn = (u2 − u1) · n, gτ = (u2 − u1) · τ � ôóíêöèè çàçîðà (â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, è ôóíêöèÿ gτ áóäåò
âåêòîðíîé). Åñëè íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ çàäàíî óñëîâèå ñêîëüæåíèÿ
áåç òðåíèÿ, òî λτ = 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(14) ýêâèâàëåíòíî [10] ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Π =
1

2

∫
G

σTε dG−
∫
SN

uTp dS +

∫
Sk

λn (u2n(x) + u1n(x)− δ0n) dS (18)

ïðè âûïîëíåíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (7), ãäå λn � ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîåêöèÿìè âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé íà íàïðàâëåíèÿ
âíåøíèõ íîðìàëåé, un = urnr + uznz.

3. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

ïîëó÷åííîé ïîñëå äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ôóíêöèîíàëà (18) èñïîëüçîâàí ìå-
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíåíû ýëåìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà
íà ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêå. Äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëà ïî êîíòàêòíûì ïîâåðõ-
íîñòÿì âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ mortar-ìåòîäà.

Mortar-ìåòîä ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ïðåäïîëàãàåò
íåçàâèñèìóþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ äèñêðåòèçàöèþ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîá-
ëàñòåé [11]. Ñåòêè íà ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîãëàñî-
âàííûìè íà ëèíèè êîíòàêòà, à íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò
èñïîëüçîâàíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ñðåäè îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ mortar-
ìåòîäà ìîæíî îòìåòèòü âîçìîæíîñòü íåçàâèñèìîãî âûáîðà ðàçëè÷íûõ òèïîâ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ôóíêöèé ôîðìû êàê íà ãðàíèöàõ êîíòàêòèðóþùèõ
òåë, òàê è ïðè èíòåãðèðîâàíèè âäîëü ëèíèè êîíòàêòà [5].

Ëèíèþ êîíòàêòà ñî ñòîðîíû òåëà Gm îáîçíà÷èì ÷åðåç Γm, à ñî ñòîðîíû
òåëà Gs � Γs (ðèñ. 2). Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû âòîðî-
ãî ïîðÿäêà íà ëèíèÿõ êîíòàêòà Γm è Γs. Èç óçëîâ ýòèõ ýëåìåíòîâ íà ëèíèè
êîíòàêòà Γm ïðîâåäåì íîðìàëè íà ëèíèþ êîíòàêòà Γs. Èñïîëüçóÿ óçëû ïî-
âåðõíîñòè Γs, à òàêæå íîâûå òî÷êè, îáðàçîâàííûå ïðè ïåðåñå÷åíèè óêàçàí-
íûõ íîðìàëåé è Γs, ñôîðìèðóåì íîâóþ ïîâåðõíîñòíóþ ñåòêó Γm−s, ñîñòîÿ-
ùóþ èç îäíîìåðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ àíàëîãè÷íûìè ôóíêöèÿìè
ôîðìû [12]. Â ñëó÷àå åñëè ïîâåðõíîñòè òåë ñìåùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã
äðóãà, òî íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü êîíôèãóðàöèþ êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé â
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master

slave

Γm

Γm-s

Γs

1
2

m

1 2

s

Gm

Gs

ξ

ζ

η

Ðèñ. 2. Ðàçëè÷íûå âèäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ëèíèè êîíòàêòà

õîäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà è ïåðåñòðàèâàòü ñåòêó íà Γm−s. Ââåäåì ôóíê-
öèè ôîðìû îäíîìåðíûõ êâàäðàòè÷íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ íîìåðàìè (em),
(es) è (e), çàïèñàííûå â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîîðäèíàòû ξ, η, ζ èçìåíÿþòñÿ îò -1 äî 1:


N

(em)
s1 = 1

2ξ(ξ − 1),

N
(em)
s2 = 1

2ξ(ξ + 1),

N
(em)
s3 = 1− ξ2,


N

(es)
s1 = 1

2η(η − 1),

N
(es)
s2 = 1

2η(η + 1),

N
(es)
s3 = 1− η2,


L
(e)
λ1 = 1

2ζ(ζ − 1),

L
(e)
λ2 = 1

2ζ(ζ + 1),

L
(e)
λ3 = 1− ζ2.

(19)

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò ñ íîìåðîì (e) íîâîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè. Îí
ëåæèò âíóòðè ýëåìåíòà ñ íîìåðîì (es), îòíîñÿùåãîñÿ ê Γs, è íàïðîòèâ ýëå-
ìåíòà ñ íîìåðîì (em), îòíîñÿùåãîñÿ ê Γm (ðèñ. 3). Âíóòðè íåãî çíà÷åíèÿ λn,
um è us âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λn = [Lλ]
(e){λ}(e), (20)

um = [Nm](em){um}(em), (21)

us = [Ns]
(es){us}(es), (22)

ãäå [Lλ]
(e), [Ns]

(em), [Ns]
(es) � ìàòðèöû ôóíêöèé ôîðìû ñîîòâåòñòâóþùèõ îä-

íîìåðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà (18), âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ èíòåãðàë ïî êîí-

òàêòíîé ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå, êîãäà çàçîð δ0n ðàâåí íóëþ, ïðèâîäèò ê ôîð-
ìèðîâàíèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [12]:
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ξ

ζ

η

(em1) (em2) (em3)

(e1) (e2) (e3) (e4)

(es2)(es1)

Ðèñ. 3. Ðàñïîëîæåíèå ýëåìåíòà ñ íîìåðîì e íîâîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè

(
A M

MT 0

){
u
λ

}
=

{
R
0

}
, (23)

ãäå

A = diag(A11, . . . ,ANN), (24)

M =
(
M1 . . . MN

)T
, (25)

Mi =
(
Mi1 . . . Miq

)
, (26)

R =
(
R1 . . . RN

)
, (27)

u =
(
u1 . . . uN

)T
, (28)

λ =
(
λ1 λ2 . . . λq−1 λq

)T
, (29)

ãäå N � êîëè÷åñòâî òåë, q � êîëè÷åñòâî êîíòàêòíûõ ïàð, Aii � ñòàíäàðòíûå
ìàòðèöû æåñòêîñòè äëÿ i òåëà, êîòîðûå èìåþò ðàçìåðíîñòè ni×ni, ìàòðèöà
Mi èìååò ðàçìåðíîñòü ni×m (m � îáùåå êîëè÷åñòâî ââîäèìûõ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà).

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Mi, ñîîòâåòñòâóþùóþ òåëó ñ íîìåðîì i. Òîãäà ìàò-
ðèöà Mij, ÿâëÿþùàÿñÿ áëîêîì ìàòðèöû Mi è îòâå÷àþùàÿ çà j-þ êîíòàêòíóþ
ïàðó ïîâåðõíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé (Mij = 0), åñëè i-å òåëî íå âõîäèò â j-þ
êîíòàêòíóþ ïîâåðõíîñòü, à åñëè âõîäèò, òî Mij 6= 0.

Áëî÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (23) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ñ ñåäëîâîé òî÷êîé.
Â ìàòðèöå åñòü íóëåâîé áëîê íà äèàãîíàëè, ïîýòîìó äëÿ åå ðåøåíèÿ íåëü-
çÿ èñïîëüçîâàòü áîëüøóþ ÷àñòü êëàññè÷åñêèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ìåòîäû ßêîáè, Ãàóññà � Çåéäåëÿ, SOR,
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ). Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì èñïîëüçóþò ëè-
áî ïðÿìûå ìåòîäû (âàðèàíòû ìåòîäà Ãàóññà), ëèáî ñïåöèàëüíûå èòåðàöèîí-
íûå ìåòîäû. Ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ
ïëîõî îáóñëîâëåííîé, ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîé ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè. Ïîñêîëüêó êîíôèãóðàöèÿ
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êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé â ñèñòåìå òåë ìîæåò ìåíÿòüñÿ, òî ÷èñëåííûé àë-
ãîðèòì â ëþáîì ñëó÷àå (äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðÿìûõ ìåòîäîâ) ÿâëÿåòñÿ
èòåðàöèîííûì.

Äëÿ ó÷åòà èíòåãðàëà ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè â (17) èñïîëüçîâàíî äâà
ñïîñîáà. Â ïåðâîì èç íèõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â èíòåãðàë âñåãäà âõîäÿò âñå óç-
ëû ñåòêè, ëåæàùèå íà ðàññìàòðèâàåìûõ ïîòåíöèàëüíî êîíòàêòíûõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ. Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíåí äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ
è ìåòîäà Óçàâû è ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå êîíôèãóðàöèè êîíòàêò-
íîé ïîâåðõíîñòè áåç äîïîëíèòåëüíîãî âìåøàòåëüñòâà â àëãîðèòì. Âî âòîðîì
ñïîñîáå â êîíöå êàæäîé èòåðàöèè íåîáõîäèìî êîððåêòèðîâàòü ñïèñîê óçëîâ,
îòíîñÿùèõñÿ ê êîíòàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì. Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíåí äëÿ ìåòîäà
Ãàóññà, à òàêæå îáîáùåííîãî ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê.

Â ðàáîòå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (6)�(14) èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷-
íûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû [13]: ìîäèôèöèðîâàííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû,
òàêèå êàê ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ßêîáè (MJOR), ìîäèôèöèðîâàííûé ìå-
òîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSOR), ìîäèôèöèðîâàííûé ìå-
òîä ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSSOR), ìåòîä
Óçàâû, à òàêæå îáîáùåííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES). Â ìîäè-
ôèöèðîâàííûé ìåòîäàõ íà êàæäîé èòåðàöèè íóæíî ðåøèòü äâà (äëÿ
MSSOR � òðè) áëîêà óðàâíåíèé: ïåðâûé áëîê ñîñòîèò èç ñèñòåì óðàâíå-
íèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó èç ðàññìàòðèâàåìûõ òåë (â êà÷åñòâå èñêîìûõ
íåèçâåñòíûõ âûñòóïàþò ïåðåìåùåíèÿ), âòîðîé áëîê � èç ñèñòåì óðàâíåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé ïàðå êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé (â êà÷åñòâå èñêî-
ìûõ íåèçâåñòíûõ âûñòóïàþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà). Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ
ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ïî îòäåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìåòîäàõ äëÿ ó÷åòà èíòå-
ãðàëà ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåíåí ïåðâûé ñïîñîá. Òàêæå â ðàáîòå
èñïîëüçîâàíû äâà èòåðàöèîííûõ ïðîöåññà äëÿ äâóõ ñïîñîáîâ ó÷åòà èíòåãðà-
ëà ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, â êîòîðûõ íà êàæäîé èòåðàöèè ãëîáàëüíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà.

3.1. Ïðÿìûå ìåòîäû

Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì, â
êàæäîì èç êîòîðûõ ðåàëèçîâàí îäèí èç âàðèàíòîâ ó÷åòà èíòåãðàëà ïî êîí-
òàêòíîé ïîâåðõíîñòè (18).

1-é âàðèàíò ìåòîäà Ãàóññà (ñ îáíóëåíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà)
Íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (åå ðàçìåð-

íîñòü îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé):

(
A Ml

MlT 0

) ∆ul+1

∆λl+1

 =


R−Aul −Mlλl

−MlTλl

 , (30)
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ãäå ∆ul+1 = ul+1−ul, ∆λl+1 = λl+1−λl+1, l � íîìåð èòåðàöèè. Â êîíöå èòåðà-
öèè îñóùåñòâëÿåòñÿ êîððåêòèðîâêà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: êîìïîíåíòû λl,
ñîîòâåòñòâóþùèå óçëàì, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ðàñòÿãèâàþùèå êîíòàêòíûå
íàïðÿæåíèÿ, ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

2-é âàðèàíò ìåòîäà Ãàóññà (ñ êîððåêöèåé ñïèñêà êîíòàêòíûõ óçëîâ)
Íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (åå ðàçìåð-

íîñòü ìîæåò ìåíÿòüñÿ):(
A Ml

MlT 0

){
ul+1

λl+1

}
=

{
R
0

}
. (31)

Â êîíöå èòåðàöèè ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå íîâîãî áëîêà Ml+1 ïóòåì óäà-
ëåíèÿ èç áëîêà Ml ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì λl, äëÿ êîòîðûõ
âîçíèêàþò ðàñòÿãèâàþùèå êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ. Ýòîò âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ
áîëåå âû÷èñëèòåëüíî êîððåêòíûì, òàê êàê â èíòåãðàëå (18) ó÷àñòâóåò òîëüêî
òîò ó÷àñòîê ãðàíèöû, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11)�(14).

3.2. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìîäèôèöèðîâàííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, îáîá-
ùåííûå íà ñëó÷àé êîíòàêòà íåñêîëüêèõ òåë:

1. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðå-
ëàêñàöèè (MSSOR)

1

τ
A11

(
u1

k+
1
2 − u1

k

)
+ A11u1

k +M1λ
k = R1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

τ
ANN

(
uN

k+
1
2 − uN

k

)
+ ANNuN

k + MNλ
k = RN,

− α

2τ
B1

(
λk+1
1 − λk1

)
+

N∑
t=1

Mt1
Tut

k+
1
2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− α

2τ
Bq

(
λk+1
q − λkq

)
+

N∑
t=1

Mtq
Tut

k+
1
2 = 0,

1

τ
A11

(
u1

k+1 − u1
k+

1
2

)
+ A11u1

k+
1
2 + M1λ

k+1 = R1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

τ
ANN

(
uN

k+1 − uN
k+

1
2

)
+ ANNuN

k+
1
2 + MNλ

k+1 = RN.

(32)
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2. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ßêîáè (MJOR)

1

τ
A11

(
u1

k+1 − u1
k
)

+ A11u1
k + M1λ

k = R1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

τ
ANN

(
uN

k+1 − uN
k
)

+ ANNuN
k + MNλ

k = RN,

−α
τ

B1

(
λk+1
1 − λk1

)
+

N∑
t=1

Mt1
Tut

k = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−α
τ

Bq

(
λk+1
q − λkq

)
+

N∑
t=1

Mtq
Tut

k = 0.

(33)

3. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSOR)

1

τ
A11

(
u1

k+1 − u1
k
)

+ A11u1
k + M1λ

k = R1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

τ
ANN

(
uN

k+1 − uN
k
)

+ ANNuN
k + MNλ

k = RN,

−α
τ

B1

(
λk+1
1 − λk1

)
+

N∑
t=1

Mt1
Tut

k+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−α
τ

Bq

(
λk+1
q − λkq

)
+

N∑
t=1

Mtq
Tut

k+1 = 0.

(34)

Îòìåòèì, ÷òî MSOR îòëè÷àåòñÿ îò MJOR ëèøü òåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
λj èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé ut

k+1 ñ òåêóùåé èòåðàöèè, à íå ñ
ïðåäûäóùåé.

Â ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåòîäàõ k � íîìåð èòåðàöèè, α è τ � èòåðàöèîííûå
ïàðàìåòðû, Bi � ìàòðèöû-ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè. Âî âñåõ ýòèõ ìåòîäàõ ïåðåä
ïåðâîé èòåðàöèåé íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíîå (êàê ïðàâèëî, íóëåâîå) çíà-
÷åíèå âåêòîðó ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ è çàòåì âû÷èñëèòü âåêòîðû ïåðåìå-
ùåíèé ui èç ïåðâûõ N óðàâíåíèé ñèñòåìû (32) (èëè (33), èëè (34)). Ïðè ýòîì
MJOR è MSOR ÿâëÿþòñÿ îäíîýòàïíûìè, à MSSOR � äâóõýòàïíûì. Äëÿ ñëó-
÷àÿ äâóõ òåë ñ îäíîé ïàðîé êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé â êà÷åñòâå ïðåäî-
áóñëàâëèâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà B = M1

T diag {A−111 }M1. Äëÿ ñëó÷àÿ
N òåë è q ïàð êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ÿâëÿåò-
ñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, áëîêè âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Bi =
N∑
j=1

Mji
Tdiag {A−1jj }Mji.
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4. Ìåòîä Óçàâû
Ðåøåíèå ñèñòåìû (23) ìîæíî îñóùåñòâëÿòü è ñ ïîìîùüþ âàðèàíòà ìåòîäà

Óçàâû [15], â êîòîðîì íà êàæäîé èòåðàöèè íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui
k+1 = Ai

−1 (Ri −Miλ
k
)
, (35)

λk+1 = λk + ωB−1MTuk+1, (36)

ãäå B � ìàòðèöà-ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü, ω � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð. Äëÿ
ñëó÷àÿ äâóõ òåë â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà
B = M1

T diag {A11
−1}M1.

Äàííûé âàðèàíò ìåòîäà Óçàâû ñîâïàäàåò ñ MSOR ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå

èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ: τ = 1, α =
1

ω
. Íåêîòîðûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè

ïîëó÷åíû â [14].
5. Îáîáùåííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES)
Îáîáù¼ííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê � èòåðàöèîííûé ìåòîä ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåâûðîæ-
äåííîé ìàòðèöåé. Ìåòîä îñíîâàí íà ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöè-
îíàëà íåâÿçêè íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà [15]. Ìåòîä GMRES ïðèáëè-
æàåò òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b âåêòîðîì xk, êîòîðûé ìèíèìèçè-
ðóåò åâêëèäîâó íîðìó íåâÿçêè rk = Ax − b íà ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà
Kk = Kk(A,b) = span {b,Ab,A2b, . . . ,Ak−1b}.

Íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà ðåøåíèå óòî÷íÿåòñÿ ïîïðàâêîé, ïðåäñòàâëåí-
íîé â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ïðîñòðàíñòâà Kk:
xk = x0 + zk, ãäå x0 � íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, zk ∈ Kk � ïî-
ïðàâêà ðåøåíèÿ.

Ìîäèôèöèðîâàííûå ìåòîäû è ìåòîä Óçàâû ðàáîòàþò òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà áëîê A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Ïðè
ýòîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåìîå i-å òå-
ëî íå èìååò çàêðåïëåíèÿ â íàïðàâëåíèè îäíîé èç îñåé, ïîýòîìó çàäà÷à äëÿ
ýòîãî òåëà ñòàíîâèòñÿ íåêîððåêòíîé è ìàòðèöà Aii ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé.
Äëÿ èñïðàâëåíèÿ ýòîé ñèòóàöèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìó òåë ìîæíî ïðîíó-
ìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñíà÷àëà ðåøèòü óðàâíåíèÿ äëÿ òåë, êîòîðûå
èìåþò íóæíîå êîëè÷åñòâî çàêðåïëåíèé (äëÿ íèõ ìàòðèöû íå âûðîæäåíû),
à ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü çàäà÷è äëÿ òåë, êîòîðûå êîíòàêòèðóþò ñ
ïðåäûäóùèìè òåëàìè, äëÿ êîòîðûõ ïåðåìåùåíèÿ íà òåêóùåé èòåðàöèè óæå
ïîëó÷åíû. Èñïîëüçóÿ ýòè ïåðåìåùåíèÿ, ìîæíî ïîñòàâèòü äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ 1-ãî ðîäà íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ äàííûõ òåë, â ðåçóëüòàòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìàòðèöû ñòàíîâÿòñÿ íåâûðîæäåííûìè, äëÿ íèõ ïðè íåîáõîäèìîñòè
ìîæíî ïðîâåñòè ïðîöåäóðó, ïðèâîäÿùóþ èõ ê ñèììåòðè÷íîìó âèäó. Çàêðåï-
ëåíèå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ëèáî â îäíîì óçëå, ëèáî â îäíîì ýëåìåíòå (âòîðîé
âàðèàíò äàåò ìåíüøåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, äëÿ íåãî äàëåå ïðèâåäåíû ãðà-
ôèêè), ëèáî â ðÿäå ýëåìåíòîâ. Ïóñòü òåëî ñ íîìåðîì i2 êîíòàêòèðóåò ñ òåëîì
ñ íîìåðîì i1 (i2 > i1), äëÿ i1 íà òåêóùåé èòåðàöèè k + 1 (äëÿ MSSOR �
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òàêæå è k + 1/2) çíà÷åíèå ui1
k+1 (äëÿ MSSOR � òàêæå è ui1

k+1/2) óæå èç-
âåñòíî. Òîãäà äëÿ âûáðàííîãî ïîäìíîæåñòâà óçëîâ p1, . . . , ps, îòíîñÿùèõñÿ ê
ðàññìàòðèâàåìîé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè òåëà i2, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íîðìàëü-
íûå ïåðåìåùåíèÿ ñîâïàäàþò ñ íîðìàëüíûìè ïåðåìåùåíèÿìè â ñõîäñòâåííûõ
òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè òåëà i1, ò.å.

uk+1
r,p1nr + uk+1

z,p1nz = ūk+1
n,p1. (37)

Åñëè äëÿ òåëà i2 íå õâàòàåò çàêðåïëåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè z, òî ñ÷èòàåì,
÷òî (ïðè nz 6= 0)

uk+1
z,p1 =

1

nz

(
ūk+1
n,p1 − ukr,p1nr

)
. (38)

Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêà â ìàòðèöå Ai2i2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîìó ïåðåìå-
ùåíèþ, ñòàíîâèòñÿ ñòðîêîé åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö
ìàòðèöû Ai2i2 òîæå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ñòîëáöà åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïóòåì
ïåðåíîñà âñåõ ñëàãàåìûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê uk+1

z,p1, â ïðàâóþ ÷àñòü (ïîñêîëüêó
ýòî ïåðåìåùåíèå èçâåñòíî). Â èòîãå áëîê Ai2i2 ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íûì è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, êàê è âñÿ ìàòðèöà A.

3.3. Îöåíêà çíà÷åíèé îïòèìàëüíûõ
èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ MJOR

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (23) ñ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé ìàòðèöåé A. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ßêîáè
èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû [13]:
Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì α > 0 è ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè

íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ìåòîäà (33) ÿâëÿåòñÿ âû-
ïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

0 < τ < min
(

2,
α

Γ

)
, (39)

ãäå Γ � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû B−1/2MTA−1MB−1/2.
Òåîðåìà 2. Àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû äëÿ ìåòîäà (33) âû-

áèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τ0 =
4

2 + ξ
, α0 =

4Γ

2− ξ
, (40)

ãäå ξ =
γ

Γ
, γ � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû

B−1/2MTA−1MB−1/2.
Òåîðåìà 3. Ïðè óñëîâèè âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ z0 = {u0,λ0}

èç óñëîâèÿ
Au0 + Mλ0 = R (41)

àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû τ0, α0 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

τ0 = 2, α0 = 2(γ + Γ), (42)
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Äëÿ îöåíêè ñõîäèìîñòè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ßêîáè (MJOR) è ïî-
èñêà îïòèìàëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ðàññìîòðèì òåñòîâóþ çàäà÷ó
î êîíòàêòå ïîñòàâëåííûõ äðóã íà äðóãà äâóõ êâàäðàòíûõ áðóñêîâ ñî ñòî-
ðîíîé l = 0, 1 ì, ê âåðõíåìó èç êîòîðûõ ïðèëîæåíà ïîñòîÿííàÿ íàãðóçêà
Py = 10 ÌÏà. Â êàæäîì èç òåë ââåäåì êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåòêó, ñîñòîÿùóþ
èç îäíîãî ýëåìåíòà, âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ γ è Γ è îöåíèì çíà÷åíèÿ îïòèìàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ τ0 è α0 èç ñîîòíîøåíèé (39) è (42). Â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâ-
ëèâàòåëÿ âûáåðåì ìàòðèöó B = MT diag {A−1}M.

Äëÿ äàííîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Wolfram
Mathematica âû÷èñëèì ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû B−1/2MTA−1MB−1/2: γ ≈ 0, 000166, Γ ≈ 0, 0222. Òîãäà ñîãëàñíî

òåîðåìå 1 (39) ñõîäèìîñòü ìåòîäà èìååò ìåñòî ïðè 0 < τ < min
(

2,
α

Γ

)
, à

àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ïðè óñëîâèè âûáîðà íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ èç óñëîâèÿ (41) ñîãëàñíî òåîðåìå 2 (42) ÿâëÿþòñÿ τ0 = 2 è
α0 = 0, 0447.

Ïðîâåäåì ñåðèþ ðàñ÷åòîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè α è τ è ñðàâíèì êîëè-
÷åñòâî èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé ïîãðåøíîñòè ε = 10−5,
âû÷èñëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε =

√√√√√√√
∑
i
Si

(ûri − uri)2 − (ûzi − uzi)2

u2ri + u2zi∑
i
Si

, (43)

ãäå ûri, ûzi � çíà÷åíèÿ ðàäèàëüíûõ è îñåâûõ ïåðåìåùåíèé íà íîâîé èòåðàöèè,
Si � ñóììà ïëîùàäåé êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðûå âõîäèò ðàññìàòðèâàå-
ìûé óçåë, ðàçäåëåííàÿ íà êîëè÷åñòâî óçëîâ â êîíå÷íîì ýëåìåíòå.

Òàê êàê
α0

Γ
≈ 2.0149, òî èç óñëîâèÿ 0 < τ < min

(
2,
α

Γ

)
ñëåäóåò, ÷òî

ñõîäèìîñòü ïðèñóòñòâóåò ïðè 0 < τ < 2.

Òàáëèöà 1. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé α ïðè τ = 1, 99, ìåòîä MJOR

α α0 0,05 0,1 0,25 0,5 1,25 1,5
n 4 4 5 8 12 17 21

Â Òàáëèöå 1 ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ
ïîãðåøíîñòè ε = 10−5 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé α ïðè τ = 1, 99. Íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ α0, äëÿ äðóãèõ
çíà÷åíèé α ÷èñëî èòåðàöèé óâåëè÷èâàåòñÿ.

Â Òàáëèöå 2 ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ
ïîãðåøíîñòè ε = 10−5 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé τ ïðè îïòèìàëüíîì α = α0.
Äëÿ áëèçêîãî ê îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ τ0 = 1, 99 ÷èñëî èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ



16

Òàáëèöà 2. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé τ ïðè α = α0, ìåòîä MJOR

τ α0 0,25 0,5 0,75 1,25 1,5 1,99
n 12 8 9 11 9 7 4

íàèìåíüøèì, ïðè èñïîëüçîâàíèè äðóãèõ çíà÷åíèé τ îíî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè
τ > 2 ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íå äîñòèãàåòñÿ.

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåñîãëàñîâàííûå ñåòêè: äëÿ áàçîâîé ñåòêè òàáëåò-
êè ðàçáèòû íà 10 ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè r è íà 10 ýëåìåíòîâ â íàïðàâ-
ëåíèè z, à îáîëî÷êà � íà 5 ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè r, â íàïðàâëåíèè z
êàæäûé ó÷àñòîê îáîëî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèé âûñîòå îäíîé òàáëåòêè, ðàçáèò
íà 10 ýëåìåíòîâ. Áîëåå ìåëêèå ñåòêè ôîðìèðóþòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî
óìåíüøåíèÿ øàãîâ â äâà ðàçà. Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü áàçîâóþ ñåòêó
êàê ¾ñåòêà 1¿, ñåòêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçáèåíèþ 20x20 ýëåìåíòîâ â êàæäîé
òàáëåòêå, � ¾ñåòêà 2¿, ñåòêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçáèåíèþ 40x40 ýëåìåíòîâ
â êàæäîé òàáëåòêå, � ¾ñåòêà 3¿. Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíî ïðèáëèçèòåëüíîå
êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ äëÿ òðåõ ñåòîê.

Òàáëèöà 3. Ïðèáëèçèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ

Êîë-âî òàáëåòîê 2 5 10 25 50 100
Ñåòêà 1 3000 6000 12500 31000 62500 125000
Ñåòêà 2 12000 24000 50000 124000 250000 500000
Ñåòêà 3 48000 96000 200000 496000 1000000 2000000

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ãàóññà è GMRES èñïîëüçîâàíû ïðîöåäóðû äëÿ
ðàçðåæåííûõ ìàòðèö èç áèáëèîòåêè Eigen (https://eigen.tuxfamily.org), â ìå-
òîäå GMRES èñïîëüçîâàí äèàãîíàëüíûé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü. Ïîñêîëüêó
êîëè÷åñòâî òîïëèâíûõ òàáëåòîê â òâýëå, êàê ïðàâèëî, ñîñòàâëÿåò íåñêîëü-
êî ñîòåí, îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ðàñ÷åòå ñî 100 òàáëåòêàìè. Äëÿ MSSOR
ñõîäèìîñòü äîñòèãàåòñÿ çà 762 èòåðàöèè, äëÿ MSOR � çà 863 èòåðàöèè, äëÿ
MJOR � çà 859 èòåðàöèé, äëÿ ìåòîäà Óçàâû � çà 1960 èòåðàöèé, äëÿ âàðèàí-
òà ìåòîäà Ãàóññà ñ êîððåêöèåé ñïèñêà êîíòàêòíûõ óçëîâ, à òàêæå GMRES �
çà 903 èòåðàöèè (îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü 5ε = 10−5). Èòåðàöèîííûå ïà-
ðàìåòðû çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ MSSOR, MSOR, MJOR τ = 0, 2,
α = 1, 3, äëÿ ìåòîäà Óçàâû ω = 4 · 10−7. Èòîãîâîå îòíîøåíèå íåâÿçîê äëÿ
MSSOR � 8, 7246 ·10−4, äëÿ MSOR � 8, 3921 ·10−4, äëÿ MJOR � 7, 8147 ·10−4

äëÿ ìåòîäà Óçàâû � 9, 1275 ·10−4, äëÿ ìåòîäà GMRES � 7, 6125 ·10−4. Ñòîèò
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îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ åäèíè÷-
íîé ìàòðèöû ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ MSSOR, MSOR, MJOR è ìåòîäà Óçàâû
îòñóòñòâóåò ïðè ëþáîì èñïîëüçîâàííîì âûáîðå èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ.
Äëÿ ìåòîäà Ãàóññà áåç èñïîëüçîâàíèÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ (íåâÿçêà ðåøåíèÿ áóäåò áîëüøîé), ÷òî
ñâÿçàíî ñ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäîâ MJOR, MSOR è MSSOR ïî ñðàâíå-
íèþ ñ èòåðàöèîííûìè ïðîöåññàìè, îðãàíèçîâàííûìè íà îñíîâå ìåòîäà Ãàóñ-
ñà, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ñîïîñòàâèìî, íî ïðè ýòîì ðåøàåòñÿ
íåñêîëüêî ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè ni (äëÿ ïåðåìåùåíèé â
i-ì òåëå) èmj (äëÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â j-é êîíòàêòíîé ïàðå) ìåòîäîì ñî-

ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ õàðàêòåðíûì ÷èñëîì îïåðàöèé O(n
3/2
i +m

3/2
i ), à ïðè

èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ãàóññà íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè n =

∑
i
ni +

∑
j
mj ñ õàðàêòåðíûì ÷èñëîì îïåðàöèé

O(n3) äëÿ ñëó÷àÿ çàïîëíåííîé ìàòðèöû [16].

Òàáëèöà 4. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, ñåòêà 1

Êîë-âî òàáëåòîê 2 5 10 25 50 100
MSSOR 32 46 121 287 473 762
MSOR 48 57 140 304 515 863
MJOR 40 52 133 296 509 859

ìåòîä Óçàâû 285 568 861 1244 1587 1960
2-é âàð. ìåòîäà Ãàóññà/

GMRES
11 34 54 133 344 903

Â Òàáëèöå 4 ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (íà îäèí øàã ïî âðåìåíè),
òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîãðåøíîñòè ε = 5 · 10−5 äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ
è äëÿ ðàçíîãî êîëè÷åñòâà òàáëåòîê (îò 2 äî 100). Èç ïðèâåäåííûõ äàííûõ
âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ òðåõ ìîäèôèöèðîâàííûõ èòåðàöèîííûõ
ìåòîäîâ ñîïîñòàâèìî. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â ìåòîäå Óçàâû ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàåò ïîêàçàòåëè îñòàëüíûõ ìåòîäîâ, à íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ãàóññà è GMRES, â êîòîðûõ ïîñëå êàæäîé èòåðà-
öèè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå êîíôèãóðàöèè êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.

Â Òàáëèöå 5 ïðèâåäåíî îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ è äëÿ
ðàçíîãî êîëè÷åñòâà òàáëåòîê. Ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî äëÿ íåáîëüøî-
ãî êîëè÷åñòâà òàáëåòîê íàèìåíüøåå âðåìÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè
ìåòîäà Ãàóññà è GMRES, äëÿ áîëüøîãî � ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäèôèöèðî-
âàííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, íàèìåíüøåå âðåìÿ � ó MJOR. Íàïðèìåð, äëÿ
50 òàáëåòîê (62500 ïåðåìåííûõ) ðàçëè÷èå ñ GMRES � 25 ðàç, ñ ìåòîäîì Ãàóñ-
ñà � 262 ðàçà. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äàííûå â Òàáëèöàõ 4 è 5 ïîëó÷åíû
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ äëÿ êàæäîãî ìåòîäà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ,
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Òàáëèöà 5. Âðåìÿ ðàñ÷åòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, ñåòêà 1, ñ

Êîë-âî òàáëåòîê 2 5 10 25 50 100
MSSOR 14,8 21,9 58,5 142,3 250,7 418,6
MSOR 11,2 13,7 35,8 81,7 146,2 262,5
MJOR 9,5 12,5 34,1 78,9 140,4 254,6

ìåòîä Óçàâû 31,4 52,3 88,0 146,5 286,6 463,7
GMRES 1,3 9,6 58,3 563,2 3460,5 32318,4

2-é âàð. ìåòîäà Ãàóññà 1,8 19,5 180,7 3274,4 36756,4 �

îáåñïå÷èâàâøèõ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Â äàëüíåéøåì â ðàñ÷å-
òàõ èñïîëüçîâàëñÿ MJOR.

Ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ îöåíèâàëàñü äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè: ñðàâíåíèåì ïåðåìåùåíèé íà äâóõ ñîñåäíèõ èòåðàöèÿõ ïî ôîðìóëå

(43) è îòíîøåíèåì òåêóùåé íåâÿçêè ðåøåíèÿ ê íà÷àëüíîé íåâÿçêå
||r||
||r0||

. Ïðè

ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå (43).
Â Òàáëèöå 6 ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (íà îäèí øàã ïî âðåìåíè),

òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé ïîãðåøíîñòè ε = 10−5, à â Òàáëèöå 7 �
îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà äëÿ ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà òàáëåòîê è ðàçíîãî íàáîðà
ñåòîê (íàïðèìåð, 20x20 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òàáëåòêà ðàçáèòà íà 20 êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèÿõ r è z). Èç ïðèâåäåííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî,
íàïðèìåð, äëÿ 25 òàáëåòîê êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ñåòêè 40x40 ýëåìåíòîâ
óâåëè÷èâàåòñÿ â 2,3 ðàçà, à âðåìÿ ðàñ÷åòà � â 123 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ-
÷åòîì ñ ñåòêîé 10x10 ýëåìåíòîâ.

Òàáëèöà 6. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà òàáëåòîê, ìåòîä MJOR

Êîë-âî òàáëåòîê/ñåòêà 2 5 10 25 50
Ñåòêà 1 40 52 133 296 509
Ñåòêà 2 58 76 192 425 726
Ñåòêà 3 94 125 307 689 �

Òàáëèöà 7. Âðåìÿ ðàñ÷åòà äëÿ ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà òàáëåòîê, ñ, ìåòîä MJOR

Êîë-âî òàáëåòîê/ñåòêà 2 5 10 25 50
Ñåòêà 1 9,5 12,5 34,1 78,9 140,4
Ñåòêà 2 19,1 42,8 188,3 860,2 2804,7
Ñåòêà 3 48,4 186,5 1279,1 9725,4 �

Íà ðèñ. 4a�5b ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíî-
ñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èòåðàöèîííûõ



19

ïàðàìåòðîâ äëÿ ñëó÷àÿ 10 òàáëåòîê. Ïðè îïòèìàëüíîì (èç ðàññìîòðåííûõ
âàðèàíòîâ) âûáîðå ïàðàìåòðîâ äëÿ MSSOR ñõîäèìîñòü äîñòèãàåòñÿ çà 121
èòåðàöèþ, äëÿ MSOR � çà 140 èòåðàöèé, äëÿ MJOR � çà 133 èòåðàöèè, à
äëÿ ìåòîäà Óçàâû � çà 568 èòåðàöèé (îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ε = 10−5).
Èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ MSSOR, MSOR,
MJOR τ = 0, 2, äëÿ MSSOR α = 1, 75, äëÿ MSOR è MJOR α = 1, 3, äëÿ ìåòî-
äà Óçàâû ω = 4·10−7. Èòîãîâîå îòíîøåíèå íåâÿçîê äëÿ MSSOR� 5, 3654·10−4,
äëÿ MSOR � 7, 9203 · 10−4, äëÿ MJOR � 6, 4582 · 10−6, äëÿ ìåòîäà Óçàâû �
8, 2537 · 10−4, äëÿ ìåòîäà Ãàóññà � 5, 7489 · 10−5 (ðèñ. 6a�6b).

(a) (b)

Ðèñ. 4. (a) � Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR,
τ = 0, 2, (b) � çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ íåâÿçîê îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR, τ = 0, 2

(a) (b)

Ðèñ. 5. (a) � Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR,
τ = 0, 25, (b) � çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR,
τ = 0, 5

Íà ðèñ. 7a�7b ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îòíîøåíèÿ íåâÿçîê îò ÷èñ-
ëà èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè èñïîëüçî-
âàíèè MJOR äëÿ ñëó÷àåâ 25 è 100 òîïëèâíûõ òàáëåòîê. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëü-
íàÿ ïîãðåøíîñòü îöåíèâàëàñü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ îòíîøåíèÿ íåâÿçîê ri
äëÿ i-é ëîêàëüíîé ñèñòåìû â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Èç ïðèâåäåí-
íûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå 25 òàáëåòîê äëÿ ïîãðåøíîñòè 10−6 äîñòè-
ãàåòñÿ îòíîøåíèå íåâÿçîê 2, 25 · 10−7, äëÿ ïîãðåøíîñòè 10−8 � 6, 4 · 10−8, äëÿ
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(a) (b)

Ðèñ. 6. (a) � Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìåòîäîâ, (b) � çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ íåâÿçîê îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ

ïîãðåøíîñòè 10−10 � 4 · 10−9, à â ñëó÷àå 100 òàáëåòîê äëÿ ïîãðåøíîñòè 10−6

äîñòèãàåòñÿ îòíîøåíèå íåâÿçîê 4 · 10−6, äëÿ ïîãðåøíîñòè 10−8 � 6, 5 · 10−7,
äëÿ ïîãðåøíîñòè 10−10 � 1, 6 · 10−7.

(a) (b)

Ðèñ. 7. (a) � Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèé íåâÿçîê îò ÷èñëà èòåðàöèé (25 òàáëåòîê), (b) �
çàâèñèìîñòè îòíîøåíèé íåâÿçîê îò ÷èñëà èòåðàöèé (100 òàáëåòîê)

Íà ðèñ. 8a ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ íà âíåøíåé ïî-
âåðõíîñòè òàáëåòîê äëÿ ñëó÷àÿ 100 òàáëåòîê (îäíà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îäíîé
òàáëåòêå). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííîå ñìåùåíèå ñòîë-
áà òîïëèâíûõ òàáëåòîê îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ (äî 1,3 ñì, ÷òî
ñîïîñòàâèìî ñ âûñîòîé òàáëåòêè). Íà ðèñ. 8b�8c ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çà-
âèñèìîñòåé ñðåäíèõ çíà÷åíèé ðàäèàëüíûõ, îñåâûõ è îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé
íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òîïëèâíûõ òàáëåòîê. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè âû-
÷èñëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé íå ó÷èòûâàëèñü íàïðÿæåíèÿ â êðàéíèõ äëÿ êàæ-
äîé òàáëåòêè ýëåìåíòàõ, ïîñêîëüêó â íèõ çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé ñóùåñòâåííî
áîëüøå, ÷åì â îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ (òàì ðàñïîëîæåíû êîíöåíòðàòîðû íàïðÿ-
æåíèé).

Äàëåå ïðèâåäåì ôðàãìåíòû äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû, ïå-
ðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ó÷àñòêå ñòîëáà òàáëåòîê. Íà ðèñ. 9a ïîêàçàíû
äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, íà ðèñ. 9b � äâóìåðíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, à íà ðèñ. 9c � äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ òàáëåòîê. Íà ðèñ. 10a�10c ïðèâåäåíû äâóìåð-
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(a) (b)

(c)

Ðèñ. 8. (a) � Çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ çíà÷åíèé îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ íà âíåøíåé ïîâåðõíî-
ñòè òàáëåòîê, MJOR, (b) � çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òàáëåòîê, (c) � çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ çíà÷åíèé îñåâûõ è îêðóæíûõ
íàïðÿæåíèé íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè òàáëåòîê

íûå ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâûõ, îêðóæíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ òàá-
ëåòîê. Íà ðèñ. 11a ïðèâåäåíû äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìå-
ùåíèé, íà ðèñ. 11b � äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé, íà
ðèñ. 11c � äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâûõ íàïðÿæåíèé äëÿ îáîëî÷êè. Ïî-
êàçàíû ôðàãìåíòû ðàñïðåäåëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷àñòêó ñ 55-é ïî 59-þ
òàáëåòêè, ïðè÷åì ïðè ïîñòðîåíèè äåôîðìèðîâàííûõ òåë ïðèëîæåííûå ïåðå-
ìåùåíèÿ äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè óâåëè÷åíû â 10 ðàç äëÿ òàáëåòîê è â 50
ðàç äëÿ îáîëî÷êè.
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 9. Äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ýëåìåíòîâ òàáëåòîê: (a) � òåìïåðàòóðà; (b) �
ðàäèàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ; (c) � ðàäèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ

(a) (b) (c)

Ðèñ. 10. Äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ýëåìåíòîâ òàáëåòîê: (a) � îñåâûå íàïðÿæåíèÿ;
(b) � îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ; (c) � êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 11. Äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ýëåìåíòîâ îáîëî÷êè: (a) � ðàäèàëüíûå ïåðå-
ìåùåíèÿ; (b) � ðàäèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ; (c) � îñåâûå íàïðÿæåíèÿ

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è ìóëüòèêîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñèñòåìû îñåñèììåòðè÷íûõ òåðìîóïðóãèõ òåë â óñëîâèÿõ òåðìîìå-
õàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ. Èçëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ
çàäà÷, îñíîâàííûé íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-
òû ïðèìåíåíèÿ èòîãîâîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ äåìîíñòðàöèîííîé çàäà÷è,
ìîäåëèðóþùåé íåêîòîðûå ïðîöåññû â ó÷àñòêå òâýëà, âêëþ÷àþùåì äî 100 òàá-
ëåòîê, äëÿ ðåæèìà ñ ïîñòîÿííîé ìîùíîñòüþ òåïëîâûäåëåíèÿ. Îñóùåñòâëåíî
ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè äèñêðå-
òèçàöèè çàäà÷è ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé: ìîäèôè-
öèðîâàííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, ìåòîäà Óçàâû, à òàêæå äâóõ âàðèàíòîâ
ìåòîäà Ãàóññà è îáîáùåííîãî ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES) ñ èòå-
ðàöèîííûì óòî÷íåíèåì, ïîçâîëÿþùèõ ó÷èòûâàòü âûõîä èç êîíòàêòà îòäåëü-
íûõ ó÷àñòêîâ êîíòàêòíîé ãðàíèöû. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà
òàáëåòîê íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé è âðåìÿ ðàñ÷åòà äîñòèãàþòñÿ äëÿ
ìåòîäà Ãàóññà è GMRES, îäíàêî, â ñëó÷àå åñëè ÷èñëî òîïëèâíûõ òàáëåòîê
èñ÷èñëÿåòñÿ äåñÿòêàìè øòóê, íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè îêàçûâàþòñÿ ìîäè-
ôèöèðîâàííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ðàñ÷åòà
äåìîíñòðèðóåò ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ßêîáè.
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