
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ
 •  Препринт № 14 за 2022 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

В.П. Варин

Некоторые приложения
критерия Бруна

Статья доступна по лицензии
Creative Commons Attribution 4.0 International

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  
 Варин В.П. Некоторые приложения
критерия Бруна
 // Препринты ИПМ им.  М.В.Келдыша. 2022. №   14. 22  с.
https://doi.org/10.20948/prepr-2022-14

https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-14

https://keldysh.ru/
https://keldysh.ru/
https://library.keldysh.ru/
https://library.keldysh.ru/preprints/
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-14
https://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=2304
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://doi.org/10.20948/prepr-2022-14
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2022-14


���������� ���	
��� ��
�
��	
�� �
���� ������
� ������	��� ���
������

��
�� ���� �
�	���

���� �����

�
������
 ������
��� ����
��� ��
��

�������  !  



��� �������	��	�

���� �
���� ��������� ���������� �������� ����
� �������� ��������

�
 �����
 ��! "
��"
���� �"� #��� ��� �$
 %&�' #���(
' �)���

%
��"
���(
*��� ���������+,����(�� "� �-��
.�� 
�/����"�( ����0�
�
1�(
��� �
.���
�2��3 ����� �(
���2�����!� 4�� 
�/����"� $����� ���"��
��*��� ( ,�������" 
�
��1�� #� ���"����" �3  �� ����������(
��� �0���
��(����3 .����3  ��0�! ��������3 -�� 
"���
�2��3 ���������3� 4�� 
��
/����"� ��("����� � ��������" ����
 ��1(���*� ( �� � ���,
�( ���
��(��2
���
.���
�2����2 �����3 (���,�� 
�/����"�,���� � �����21�(
���" ���2�
�� �
.���
�2��! 
��-"������

�������� ��	�
� �������! ����
� �0����(����� .�����  ��0�'  ��
�
1
���2��(
 ���
.���
�2������

5�6� 5789:� ;<=> 7??@9A7B9<:C <D E8F:GC A89B>89<:� 68>?89:B <D BH> I>@JKCH
L:CB9BFB> <D M??@9>J N7BH>=7B9AC <D OM;' N<CA<P' �)���

Q> A<:C9J>8 C<=> :F=R>8+BH><8>B9A =<J9SA7B9<:C <D 7@T<89BH=C B87:CD<8=9:T
87B9<:7@ C>UF>:A>C� VH>C> 7@T<89BH=C 78> P9J>@K 7??@9A7R@> 9: :F=>89A7@ 7:7@KC9C�
Q> FC> BH>= D<8 A<:CB8FAB9<: <D BH> 8>TF@78 A<:B9:F>J D87AB9<:C D<8 C<=> DF:J7�
=>:B7@ A<:CB7:BC� VH>C> 7@T<89BH=C B<T>BH>8 P9BH BH> E8F:GC A89B>89<: 7@@<P 9: 7
:F=R>8 <D A7C>C B< >CB7R@9CH 9887B9<:7@9BK <D BH> W7@F>C 7@T<89BH=9A7@@K P9BH BH>
FC> <D <:@K BH> 87B9<:7@ 789BH=>B9A�

�
� ������ E8F:GC A89B>89<:' 8>TF@78 A<:B9:F>J D87AB9<:C' 9887B9<:7@9BK ?8<<DC�

A© ��# �"� #�E� ��� �$
 %&��
#���(
' �)�� /�



�

�� ��X�X��X

�
���! �������� ����"�� ����� ,��
�2 ����� ��0� ("���� � ��� � �Y�"
���������" 
(���
 Z	�[� \ ��2 "� (�(� �" ��������� ��� ��(�� �1 ���0���
��(
���3 ��1��2�
��(' ������� �� (�$�� ( Z	�[ ��0� 1
 �� ���
���" "���
'
��0� �� ���,��� �3 �� ��
0�����

�  
�2��!$�" �0
 ]��3 ��������
 ��� ���
/
���� (�������2 �
� � ��
��
�2*� ��]��"� ���������  �0����(
��� "
����
�
 ��� � �Y�/� ��������
�
 ����� ����*,����2�� ��3��,����! 3
�
���� � ����� ���2��  �� �(�1���
��� �1��������

^�������
  
���/� ��������
 ��(������ Z	�[ (����2  � �
1(
��! �
1 ��
��(� _ �
�� ( �
� �" �
1 ��� ���
(���� ���2�� �� -
���' ������� �����
 ��  
�2��!$�/� �1�������� ��� ]��" ��"��
.�� -��"�� ��1
(���"
 ��
Z	�[' �� ������  
*��� �� ��"��
" 0�0���/�
-�� ( Z	�[' 1
 ����*,����"
 �0
(�����3 �������

%
1 �� � �(������ ��(�" � �� ����� ����(��� ��1��2�
��  
���! ��0���
�
.���

�� �^�_%X��X ^`_��#_^a� � ^#b^cX ��%�`cX

� ����,�� �� �0�,�� ����"
�"�! �������� �3� �"���� �
�' ��
��"' �����
,���(
 ,����( �� 
' ������� ���0����� �����""���(
�2',��0� ����,��2 ���
�
�"�! ��1��2�
�' �������2 �3� �"���� ( ������ ,���� ����"
���� ( �"����
����3��' ���� ( �"�A�� �
���,$�/�  ��-
���(
 ���0�������� ���"� ����
(
"�' ����� �(
���2����2 �
.���
�2��3 ,���� {p/q} 3���$� ���0���
��
(�Y���(����� ,���� x' ���� |p − q x| ����"���� � ���*� ������2�� 1�
"��
�
���� q ( �
��! ����� �(
���2����� �� �/�
��,��� d��
,� x �
.���
�2��e' ��
���03� �"�' ,��0� �������2 �3� �"���� �1"����
�2 (���,���! 1�
"��
����
q� �
���"��' ∣∣∣∣∣

p

q
− x

∣∣∣∣∣ <
1

q1+ε
, ε > 0. d�e

� ]��" ���,
� ,���� x  ����� 0��2 ���
.���
�2��"' �
� �
� ( �����(��"
���,
�' ���� x = a/b' a, b ∈ N' ����,�" ����� �(
���2����2 �
���
�2��3
,���� |pb− qa|' �����
� ����"���� � ���*�

��
���,����! d���/�
 �0�0Y����!e �������! ���
.���
�2����� ����

d�"� Z�)[e ������� ( ��� �*Y�"�

����2  
�
 d7e (�1�
��
*Y
�f ��� dRe �0�(
*Y
� �/�
��,���
� ����� ��
(
���2����2 �
.���
�2��3 ,����

p1
q1
,
p2
q2
, . . . ,

pn
qn
, . . . ,



�

/ � qn < qn+1' n ≥ 1� a�/ 
 ]�
 ����� �(
���2����2 �"��� ��� ��' ���� pn/qn →
B' n→ ∞� ����2 ����� �(
���2����2

p2 − p1
q2 − q1

,
p3 − p2
q3 − q2

, . . . ,
pn+1 − pn
qn+1 − qn

, . . . ,

�(������ d7e �0�(
*Y�!f ��� dRe (�1�
��
*Y�!� a�/ 
 ,���� B ���
.���
�
�2���

�
���! �������! d�-��"�����(
���! ( Z�)[  �� ���,
� d7ee' �� �.���� �
�
"�/� ����
' �"��� (��2"
 �/�
��,����� ���"������� _ �
�� ��  
�� ���"��
��/�' ,�� ���(� ����  ��0�! "���� �
��$��2 �������! ���
.���
�2������

%
��"����" ����� �(
���2����2

s(n) =
n∑

k=0

1

k!
=

{
1, 2,

5

2
,
8

3
,
65

24
,
163

60
,
1957

720
,
685

252
,
109601

40320
,
98641

36288
, . . .

}
, d�e

�����
� ����"���� � ,���� e' ��  �� ������! �������! ����
 �,�(� �� �
�
��$
����� _ �
�� ���� (1��2 ���(� �"�* ����� �(
���2����2

s(n) =
eΓ(n+ 1, 1)

Γ(n+ 1)
=

{
1, 2,

5

2
,
16

6
,
65

24
,
326

120
,
1957

720
,
13700

5040
, . . .

}
,

/ � Γ() + ]�� �0�,�
� � ������
� g
""
�-���.��' ��' �
� ���
1
� �Y� �
"
���� d�"� Z�)[e' �������! ���
.���
�2����� ����
 (��������

\
"���" �
���' ,�� �� d�e �(������ �
1�������" 4�/���  �� ,���
 e
d�"� Z��[e' ��]��"� 
(��"
��,���� �3� ���� � ���
.���
�2��"� ,�����

�
 �
"�"  ���' �������! ����
 ��
1�(
���� 1�
,����2�� 0���� (�1 ��
��Y�"' ,�" ]�� "���� 1
��*,��2 �� d(��2"
 ��� ��!e �����
���� �0 ]��"
��������� ^��
(� ��(
 ��� �*Y
�

��	���
� ����� ���	 
�	�
�	���	� ������	�����	� ����	 0 < B < 1 �
��	 ��
�	����� � 	����	������ ��
��� ��	��� �	��� 
	����	�������	���

d7e ������� dRe �������� 
	��	����� ��	��� ��	�����	���� ��������

 ���� d7e � dRe �		����������	�
�	�
�
�������	� c*0�� ���
.���
�2��� ,���� 0 < B < 1 � ��1�
,��

�
���
 �(
���� ( �0����(����* .����*  ��02 �� 
�/����"� X(��� 
h

B =
∞
K
n=1

1

bn
, bn ∈ N.

�
� �1(�����' ,�������� pn � 1�
"��
���� qn �� 3� �Y�3  ��0�! � �(���
�(���*� �����������" ������$����"

⎧⎨
⎩ pn = bn pn−1 + pn−2, p−1 = 1, p0 = 0,

qn = bn qn−1 + qn−2, q−1 = 0, q0 = 1,
d	e



�


 ����� �(
���2����� {p2n/q2n} � {p2n−1/q2n−1} �(��*��� ����(����(����
(�1�
��
*Y�! � �0�(
*Y�!�

�������� ����
 d7e � dRe  �� ]��3 ����� �(
���2�����! 1
����(
*���
�
�

C(a)
n =

p2n+2 − p2n
q2n+2 − q2n

, C
(a)
n+1 < C(a)

n , C(b)
n =

p2n+1 − p2n−1

q2n+1 − q2n−1
, C

(b)
n+1 > C(b)

n .

��(��� ���� �����"� ��� ��� �1 ��� �*Y�3 ��� ���(h

p2n+2

q2n+2
− p2n
q2n

= C
(b)
n+1 − C(b)

n ,
p2n+1

q2n+1
− p2n−1

q2n−1
= C(a)

n − C
(a)
n−1.

�
 �
"�"  ���' ]�� ��  (
 ��� ���(
' 
 � ��' ,�� (� ��' ���� �� ��
(��2
�� 
 n = m/2� a�/ 
 ����,�"

pm+2

qm+2
− pm
qm

=
pm+3 − pm+1

qm+3 − qm+1
− pm+1 − pm−1

qm+1 − qm−1

� �Y� �
��� �� �
(����(�' / � m→ m− 1�
����� ��� ��� ���(� ���(�
�2�� ���(������� 1
"���! pm+3' qm+3' pm+1'

qm+1 �� �3 �����������" -��"��
"� i�a���

	� c��Xj�bX �%X_�%&\_�&��k �_^cX�_�&aXcl�_^aXj

���2"
 ���������! ����!��! "��� ��������� �3� �"���� + ]�� ]���
��
����.�� %�,
� ���
 d�"� Z	[e� #� �1����" �/� ( -��"� d��� �������!
��(����" Z��[e' � �0��!  �� ��
��1
.�� ( mM;�

����2  
�
 ����� �(
���2����2 s(n)' �3� �"���2 ������! ���0����� �����
���2� ��0��
���� "�������
� ����� �(
���2����2 t(n) → 0' n→ ∞' �����
�
"� ������� �������2 �3� �"���� s(n)� ����� �(
���2����2 t(n) "���� �
��
�"
���(
�2 �
� ����(��� n(��"�o' ������� �1"����� 0��1���2 (���,��� s(n)
� �(��"� ��� ��� ( 1
(���"���� �� 0��1���� (���,��� t(n) � ���*� %
��"���
��" ������������ ������$����

R(n, 0) = s(n),

R(n, k) =
t(n+ k)R(n, k − 1)− t(n)R(n+ 1, k − 1)

t(n+ k)− t(n)
, k > 0.

����� �** -��"��� ��/�� "� �-�.���(
�2 �
�' ,��0� t(n) → ∞�
����2' �
���"��' s(n) = P (t(n))' / � P (x) = am x

m + . . .+ a1 x+ a0 + ]��
������" ������� m� a�/ 
' �
� ��/�� ���(����2'  �� �*0�! ����� �(
���2�
����� t(n)' R(n, k) ≡ a0 ��� k ≥ m � n ∈ N�



�

���"� ���(
"�' "��� %�,
� ���
 ��,�� �
 ������"�
�2��3 ����� �(
�
���2�����3 ( ��
1
���" �"����� ��]��"�' ���� ����� �(
���2����2 s(n) 3��
��$� ���0���
���� �
��"� ����� �(
���2�����"� � ���� � 
,�� �� �0�
�2
(��"� t(n)' �� ����� �(
���2����� R(n,m)' n,m ∈ N' "�/�� (��2"
 0�����
�3� ��2���

#��� %�,
� ���
' �
� �  ��/�� "��� �' �
��"�������� ����' (��2"

,�(��(������ � (�0��� (��"��� t(n)' ���� (���"�/
���2��! ����� �(
���2���
���� 4�� ��������� �
� � �������� �3� �"���� ( �0�,��" �"����' �
� � �
�������� �3� �"���� ( �"���� ����3��� ���
��3 ��
(�� (�0��
 t(n)' �
�
����2�� �
" �1(�����' �� ��Y���(����

���(� �" ���"��' ���
1�(
*Y�! ,�(��(����2����2 "��� 
 %�,
� ���
 �
(�0��� (���"�/
���2��! ����� �(
���2����� t(n)�

����� �(
���2����2H(n)−lnn' n → ∞' ����"���� � �����
��� 4!���
 γ'
/ �H(n) + ]�� /
�"���,����� ,����� ��]��"� � H(n2)−2 lnn→ γ� a
��" �0�
�
1�"' ����,
�" ����� �(
���2����2 �
.���
�2��3 ,���� 2H(n)−H(n2) =

γ + O(1/n)� �
 �
"�"  ��� � �0��� (1��2 ����� �(
���2����2

2H(n)−H(n2 + n) = γ + O(1/n2). d
e

��3� � �1  
���! 
��"�����,����! �.����' (�12"�" t(n) = 1/n2� a�/ 
 ���
��,�"

|γ − R(1, 10)| < 0.56× 10−6,

/ � ,�������2 � 1�
"��
���2 ,���
 R(1, 10) ������� �1 p
 .�-��
a����2 (�12"�" (��"� t(n) = 1/n/(n+ 1)' ������� �"��� ���"���� �� ��


��"�������� a�/ 
 ����,�"

|γ −R(1, 10)| < 0.41× 10−15, d�e

/ � ,�������2 � 1�
"��
���2 ,���
 R(1, 10) ������� �1 p� .�-��
���(� �" � �� (��2"
 ����1��� d�� �� �� �����21��"��e ��� ���(�

f(x) =
∞∑
k=0

C

(
x− a

h
, k

) k∑
j=0

(−1)k+j C(k, j) f(a+ j h), dqe

������� ��� ��
(���� ��0�! ��� !���	��' ��� ��""� 
��"�� d��� h > 0e'
��0� 	������� d��� h < 0e ����,��3 �
1�����!� \ ��2 a + ]�� ����1(��2��!
(�Y���(����! �
�
"���� ��� ����,��" ��""���(
��� 8HCdqe + ]�� ��������
��.�����! ������" �2*���
�

��� h→ 0 -��"��
 dqe  
�� �0�,��! �� a�!���
 ( ��,�� x = a�
r��"��
 dqe "����  
(
�2 �
� �3� �Y���� �� �' ���� �
1������� /�
 ��!

-���.�� f(x)' �
� � �
�3� �Y���� 
��"�����,����� �� ��



�

���(� �" ���"�� �����21�(
��� �� 
 �2*���
  �� (�,������� �����
��
�� 4!���
+g�"����.
� �
��"��"' ,��

{eΓ(n, 1)} = {δ, 1, 2, 5, 16, 65, 326, 1957, 13700, 109601, . . .}, n ∈ N0,

����  �� f(x) = eΓ(x, 1) 1�
,���� f(x) .���,������� ��� x ∈ N� ���,�" ���
(�,����*��� �� ������! �����������! -��"���' f(n) = (n− 1) f(n− 1)+1�
a
� �
� f(0) = δ' �� "���� d�����
�2��e ]����
������(
�2 1�
,���� f(n) (
�
���
�2��3 ,���
3 ( ,���� )' ���� (��
1��2 δ �� �" �2*���
�

r��"��
 dqe "����  
(
�2 �3� �Y���� �� �  �� �����
��� δ� ��12"�"'
�
���"��' f(x) = eΓ(x, 1)/Γ(x + 1)� �
���' �
� � �
�2$�' ������" h = 1'
a = 1� a�/ 
 ����,�"

f(x) =
∞∑
k=0

C(x− 1, k)
k∑

j=0

(−1)k+j C(k, j) f(j + 1).

�� ��
��(�
 x = 0 ( ����� �** -��"���  
�� d����� ��������/� ������
 �(
���e

δ =
∞∑
k=0

L(k, 1)

k + 1
, dpe

/ � L(n, x) + ]�� ������" c
/���
� �
��"��"' ,��

L(k, 1) =
k∑

j=0

(−k)j
(j!)2

.

��� 1�
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n (n+1) s(n) = (3n−1)n s(n−1)−(3n−1) (n−1) s(n−2)+(n−1)2 s(n−3),

/ � s(0) = 1' s(1) = 1' s(2) = 5/6� 4�
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1�(
�
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a1 = p1, an =
pn−1 qn − pn qn−1

pn−1 qn−2 − pn−2 qn−1
, n > 1,

b1 = q1, bn =
pn qn−2 − pn−2 qn

pn−1 qn−2 − pn−2 qn−1
, n > 1,

dse

/ � p0 = 0 � q0 = 1� a�/ 


s(n) =
n

K
k=1
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bk
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��������� "��������3 ����� �(
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0��.� T (n, k)' n, k ∈ N0' �� �����������"� �����
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T (n, k) = 0, k < 0, T (n, 0) = s(n),

T (n, k) = T (n+ 1, k − 2) +
t(n+ k)− t(n)

T (n+ 1, k − 1)− T (n, k − 1)
, k > 0.
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an = x− t(n+ p), n ≥ 1,
bn = T (p+ 1, n)− T (p+ 1, n− 2), n ≥ 0.
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� �� �
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π

2
=

2

1

2

3

4

3

4

5

6

5

6

7

8

7

8

9
. . . ,

/ � �0Y�! ,��� cn �"��� (� 

cn =

⎧⎨
⎩ (n+ 1)/n, n odd
n/(n+ 1), n even.
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π
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2
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9

9−
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11−
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13−
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15−
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17−
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19−
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21−
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{2, 9, 20, 35, 54, . . .} = {(n+ 1) (2n− 1), n ∈ N}.
�
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�  ��02 ��$2 ��"��/� ��  ���/�(
��  � �������� ����3��

d�e� �"��" ∣∣∣f10(0)− π
2

∣∣∣ < 0.23× 10−8,∣∣∣f20(0)− π
2

∣∣∣ < 0.44× 10−16, . . .

���,�" ∣∣∣num(f10(0))− den(f10(0))
π
2

∣∣∣ ≈ 0.070606,∣∣∣num(f20(0))− den(f20(0))
π
2

∣∣∣ ≈ 0.031318, . . . .

���"���" ρ+
�/����"  �� (�,������� ζ(2) �� �� �

ζ(2) =
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k=1

1

k2
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n∑
k=1

1

k2
,
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s0(n) = T (0, 2n) ����,�"
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|num(s0(10))− den(s0(10))ζ(2)| < 0.11× 10−8,

|num(s0(40))− den(s0(40))ζ(2)| < 0.33× 10−17, . . . ,
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a(n) =
n∑

k=0

C(n, k)2C(n+ k, k), b(n) =
n∑

k=0

C(n, k)2C(n+ k, k) c(n, k),
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c(n, k) = 2
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m=1

(−1)m−1
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+

k∑
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m2C(n,m)C(n+m,m)
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a(n) =
n∑
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���$��" /��"�1 ��"� � 0�1 (��(�����3 1
����"�������! ( �3 ����������
��]��"� ���' (�������' 0������1���
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����.' ���"���" 
�/����" a��� � ��������* ����� �(
���2����� d
e �
��" �� (��"���" t(n) = 1/n/(n+1)� a�/ 
 ����,�"' ,�� .�����  ��0� f10(0)
 
*� ��,$�* �.����' ,�" d�e'  �� p = 0, 1, 2, . . . ���,�" ���� �� ��,�����
�(���,�(
���� ("���� � p� _ �
�� ����,�����  ��0� �"�*� �,��2 0��2$�*
 ����' �
� ,�� "��� %�,
� ���
 1 ��2 0���� ��� ��,��������

�� �X�_a_%bX �%�c_wX��k �%�aX%�k �%��&

\ ��2 "� �
��"����" ��������� ���������+,����(�� "� �-��
.�� ����
(� ����3 
�/����"�( � �3 ���������� d("���� � ��������" ����
e �  ��
�
1
���2��(
" ���
.���
�2������

�
� "� (� ���' ��������� 
�/����"� /�������*� ����� �(
���2�����
�
.���
�2��3 ���0������!' ������� ��1(���*� ��
1� � ��
�2 (�(� �0 ���
�
.���
�2����� �3 ��� ��
 �� �������* d�e�

_ �
�� "� �
��� (� ���' ,�� �
��� ���"���' (�����(�3' �,��2 �� ��' �'
(��(����3' �� ����' �
� �0�0Y��2 ����,����� ��1��2�
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^  ��/�! �������' ]�� 
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(
�2 ����*,����2�� 3���$��
�
.���
�2��� ���0������� �����3 �����
��' �� ,�������' ���� ( �0�,��"
�"����� ���"� ���(
"�' ����,���
� ����� �(
���2����2 �����/� �
  ��
 ��
1
���2��(
 ���
.���
�2����� �����! �����
��� �
���"�*�

_0����(����� .�����  ��0�  
*� �
���,$�� �
.���
�2��� ���0�����
��� �����! �����
���' ���,�" (  (�3 �"���
3 d�"� Z	q[e� �� "���� ��
1
�2�
��' ,�� 
�/����" ��������� �3� �"����  
�� �
 �
� �" $
/� n d(�1"����'
� 1
�
1 �(
���"' ���� �
,��
� � $
/
 m > 1e ��,$�� �
.���
�2��� ���0���
����� ,�������' ,�" n�� �� 3� �Y
�  ��02 ]��! �����
����

�
����2�� �
" �1(�����' �
��3 1
"���( �������� �3� �"����' �
���"��'
 �� �����
��� &���� ����� ��  ��
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^"���  
���3 1
"�,
��! �������� ��� �*Y
�

����
 �� ����� ���	 
�	�
�	���	� ������	�����	� ����	 x > 0 � ��	
��
�	����� � 	����	������ ��
��� ��	��� # 
���� ����	�����	� ����	 y

���	����� "���� ���"� 
	��	����"� ��	��"� ����� x$ pn/qn � pn+1/qn+1$

n ∈ N� �	��� 
	��	����� ��	�� ����� y �	�
����� � ���	��"� ��� ����� x

�
�	�� �	 n%� �����������	�
�	�
�
�������	 �,�(� ��� i���� x "���� 1
���
�2 �
� ����,��* .���

��*  ��02 x = [b0; b1, b2, . . . , bn+1, r]' / � 0 < r < ∞ + ]�� ��������� (�Y��
��(����� ,����� a�/ 


pn
qn

= [b0; b1, b2, . . . , bn+1, 0],
pn+1

qn+1
= [b0; b1, b2, . . . , bn+1,∞],

��]��"� ��Y���(��� �
.���
�2��� 0 < s <∞' �
���' ,��

y = [b0; b1, b2, . . . , bn+1, s], i�a���
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_,�(� ��" ��� ��(��" ��""� � �(������ ��� -
��' ,�� ���� ����� ��
(
���2����2 {s(n)} �3� ���� � �(��"� ��� ��� x 0������' ,�" ����� �(
�
���2����2 �� 3� �Y�3  ��0�! {pn/qn} ,���
 x d������* "� �0�1�
,�"' �
�
{K(x, n)}e d���,�" 0������ ( �0�,��"' ,�������" �"����e' �� ����� �(
�
���2����2 �� 3� �Y�3  ��0�! {K(s(n), n)} ��(�
 
�� � �
��(�!  �� ,���
 x'
���� K(x, n) = K(s(n), n)' n > const�

������*�������" ]�� �
0�* ���� �
 ����� �(
���2����� d�e� ��12"�"
,���� e− 2� a�/ 


{K(e− 2, n)} =

{
1,

2

3
,
3

4
,
5

7
,
23

32
,
28

39
,
51

71
,
334

465
,
385

536
,
719

1001
,
6137

8544
,
6856

9545
, . . .

}
, n ≥ 1.

�����	 �!"� �� �	����	�������	��� {s(n)−2} (2) ��	����� � ��	�"�


������ e− 2 �������$ ��" 
	����	�������	��� �� 
	��	����� ��	����

��]��"�' ��/�
��� ��""� �' ����� �(
���2����2 �� 3� �Y�3  ��0�! ,���

e − 2 d�
,��
� � n = 4e "���� /�������(
�2 ���"� �� ����� �(
���2�����
,
���,��3 ��"" {s(n)−2} d�e� %
1�"�����' ]�� ���
 ,�� ]������"���
�2��!
-
��� #� ���(����� �/�  � n = 100�

4��� ���"�� �0v������' ��,�"� ��Y���(��� ����2�� ������3  ��
1
���2��(
���
.���
�2����� ,���
 e� ���
.���
�2����2 ]��/� ,���
 ���"� ��� ��� �1
�/� �
1������� d�e ( ��
1
���" �
"� �"����' �
� �
� ����� �(
���2�����
�� 3� �Y�3  ��0�! � �(���(���*� ��������" ����
 d�"� �����"� ( �
1 � �e�

���(� �"�"�' ]�� ����
.�� �(������ ����,��!' ���� ����� �(
���2����2
�� 3� �Y�3  ��0�! ���
.���
�2��/� ,���
 x �3� ���� � �(��"� ��� ���
d(��0Y� /�(���e "� ������' ,�" ����� �(
���2����2 ,
���,��3 ��"" �� 

4�/��� ,���
 x d�"� Z��[e� #� ���(����� ]�� �
0�* ����  �� ��������3 �1�
(�����3 �����
���

� �� �� (��"� ��/�� ��������2 ��������"��' �
���"��

v = [1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, . . .] =
1

1
+

1

1 · 2 +
1

1 · 2 · 2 +
1

1 · 2 · 2 · 3 + . . . .

4�� �
1������� 4�/���' �
� "���� ���(����2' �3� ���� 1
"���� "� ������'
,�" ����� �(
���2����2 {K(v, n)}�

\
"���"' ,��' (�����(�3' (�,������� �*0�! �� 3� �Y�!  ��0� �
.���
�
�2��/� ,���
 d�
���"��' �
 ��"�2*����e + ]�� (�����  ����"��������!
���.���' ����(
���! �
 
�/����"� X(��� 
' � �� (��/ 
 ����,��� ��� ���
�
.���
�2��/� ,���
' ���� ��
���,����  �� ,���
' 1
 
���/� ( ��
(
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��-"�����' ]�� (��/ 
 �� �
�� ���"� ���(
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�
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����(
�2 ��
(��2����2 (��3 �
! ����3 �� 3� �Y�3  ��0�!'  
�� ���� ���2
(�1"������2 �(���,�(
�2 �
1�� ��* ������
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��-"����� (�� ]�� ���0��"� �� n���3
���,����2*o ��
��Y���(�*�' � (�,������� "���� �,��
�2  ��
1
���2��"��

���(����3' �
"� ,���� x' ���
.���
�2����2 ������/� �� (������"' (��
�0Y� �� �,
��(��� (  
���! (�,�������2��! �3�"�� i���� x ����,
���� �
�
��� �� ����� �(
���2�����' �����
� (�/�� �� �
� d
 1�
,��' � �(������' �"�
��""� � ����e ����� �(
���2����2* �� 3� �Y�3  ��0�! ��������/� ,���
'
������� � ���2 x� ���
.���
�2����2 ��� ]��" 
(��"
��,���� ��� ��� �1 ����
�����( ����
 d�"� �����"� ( �
1 � �e� ��]��"�  ��
1
���2��(�" ���
.���
�2�
����� ,���
 x (  
���! ����
.�� 0��� 0�  ��
1
���2��(� ��/�' ,��  
���!
���.��� �� �0��(
���� � �� ��
0���1��������

����
 #� ����� ���� ��	������� 
	����	�������	��� ����	�������

����� s(n) = pn/qn� �	��� 	�� �������� (������� � ���	�	�	�	 ������� n)

	����	�������	���� 
	��	����� ��	��� ��	��	 
������ x �	��� � �	���	

�	���$ �	���
pn − pn−2

pn−1
=
qn − qn−2

qn−1
= bn ∈ N.

��� &�	" bn �������� ������"� 
��"�������"� (������� � ���	�	�	�	
������� n) � ��
�	����� ����� x � 	����	������ ��
��� ��	���

�	�
�
�������	 ��� ��� �1 �����������/� ������$���� d	e� i�a���

\
"���" �
���' ,�� ( ����(��3 ��""� � .���
�  ��02 4!���
' (�,���
����
�  �� ]��! ����� �(
���2����� �� -��"��
" dse' 
(��"
��,���� 0� ��
�"��2 d�
,��
� � ��������/� �� ���
 ne ,
����� ,�������� an = 1' ,�� ����
(������� ������! (���
 ��!�

�' �
����.' ( ���,
�' ���� �� (�� bn ( ��""� � ��
����� .���"�' ]�� ,����
����� �(
���2����� "���� ������ �������2� x���
�  ��02 4!���
' ����,���
�
� �1 ]��! �� ����� �(
���2����� �� -��"��
" dse' ��
����� ��������"
��
���" �0����(����! .����!  ��0� ,���
 x�

���(� �" ������! ���"��' �
� �
0��
*� ��""� � � � ("����� %
��"����"
��
(�����

f(x) = x3 − 2 = 0,

�����" ������/� �(������ x∗ = 3
√
2� ������" x0 = 1 �

xn+1 = xn − x3n − 2

3 x2n
, n ∈ N0,

,�� �(������ "��� �" �2*���
 ��$���� ������!��/� ��
(����� f(x) = 0�
#��� �2*���
' �
� �1(�����' �"��� �(
 �
��,��* �3� �"���2� ��]��"�

����� �(
���2����2 K(xn, n)  
�� �� 3� �Y��  ��0� ,���
 3
√
2� _ �
�� �3��

 �"���2 ��
1�(
���� ����2 0�����!' ,�� 1�
,����2�� ���Y� �����21�(
�2
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"� �-��
.�* "��� 
 �2*���


xn+1 = K

⎛
⎝xn − x3n − 2

3 x2n
, n+ 1

⎞
⎠ n ∈ N0.

a�/ 
 ����,�" (�� �� 3� �Y��  ��0� xn = K( 3
√
2, n)' n ≥ 1 ,���
 3

√
2� i
���

��� 1�
"��
���� bn' n ≥ 3 ����,�" �� ��""� �h

{bn} = {5, 1, 1, 4, 1, 1, 8, 1, 14, 1, 10, 2, 1, 4, 12, 2, 3, 2, 1, 3, 4, 1, 1, 2, 14, 3, 12, 1, . . .}.
4��� "��� /����
.�� �� 3� �Y�3  ��0�! ,���
 x � �����21�(
���" ���2�

�� �
.���
�2��! 
��-"����� � � �����-��
��" �
,���(
 d��""
 �e �"���
�,�(� ��� ����"�Y���(
 �� ��
(����* � "��� 
"� /����
.�� �� 3� �Y�3
 ��0�!' �����21�*Y�"� 
�������* ��-��"
.�* � ,���� x � ��
(
*Y�*

��-"������

�
� �1(�����' 
�/�0�
�,����� ���
.���
�2����� 3��� ���0���
*��� �
�
.���
�2��"� ,���
"�' ,�" ��
��.�� ������� ��]��"� (��2"
 (�������' ,��
"��� �2*���
 ( ��,��
��� � ��""
"� �' �  
�� ]--����(��! �����0 �
1�
������� �����! ������"�
�2��3 ��
(����! ( �0����(����� .�����  ��0��
�
���"��'  �� ������"
 f(x) = x5 − 2 x4 + 7 x3 + 3 x2 − 1' �"�*Y�/� ���
���2 x∗ ≈ 0.420232964 ≈ 2/5' ����,�" ]��" �����0�" (�� �� 3� �Y��  ��0�
K(x∗, n)' �
,��
� �� (����!� � ,
�������' �0��(
( .����*  ��02 ���� d���
�
�2��e 0��2$�" ,
����" 1�
"��
����"' ����,�" �
.���
�2��� ���0�����
��� ∣∣∣∣∣x∗ −

108

257

∣∣∣∣∣ < 0.5× 10−6.

�
 �" �Y� � �� ���"��  �� ��
��.�� �����/� ��
(������ %
��"����"
��
(�����

f(x) = cosx− sinx = 0,

�����" ������/� �(������ x∗ = π/4� ������" x0 = 1 �

xn+1 = K

⎛
⎝xn + P (xn, n+ 1)

Q(xn, n+ 1)
, n+ 1

⎞
⎠ n ∈ N0,

/ �

P (x, n) =
2n∑
k=0

c1,k x
k

k!
, Q(x, n) =

2n∑
k=0

c2,k x
k

k!
, d�qe

�

c1,n =

⎧⎨
⎩ −1, [(n+ 1)/2], odd

1, [(n+ 1)/2], even.
c2,n =

⎧⎨
⎩ −1, [n/2], odd

1, [n/2], even.

\ ��2 P (x, n) � Q(x, n) ( d�qe + ]�� ����1�� �� �( a�!���
  �� -���.�!
cosx − sin x � cosx + sin x ����(����(����� a�/ 
 ����,�" (�� �� 3� �Y��
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 ��0� xn = K(π/4, n)' n ≥ 1 ,���
 π/4' ���,�" (��3��� ���
1
���� ��""��
��(
��� ( d�qe �� "�/�� 0��2 �"��2$��� d��
,� ����,�" �� (�� �� 3� �Y��
 ��0�e� i
����� 1�
"��
���� bn' n ≥ 3 ����,�" �� ��""� �h

{bn} = {1, 1, 1, 15, 2, 72, 1, 9, 1, 17, 1, 2, 1, 5, 1, 1, 10, 1, 2, 2, 20, 1, 5, 1, 1, 1, 3, 3 . . .}.
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� � ��"�Y2* 
�/����"
 a��� �1 ����1(� ��
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 �(
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 π/2� ��]��"� �� 3� �Y��
 ��0� ����� ��! "���� /�������(
�2 �
� K(π/2, n) = K(f2n(0), n)' n ≥ 1'
/ � fn(0) (�,����*��� �� -��"��� dte�

����� �(
���2����2 d��e' �����
� ��(�
 
�� � ����� �(
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3� �Y�3  ��0�!  ��0� &����  �� ,���
 ζ(2) d�"� Z�[e'  
�� (�� �� 3� �Y��
 ��0� �����
��� ζ(2)' ���� K(ζ(2), n) = K(s0(n), n)' n ≥ 1�

����� �(
���2����2 d�
e' �����
� ��(�
 
�� � ����� �(
���2����2* �� �
3� �Y�3  ��0�!  ��0� &����  �� ,���
 ζ(3) d�"� Z�[e'  
�� (�� �� 3� ��
Y��  ��0� �����
��� ζ(3)' �
,��
� �� (����!' ���� K(ζ(3), n) = K(s0(n), n)'
n ≥ 2�

��� ����� �*Y�3 1�
,���! ζ(σ)' σ > 3' �
� 0��� ��"�,���' �� � 
����
����,��2 ����� �(
���2����� �
.���
�2��3 ���0������!' ������� � �(���
�(����� 0� �������* d�e� _ �
�� ]�� �� �1�
,
��' ,�� ����,����� ���0���
����� ���3�� �
�����(' ��� (��2"
 3���$� ( �0�,��"' ,�������" �"�����

�
� ��
1
���2'  �� ��������� ����� �(
���2�����! d��e �� ρ�
�/����"�
����� (1��2

t(n) =

⎧⎨
⎩ n (n+ 1), σ odd

n, σ even.

���
��!  ��/�! (�0�� t(n) ��  
(
�  
�� ��3���3 ��1��2�
��(�
����� �(
���2����2 s0(n) = T (0, 2n)  �� ,���
 ζ(4)' ����,���
� �� ρ�


�/����"�'  
�� (�� �� 3� �Y��  ��0� �����
��� ζ(4)' �
,��
� � ����2�!' ����
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