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В.А. Балашов, Е.Б. Савенков1, Регуляризованная модель типа фазового поля
для описания системы «жидкость–твердое тело» с учетом химических реак-
ций

Аннотация

В настоящей работе представлена математическая модель типа фазового
поля для описания трехфазной системы типа «жидкость–жидкость–твердое
тело», где твердое тело обладает упругой реологией. При этом предполага-
ется, что одна из жидких фаз химически взаимодействует с твердой. В ка-
честве соответствующих уравнений химической кинетики рассмотрены про-
стые модельные уравнения, описывающие бимолекулярную одностороннюю
реакцию. Особенностью рассматриваемой модели является ее предваритель-
ная регуляризация согласно квазигидродинамической методике. Приведена
полностью явная разностная аппроксимация данной модели. Приведены ре-
зультаты расчета модельной двумерной задачи.

Ключевые слова: квазигидродинамическая регуляризация, фазовое поле,
трехфазная система

V.A. Balashov, E.B. Savenkov, A regularized phase field model for «solid–fluid»
system accounting for chemical reactions.

Abstract

We present regularized phase flield model for description of threephase «fluid–
fluid–solid» system, where solid body obeys elastic rheology. It is assumed that one
of the liquid phases chemically interacts with the solid one. As the corresponding
equations of chemical kinetics, simple model equations describing a bimolecular
reaction are considered. A feature of the model under consideration is its prelimi-
nary regularization according to quasi-hydrodynamic technique. A fully explicit
finite difference approximation of this model is presented. Results of a simulation
in two-dimensional setting are presented.
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1 Введение

Многофазные микротечения, включающие подвижные твердые частицы,
широко распространены в природе и технике. Примерами таких систем яв-
ляются суспензии [1, 2], биологические жидкости вместе с клетками в них [3].
Отдельный интерес для промышленности представляют микротечения, в ко-
торых твердая фаза (в том числе подвижные твердые частицы) участвует в
химических превращениях. Так, например, в нефтегазовой отрасли использу-
ют кислотную обработку призабойной зоны скважины как один из методов
увеличения нефтеотдачи. Поэтому учет химических реакций в течениях с
подвижной твердой фазой является актуальной задачей.

Как правило, в задачах, связанных с динамикой деформируемого твердо-
го тела, используют либо лагранжево, либо смешанное эйлерово–лагранжево
описание среды. Такие модели являются удовлетворительными до тех пор,
пока число твердых тел в системе невелико. В противном случае возникают
значительные технические сложности, связанные с необходимостью отслежи-
вания положения межфазных границ, перестроением сеток, переинтерполя-
цией между сетками и др. (например, процедура “remesh/remap” [4]). Эти
трудности усугубляются при больших деформациях и перемещениях, а так-
же топологических изменениях (например, дробление или растворение твер-
дой частицы, выпадение твердого осадка). Отдельную сложность представ-
ляет задача эффективной реализации таких алгоритмов для использования
на высокопроизводительных вычислительных системах [5]. В связи с этим в
последнее время набирают популярность модели, которые описывают взаимо-
действие жидкости и твердого тела единым («сквозным») образом, используя
эйлерово описание движения среды [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. Одной из моделей
такого типа и посвящена настоящая работа.

Рассматриваемая модель является моделью типа фазового поля (часто от-
носимая к моделям с диффузной границей). В моделях типа фазового поля
предполагается наличие одного или нескольких параметров порядка, кото-
рые позволяют отличить одну фазу от другой. При этом параметры порядка
могут быть введены искусственно, а могут быть характеристиками среды (на-
пример, плотность или концентрация). Предполагается, что свободная энер-
гия Гельмгольца (или другой термодинамический потенциал) зависит как от
самих параметров порядка, так и от их градиентов (поэтому такие модели
также известны как «слабо-нелокальные» или «градиентные»). Кроме того,
важная особенность таких моделей состоит в невыпуклой зависимости сво-
бодной энергии от параметров порядка. Подробнее о методах фазового поля
см., например, [13, 14, 15]. В работах [16, 17, 18] использованы модели типа
фазового поля, в которых учтены химические реакции.

Отметим, что формально в математической модели типа фазового поля

3



понятие фазы не вводится. Однако, описанные выше особенности функцио-
нальной зависимости свободной энергии от своих аргументов обеспечивают
существование пространственных подобластей, занятых смесью практически
однородного состава. Эти области и интерпретируются в настоящей работе
как отдельные фазы. Для задания реологии фазы коэффициенты в соответ-
ствующих определяющих соотношениях взвешены по параметрам порядка.
Например, при использовании закона Гука упругие коэффициенты Ламе за-
висят от концентрации так, что в твердой фазе они имеют некоторое конечное
заданное значение, а в жидкой — равны нулю.

Для описания напряженно–деформированного состояния твердой фазы
будем предполагать, что свободная энергия зависит от тензора деформации
Альманси \bfE (отметим, что такой подход применен, например, в [10, 11, 19]).
При этом тензор \bfE определяется как решение соответствующего эволюцион-
ного уравнения, которое, в свою очередь, является следствием уравнения для
поля дисторсии [20]. Следуя [10, 11, 19], в настоящей работе данное уравнение
рассматривается не как следствие закона движения среды, а как самостоя-
тельный (первичный) закон, описывающий эволюцию \bfE . При таком подходе к
определению напряженно-деформированного состояния тензор деформации
Альманси является одной из первичных и независимых переменных модели.

В настоящей работе рассмотрена модель, описывающая изотермическое
течение трехфазной трехкомпонентной смеси типа «твердое тело – жидкость
– жидкость» в области с периодическими граничными условиями. При этом
предполагается наличие химической реакции, за счет которой твердая фа-
за вступает в реакцию с одной из жидких фаз. В результате твердая фаза
постепенно «растворяется», а на ее поверхности образуется пленка жидко-
сти третьей фазы. Предполагается, что твердая фаза имеет упругую рео-
логию, которая описывается обобщенным законом Гука (ср. [10, 19]). Мо-
дель является трехкомпонентной. В качестве параметров порядка выступа-
ют массовые плотности компонентов (похожие модели представлены в рабо-
тах [21, 22, 10, 11]).

Особенностью рассматриваемой модели является ее предварительная ре-
гуляризация, согласно квазигидродинамической (КГиД) методике: предпола-
гается, что массовая плотность потока смеси \bfitj m в общем случае отличается
от среднего импульса единицы объема \rho \bfitu . Другими словами, \bfitj m = \rho \bfitu  - \rho \bfitw ,
где \bfitu — скорость жидкости, \rho — ее плотность,\bfitw — регуляризующая скорость,
которая пропорциональна малому параметру \tau > 0, имеющему размерность
времени. Это предположение приводит к возникновению дополнительных ма-
лых слагаемых в исходных законах сохранения. Данные слагаемые носят дис-
сипативный характер и в некоторых случаях позволяют увеличить используе-
мый шаг по времени в явных центрально-разностных схемах. Такая регуляри-
зация успешно применяется для различных моделей сплошной среды: модели

4



динамики вязкой жидкости, магнитной гидродинамики, мелкой воды, много-
фазных течений с поверхностными эффектами и др. [23, 24, 25, 26, 27, 28].
Похожие модели регуляризации предлагались также в работах [29].

Ранее КГиД-регуляризованные модели исследовались в работах [30, 31,
32, 33]. В [34] была рассмотрена модель, описывающая двухфазную двухком-
понентную смесь, где одна из фаз имеет упругую реологию.

Представленная работа устроена следующим образом. В разделе 2 для
удобства введены используемые обозначения. В разделе 3 описано уравнение
эволюции тензора деформации. Раздел 4 посвящен описанию регуляризован-
ной модели типа фазового поля. Дискретизация уравнений модели представ-
лена в разделе 5. Заключительный раздел 6 посвящен численному исследо-
ванию построенного метода.

2 Обозначения

Будем рассматривать динамику среды в пространственной области \Omega \subset 
\BbbR 3 с кусочно-гладкой границей \partial \Omega . Зададим декартову систему координат
Ox1x2x3, \bfitx := (x1, x2, x3) с базисными векторами \bfite 1, \bfite 2, \bfite 3.

Векторы обозначаются строчными буквами жирным шрифтом: \bfitu , \bfita , . . . ;
тензоры второго ранга — прописными буквами жирным прямым шрифтом:
\bfF , \bfP , . . . ; скалярные величины — стандартным шрифтом: Fij, A, uk, \varphi , . . . .
Здесь и далее, если не сказано противное, по индексам i, j, r и q (и только по
ним) подразумевается суммирование от 1 до 3; по индексам \alpha , \beta (и только
по ним) подразумевается суммирование от 1 до 2. Символ «\otimes » соответствует
тензорному (диадному) произведению. Равенство по определению обознача-
ется символом «:=». В дальнейшем будем считать, что по определению:

\bfita \cdot \bfitb := aibi, \nabla \varphi := (\partial i\varphi ) \bfite i, \bfA \cdot \bfitu \equiv \bfA \bfitu := Aijuj \bfite i,

\bfA : \bfB := AijBij, \bfA \cdot \bfB := AikBkj\bfite i \otimes \bfite j, \bfitu \cdot \bfA := uiAij \bfite j,

| \bfita | 2 := \bfita \cdot \bfita , tr\bfA := \bfA : \bfI \equiv Aii, \nabla \otimes \bfitu := (\partial iuj) \bfite i \otimes \bfite j,

\bfA \mathrm{T} := Aji\bfite i \otimes \bfite j, \~\bfE : \bfA := \~EijkAjk\bfite i, div\bfA \equiv \nabla \cdot \bfA := (\partial iAij) \bfite j,

| \bfA | 2 := \bfA : \bfA , \nabla \otimes \bfA := (\partial iAjk)\bfite i \otimes \bfite j \otimes \bfite k.

Здесь \bfI := \delta (ij) \bfite i \otimes \bfite j — единичный тензор второго ранга, \delta (ij) — символ
Кронекера, \partial i(\cdot ) := \partial (\cdot )/\partial xi — частная производная по xi, \~\bfE := \~Eijk \bfite i\otimes \bfite j \otimes 
\bfite k — некоторый тензор третьего ранга. Обратим внимание, что дивергенция
тензора берется по первому индексу. Первый и второй главные инварианты
произвольного тензора \bfA второго ранга обозначаются как I1(\bfA ), I2(\bfA ):

I1(\bfA ) := tr\bfA , I2(\bfA ) := 1
2

\bigl[ 
I21(\bfA )  - I1(\bfA 

2)
\bigr] 
.
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Полная (субстанциональная, лагранжева, материальная) производная по
времени t величины f , которая может быть тензором любого ранга, обозна-

чается df/dt либо точкой:
.
f , (f)\cdot ; частная производная по времени t обозна-

чается \partial f/\partial t или \partial tf .

3 Уравнение эволюции тензора деформации

Пусть \circ 
\bfitx — координаты материальной частицы среды в отсчетной конфи-

гурации относительно некоторой (лабораторной) неподвижной системы ко-
ординат; \bfitx — координаты частицы в актуальной конфигурации. Движение
среды задается отображением \bfitx = \bfitchi (

\circ 
\bfitx , t), которое предполагается непре-

рывным, обратное к которому также непрерывно. Введем массовую скорость
\bfitu m материальной частицы \circ 

\bfitx :

\bfitu m :=
\partial \bfitx (

\circ 
\bfitx , t)

\partial t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \circ 
\bfitx 

,

где \partial (\cdot )/\partial t| \circ 
\bfitx 

\equiv d(\cdot )/dt \equiv 
.

(\cdot ) — полная производная по времени t. Таким
образом, материальная (лагранжева) частица среды движется вдоль инте-
гральной линии уравнения d\bfitx /dt = \bfitu m с начальным условием \bfitx (0) =

\circ 
\bfitx .

Материальная производная связана с частной \partial (\cdot )/\partial t| \bfitx \equiv \partial (\cdot )/\partial t по форму-
ле

d(\cdot )
dt

=
\partial (\cdot )
\partial t

+ (\bfitu m \cdot \nabla )(\cdot ). (1)

Следуя [20], введем (эйлеров) тензор дисторсии \bfA с компонентами Aij

\bfA := (\nabla \otimes \circ 
\bfitx )\mathrm{T}, Aij =

\partial 
\circ 
xi
\partial xj

. (2)

Из равенства d \circ 
\bfitx /dt = 0 несложно получить следующее уравнение для тензо-

ра дисторсии [20]
.
\bfA + \bfA \cdot \bfL = \bfzero , (3)

которое описывает эволюцию поля диcторсии. Здесь \bfL := (\nabla \otimes \bfitu m)\mathrm{T} — тензор
градиента массовой скорости. В настоящей работе вместо \bfA удобнее исполь-
зовать тензор деформации Альманси\bfE := 1

2(\bfI  - \bfA \mathrm{T}\cdot \bfA ). Из (3) легко получить
уравнение

.
\bfE  - 1

2(\bfL + \bfL \mathrm{T}) + \bfL \mathrm{T} \cdot \bfE + \bfE \cdot \bfL = \bfzero . (4)

Важно отметить следующее. Уравнение (4) является следствием опреде-
ления дисторсии (2). Однако в дальнейшем мы не будем пользоваться этим

6



определением. Напротив, уравнение (4) мы будем постулировать, а тензор
деформации Альманси будем определять как решение этого уравнения (до-
полненного соответствующими начальными и граничными условиями). Такой
подход использован в [10, 11, 19]. Подчеркнем, что в этом случае тензор \bfE 
является одной из первичных переменных (как плотность, скорость и пр.),
которые определяют состояние системы.

Замечание 1. Также отметим, что уравнение (3) также можно было
бы использовать в качестве базового. Тогда первичной переменной являлся
бы тензор дисторсии (см., например, [35, 19]).

4 Модель трехкомпонентной смеси

Регуляризованная система уравнений, описывающая трехфазную трех-
компонентную изотермическую смесь типа «жидкость–жидкость–твердое те-
ло», представлена следующими законами сохранения массы обоих компонен-
тов, импульса и уравнением эволюции тензора деформации:

\partial t\rho 1 + div(\rho 1\bfitu 
m) = div

\bigl( 
M\nabla 

\bigl[ 
\theta  - 1(\^\mu 1  - \^\mu 2)

\bigr] \bigr) 
+ div

\bigl( 
M\nabla 

\bigl[ 
\theta  - 1(\^\mu 1  - \^\mu 3)

\bigr] \bigr) 
+ \.r1, (5)

\partial t\rho 2 + div(\rho 2\bfitu 
m) =  - div

\bigl( 
M\nabla 

\bigl[ 
\theta  - 1(\^\mu 1  - \^\mu 2)

\bigr] \bigr) 
+ \.r2, (6)

\partial t\rho 3 + div(\rho 3\bfitu 
m) =  - div

\bigl( 
M\nabla 

\bigl[ 
\theta  - 1(\^\mu 1  - \^\mu 3)

\bigr] \bigr) 
+ \.r3, (7)

\partial t(\rho \bfitu ) + div(\rho \bfitu m \otimes \bfitu ) + \nabla p = div\bfPi + div\bfPi \lambda , (8)

\partial t\bfE + \bfitu m \cdot (\nabla \otimes \bfE )  - 1
2

\bigl( 
\nabla \otimes \bfitu m + (\nabla \otimes \bfitu m)\mathrm{T}

\bigr) 
=  - \bfE \cdot (\nabla \otimes \bfitu m)\mathrm{T}  - (\nabla \otimes \bfitu m) \cdot \bfE , (9)

где \rho \alpha (\bfitx , t) > 0 — массовая плотность компонента \alpha = 1, 2, 3, \rho = \rho 1+\rho 2+\rho 3 —
полная плотность смеси, \bfitu m = \bfitu  - \bfitw , \bfitu (\bfitx , t) — среднемассовая скорость
жидкости, \theta > 0 — температура смеси, которая в рассматриваемой работе
является постоянным параметром. Подвижность компонентов характеризу-
ется коэффициентом M(\=\rho ) > 0. Здесь и далее для краткости использовано
обозначение \=\rho := (\rho 1, \rho 2, \rho 3). В уравнениях (5), (6) и (7) присутствуют ис-
точники массы \.r\alpha (\=\rho ), которые учитывают приток массы за счет химических
реакций между компонентами. Для выполнения баланса полной массы смеси
потребуем

\.r1 + \.r2 + \.r3 = 0.

Далее, уравнение (9) следует из (4) с использованием формулы (1) для
полной производной по времени и описывает эволюцию тензорного поля\bfE (\bfitx , t).
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Для большей ясности выпишем (9) в покомпонентной форме:

\partial tEkl + umi \partial iEkl  - 1
2(\partial ku

m
l + \partial lu

m
k ) =  - Eki\partial lu

m
i  - Eil\partial ku

m
i .

Напряжения в смеси определяются тензорами \bfPi := \bfPi NS +\bfPi el +\bfPi \tau и \bfPi \lambda ,
где\bfPi NS := \bfPi NS(\bfitu ) — тензор вязких напряжений Навье–Стокса,\bfPi el — тензор
упругих напряжений, \bfPi \tau := \rho \bfitu \otimes \bfitw — тензор регуляризующих напряжений,
\bfPi \lambda — тензор межфазных (поверхностных, «капиллярных») напряжений:

\bfPi NS(\bfitu ) := 2\eta \bfD + (\zeta  - 2
3\eta )(div\bfitu )\bfI , \bfD := 1

2(\nabla \otimes \bfitu + (\nabla \otimes \bfitu )\mathrm{T}),

\bfPi el := \partial \bfE \psi  - 2\bfE \cdot \partial \bfE \psi ,
\bfPi \lambda :=

\bigl( 
\rho \alpha \lambda \alpha \beta \Delta \rho \beta + 1

2\lambda \alpha \beta \nabla \rho \alpha \cdot \nabla \rho \beta 
\bigr) 
\bfI  - \lambda \alpha \beta \nabla \rho \alpha \otimes \nabla \rho \beta ,

где \eta = \eta (\=\rho ) > 0 и \zeta = \zeta (\=\rho ) \geqslant 0 — коэффициенты динамической и объем-
ной вязкости соответственно; постоянные коэффициенты \lambda \alpha \beta , (\alpha , \beta = 1, 2, 3)
образуют симметричную положительно определенную матрицу.

Для определения остальных величин введем объемную плотность свобод-
ной энергии Гельмгольца \psi :

\psi (\=\rho ,\bfE ,\nabla \=\rho ) := \psi 0(\=\rho ,\bfE ) + 1
2\lambda \alpha \beta \nabla \rho \alpha \cdot \nabla \rho \beta , (10)

где слагаемое \psi 0(\=\rho ,\bfE ) — объемная плотность однородной части свободной
энергии Гельмгольца смеси, а слагаемое, зависящее от \nabla \=\rho , представляет со-
бой межфазную энергию.

В правой части уравнений (5) и (6) величина \^\mu \alpha — обобщенный химиче-
ский потенциал компонента \alpha = 1, 2, 3:

\^\mu \alpha (\=\rho ,\bfE ,\Delta \=\rho ) = \mu \alpha  - \lambda \alpha \beta \Delta \rho \beta , \mu \alpha (\=\rho ,\bfE ) = \partial \rho \alpha \psi 0,

где \mu \alpha — классический химический потенциал, \Delta — оператор Лапласа.
Давление связано с плотностями компонентов соотношением

p(\=\rho ,\bfE ) = \rho 1\mu 1 + \rho 2\mu 2 + \rho 3\mu 3  - \psi 0.

Определяющее соотношение для регуляризующей составляющей скорости
имеет вид

\bfitw = \rho  - 1\tau 
\bigl\{ 

(\rho \bfitu \cdot \nabla )\bfitu + \nabla p - div\bfPi el  - div\bfPi \lambda 
\bigr\} 
. (11)

Здесь \tau = \tau (\=\rho ) \geqslant 0 — релаксационный параметр, имеющий размерность
времени. Слагаемые порядка O(\tau ) можно рассматривать как физически мо-
тивированные регуляризаторы, которые в некоторых случаях позволяют уве-
личить шаг по времени при использовании явных центрально-разностных
аппроксимаций.
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Складывая (5) и (6), получим уравнения для баланса полной массы смеси

\partial t\rho + div(\rho \bfitu m) = 0. (12)

В дальнейшем при построении дискретизации мы будем использовать сле-
дующее недивергентное представление для капиллярных напряжений

div\bfPi \lambda = \rho \alpha \nabla (\lambda \alpha \beta \Delta \rho \beta ), (13)

справедливое в силу симметричности \lambda \alpha \beta (подробнее см., например, [36]).
Аналогичные равенства также использованы, например, в [22, 37, 32].

С учетом (13) и формулы

\nabla \psi 0 = (\partial \rho \alpha \psi 0)\nabla \rho \alpha + (\nabla \otimes \bfE ) : \partial \bfE \psi 0

имеем
\nabla p - div\bfPi \lambda = \rho \alpha \nabla \^\mu \alpha  - (\nabla \otimes \bfE ) : \partial \bfE \psi 0, (14)

где последнее слагаемое в правой части является вектором (\partial iEkl)(\partial \bfE \psi 0)kl\bfite i.
Подставляя (14) в (8) и (11), перепишем уравнение баланса импульса и

регуляризующую скорость в виде

\partial t(\rho \bfitu ) + div(\rho \bfitu m \otimes \bfitu ) + \rho \alpha \nabla \^\mu \alpha  - (\nabla \otimes \bfE ) : \partial \bfE \psi 0 = div\bfPi , (15)

\bfitw = \rho  - 1\tau 
\bigl[ 
\rho (\bfitu \cdot \nabla )\bfitu + \rho \alpha \nabla \^\mu \alpha  - (\nabla \otimes \bfE ) : \partial \bfE \psi 0  - div\bfPi el

\bigr] 
. (16)

Далее предположим, что решение системы (5)–(9) является X-периоди-
ческими функциями относительно (x1, x2, x3), где X = (X1, X2, X3), Xi > 0,
i = 1, 2, 3. В этом случае \Omega = \Omega X := (0, X1) \times (0, X2) \times (0, X3).

5 Дискретизация

Данный раздел посвящен построению пространственной дискретизации
системы уравнений (5)–(9) в трехмерной пространственной области \Omega X . Как
и в [31], вдоль направления xk введем одномерные равномерные сетки \omega kh :=
\{ xkn = nh\} и \omega \ast 

kh := \{ xk(n+1/2) = (n + 0.5)h\} , где n \in \BbbZ , h = Xk/Nk — шаг
по пространству, одинаковый для всех сеток, и k = 1, 2, 3. Пусть HXk

(\omega hk)
и HXk

(\omega \ast 
hk) — пространства Xk-периодических функций, определенных на

введенных сетках.
Для произвольных v \in HXk

(\omega kh) и y \in HXk
(\omega \ast 

kh) введем разностные усред-
нения и отношения

(skv)m - 1/2 = 1
2(vm + vm - 1), (s\ast ky)m = 1

2(ym+1/2 + ym - 1/2),

(\delta kv)m - 1/2 = 1
h(vm  - vm - 1), (\delta \ast ky)m = 1

h(ym+1/2  - ym - 1/2).
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Ясно, что \delta k, sk : HXk
(\omega hk) \rightarrow HXk

(\omega \ast 
hk) и \delta 

\ast 
k, s

\ast 
k : HXk

(\omega \ast 
hk) \rightarrow HXk

(\omega hk).
Производная по времени заменяется разностныи отношением

\delta tv =
\^v  - v

\Delta t
,

где символом «(\^\cdot )» обозначено значение соответствующей величины на новом
временном слое, \Delta t — шаг по времени.

С помощью введенных одномерных сеток, следуя [30], определим набор
трехмерных сеток

\omega h\~1,\~2,\~3 := \omega h\~1 \times \omega h\~2 \times \omega h\~3,

где \omega h\~k = \omega hk для \~k = k и \omega h\~k = \omega \ast 
hk для \~k = k\ast . Обозначим

\omega h \equiv \omega h1,2,3 := \omega h1 \times \omega h2 \times \omega h3, \omega \ast 
h \equiv \omega h1\ast ,2\ast ,3\ast := \omega \ast 

h1 \times \omega \ast 
h2 \times \omega \ast 

h3.

Также введем пространства HX(\omega h\~1,\~2,\~3) X-периодических функций, где
X = (X1, X2, X3).

Теперь с помощью введенных сеток и операторов запишем аппроксима-
цию системы уравнений (5)–(7), (8), (9).

\delta t\rho 1 + \delta i[(s
\ast 
i\rho 1)u

m
i ] = \delta i

\bigl( 
(s\ast iM)\delta \ast i [\theta 

 - 1(\^\mu 1  - \^\mu 2)]
\bigr) 

+ \delta i
\bigl( 
(s\ast iM)\delta \ast i [\theta 

 - 1(\^\mu 1  - \^\mu 3)]
\bigr) 

+ \.r1 на \omega \ast 
h, (17)

\delta t\rho 2 + \delta i[(s
\ast 
i\rho 2)u

m
i ] =  - \delta i

\bigl( 
(s\ast iM)\delta \ast i [\theta 

 - 1(\^\mu 1  - \^\mu 2)]
\bigr) 

+ \.r2 на \omega \ast 
h, (18)

\delta t\rho 3 + \delta i[(s
\ast 
i\rho 3)u

m
i ] =  - \delta i

\bigl( 
(s\ast iM)\delta \ast i [\theta 

 - 1(\^\mu 1  - \^\mu 3)]
\bigr) 

+ \.r3 на \omega \ast 
h, (19)

\delta t ((s\ast k\rho )uk) + \delta \ast k
\bigl( 
(skJk)skuk

\bigr) 
+ (1  - \delta (kj))\delta j

\bigl( 
(s\ast kJj)s

\ast 
juk

\bigr) 
+ (s\ast k\rho \alpha )\delta \ast k\^\mu \alpha  - (\delta \ast kErq)s

\ast 
kKrq

= \delta \ast k\Pi kk + (1  - \delta (kj))\delta j\Pi jk на \omega hk,j\ast ,n\ast , (20)

\delta tEkk + si(u
m
i \delta 

\ast 
iEkk)  - \delta ku

m
k

=  - 2Ekk\delta ku
m
k  - 2(1  - \delta (ik))Eik\delta ks

\ast 
ksiu

m
i на \omega \ast 

h,
(21)

\delta tEkl + si(u
m
i \delta 

\ast 
iEkl)  - 1

2(\delta ks
\ast 
kslu

m
l + \delta ls

\ast 
l sku

m
k )

=  - Ekl\delta lu
m
l  - (1  - \delta (il))Eki\delta ls

\ast 
l siu

m
i

 - Ekl\delta ku
m
k  - (1  - \delta (ik))Eil\delta ks

\ast 
ksiu

m
i на \omega \ast 

h, (k \not = l). (22)

Отметим, что, как и в [30], в суммах вида (1 - \delta (ki))aki, величина akk может
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быть вообще не определена, поскольку (1  - \delta (kk)) \equiv 0. Далее,

Jk = (s\ast k\rho )umk , umk = uk  - wk,

\Pi lk = \Pi NS
lk + \Pi \tau 

lk + s\ast l s
\ast 
k\Pi 

el
lk (k \not = l), \Pi kk = \Pi NS

kk + \Pi \tau 
kk + \Pi el

kk,

\Pi NS
kk \equiv \Pi NS

kk (\bfitu ) = 2\eta \delta kuk + (\zeta  - 2
3\eta ) divh\bfitu , divh\bfitu = \delta iui,

\Pi NS
lk \equiv \Pi NS

lk (\bfitu ) = (s\ast l s
\ast 
k\eta )(\delta \ast l uk + \delta \ast kul) (k \not = l),

\Pi \tau 
kk = sk[(s

\ast 
k\rho )ukwk], \Pi \tau 

kl = (s\ast l uk)s
\ast 
k[(s

\ast 
l \rho )wl] (k \not = l),

\Pi el
ij = Kij  - 2EirKrj, Kij = \partial Eij

\psi 0,

\^\mu \alpha = \mu \alpha  - \lambda \alpha \beta \delta i\delta 
\ast 
i \rho \beta ,

wk =
\tau k
s\ast k\rho 

\Bigl\{ 
 - (\delta \ast kEri)s

\ast 
kKri  - (1  - \delta (kj))\delta js

\ast 
ks

\ast 
j\Pi 

el
jk  - \delta \ast k\Pi 

el
kk + (s\ast k\rho \alpha )\delta \ast k\^\mu \alpha 

+ (s\ast k\rho )uks
\ast 
k\delta kuk + (1  - \delta (ki))(s\ast k\rho )si[(s

\ast 
kui)\delta 

\ast 
i uk]

\Bigr\} 
.

Основными искомыми величинами являются \rho 1, \rho 2, \rho 3, Eij \in HX(\omega \ast 
h) и uk \in 

HX(\omega hk,l\ast ,n\ast ). Таким образом, плотности \rho \alpha и компоненты скорости uk опре-
делены на разнесенных сетках. Также отметим, что \^\mu \alpha , \.r\alpha (\=\rho ), \Pi kk \in HX(\omega \ast 

h),
\Pi lk \in HX(\omega hl,k,n\ast ) (l \not = k), \Pi el

ij \in HX(\omega \ast 
h), wk \in HX(\omega hk,l\ast ,n\ast ). Кроме того, \eta (\=\rho ),

\zeta (\=\rho ), M(\=\rho ) \in HX(\omega \ast 
h); \tau k(sk\=\rho ) \in HX(\omega hk,l\ast ,n\ast ).

Напомним, что если не сказано противное, то по повторяющимся индек-
сам i, j и r подразумевается суммирование от 1 до 3 (и только по ним); по
повторяющимся индексам \alpha и \beta подразумевается суммирование от 1 до 3
(и только по ним).

Заметим, что, складывая (17)–(19) и учитывая \rho = \rho 1 + \rho 2 + \rho 3, а также
\.r1+ \.r2+ \.r3 = 0, получаем дискретный аналог закона сохранения полной массы
смеси (12):

\partial t\rho + \delta i[(s
\ast 
i\rho )umi ] = 0.

6 Основные определяющие соотношения

В настоящем разделе введем определяющие соотношения для изотерми-
ческой трехфазной трехкомпонентной смеси.

Для определенности обозначим фазы как A, B и C. Будем считать, что
фаза A — твердая, то есть обладает упругой реологией, а остальные две —
жидкие.

Одним из ключевых элементов модели является однородная часть свобод-
ной энергии Гельмгольца \psi 0. Зададим ее в виде суммы однородной свободной
энергии смеси в целом \psi \mathrm{m}

0 и дополнительной упругой энергии твердой фазы
\psi el:

\psi 0(\=\rho ,\bfE ) = \psi el(\=\rho ,\bfE ) + \psi \mathrm{m}
0 (\=\rho ).
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Энергию упругих деформаций зададим с помощью следующего обобщенного
закона Гука [10, 19]

\psi el(\bfE , \rho 1, \rho 2) = \mu el\bfE : \bfE + 1
2\lambda el(tr\bfE )2 =

\bigl( 
\mu el + 1

2\lambda el
\bigr) 
I21(\bfE )  - 2\mu elI2(\bfE ),

где \lambda el(\=\rho ) \geqslant 0 — первый коэффициент Ламе, \mu el(\=\rho ) \geqslant 0 — второй коэффици-
ент Ламе (модуль сдвига). Далее, применяя формулы

\partial \bfE I1(\bfE ) = \bfI , \partial \bfE I2(\bfE ) = I1(\bfE ) \bfI  - \bfE ,

получим явное выражение для тензора упругих напряжений:

\partial \bfE \psi el = \lambda elI1(\bfE ) \bfI + 2\mu el\bfE ,

\bfPi el = \partial \bfE \psi el  - 2\bfE \cdot \partial \bfE \psi el.

В жидкой фазе упругая часть свободной энергии \psi el должна быть близкой
к нулю. Для этого коэффициенты упругости зададим зависящими от концен-
трации первого компонента c := \rho 1/(\rho 1 + \rho 2 + \rho 3):

\lambda el(c) = \~\lambda elH(c), \mu el(c) = \~\mu elH(c), H(c) = 1
2 + 1

2 tanh
\bigl( 
30

\bigl( 
c - 1

2

\bigr) \bigr) 
.

Таким образом, в жидкой фазе (преимущественно состоящей из второго ком-
понента) данные компоненты будут практически равны нулю.

Перейдем к заданию однородной части \psi m
0 . В общем случае ее вид опреде-

ляется уравнениями состояния компонентов в каждой фазе. В настоящей ра-
боте мы ограничимся модельным случаем, следуя [11, 10]. Рассмотрим смесь в
фазе A. Тогда при малых отклонениях \rho 1, \rho 2 и \rho 3 от их равновесных значений
\rho A1 , \rho 

A
2 и \rho A3 свободную энергию можно разложить в ряд Тейлора:

\psi A = \psi A(\rho A1 , \rho 
A
2 , \rho 

A
3 ) + (\rho \alpha  - \rho A\alpha )\partial \rho \alpha \psi 

A(\rho A1 , \rho 
A
2 , \rho 

A
3 )

+ 1
2(\rho \alpha  - \rho A\alpha )(\rho \beta  - \rho A\beta )\partial \rho \beta \partial \rho \alpha \psi 

A(\rho A1 , \rho 
A
2 , \rho 

A
3 ) + . . . .

Напомним, что по повторяющимся индексам \alpha и \beta осуществляется сумми-
рование от 1 до 3 (по числу компонентов). Заменяя A на B, получим ана-
логичное представление для свободной энергии смеси \psi B в фазе B, которое
выполняется в окрестности равновесных значений \rho B1 , \rho 

B
2 и \rho B3 . Совершенно

аналогично для фазы C.
Теперь свободную энергию двухфазной смеси для всех значений \rho 1, \rho 2

и \rho 3 определим в следующем виде [10]

\psi \mathrm{m}
0 (\=\rho ) = \psi A\psi B\psi C .

Далее оставим только квадратичные слагаемые в разложении для \psi A, \psi B

и \psi C . Для простоты положим

\partial \rho \alpha \partial \rho \alpha \psi 
A(\rho A1 , \rho 

A
2 , \rho 

A
3 ) = 2A\psi > 0, \partial \rho \alpha \partial \rho \beta \psi 

A(\rho A1 , \rho 
A
2 , \rho 

A
3 ) = 0, \alpha \not = \beta ;
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\rho 1

(a) t = 0 (b) t = 105\Delta t

\rho 2

(c) t = 0 (d) t = 105\Delta t

\rho 3

(e) t = 0 (f) t = 105\Delta t

Рис. 1. Распределение \rho \alpha , в различные моменты времени, \alpha = 1, 2, 3.

и аналогично для фаз B и C. Получим

\psi A(\rho 1, \rho 2) = A\psi [(\rho 1  - \rho A1 )2 + (\rho 2  - \rho A2 )2 + (\rho 3  - \rho A3 )2],

\psi B(\rho 1, \rho 2) = B\psi [(\rho 1  - \rho B1 )2 + (\rho 2  - \rho B2 )2 + (\rho 3  - \rho B3 )2],

\psi C(\rho 1, \rho 2) = C\psi [(\rho 1  - \rho C1 )2 + (\rho 2  - \rho C2 )2 + (\rho 3  - \rho C3 )2].
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(a) Компонент \alpha = 1;
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(b) Компонент \alpha = 2;
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(c) Компонент \alpha = 3;

Рис. 2. Зависимость от времени t массы (на единицу длины, так как задача
двумерная) каждого компонента.

Точки (\rho A1 , \rho 
A
2 , \rho 

A
3 ), (\rho B1 , \rho 

B
2 , \rho 

B
3 ) и (\rho C1 , \rho 

C
2 , \rho 

C
3 ) являются локальными мини-

мумами функции \psi \mathrm{m}
0 .

7 Пример численного расчета

В данном разделе приведены результаты численного моделирования с
использованием дискретизации (17)–(22) и определяющих соотношений из
предыдущего раздела. Программная реализация выполнена с использовани-
ем языка C++ и библиотеки gridmath [38, 39].

Рассмотрена изотермическая трехфазная трехкомпонентная смесь в дву-
мерной периодической области \Omega = [0, X1] \times [0, X2].

Далее в выражении для \psi (см. (10)) для простоты везде положим \lambda \alpha \beta = 0
при \alpha \not = \beta , \lambda 11 = \lambda 22 = \lambda 33; кроме того, зададим A\psi = B\psi = C\psi . Регуляризу-
ющий параметр будем вычислять по формуле

\tau = \alpha \ast h/
\sqrt{} 
A\psi \rho .

Положим параметр \alpha \ast = 0.2. Зададим шаг по пространству h = 10 - 2 мм, шаг
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по времени \Delta t = 9 \cdot 10 - 5 мс.
Зададим параметры смеси:

\rho A1 = 100мкг/мм3, \rho A2 = 0 мкг/мм3, \rho A3 = 0 мкг/мм3,

\rho B1 = 0 мкг/мм3, \rho B2 = 100мкг/мм3, \rho B3 = 0 мкг/мм3,

\rho C1 = 0 мкг/мм3, \rho C2 = 0 мкг/мм3, \rho C3 = 100мкг/мм3,

\lambda 11 = 4\cdot 10 - 9 мм7/(мкг\cdot мс2), A\psi = 8\cdot 10 - 4 мм5/(мс2 \cdot мкг), \theta = 1K, \zeta = 0,M =

0.1мс\cdot мкг\cdot K/мм3, \eta = 1Па\cdot мс, \~\lambda el = \~\mu el = 20Па. Здесь 1мм = 10 - 3 м, 1мкг =
10 - 9 кг, 1мс = 10 - 3 с. Таким образом, фаза A преимущественно состоит из
компонента \rho 1, фаза B — из компонента \rho 2, фаза C — из компонента \rho 3.

Для начальных значений скорости и тензора деформации положим \bfitu 0 = \bfzero 
и \bfE 0 = \bfzero .

Источники \.r1,2,3 в уравнениях (17)–(19) учитывают модельную химиче-
скую реакцию, в которой молекула компонента с номером \alpha = 1 (символ A1)
реагирует с молекулой компонента с номером \alpha = 2 (символ A2); продуктом
реакции является молекула компонента с номером \alpha = 3 (символ A3):

A1 + A2 \rightarrow 2A3.

Здесь для простоты считается, что молекулярные массы всех трех компонен-
тов равны 1. Уравнения кинетики химической реакции имеют вид

\.r1 =  - k\rho 1\rho 2, \.r2 =  - k\rho 1\rho 2, \.r3 = 2k\rho 1\rho 2.

Здесь k = 0.1 — константа химической реакции.
В начальный момент времени присутствует только две фазы: A и B. При

этом фаза B обладает упругой реологией и имеет форму круга.
На рисунках 1(a)–1(f) показана эволюция каждой из трех фаз. Видно, что

круглая частица фазы B уменьшается (см. рисунки 1(c)–(d)). Также умень-
шается объем фазы A (см. рисунки 1(a)–1(b)). При этом на поверхности твер-
дой частицы образуется тонкий слой фазы C (см. рисунки 1(e)–1(f)). Данное
поведение согласуется с графиками зависимости полной массы компонентов,
которые представлены на рисунках 2(a)–2(c). Видно, что начиная с момента
t \approx 2мс полные массы компонентов практически не меняются. Это свиде-
тельствует о том, что химическая реакция прекратилась. В свою очередь,
это связано с тем, что тонкий слой фазы C препятствует контакту фаз A и
B.
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