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Àðîíîâ Ï. Ñ., Ãàëàíèí Ì. Ï., Ðîäèí À. Ñ.
Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â çà-
äà÷àõ ñ èçìåíÿþùåéñÿ êîíôèãóðàöèåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

Ðàññìîòðåíû èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîíòàêòíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ òåðìîóïðóãèõ òåë ñ èçìåíÿþùåéñÿ êîíôèãóðàöèåé êîíòàêòíîé
ïîâåðõíîñòè. Ïðåäñòàâëåíû ðåàëèçàöèè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñèììåò-
ðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSSOR), ìîäèôèöèðîâàííî-
ãî ìåòîäà âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSOR), ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ßêîáè
(MJOR), ìåòîäà Óçàâû, à òàêæå àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâà-
íèè ìåòîäà Ãàóññà ñ äâóìÿ âàðèàíòàìè èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ, ïîçâîëÿ-
þùèõ ó÷èòûâàòü âûõîä èç êîíòàêòà îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ êîíòàêòíîé ãðàíè-
öû. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ â äåìîíñòðàöèîííîé
çàäà÷å, ìîäåëèðóþùåé òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â ó÷àñòêå òåïëîâûäåëÿ-
þùåãî ýëåìåíòà, âêëþ÷àþùåì â ñåáÿ äâå òàáëåòêè è ôðàãìåíò îáîëî÷êè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, mortar-ìåòîä, ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè, ìå-
òîä Óçàâû, òåïëîâûäåëÿþùèé ýëåìåíò.

Aronov P. S., Galanin M. P., Rodin A. S.
Comparison of methods for solving systems of linear equations occurring in
tasks with a changing configuration of the contact surface

The article discusses iterative algorithms for solving systems of linear alge-
braic equations arising when solving problems of contact interaction of ther-
moelastic bodies with a changing configuration of the contact surface. The im-
plementations of the modified symmetric successive upper relaxation method
(MSSOR), modified successive upper relaxation method (MSOR), modified Ja-
cobi method (MJOR) and Uzawa method as well as algorithms based on the
Gauss method with two options for iterative refinement, allowing to consider
the exit from the contact of the contact border sections, are presented. The re-
sults of the application of these algorithms to the demo problem that simulates
thermomechanical processes in the section of the fuel element, which includes
two tablets and a fragment of the shell, are presented.

Key words: contact problem of the elasticity theory, finite element method,
mortar-method, modified method of over relaxation, Uzawa method, fuel ele-
ment.
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1. Ââåäåíèå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ
êîíòàêòèðóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óçëîâ îáîðóäîâàíèÿ çà÷àñòóþ çàðàíåå íåèç-
âåñòíî, êàêèå ó÷àñòêè êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé áóäóò ó÷àñòâîâàòü â êîí-
òàêòå. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ âûïîëíèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå êîíòàêòíûõ çàäà÷ ñ
èçìåíÿþùåéñÿ êîíôèãóðàöèåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. ×èñëåííîå ðåøåíèå
ïîäîáíûõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, ñðåäè êî-
òîðûõ ìîæíî âûäåëèòü ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè [1], ìåòîä øòðàôà [2],
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà [3], â ÷àñòíîñòè mortar-
ìåòîä [4, 5], îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîé âñïîìîãàòåëü-
íîé ñåòêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Â ðàáîòå ïðèâåäåíà äîñòàòî÷íî îáùàÿ ïîñòàíîâêà ìóëüòèêîíòàêòíîé çà-
äà÷è è ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñ ó÷å-
òîì èçìåíåíèÿ êîíôèãóðàöèè êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ òåë èñïîëüçîâàí mortar-
ìåòîä. Äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùåé â õîäå äèñêðåòèçàöèè ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíû
íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ: ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSSOR), ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä âåðõíåé
ðåëàêñàöèè (MSOR), ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ßêîáè (MJOR), ìåòîä Óçà-
âû è äâà âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì. Ïðåäëîæåí-
íûå àëãîðèòìû ïðèìåíåíû ê çàäà÷å, ìîäåëèðóþùåé íåêîòîðûå ïðîöåññû â
òåïëîâûäåëÿþùåì ýëåìåíòå (òâýëå), êîòîðûé ðàáîòàåò â ðåæèìå ïîñòîÿííîé
ìîùíîñòè òåïëîâûäåëåíèÿ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñëåäóþùóþ ãðóïïó îñåñèììåò-
ðè÷íûõ òåðìîóïðóãèõ êîíòàêòèðóþùèõ òåë: âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷-
êè GN ðàñïîëîæåí ñòîëá èç íåñêîëüêèõ ïîñòàâëåííûõ äðóã íà äðóãà îäèíàêî-
âûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òàáëåòîê G1, . . . , GN−1, èìåþùèõ âíóòðåííåå îòâåðñòèå
è ôàñêè íà îáîèõ òîðöàõ (ðèñ. 1). Äàííàÿ çàäà÷à ìîäåëèðóåò òåðìîìåõàíè÷å-
ñêèå ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèõ â òâýëå. Òåëà çàíèìàþò îáëàñòü G =

⋃
α
Gα (α �

èíäåêñ, îáîçíà÷àþùèé íîìåð òåëà), îãðàíè÷åííóþ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂G (∂Gα � ãðàíèöà òåëà α).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé òåë: Sα1 �
íèæíèé òîðåö òåëà ñ íîìåðîì α, S1 = S1

1 ∪SN1 � îáúåäèíåíèå íèæíåãî òîðöà
íèæíåé òàáëåòêè è íèæíåãî òîðöà îáîëî÷êè, Sα2 � âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü

òåëà ñ íîìåðîì α, S2 =
N−1⋃
α=1

Sα2 � îáúåäèíåíèå âíóòðåííèõ ïîâåðõíîñòåé òàá-

ëåòîê, Sα3 � âåðõíèé òîðåö òåëà ñ íîìåðîì α, Sα4 � âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü òåëà
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ñ íîìåðîì α, S4 =
N−1⋃
α=1

Sα4 � îáúåäèíåíèå âíåøíèõ ïîâåðõíîñòåé òàáëåòîê (áåç

ôàñîê).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýôôåêòîì ñâÿçàííîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîýòîìó çà-

äà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè áóäåì ðåøàòü îòäåëüíî, à ïîëó÷åííîå òåìïåðàòóðíîå
ïîëå èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè êîíòàêòíîé çàäà÷è òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà êâàçèñòàöèîíàðíîé êîíòàêòíîé çàäà÷è òåî-
ðèè óïðóãîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáúåìíûå ñèëû îòñóòñòâóþò, âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [6] äëÿ êàæäîãî òåëà α (òîïëèâíîé òàáëåòêè è
îáîëî÷êè), ó÷àñòâóþùåãî â êîíòàêòå, i, j = ¯1, 3:

� óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

σji,j(x, t) = 0, x ∈ Gα; (1)

� êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

uz(x, t) = 0, x ∈ S1; (2)

� ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

σji(x, t)nj = gi(x, t), x ∈ ∂G\S1; (3)

� ñîîòíîøåíèÿ Êîøè

εij(x, t) =
1

2
(ui,j(x, t) + uj,i(x, t)) , x ∈ Gα; (4)

� îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (çàêîí Ãóêà)

σij(x, t) = Cijkl
(
εkl(x, t)− ε0kl(x, t)

)
, x ∈ Gα; (5)

ãäå xi � êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ Gα; σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé;
εkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè; ε0kl � êîìïîíåíòû òåíçîðà íåóïðóãîé
äåôîðìàöèè; ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ; Cijkl � êîìïîíåíòû òåí-
çîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ; gi � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ ñèë; nj �
êîìïîíåíòû âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè Sj. Â
ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü, ÷òî íèæíèå òîðöû îáîëî÷êè è íèæíåé òàá-
ëåòêè çàêðåïëåíû ïî âåðòèêàëè, gi îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî íà âåðõíåì òîðöå
âåðõíåé òàáëåòêè S3 (ïîñòîÿííîå äàâëåíèå 50 ÌÏà) è íà âíåøíåé ïîâåðõíî-
ñòè îáîëî÷êè S6 (ïîñòîÿííîå äàâëåíèå 10 ÌÏà). Â ìîäåëè ó÷èòûâàëîñü, ÷òî
êàæäàÿ òàáëåòêà (êðîìå G1 è GN−1) âñòóïàåò â êîíòàêò ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè
(ñâåðõó è ñíèçó) òàáëåòêàìè è îáîëî÷êîé (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîãî çàçîðà
ìåæäó íèìè íåò).
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ ñëó÷àÿ N = 2

Ðàññìîòðèì ïàðó ïîòåíöèàëüíî êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé, îòíîñÿùèõñÿ ê
òåëàì ñ íîìåðàìè α1 è α2. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñ
¾1¿ âìåñòî ¾α1¿ è ¾2¿ âìåñòî ¾α2¿. Òîãäà äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè S1

k äëÿ ñëó÷àÿ êîíòàêòà áåç òðåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì (äëÿ
ïîâåðõíîñòè S2

k óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî):

σ1τ(x1) = 0, x1 ∈ S1
k; (6)

σ1n(x1) = σ2n(x2) 6 0, x1 ∈ S1
k, x2 ∈ S2

k; (7)

u1n(x1) + u2n(x2) 6 δ0n(x1), x1 ∈ S1
k, x2 ∈ S2

k; (8)

σ1n(x1)
(
u1n(x1) + u2n(x2)− δ0n(x1)

)
= 0, x1 ∈ S1

k, x2 ∈ S2
k. (9)

Çäåñü x1 � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè S1
k, à x2 � ñõîäñòâåííàÿ

òî÷êà, íàõîäÿùàÿñÿ íàïðîòèâ íåå íà ïîâåðõíîñòè S2
k, δ0n(x1) > 0 � ôóíêöèÿ,

çàäàþùàÿ íà÷àëüíûé çàçîð (ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìîãóò
íå ñîïðèêàñàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì), uin = ui · ni, σiτ = σ(ui) · ni · τ i, σin =
σ(ui) · ni · ni.

Â êà÷åñòâå (S1k, S2k) âûñòóïàþòN−2 êîíòàêòíûå ïàðû òàáëåòêà/òàáëåòêà
è N − 1 êîíòàêòíûå ïàðû òàáëåòêà/îáîëî÷êà.

Óñëîâèÿ (6)�(9) ãàðàíòèðóþò, ÷òî íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå S12
k ïîâåðõíîñòè S1

k
è S2

k áóäóò ñîâïàäàòü (çàðàíåå êîíôèãóðàöèÿ è ïîëîæåíèå ýòîãî ó÷àñòêà íåèç-
âåñòíû), ïðè ýòîì íà êîíòàêòèðóþùèå òåëà áóäóò äåéñòâîâàòü ñæèìàþùèå
êîíòàêòíûå ñèëû. Óñëîâèÿ (6)�(9) ó÷èòûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà â íà÷àëüíîé
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êîíôèãóðàöèè êàêèå-òî ó÷àñòêè íå ñîïðèêàñàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, íî â èòîãå
îíè âñòóïàþò â êîíòàêò, èëè íàîáîðîò: â íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ó÷àñòêè
ñîïðèêàñàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, íî â èòîãå ðàñõîäÿòñÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(9) ýêâèâàëåíòíî [7] ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Π =
1

2

∫
G

σTε dG−
∫
S′

uTg dS +

∫
Sk

λn (u2n(x) + u1n(x)− δ0n) dS (10)

ïðè âûïîëíåíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2), ãäå λn � ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîåêöèÿìè âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé íà íàïðàâëåíèÿ
âíåøíèõ íîðìàëåé, un = urnr + uznz.

3. Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé

ïîñëå äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ôóíêöèîíàëà (10) èñïîëüçîâàí ìå-
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíåíû ýëåìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà
íà ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêå. Äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëà ïî êîíòàêòíûì ïîâåðõ-
íîñòÿì âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ mortar-ìåòîäà.

Mortar-ìåòîä ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè îñíîâàí íà
íåçàâèñèìîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëà-
ñòåé ñ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîãëàñîâàííûìè íà ëèíèè êîíòàêòà ñåòêàìè, ïðè
ýòîì íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà [8].

Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà (10), âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ èíòåãðàë ïî êîí-
òàêòíîé ïîâåðõíîñòè, ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [9]:(

A M
MT 0

){
u
λ

}
=

{
R
0

}
, (11)

ãäå

A = diag(A11, . . . ,ANN), (12)

M =
(
M1 . . . MN

)T
, (13)

Mi =
(
Mi1 . . . Miq

)
, (14)

R =
(
R1 . . . RN

)
, (15)

u =
(
u1 . . . uN

)T
, (16)

λ =
(
λ1 λ2 . . . λq−1 λq

)T
, (17)
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ãäå N � êîëè÷åñòâî òåë, q � êîëè÷åñòâî êîíòàêòíûõ ïàð, Aii � ñòàíäàðòíûå
ìàòðèöû æåñòêîñòè äëÿ i òåëà, êîòîðûå èìåþò ðàçìåðíîñòè ni×ni, ìàòðèöà
Mi èìååò ðàçìåðíîñòü ni×m (m � îáùåå êîëè÷åñòâî ââîäèìûõ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà).

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Mi, ñîîòâåòñòâóþùóþ òåëó ñ íîìåðîì i. Òîãäà ìàò-
ðèöàMij, ÿâëÿþùàÿñÿ áëîêîì ìàòðèöûMi è îòâå÷àþùàÿ çà j-þ êîíòàêòíóþ
ïàðó ïîâåðõíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé (Mij = 0), åñëè i-å òåëî íå âõîäèò â j-þ
êîíòàêòíóþ ïîâåðõíîñòü, à åñëè âõîäèò, òî Mij 6= 0.

Áëî÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (11) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ñ ñåäëîâîé òî÷êîé.
Â ìàòðèöå åñòü íóëåâîé áëîê íà äèàãîíàëè, ïîýòîìó äëÿ åå ðåøåíèÿ íåëü-
çÿ èñïîëüçîâàòü áîëüøóþ ÷àñòü êëàññè÷åñêèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ìåòîäû ßêîáè, Ãàóññà � Çåéäåëÿ, SOR,
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ). Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ñèñòåì èñïîëüçóþò ëè-
áî ïðÿìûå ìåòîäû (âàðèàíòû ìåòîäà Ãàóññà), ëèáî ñïåöèàëüíûå èòåðàöèîí-
íûå ìåòîäû. Ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ
ïëîõî îáóñëîâëåííîé, ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîé ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè. Ïîñêîëüêó êîíôèãóðàöèÿ
êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé â ñèñòåìå òåë ìîæåò ìåíÿòüñÿ, òî ÷èñëåííûé àë-
ãîðèòì â ëþáîì ñëó÷àå (äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðÿìûõ ìåòîäîâ) ÿâëÿåòñÿ
èòåðàöèîííûì.

Äëÿ ó÷åòà èíòåãðàëà ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè â (10) ìîæíî ïîñòóïàòü
äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) C÷èòàòü, ÷òî â èíòåãðàë âñåãäà âõîäÿò âñå óçëû ñåòêè, ëåæàùèå íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïîòåíöèàëüíî êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå
â òåõ óçëàõ, êîòîðûå ïî ôàêòó âûõîäÿò èç êîíòàêòà ïðè ìèíèìèçà-
öèè ôóíêöèîíàëà, äîëæíû ïîëó÷èòüñÿ ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà. Â ñèëó èõ ìàëîñòè äîïóñêàåòñÿ âîçíèêíîâåíèå ðàçðûâà
ïî íîðìàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì â ïðîòèâîëåæàùèõ óçëàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê
ñîñåäíèì òåëàì. Ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïîäîáíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî âñå ìàòðè÷íûå áëîêè â (11) èìåþò ïîñòîÿííóþ ðàçìåðíîñòü è
èõ íå íóæíî êîððåêòèðîâàòü â õîäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ãëàâíûì
íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé áåç âíåøíåé êîððåêöèè òåêóùåé êîíôèãóðàöèè ïîâåðõíîñòåé
çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â óçëàõ, êîòîðûå äîëæíû âûéòè èç êîí-
òàêòà, ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, ïîýòîìó ôàêòè÷åñêîãî
âûõîäà èç êîíòàêòà íå ïðîèçîéäåò.

2) Â êîíöå êàæäîé èòåðàöèè êîððåêòèðîâàòü ñïèñîê óçëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê
êîíòàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì (åñëè óçåë âûõîäèò èç êîíòàêòà, òî îí áîëüøå
íå äàåò âêëàä â èíòåãðàë). Ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïîäîáíîãî ïîäõîäà
ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñòðîãî êîíòðîëèðîâàòü âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (6)�(9), à ãëàâíûì íåäîñòàòêîì � òîò ôàêò, ÷òî ðàçìåðíîñòü
áëîêîâ Mij ìîæåò ìåíÿòüñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè, ïîýòîìó óêàçàííûå
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áëîêè è ñâÿçàííûå ñ íèìè âåëè÷èíû íóæíî áóäåò êàæäûé ðàç êîððåê-
òèðîâàòü.

Â ðàáîòå äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå èòåðà-
öèîííûå ìåòîäû [10]: ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ßêîáè (MJOR), ìîäèôèöè-
ðîâàííûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSOR), ìîäèôèöè-
ðîâàííûé ìåòîä ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè
(MSSOR) è ìåòîä Óçàâû. Âî âñåõ ýòèõ ìåòîäàõ íà êàæäîé èòåðàöèè íóæ-
íî ðåøèòü äâà (äëÿ MSSOR � òðè) áëîêà óðàâíåíèé: ïåðâûé áëîê ñîñòîèò
èç ñèñòåì óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó èç ðàññìàòðèâàåìûõ òåë (â
êà÷åñòâå èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ âûñòóïàþò ïåðåìåùåíèÿ), âòîðîé áëîê � èç
ñèñòåì óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé ïàðå êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé
(â êà÷åñòâå èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ âûñòóïàþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà). Îòìå-
òèì, ÷òî êàæäàÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ïî îòäåëüíîñòè ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Â ýòèõ ìåòîäàõ äëÿ ó÷åòà èíòå-
ãðàëà ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåíåí ïåðâûé ñïîñîá. Òàêæå â ðàáîòå
èñïîëüçîâàíû äâà èòåðàöèîííûõ ïðîöåññà äëÿ äâóõ ñïîñîáîâ ó÷åòà èíòåãðà-
ëà ïî êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, â êîòîðûõ íà êàæäîé èòåðàöèè ãëîáàëüíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìå-
íåíèå ïåðâîãî âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ïîçâîëÿåò îäèí ðàç îñóùåñòâèòü LU-
ðàçëîæåíèå ìàòðèöû ñèñòåìû è çàòåì èñïîëüçîâàòü åãî íà âñåõ èòåðàöèÿõ.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîãî âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ìàòðèöà ïîñòîÿííî ìå-
íÿåòñÿ, è LU-ðàçëîæåíèå òðåáóåòñÿ âûïîëíÿòü íà êàæäîé èòåðàöèè.

1) Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ßêîáè (MJOR)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ßêîáè [10], îáîáùåííîãî
íà ñëó÷àé êîíòàêòà íåñêîëüêèõ òåë, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

τ
A11

(
u1

k+1 − u1
k
)

+ A11u1
k + M1λ

k = R1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

τ
ANN

(
uN

k+1 − uN
k
)

+ ANNuN
k + MNλ

k = RN,

−α
τ
B1

(
λk+1
1 − λk1

)
+

N∑
t=1

Mt1
Tut

k = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−α
τ
Bq

(
λk+1
q − λkq

)
+

N∑
t=1

Mtq
Tut

k = 0,

(18)

2) Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè (MSOR)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà âåðõíåé ðåëàêñàöèè [10],
îáîáùåííîãî íà ñëó÷àé êîíòàêòà íåñêîëüêèõ òåë, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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1

τ
A11

(
u1

k+1 − u1
k
)

+ A11u1
k + M1λ

k = R1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

τ
ANN

(
uN

k+1 − uN
k
)

+ ANNuN
k + MNλ

k = RN,

−α
τ
B1

(
λk+1
1 − λk1

)
+

N∑
t=1

Mt1
Tut

k+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−α
τ
Bq

(
λk+1
q − λkq

)
+

N∑
t=1

Mtq
Tut

k+1 = 0,

(19)

Îòìåòèì, ÷òî MSOR îòëè÷àåòñÿ îò MJOR ëèøü òåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
λj èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé ut

k+1 ñ òåêóùåé èòåðàöèè, à íå
ñ ïðåäûäóùåé.

3) Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðå-
ëàêñàöèè (MSSOR)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè [10], îáîáùåííîãî íà ñëó÷àé êîíòàêòà
íåñêîëüêèõ òåë, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:



1

τ
A11

(
u1

k+
1
2 − u1

k

)
+ A11u1

k +M1λ
k = R1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

τ
ANN

(
uN

k+
1
2 − uN

k

)
+ ANNu

k
N + MNλ

k = RN,

− α

2τ
B1

(
λk+1
1 − λk1

)
+

N∑
t=1

Mt1
Tut

k+
1
2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− α

2τ
Bq

(
λk+1
q − λkq

)
+

N∑
t=1

Mtq
Tut

k+
1
2 = 0,

1

τ
A11

(
u1

k+1 − u1
k+

1
2

)
+ A11u1

k+
1
2 + M1λ

k+1 = R1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

τ
ANN

(
uN

k+1 − uN
k+

1
2

)
+ ANNuN

k+
1
2 + MNλ

k+1 = R2,

(20)

Â ìåòîäàõ 1)�3) k � íîìåð èòåðàöèè, α è τ � èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû,
Bi � ìàòðèöû-ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè. Âî âñåõ ýòèõ ìåòîäàõ ïåðåä ïåð-
âîé èòåðàöèåé íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíîå (íóëåâîå) çíà÷åíèå âåêòîðó
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ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ è çàòåì âû÷èñëèòü âåêòîðû ïåðåìåùåíèé ui èç
ïåðâûõ N óðàâíåíèé ñèñòåìû (18)�(20). Ïðè ýòîì MJOR è MSOR ÿâ-
ëÿþòñÿ îäíîýòàïíûìè, à MSSOR � äâóõýòàïíûì. Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ òåë
ñ îäíîé ïàðîé êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâ-
ëèâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà B = M1

T diag {A−111 }M1. Äëÿ ñëó÷àÿ
N òåë è q ïàð êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ÿâ-
ëÿåòñÿ áëî÷íî äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, áëîêè âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: Bi =
N∑
j=1

Mji
Tdiag {A−1jj }Mji.

4) Ìåòîä Óçàâû

Ðåøåíèå ñèñòåìû (11) ìîæíî îñóùåñòâëÿòü è ñ ïîìîùüþ âàðèàíòà ìå-
òîäà Óçàâû [11], â êîòîðîì íà êàæäîé èòåðàöèè íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ
âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui
k+1 = Ai

−1 (Ri −Miλ
k
)
, (21)

λk+1 = λk + ωB−1MTuk+1, (22)

ãäå B � ìàòðèöà-ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü, ω � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð.
Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ òåë â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ìàò-
ðèöà B = M1

T diag {A11
−1}M1.

Äàííûé âàðèàíò ìåòîäà Óçàâû ñîâïàäàåò ñ MSOR ïðè ñëåäóþùåì âû-

áîðå èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ: τ = 1, α =
1

ω
.

5) 1-é âàðèàíò ìåòîäà Ãàóññà (ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì è îáíóëåíèåì
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà)

Íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (åå ðàç-
ìåðíîñòü îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé):

(
A M
MT 0

) ∆u

∆λ

 =

 R−Auk −Mλk

−MTλk

 , (23)

ãäå ∆u = uk+1 − uk, ∆λ = λk+1 − λk+1. Â êîíöå èòåðàöèè îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ êîððåêòèðîâêà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: êîìïîíåíòû λk, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå óçëàì, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ðàñòÿãèâàþùèå êîíòàêòíûå íà-
ïðÿæåíèÿ, ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

6) 2-é âàðèàíò ìåòîäà Ãàóññà (ñ óäàëåíèåì ñòðîê)

Âî âòîðîì âàðèàíòå íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé (åå ðàçìåðíîñòü ìîæåò ìåíÿòüñÿ):
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(
A Mk

MkT 0

){
uk+1

λk+1

}
=

{
R
0

}
. (24)

Â êîíöå èòåðàöèè ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå íîâîãî áëîêàMk+1 ïóòåì óäà-
ëåíèÿ èç áëîêàMk ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì λk, äëÿ êîòîðûõ
âîçíèêàþò ðàñòÿãèâàþùèå êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ. Ýòîò âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ
áîëåå âû÷èñëèòåëüíî êîððåêòíûì, òàê êàê â èíòåãðàëå (10) ó÷àñòâóåò òîëüêî
òîò ó÷àñòîê ãðàíèöû, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6)�(9).

Ìåòîäû 1)�4) ðàáîòàþò òîëüêî òîãäà, êîãäà áëîê A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Ïðè ýòîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ,
êîãäà îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåìîå i-å òåëî íå èìååò çàêðåïëåíèÿ â íàïðàâëå-
íèè îäíîé èç îñåé, ïîýòîìó çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ íåêîððåêòíîé è ìàòðèöà Aii

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ ýòîé ñèòóàöèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñèñòåìó òåë ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñíà÷àëà ðåøèòü
óðàâíåíèÿ äëÿ òåë, êîòîðûå èìåþò íóæíîå êîëè÷åñòâî çàêðåïëåíèé (äëÿ íèõ
ìàòðèöû íå âûðîæäåíû), à ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàòü çàäà÷è äëÿ òåë,
êîòîðûå êîíòàêòèðóþò ñ ïðåäûäóùèìè òåëàìè, äëÿ êîòîðûõ ïåðåìåùåíèÿ
íà òåêóùåé èòåðàöèè óæå ïîëó÷åíû. Èñïîëüçóÿ ýòè ïåðåìåùåíèÿ, ìîæíî ïî-
ñòàâèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ 1-ãî ðîäà íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ äàííûõ
òåë, â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû ñòàíîâÿòñÿ íåâûðîæäåííûìè,
äëÿ íèõ ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ïðîöåäóðó, ïðèâîäÿùóþ èõ ê
ñèììåòðè÷íîìó âèäó. Çàêðåïëåíèå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ëèáî â îäíîì óçëå,
ëèáî â îäíîì ýëåìåíòå (âòîðîé âàðèàíò äàåò ìåíüøåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé,
äëÿ íåãî äàëåå ïðèâåäåíû ãðàôèêè). Ïóñòü òåëî ñ íîìåðîì i2 êîíòàêòèðó-
åò ñ òåëîì ñ íîìåðîì i1 (i2 > i1), äëÿ i1 íà òåêóùåé èòåðàöèè k + 1 (äëÿ

MSSOR � òàêæå è k+
1

2
) çíà÷åíèå ui1

k+1 (äëÿ MSSOR � òàêæå è ui1
k+

1
2 ) óæå

èçâåñòíî. Òîãäà äëÿ âûáðàííîãî ïîäìíîæåñòâà óçëîâ p1, . . . , ps, îòíîñÿùèõñÿ
ê ðàññìàòðèâàåìîé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè òåëà i2, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íîðìàëü-
íûå ïåðåìåùåíèÿ ñîâïàäàþò ñ íîðìàëüíûìè ïåðåìåùåíèÿìè â ñõîäñòâåííûõ
òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè òåëà i1.

uk+1
r,p1nr + uk+1

z,p1nz = ūk+1
n,p1. (25)

Åñëè äëÿ òåëà i2 íå õâàòàåò çàêðåïëåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè z, òî ñ÷èòàåì,
÷òî (ïðè nz 6= 0)

uk+1
z,p1 =

1

nz

(
ūk+1
n,p1 − ukr,p1nr

)
. (26)

Òàêèì îáðàçîì, ñòðîêà â ìàòðèöå Ai2i2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîìó ïåðåìå-
ùåíèþ, ñòàíîâèòñÿ ñòðîêîé åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö
ìàòðèöû Ai2i2 òîæå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ñòîëáöà åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïóòåì
ïåðåíîñà âñåõ ñëàãàåìûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê uk+1

z,p1, â ïðàâóþ ÷àñòü (ïîñêîëüêó
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ýòî ïåðåìåùåíèå èçâåñòíî). Â èòîãå áëîê Ai2i2 ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íûì è
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, êàê è âñÿ ìàòðèöà A.

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Â [12] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷àì, â êîòîðûõ êî-
ëè÷åñòâî òàáëåòîê ìåíÿëîñü îò 2 äî 100. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû îãðàíè÷èì-
ñÿ ñëó÷àåì 2 òàáëåòîê.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ðàññìîòðèì òðè çàäà÷è: â ïåðâîé
îñóùåñòâëÿåòñÿ êîíòàêò ìåæäó äâóìÿ òàáëåòêàìè áåç îáîëî÷êè, ïðè ýòîì
òåìïåðàòóðíîå ïîëå îòñóòñòâóåò; âî âòîðîé çàäà÷å ìåæäó ñîáîé êîíòàêòèðó-
þò äâå òàáëåòêè ñ ïðèëîæåííûì òåìïåðàòóðíûì ïîëåì; â òðåòüåé ìîäåëèðó-
åòñÿ êîíòàêò äâóõ òàáëåòîê è îáîëî÷êè ñ ïðèëîæåííûì òåìïåðàòóðíûì ïî-
ëåì. Òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ îöåíèâàëàñü äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè: ñðàâíåíèåì ïåðåìåùåíèé íà äâóõ ñîñåäíèõ èòåðàöèÿõ ïî ôîðìóëå

(27) è îòíîøåíèåì òåêóùåé íåâÿçêè ðåøåíèÿ ê íà÷àëüíîé íåâÿçêå
||r||
||r0||

. Ïðè

ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε =

√√√√√√√
∑
i
Si

(ûri − uri)2 − (ûzi − uzi)2

u2ri + u2zi∑
i
Si

. (27)

4.1. Çàäà÷à � 1

Íà ðèñ. 2(a)�3(b) ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îòíîñèòåëüíîé òî÷íî-
ñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR, MSOR, MJOR ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè îïòèìàëüíîì (èç ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ)
âûáîðå ïàðàìåòðîâ äëÿ MSSOR ñõîäèìîñòü äîñòèãàåòñÿ çà 22 èòåðàöèè, äëÿ
MSOR � çà 26 èòåðàöèé, äëÿ MJOR � çà 32 èòåðàöèè, à äëÿ ìåòîäà Óçàâû �
çà 267 èòåðàöèé (îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ε = 10−5). Èòåðàöèîííûå ïàðàìåò-
ðû çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ MSSOR, MSOR, MJOR τ = 0, 2, äëÿ
MSSOR α = 1, 5, äëÿ MSOR è MJOR α = 1, 3, äëÿ ìåòîäà Óçàâû ω = 4 ·10−7.
Èòîãîâîå îòíîøåíèå íåâÿçîê äëÿ MSSOR � 2, 41563 · 10−6, äëÿ MSOR �
1, 97911 ·10−6, äëÿ MJOR � 3, 18642 ·10−6, äëÿ ìåòîäà Óçàâû � 5, 16354 ·10−6.
Â äàííîé çàäà÷å êîíôèãóðàöèÿ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè íå ìåíÿåòñÿ (âûõî-
äà èç êîíòàêòà íå ïðîèñõîäèò), ïîýòîìó äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ ìåòîäà Ãàóññà
ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò, èòîãîâîå îòíîøåíèå íåâÿçîê � 1, 84449 · 10−6.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ íà ñõîäèìîñòü ìå-
òîäîâ. Âî âñåõ ìåòîäàõ ïðè èñïîëüçîâàíèè åäèíè÷íîãî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ
ñõîäèìîñòü íå äîñòèãàåòñÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâà-
òåëÿ ìàòðèöû B = MT

1 M1 ñõîäèìîñòü íèêàê íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà α, íî
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çàâèñèò îò ïàðàìåòðà τ , ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ñóùåñòâåííî âîçðàñ-
òàåò. Íàïðèìåð, äëÿ äîñòèæåíèÿ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè ε = 10−5 â ìåòîäå
MSSOR ïðè τ = 0, 5 òðåáóåòñÿ 543 èòåðàöèè.

(a) (b)

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR: a) � ïðå-
äîáóñëàâëèâàòåëü B = M1

T diag {A−1
11 }M1, τ = 0, 2, b) � MSSOR, ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü

B = M1
TM1

(a) (b)

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ a) � MSOR, b) �
MJOR, ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü (äëÿ a) è b)) B = M1

T diag {A−1
11 }M1, τ = 0, 2

Íà ðèñ. 4(a)�5(b) ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà
äâóõ êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê 1-é è 2-é òàáëåòêàì, äëÿ ïåðâîé çà-
äà÷è. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíû
ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ (ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå ðàñõîæäåíèå äëÿ ïå-
ðåìåùåíèé â ïðîòèâîëåæàùèõ óçëàõ ïîâåðõíîñòåé, âû÷èñëåííîå â C-íîðìå,
ñîñòàâëÿåò 0,001645), ãðàôèêè îñåâûõ íàïðÿæåíèé âèçóàëüíî íåîòëè÷èìû
(êðîìå ó÷àñòêà íà ëåâîì êðàþ ïîâåðõíîñòåé). Íàïðÿæåíèÿ âåçäå ÿâëÿþò-
ñÿ ñæèìàþùèìè, ïîýòîìó ïðè îòñóòñòâèè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âûõîäà èç
êîíòàêòà íå ïðîèñõîäèò. Íà 4(a)�5(b) ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ
ïîìîùüþ MSSOR è ìåòîäà Ãàóññà. Îñòàëüíûå ìåòîäû òàêæå äåìîíñòðèðóþò
áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Ìåòîäû MSSOR, MSOR, MJOR â ïðîöåññå ñõîäèìîñòè
êà÷åñòâåííî âåäóò ñåáÿ ïîõîæèì îáðàçîì, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðè-
âîäèòü ãðàôèêè òîëüêî äëÿ MSSOR.
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(a) (b)

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ uz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 1,
a) MSSOR, b) ìåòîä Ãàóññà

(a) (b)

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 1,
a) MSSOR, b) ìåòîä Ãàóññà

4.2. Çàäà÷à � 2

Íà ðèñ. 6�13 ïîêàçàíû ãðàôèêè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå
ìåæäó òàáëåòêàìè äëÿ âòîðîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå èòåðàöèÿì ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçíûìè ìåòîäàìè. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ïðè
èñïîëüçîâàíèè MSSOR è ìåòîäà Óçàâû îñöèëëÿöèè çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé
è íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèå ñ ïåðâûõ èòåðàöèé, ïîñòåïåííî óìåíüøàþòñÿ,
à ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà Ãàóññà ïîñòåïåííî ìåíÿ-
þòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, ïðè ýòîì îñöèëëÿöèé ïðàê-
òè÷åñêè íå âîçíèêàåò. Íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ìåòîäà
Ãàóññà â êîíòàêòå íàõîäÿòñÿ âñå óçëû ãðàíèöû ìåæäó òàáëåòêàìè, âïîñëåä-
ñòâèè êîíôèãóðàöèÿ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ìåíÿåòñÿ. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ
ïðèìåðíî îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è
íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå ðàçíûìè ìåòîäàìè, îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî áëèç-
êè. Äëÿ MSSOR óæå íà 3-é èòåðàöèè èç êîíòàêòà âûõîäèò çíà÷èòåëüíàÿ
÷àñòü ïîâåðõíîñòíûõ óçëîâ, à ê 7-é èòåðàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ èòîãîâàÿ êîí-
ôèãóðàöèÿ êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ MSSOR ñõîäèìîñòü äîñòèãàåòñÿ
çà 31 èòåðàöèþ, äëÿ MSOR � çà 43 èòåðàöèè, äëÿ MJOR � çà 39 èòåðà-
öèé, äëÿ ìåòîäà Óçàâû � çà 285 èòåðàöèé, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ
îáíóëåíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � çà 26 èòåðàöèé, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà
Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê � çà 8 èòåðàöèé (îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ε = 10−5).
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Èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ MSSOR, MSOR,
MJOR τ = 0, 2, äëÿ MSSOR α = 1, 25, äëÿ MSOR è MJOR α = 1, 3, äëÿ
ìåòîäà Óçàâû ω = 4 · 10−7. Èòîãîâîå îòíîøåíèå íåâÿçîê äëÿ MSSOR �
8, 1984 · 10−6, äëÿ MSOR � 7, 6873 · 10−6, äëÿ MJOR � 7, 5376 · 10−5 äëÿ
ìåòîäà Óçàâû � 5, 8191 ·10−5, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ îáíóëåíèåì ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà � 7, 4568 · 10−5, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ óäàëåíèåì
ñòðîê � 4, 6152 · 10−5. Ïðè èñïîëüçîâàíèè åäèíè÷íîãî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ
ñõîäèìîñòü íå äîñòèãàåòñÿ.

a) b)

c) d)

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ uz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 2, MSSOR:
a) 3-ÿ èòåðàöèÿ, b) 9-ÿ èòåðàöèÿ, c) 18-ÿ èòåðàöèÿ, d) 31-ÿ èòåðàöèÿ

Íà ðèñ. 14(a)�14(b) ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè íåâÿçêè ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò ÷èñëà èòåðàöèé è ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò-
íîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé äëÿ MSSOR, MSOR, MJOR è
äâóõ âàðèàíòîâ ìåòîäà Ãàóññà. Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî MSSOR
ñõîäèòñÿ íåñêîëüêî áûñòðåå, ÷åì ìåòîä Ãàóññà ñ îáíóëåíèåì ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà, òîãäà êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê èñ-
êîìàÿ êîíôèãóðàöèÿ êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëå 8 èòå-
ðàöèé.
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ uz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 2, ìåòîä
Óçàâû: a) 25-ÿ èòåðàöèÿ, b) 100-ÿ èòåðàöèÿ, c) 200-ÿ èòåðàöèÿ, d) 285-ÿ èòåðàöèÿ

a) b)

c) d)

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ uz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 2, ìåòîä
Ãàóññà ñ îáíóëåíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: a) 1-ÿ èòåðàöèÿ, b) 8-ÿ èòåðàöèÿ, c) 16-ÿ
èòåðàöèÿ, d) 26-ÿ èòåðàöèÿ
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ uz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 2, ìåòîä
Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê: a) 1-ÿ èòåðàöèÿ, b) 2-ÿ èòåðàöèÿ, c) 6-ÿ èòåðàöèÿ, d) 8-ÿ èòåðàöèÿ

a) b)

c) d)

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 2, MSSOR:
a) 3-ÿ èòåðàöèÿ, b) 9-ÿ èòåðàöèÿ, c) 18-ÿ èòåðàöèÿ, d) 31-ÿ èòåðàöèÿ
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 2, ìåòîä
Óçàâû: a) 25-ÿ èòåðàöèÿ, b) 100-ÿ èòåðàöèÿ, c) 200-ÿ èòåðàöèÿ, d) 285-ÿ èòåðàöèÿ

a) b)

c) d)

Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 2, ìåòîä
Ãàóññà ñ îáíóëåíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: a) 1-ÿ èòåðàöèÿ, b) 8-ÿ èòåðàöèÿ, c) 16-ÿ
èòåðàöèÿ, d) 26-ÿ èòåðàöèÿ
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷è � 2, ìåòîä
Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê: a) 1-ÿ èòåðàöèÿ, b) 2-ÿ èòåðàöèÿ, c) 6-ÿ èòåðàöèÿ, d) 8-ÿ èòåðàöèÿ

(a) (b)

Ðèñ. 14. a) � Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR, τ = 0, 2
è ìåòîäà Ãàóññà, çàäà÷à � 2, b) � Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ íåâÿçîê îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ
MSSOR, τ = 0, 2 è ìåòîäà Ãàóññà, çàäà÷à � 2
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4.3. Çàäà÷à � 3

Â äàííîé çàäà÷å ìîäåëèðóåòñÿ êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ òàáëåòîê
äðóã ñ äðóãîì è ñ îáîëî÷êîé ñ ó÷åòîì ïðèëîæåííîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Íà
ðèñ. 15�22 ïîêàçàíû ãðàôèêè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè, à òàêæå ìåæäó òàáëåòêàìè è îáîëî÷êîé, ñîîòâåòñòâóþùèå èòå-
ðàöèÿì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçíûìè ìåòîäàìè. Èç ðèñóí-
êîâ âèäíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñèììåòðè÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè îñöèëëÿöèè çíà÷åíèé ïåðåìåùåíèé è
íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèå ñ ïåðâûõ èòåðàöèé, ïîñòåïåííî óìåíüøàþòñÿ, à
ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà Ãàóññà ïîñòåïåííî ìåíÿþò-
ñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, ïðè ýòîì îñöèëëÿöèé ïðàê-
òè÷åñêè íå âîçíèêàåò. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ çàäà÷è ñ îáîëî÷êîé
çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ MSSOR, îòëè÷àþòñÿ îò çíà-
÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà (áåç èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ),
ïðèìåðíî íà 30%. Äëÿ MSSOR ñõîäèìîñòü äîñòèãàåòñÿ çà 32 èòåðàöèè, äëÿ
MSOR � çà 48 èòåðàöèé, äëÿ MJOR � çà 40 èòåðàöèé, äëÿ ìåòîäà Óçàâû � çà
285 èòåðàöèé, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ îáíóëåíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà � çà 27 èòåðàöèé, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê � çà
12 èòåðàöèé (îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ε = 10−5). Èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû
çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ MSSOR, MSOR, MJOR τ = 0, 2, α = 1, 3,
äëÿ ìåòîäà Óçàâû ω = 4 · 10−7. Èòîãîâîå îòíîøåíèå íåâÿçîê äëÿ MSSOR �
6, 1543·10−5, äëÿ MSOR � 6, 3552·10−5, äëÿ MJOR � 5, 2689·10−5 äëÿ ìåòîäà
Óçàâû � 5, 8191 ·10−5, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ îáíóëåíèåì ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà � 3, 1291 · 10−6, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê �
6, 4973·10−5. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâ-
ëèâàòåëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ MSSOR, MSOR, MJOR è
ìåòîäà Óçàâû îòñóòñòâóåò ïðè ëþáîì èñïîëüçîâàííîì âûáîðå èòåðàöèîííûõ
ïàðàìåòðîâ.

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäîâ MJOR, MSOR è MSSOR ïî ñðàâíå-
íèþ ñ èòåðàöèîííûìè ïðîöåññàìè, îðãàíèçîâàííûìè íà îñíîâå ìåòîäà Ãàóñ-
ñà, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ñîïîñòàâèìî, íî ïðè ýòîì ðåøàåòñÿ
íåñêîëüêî ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè ni (äëÿ ïåðåìåùåíèé â
i-ì òåëå) è mj (äëÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â j-é êîíòàêòíîé ïàðå) ìåòîäîì

ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ õàðàêòåðíûì ÷èñëîì îïåðàöèé O(n
3/2
i ), à ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ãàóññà íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè n =

∑
i
ni +

∑
j
mj ñ õàðàêòåðíûì ÷èñëîì îïåðàöèé

O(n3).
Â ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ n1 = 810, n2 = 810, n3 = 702, m1 = 21, m2 = 21,

m3 = 21. Îáùåå âðåìÿ ðàñ÷åòà äëÿ MSSOR ñîñòàâèëî 14,8 ñ, äëÿ MSOR �
11,2 ñ, äëÿ MJOR � 9,5 ñ, äëÿ ìåòîäà Óçàâû � 31,4 c, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà
Ãàóññà ñ îáíóëåíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � 89,5 ñ, äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà
Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê � 54,7 ñ.
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 15. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ uz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè äëÿ çàäà÷è � 3, MSSOR: a) 4-ÿ èòåðàöèÿ, b) 10-ÿ èòåðàöèÿ, c) 20-ÿ èòåðàöèÿ,
d) 32-ÿ èòåðàöèÿ

a) b)

c) d)

Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ur(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè è îáîëî÷êîé äëÿ çàäà÷è � 3, MSSOR: a) 4-ÿ èòåðàöèÿ, b) 10-ÿ èòåðàöèÿ, c)
20-ÿ èòåðàöèÿ, d) 32-ÿ èòåðàöèÿ
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 17. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ uz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè äëÿ çàäà÷è � 3, MSSOR: a) 4-ÿ èòåðàöèÿ, b) 10-ÿ èòåðàöèÿ, c) 20-ÿ èòåðàöèÿ,
d) 32-ÿ èòåðàöèÿ

a) b)

c) d)

Ðèñ. 18. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè è îáîëî÷êîé äëÿ çàäà÷è � 3, MSSOR: a) 4-ÿ èòåðàöèÿ, b) 10-ÿ èòåðàöèÿ, c)
20-ÿ èòåðàöèÿ, d) 32-ÿ èòåðàöèÿ
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 19. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ uz(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè äëÿ çàäà÷è � 3, ìåòîä Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê: a) 1-ÿ èòåðàöèÿ, b) 2-ÿ
èòåðàöèÿ, c) 9-ÿ èòåðàöèÿ, d) 12-ÿ èòåðàöèÿ

a) b)

c) d)

Ðèñ. 20. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ur(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè è îáîëî÷êîé äëÿ çàäà÷è � 3, ìåòîä Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê: a) 1-ÿ èòåðàöèÿ,
b) 2-ÿ èòåðàöèÿ, c) 9-ÿ èòåðàöèÿ, d) 12-ÿ èòåðàöèÿ
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a) b)

c) d)

Ðèñ. 21. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σr(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè äëÿ çàäà÷è � 3, ìåòîä Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê: a) 1-ÿ èòåðàöèÿ, b) 2-ÿ
èòåðàöèÿ, c) 9-ÿ èòåðàöèÿ, d) 12-ÿ èòåðàöèÿ

a) b)

c) d)

Ðèñ. 22. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(r) â óçëàõ ýëåìåíòîâ íà ãðàíèöå ìåæäó
òàáëåòêàìè è îáîëî÷êîé äëÿ çàäà÷è � 3, ìåòîä Ãàóññà ñ óäàëåíèåì ñòðîê: a) 1-ÿ èòåðàöèÿ,
b) 2-ÿ èòåðàöèÿ, c) 9-ÿ èòåðàöèÿ, d) 12-ÿ èòåðàöèÿ



25

(a) (b)

Ðèñ. 23. a) � Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR, τ = 0, 2,
çàäà÷à � 3, b) � Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ íåâÿçîê îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR, τ = 0, 2,
çàäà÷à � 3

(a) (b)

Ðèñ. 24. a) � Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ MSSOR,
τ = 0, 25, çàäà÷à � 3, b) � Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ
MSSOR, τ = 0, 5, çàäà÷à � 3

(a) (b)

Ðèñ. 25. a) � Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ
ìåòîäà Ãàóññà, çàäà÷à � 3, b) � Çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ íåâÿçîê îò ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ
äâóõ âàðèàíòîâ ìåòîäà Ãàóññà, çàäà÷à � 3
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Ðàññìîòðèì ãðàôèêè çàâèñèìîñòè íåâÿçêè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé îò ÷èñëà èòåðàöèé è ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íî-
ñòè îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé äëÿ MSSOR, MSOR, MJOR è äâóõ âàðèàíòîâ ìå-
òîäà Ãàóññà (ðèñ. 23(a)�25(b)). Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé,
òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè â ìåòîäàõ MSSOR, MSOR è
MJOR äîâîëüíî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ.
Äëÿ âñåõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ñõîäèìîñòü íå
íàáëþäàåòñÿ ïðè ëþáîì èñïîëüçîâàííîì âûáîðå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ, à äëÿ
äâóõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ Ãàóññà ñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èé â ñõîäèìîñòè íå íà-
áëþäàåòñÿ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêàÿ è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëè äëÿ çàäà÷è êîí-
òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë â òåïëîâûäåëÿþùåì ýëåìåíòå â îñåñèììåòðè÷-
íîé òåðìîóïðóãîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òåïëîâîé è ìåõàíè-
÷åñêîé çàäà÷ èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ èñïîëüçîâàí mortar-ìåòîä, äëÿ ðåøå-
íèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (çàäà÷à ñ ñåäëîâîé òî÷êîé)
ïðèìåíåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû MSSOR, MSOR, MJOR, ìåòîä Óçàâû, à
òàêæå äâà âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì. Íà ïðèìåðå
òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçàíî, êàê ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ó÷èòûâàþò âûõîä
èç êîíòàêòà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåäñòàâëåíû ðå-
çóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ äåìîíñòðàöèîííîé
çàäà÷è, ìîäåëèðóþùåé íåêîòîðûå ïðîöåññû â òâýëå äëÿ ðåæèìà ñ ïîñòîÿí-
íîé ìîùíîñòüþ òåïëîâûäåëåíèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî MSSOR, MSOR,
MJOR è ìåòîä Óçàâû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èñêîìóþ êîíôèãóðàöèþ êîíòàêò-
íîé ïîâåðõíîñòè áåç äîïîëíèòåëüíîãî âìåøàòåëüñòâà â àëãîðèòì, îäíàêî êî-
ëè÷åñòâî èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, â ìåòîäå
Óçàâû ñóùåñòâåííî áîëüøå. Òàêæå ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà ìåòîäà Ãàóññà
ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì: â îäíîì èç íèõ íà êàæäîé èòåðàöèè â óçëàõ
êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ïîëàãàëèñü ðàâ-
íûìè íóëþ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, à â äðóãîì � èç ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé óäàëÿëèñü ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëÿì Ëàãðàíæà äëÿ òàêèõ
óçëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì
âñåõ ìåòîäîâ äîñòàòî÷íî áëèçêè, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ MSSOR, MSOR,
MJOR è âàðèàíòîâ ìåòîäà Ãàóññà ñîïîñòàâèìî, îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè
MSSOR, MSOR, MJOR è ìåòîäà Óçàâû ðåøàåòñÿ íåñêîëüêî ñèñòåì ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, à
ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ãàóññà � ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé áîëüøåé ðàç-
ìåðíîñòè.
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