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Быковская Е. Н., Шапранов А. В., Мажукин В. И. 

Анализ погрешности аппроксимации двухслойных разностных схем 

для уравнения Кортевега де-Вриза  

Представлено семейство двухслойных конечно-разностных схем с весами. 

На примере численного решения модельных задач о распространении 

одиночного солитона и взаимодействии двух солитонов показано высокое 

качество явно-неявных схем типа Кранка-Николса с весовым параметром 0.5 и 

вторым порядком аппроксимации по временной и пространственной 

переменной. Для полностью неявных двухслойных разностных схем с весовым 

параметром 1, первым порядком по времени и вторым по пространству 

характерны абсолютная устойчивость с невысокой точностью решения из-за 

высокой погрешности аппроксимации. Семейство явно-неявных  разностных 

схем абсолютно неустойчиво в случае преобладания параметра явности менее, 

чем 0.5. Анализ структуры погрешности аппроксимации, выполненный с 

использованием метода модифицированного уравнения, подтвердил результаты 

численного моделирования. 

Ключевые слова: двухслойные разностные схемы, погрешность 

аппроксимации, уравнение Кортевега де-Вриза, солитонное решение. 

 

Elena Nikolaevna Bykovskaya, Alexander Viktorovich Shapranov, Vladimir 

Ivanovich Mazhukin 

Analysis of the error of approximation of two-layer difference schemes for 

the Korteweg de Vries equation 

A family of weighted two-layer finite-difference schemes is presented. Using 

the example of the numerical solution of model problems on the propagation of a 

single soliton and the interaction of two solitons, the high quality of explicit-implicit 

schemes of the Crank-Nichols type with a weight parameter of 0.5 and a second order 

of approximation in the time and space variables is shown. Absolute stability with a 

low accuracy of the solution due to a large approximation error is characteristic of 

completely implicit two-layer difference schemes with a weight parameter of 1, first 

order in time and second in space. A family of explicitly implicit difference schemes 

is absolutely unstable if the explicitness parameter less than 0.5 prevails. Analysis of 

the structure of the approximation error, performed using the modified equation 

method, confirmed the results of numerical simulation. 

Key words: Two-layer finite-difference schemes, Korteweg-de Vries equation, 

Euler variables, Soliton solutions 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных 

исследований, проект № 19-07-01001. 

 



1.  Введение 
Теория нелинейных волн изначально была связана с исследованиями задач 

газо- и гидродинамики,  включающими в себя ряд разнообразных и ярких 

проблем прикладного и фундаментального характера [1], которые приводят к 

необходимости анализа огромных и растущих данных, связанных с 

многомерной нелинейной динамикой. 

Первоначально уравнение Кортевега де-Вриза (KdV) возникло из 

потребностей гидродинамики [2, 3], связанных с распространением  

нелинейных уединенных волн на мелкой воде [4, 5], закончившихся открытием 

солитона [6]. Уравнение KdV было первым нелинейным волновым уравнением, 

имеющим солитонные решения. Отметим, что открытие солитона [6] было 

осуществлено на основе вычислительного эксперимента. Как оказалось, 

солитоны, представляющие собой устойчивое образование, обладают рядом 

удивительных свойств. Так, распространение солитона в виде нелинейной 

уединенной волны позволяет ему при своём движении сохранять форму и 

скорость. Кроме того, для солитонов характерно упругое взаимодействие друг с 

другом. В процессе  столкновения они вначале деформируются, а затем 

восстанавливают свои исходные параметры и свою первоначальную форму. 

Учитывая, что распространение солитона описывается нелинейным 

уравнением, то принцип суперпозиции, как он понимается в линейных 

системах, согласно которому сумма частных решений также является 

решением, для него не выполняется. Солитоны именно взаимодействуют между 

собой, вначале деформируясь, а затем восстанавливая свои исходные 

параметры в отличие от линейных систем решения, которые проходят друг 

сквозь друга. Единственным результатом взаимодействия солитонов может 

быть некоторый сдвиг фаз. Это служит подтверждением того, что солитоны 

являются именно нелинейными решениями.  

Благодаря быстрому развитию высокопроизводительной вычислительной 

технике, вычислительных алгоритмов и методов современного 

математического моделирования стали возможными исследования все более 

сложных проблем гидродинамики [7], нелинейной оптики [8], физика плазмы 

[9, 10] и  твердого тела [11]. Однако, поскольку сложность исследуемых 

проблем опережает развитиеиспользуемой вычислительной техники, проблема 

увеличения эффективности математических методов и подходов остаётся 

актуальной. 

Активное использование солитонов в исследовании и решении 

нелинейных волновых уравнений [12], описывающих физические явления во 

многих областях [13], стимулировало интерес к методам решения уравнения 

KdV. Уравнение KdV решалось численно различными методами, такими как 

метод Галеркина [14 - 16], метод коллокаций [17, 18], метод конечных 

элементов [19 -21], конечно-разностный метод [22 - 30] и др.  Выбор того или 

иного метода численного решения во многом определяет качество численного 
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моделирования. Необходимо также иметь в виду, что далеко не безразлично, за 

счет каких затрат достигается конечный результат моделирования. Поэтому 

вполне естественно на вычислительные алгоритмы наложить требование не 

только устойчивости и экономичности, но и простоты реализации. В 

наибольшей степени совокупностью этих свойств обладают конечно-

разностные методы.  

Ранее в работах [24, 25] сообщалось о результатах анализа двухслойных 

разностных схем для уравнения KdV с точки зрения интегральных законов 

сохранения. Использовалось понятие L2-консервативности разностной схемы 

как способности ее решения удовлетворять сеточным аналогом законам 

сохранения [31, 32]. Принцип L2-консервативности позволяет при построении 

эффективных алгоритмов следить за тем, чтобы в них выполнялись сеточные 

аналоги основных свойств дифференциальной задачи. 

На основе принципа L2-консервативности для уравнения Кортевега-де 

Вриза было показано, что явные двухслойные разностные схемы не 

удовлетворяют условию L2-консервативности и, более того, являются 

абсолютно неустойчивыми даже в наиболее слабой норме L2. Этот принцип в 

этих же работах был применён для построения семейства трехслойных 

полностью консервативных (консервативных и L2-консервативных) разностных 

схем с весами. 

В данной работе численно и аналитически исследуется семейство 

двухслойных разностных схем для уравнения KdV, включающее в себя как 

явные, так и неявные схемы. 

2.  Постановка задачи 
Уравнение KdV в дивергентной форме 
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включает в себя нелинейный и дисперсионный члены, конкуренция которых и 

определяет поведение решения. Решение уравнения (1) представляется в виде 

движущегося солитона.  

Солитон представляет собой стационарный однополярный импульс, 

бегущий в положительном направлении оси X со скоростью Q 
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где QA 3  – амплитуда и Q 4  – полуширина (на уровне 0.42A) 

солитона. Аналитическое представление солитона будет использовано для 

тестирования вычислительного метода. 

Для завершения формулировки задачи Коши необходимо задать краевые 

условия. В качестве начального условия задаётся сеточное представление 

солитона (2). Для уравнения (1) требуется задание трех граничных условий на 

двух границах конечной расчетной области [0,L]. 
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0

2

2






x
x

u . На правой границе: 0,0 








Lx
Lx x

u
u . (3) 

3.  Конечно-разностная аппроксимация 
В пространстве переменных Ω(x,t) строим разностную равномерную по х 

сетку 
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на которой определяется сеточная функция ),( k
m

k
m txuu  . 

Используя (4), представим семейство конечно-разностных схем для 

аппроксимации уравнения (1): 
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где 1)1(   k
m

k
m

k
m uuu  ,  – весовой коэффициент, значения  которого σ є [0 

– 1] определяют степень “неявности” разностной схемы. Значению σ = 0 

соответствует полностью явная, а значению σ = 1 – полностью неявная 

разностная схема. 

Во всех конечно-разностных схемах (5) реализован 2-й порядок 

аппроксимации по пространственной x для производных, как 1-го порядка, так 

и 3-го. По временной переменной t для всех значений 5.0  схемы (5) имеют 

1-й порядок аппроксимации. При 5.0  выражение (5) представляет собой 

неявную разностную схему типа Кранка-Николса со вторым порядком 

аппроксимации по времени. На рис. 1. показаны сеточные шаблоны для разных 

значений . 
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4.  Вычислительный алгоритм 
Разностная аппроксимация (5), примененная к внутренним точкам 

расчетной области, порождает систему нелинейных уравнений относительно 

величин u~  на новом временном слое. Эта система решается на каждом шаге по 

времени итерационным методом Ньютона, для чего выполняется процедура ее 

линеаризации, после которой она преобразуется в линейную систему уравнений 

с 5-диагональной (ленточной) матрицей. В единственном случае 0  матрица 

вырождается в единичную, а схема становится явной. 

 

 

 

 

Рис. 1.  Cеточные шаблоны, реализуемые схемой (5), для разных значений .  

(a) σ=0, т.е. u
k+σ

 = u
k
 (явная р.с.); (b) 0<σ<1, полые кружки представляют 

фиктивные узлы на промежуточном временном слое (k+σ);  

(c) σ=1, т.е. u
k+σ

 = u
k+1

. 

5.  Вычислительный эксперимент 
Для численного тестирования использовались следующие параметры 

уравнения 1  ,6    и солитона (2), представленного на рис. 2(a): 
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В расчетной области с размером 420L  строилась расчетная сетка, 

содержащая 2100M  интервалов с  величиной пространственного шага 

2.0x . Полная  ширина солитона 2  содержала 10 интервалов. 

Для неявных схем 0  был реализован механизм автоматического 

выбора шага по времени, основанный на следующих параметрах: максимально 

допустимое число итераций на каждом шаге по времени равнялось 3-4, 

критерий сходимости итерационного процесса включает в себя относительную 

и абсолютную ошибки, значения которых принимались равными 910 . Для 

явной схемы ( 0 ) шаг по времени обсуждается ниже. 

5 10 15

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5 (a)

t = 0

u
(x

)

x  

Рис. 2 (a).  Пространственный профиль солитона  

в начальный момент времени t=0 

400 405 410 415

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5 (b)  Numerical solution ( = 0.5)

  Analytical solution

t = 100

u
(x

)

x  

Рис. 2 (b).  Сравнение численного решения, получаемого схемой типа Кранка-

Николса (σ=0.5), с аналитическим на момент времени t=100. 
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  Numerical solution ( = 1)

  Analytical solution

t = 100

u
(x

)

x  
Рис. 3.  Сравнение численного решения с использованием полностью 

неявной схемы (σ=1) с аналитическим на момент времени t=100. 

0 20 40 60 80 100
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Soliton Amplitude

A
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10-1 (b)
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Integration Step


t

time  

Рис. 4.  Амплитуда солитона от времени (a) и автоматически выбираемый 

 шаг интегрирования (b) для двух неявных схем: σ=0.5 и 1. 

На рис. 2(b) показано решение с использованием схемы типа Кранка-

Николса ( 5.0 ) на момент времени 100t , когда солитон сместился из 

начального положения на расстояние 400.  

(

(a) 

(

(b) 
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Скорость переноса, определенная из численного решения, оказалась на 

1.1% меньше аналитического значения (т.е. отставание составило примерно 4). 

При этом амплитуда солитона колеблется вокруг среднего значения со 

стандартным отклонением 0.3%, а само среднее значение всего на 0.011% 

больше аналитического (Рис. 4(a)). То есть можно утверждать, что численное 

решение с хорошей точностью сохраняет амплитуду солитона в течение всего 

процесса счёта.  

Шаг по времени в течение всего вычислительного процесса колебался с 

малой амплитудой вокруг постоянного значения 0174.0t  (Рис. 4(b)). Эти 

малые колебания были связаны с организацией механизма автоматического 

выбора шага. 

Решение с использованием полностью неявной схемы ( 1 ) приводит к 

существенно худшим результатам (Рис. 3). Это обусловлено большой схемной 

вязкостью, которая в этом случае является причиной сильного падения 

амплитуды солитона со временем, что, в свою очередь, уменьшает его скорость 

(Рис. 4(a)). При этом по мере падения амплитуды шаг интегрирования растет 

(Рис. 4(b)). Однако в начальные моменты времени, когда амплитуда еще не 

сильно отличается от начального значения, шаг по времени оказывается 

примерно в 2 раза меньше, чем для схемы типа Кранка-Николса. 

0 5 10 15 20 25 30

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
t = 10

-4

(a)t = 3t = 2t = 1t = 0

u
(x

)

x  
60 80 100 120 140

-0.5
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0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
t = 10

-5

(b)t = 30t = 25t = 20t = 15

u
(x

)

x  

Рис. 5.  Численное решение с использованием явной разностной схемы (σ=0) 

с отличающимися на порядок шагами интегрирования 

На Рис. 5 показано численное решение с использованием явной разностной 

схемы ( 0 ). На рисунке (a) представлено решение с шагом по времени 
0001.0t . К моменту времени 3t  происходит потеря устойчивости, и 

дальнейшее решение становится невозможным. Отметим, что уменьшение шага 

интегрирования отодвигает во времени момент потери устойчивости. Так, 

уменьшение шага в 2 раза до 5105 t  приводит к тому, что разрушение 

решения наступает ко времени примерно 6t . А на рисунке (b) показана 

потеря устойчивости ко времени 30t  при интегрировании с шагом 
5101 t . Согласно результатам, полученным в теоретических работах [24, 
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25], явные двухслойные разностные схемы для уравнения КдВ являются 

абсолютно неустойчивыми. Наши результаты полностью согласуются с этим 

выводом. 

6.  Аналитическое исследование 
При использовании метода конечных разностей численно решается не 

исходное уравнение в частных производных, а некоторое модифицированное 

уравнение, называемое дифференциальным приближением разностной схемы 

[33-35]. Правая часть этого приближения является погрешностью 

аппроксимации и равна разности между исходным уравнением в частных 

производных и его конечно-разностным аналогом. Исследование правых частей 

дифференциальных приближений позволяет установить преобладающий вклад 

в погрешность аппроксимации старших производных и связанных с ними таких 

свойств разностных схем, как диссипация и дисперсия. Известно, что если 

главный член в выражении для погрешности аппроксимации содержит 

производные четного порядка, то преобладающими свойствами разностных 

схем будут диссипативные, а если производные нечетного порядка – то 

дисперсионные. 

0 5 10 15 20

0

1

2

3

4

5
(a)

t = 0

u
(x

)

x  
0 5 10 15 20

0

1

2

3

4

5
  Numerical solution

                  ( = 0.5)

  Analytical solution

(b)

t = 1

u
(x

)

x  

Рис. 6.  Численное решение задачи о столкновении солитонов: (a) начальное 

условие, (b) сравнение с аналитическим решением в момент t=1. 

Выполним анализ семейства схем (5) с использованием метода 

модифицированного уравнения [33-35]. Для этого вначале заменим искомую 

функцию ),( txu  на f(x,t) = a ∙ u(x,t). Это позволяет избавиться от коэффициента 

 как в исходном уравнении 

0
2 3

32









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
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
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
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ff

xt
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 , (6) 

так и в конечно-разностной аппроксимации 
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То есть коэффициент  является просто масштабирующим ось ординат. 

Далее разложим двумерную функцию ),( txf  в ряд Тейлора в точке 

),( 2/1k
m tx  и подставим в схему (7). Оставляя в полученном выражении члены 

не выше второго порядка малости, можем написать 

 

43
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 (8) 

В этом выражении (8) для упрощения записи опущены индексы m и k+1/2 

для функции f и всех ее производных. Сосредоточим внимание на слагаемом 1-

го порядка по t. С помощью исходного уравнения (6) избавимся от 

производных по времени: 

 

(VI)(IV)2(IV)

(IV)2

4)(3

)(

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxt

xxxxxxxxxxxxt

xxxxt

fffffff

fffffff
x
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ffff
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 (9) 

Кроме того, для упрощения воспользуемся ограниченностью функции f и 

всех ее производных в области определения, и заменим коэффициенты при 

слагаемых 2-го порядка на константы K1 K2. В результате окончательно 

получаем: 

    xxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxt

fffffffffft
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2

1 22(VI)2(IV)2

2
2

2
1

 (10) 

Теперь проанализируем полученное выражение (10). В слагаемом 1-го 

порядка по t квадратные скобки содержат две группы членов: в 1-й фигурной 

скобке четные производные по x, во 2-й – нечетные. Т.е. 1-я фигурная скобка 

отвечает за схемную вязкость, а 2-я – за схемную дисперсию. При этом знак 

коэффициента перед дисперсионными членами не существенен, в то время как 
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перед диффузионными – очень важен. Этот знак определяется разностью 

)21(  .  

Когда 21 , коэффициент перед диффузионными членами 1-го порядка 

положителен и схема (7) реализует уравнение (6) с дополнительной вязкостью, 

пропорциональной 1-й степени шага по времени. Это обеспечивает, с одной 

стороны, устойчивое поведение в процессе решения, с другой стороны – 

искажение решения, со временем начальное возмущение размазывается. 

Именно этот эффект мы наблюдали при численном решении с использованием 

полностью неявной схемы 1  (см. Рис. 3). 

Когда 21 , коэффициент перед диффузионными членами 1-го порядка 

отрицателен. То есть уравнение (10) получает отрицательную вязкость. А это 

означает, что схема (7) становится абсолютно неустойчивой. И поскольку 

абсолютное значение коэффициента по-прежнему пропорционально 1-ой 

степени шага по времени, то разрушение решения происходит тем раньше, чем 

больше шаг по времени. Именно это мы наблюдали при экспериментировании с 

явной разностной схемой (см. Рис. 5).  

Кроме того, теперь утверждение теоретических работ [24,25] об 

абсолютной неустойчивости явных двухслойных разностных схем для 

уравнения КдВ может быть расширено для семейства схем (7): абсолютно 

неустойчивы все схемы (7) при 21 , т.е. при “любом преобладании 

явности”. 

Выделенным значением  является =0. При этом единственном значении 

слагаемое 1-го порядка в (10) обращается в ноль, и, таким образом, схема (7) 

получает 2-й порядок аппроксимации по обеим переменным, )( 22 xtO  . 

Кроме того, зануляются эффекты схемной вязкости и дисперсии 1-го порядка. 

Именно благодаря этому при численном решении на несколько грубоватой 

сетке удавалось получать перенос солитона практически без искажений на 

значительные расстояния (см. Рис. 2). 

Итак, схема (5) при 5.0  показала наилучшие результаты при 

моделировании задачи о переносе солитона.  

Снова делаем расчет, оставив шаг 0t  без изменения, но уменьшив шаг по 

пространству в 2 раза: 1.02)()(  III xx . Получаем  

1)  )2( )(2 IL xE 0.05356903839, 

2)  )2( )(IC xE 0.22397163990. 

Таким образом, с хорошей точностью 
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Т.е. при уменьшении шага по пространству в 2 раза связанная с ним 

ошибка аппроксимации уменьшилась в 4 раза. Это означает, что схема имеет 2-

й порядок аппроксимации по пространству и ошибку )( 2xO  . 

Для определения порядка аппроксимации по времени найдем отношение: 

)(),2(

)(),(

)2(

)(

)()(max

)()(max

max

max

IxI

IxI

t

t

xExt

xExt

tE

tE





















. (15) 

В качестве пространственной части ошибки )( )(Ix xE   можем 

воспользоваться ранее полученными значениями (14). А полную ошибку снова 

посчитаем: 

1)  ),( )(max2 IL xt 0.21931557047 ,   ),2( )(max2 IL xt 0.2150291787, 

2)  ),( )(max IC xt 0.91958522470 ,   ),2( )(max IC xt 0.90208673036. 

Подставляя все численные значения в (15), получаем  

94.3
)2(

)(
  ,99.3

)2(

)(

max

max

max2

max2 









tE

tE

tE

tE

C

C

L

L . 

Это означает, что схема имеет 2-й порядок аппроксимации по времени и 

ошибку )( 2tO  . 

7.  Заключение 
В работе исследовалось семейство двухслойных разностных схем с весами 

для уравнения Кортевега-де Вриза на эйлеровой разностной сетке.  

Численно показано, что наилучшие результаты получаются при 

использовании явно-неявной разностной схемы типа Кранка-Николса 2-го 

порядка аппроксимации )( 22 xtO  . Эта схема способна устойчиво 

воспроизводить стационарное решение с хорошей точностью продолжительное 

время. Второй порядок аппроксимации по обеим переменным численно 

подтвержден на примере задачи о столкновении солитонов. 

Полностью неявная двухслойная схема 1-го порядка по времени 

)( 2xtO  и 2-го по пространству, хотя и является абсолютно устойчивой, тем 

не менее из-за большой схемной вязкости существенно искажает решение. 

Решение с использованием явной двухслойной схемы ни разу не удалось 

довести до конца, т.к. всегда наступал момент потери устойчивости, даже при 

очень малом шаге по времени. Хотя до этого момента решение было вполне 

приемлемым. 

Аналитическое исследование семейства конечно-разностных схем (5) с 

использованием метода модифицированного уравнения полностью 
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подтвердило результаты численных экспериментов. Анализ структуры 

погрешности аппроксимации семейства двухслойных конечно-разностных схем 

позволил в явной форме показать причины успешности явно-неявных схем 

типа Кранка-Николса с )( 2xtO  и абсолютной неустойчивости семейства 

схем (5) в случае “преобладания явности” с параметром 5.0 . Большая 

схемная вязкость абсолютно устойчивых полностью неявных двухслойных 

схем 1-го порядка )( 2xtO   свидетельствует о необходимости повышения 

точности пространственно-временной аппроксимации.  
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