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ÓÄÊ 517.968.7

Çåíþê Ä. À., Ìàëèíåöêèé Ã. Ã.

Ìåõàíèçìû ôîðìèðîâàíèÿ ïàòòåðíîâ â îäíîìåðíîì áðþññåëÿòîðå

ñ ïðîèçâîäíûìè íåöåëîãî ïîðÿäêà

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ìåõàíèçìîâ ôîðìèðîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîé
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé óïîðÿäî÷åííîñòè â äâóõêîìïîíåíòíîé ñðåäå ñ àíî-
ìàëüíîé äèôôóçèåé è íåëèíåéíûìè õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî
òàêèå ñðåäû ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè íåöåëîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî àíà-
ëèçà íåóñòîé÷èâîñòåé áûëè ðàññìîòðåíû äâå ìîäåëüíûå çàäà÷è: ñóïåðäèô-
ôóçèÿ ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ è ñóáäèôôóçèÿ
ñ ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè. Àíàëèòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ äîïîëíåíû ñåðèåé âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : äðîáíîå èñ÷èñëåíèå, ñèñòåìû ðåàêöèÿ�äèôôóçèÿ.

Dmitry Alexeyevich Zenyuk, Georgiy Gennadiyevich Malinetskiy

Pattern formation mechanisms in one-dimensional Brusselator with

fractional derivatives

The paper summarizes results on the formation of nontrivial space-time patterns
in two component medium with anomalous di�usion and nonlinear reaction kinetics.
It is shown that such mediummight be formalized as systems of fractional di�erential
equations. Two model problems � superdi�usion with the same order of fractional
derivatives and subdi�usion of mixed order � are studied by means of linear
theory. Analytical derivations are accompanied by the series of numerical experiments.

Key words : fractional calculus, reaction�di�usion systems.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 19-01-00602À.
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Ââåäåíèå. Óðàâíåíèÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèè

ñ èñòî÷íèêàìè

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áîëüøîé èíòåðåñ ïðèâëåêàþò ò.í. àíîìàëüíûå
äèôôóçèîííûå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ïî-
ëîæåíèÿ ÷àñòèö ðàñòåò ñî âðåìåíåì íå ëèíåéíî, à ñîãëàñíî ñòåïåííîìó çàêî-
íó, ò.å. 〈x2(t)〉 ∼ tγ. Ðåæèìû ñ 0 < γ < 1 íàçûâàþòñÿ ñóáäèôôóçèîííûìè,
ñ 1 < γ < 2 � ñóïåðäèôôóçèîííûìè. Îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ, ïîñâÿùåí-
íóþ ýêñïåðèìåíòàëüíîìó íàáëþäåíèþ òðàíñïîðòà òàêîãî ðîäà, ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â [1]. Ñ÷èòàåòñÿ [2], ÷òî äëÿ êîððåêòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè íåöåëîãî ïîðÿäêà. Â ñòðîãîì ñìûñëå ýòè óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè, ïðè÷åì èíòåãðàë â íèõ èìååò ôîð-
ìó ñâåðòêè ñî ñëàáîñèíãóëÿðíûì ñòåïåííûì ÿäðîì. Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà
óæå äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû, ñì., íàïðèìåð, [3�5], è òåïåðü îñíîâíûì
îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ èõ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ, íàïðèìåð, ñèñòå-
ìû ñ àíîìàëüíîé äèôôóçèåé âî âíåøíåì ïîëå, â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ (ãäå
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ìîæåò çàâèñåòü îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ)
èëè ñ íåëèíåéíûìè èñòî÷íèêàìè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà áóäåò ïîñâÿùåíà èìåííî
ïîñëåäíèì.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íåöåëîãî
ïîðÿäêà ìîæíî íàéòè â [4,6]. Íèæå áóäóò êðàòêî îïèñàíû ëèøü òå êîíñòðóê-
öèè, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Ëåâîñòîðîííèå äðîá-
íûå èíòåãðàëû Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α > 0 íà ïîëóîñè [a,+∞) ââî-
äÿòñÿ âûðàæåíèåì

(Iαa+ f) (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

f(τ)(t− τ)α−1dτ, t > a.

Ñóùåñòâóåò òàêæå ïðàâîñòîðîííèé àíàëîã ýòîãî äðîáíîãî èíòåãðàëà. Îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàòîðîâ íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ, è äàëåå â òåêñòå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ëåâîñòîðîííèå îïåðàòîðû. Åñëè ïîä ïåðåìåííûì t ïî-
íèìàòü âðåìÿ, òî òîëüêî ëåâîñòîðîííèå èíòåãðàëû (è ïðîèçâîäíûå) íåöåëîãî
ïîðÿäêà ìîãóò èìåòü ïîíÿòíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ëåâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α > 0 íàçûâàåò-
ñÿ êîíñòðóêöèÿ:

(Dα
a+ f) (t) =

dn

dtn
(
In−αa+ f

)
(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(τ)(t− τ)n−α−1dτ,

ãäå n = [α] + 1 è [x] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x. Ëåâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîä-
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íàÿ Êàïóòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð

(Dαa+ f) (t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, α /∈ N ∪ {0},

(Dαa+ f) (t) = f (n)(t), α ∈ N ∪ {0}.

Ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíî-
øåíèåì

(Dαa+ f) (t) = (Dα
a+ f) (t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò ïðè óñëîâèè f (k) = 0, k =
0, 1, . . . n−1. Ïî ïðè÷èíàì, êîòîðûå ïîÿñíÿëèñü â [7], äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöè-
îííûõ ïðîöåññîâ ñ ïàìÿòüþ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû Êàïóòî. Äàëåå â
òåêñòå ìû âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0, è åñëè äðîáíûå îïåðàòîðû ïðèìå-
íÿþòñÿ ê ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, òî îíè äåéñòâóþò ïî âðåìåíí�îìó
ïåðåìåííîìó t.

Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðàáîòû ñ îïåðàòîðàìè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è Ôóðüå. Ââåäåì äëÿ íèõ
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

L[f(x, t)|t] = f̌(x, q), F[f(x, t)|x] = f̂(ω, t).

Îáðàç f ïîä äåéñòâèåì îáîèõ ïðåîáðàçîâàíèé (Ëàïëàñà ïî âðåìåíí�îìó ïå-
ðåìåííîìó è Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó) áóäåì îáîçíà÷àòü f̃ . Äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü óïðî-
ùåííóþ íîòàöèþ f(t) : f̌(q). Åñëè α > 0 è íà ôóíêöèþ f óäîâëåòâîðÿåò
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè, òî [4]

(Dαa+ f) (t) : qαf̌(q)−
n−1∑
k=0

qα−k−1f (k)(0), (1)

(Dα
a+ f) (t) : qαf̌(q)−

n−1∑
k=0

qn−k−1y(k)(0+), (2)

ãäå y(t) =
(
In−α0+ f

)
(t). Ïðè âûïîëíåíèè f ∈ L1(R+) ñïðàâåäëèâî òàêæå

(Iα0+ f) (t) : q−αf̌(q). (3)

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [4,8]. Ýòî ñòåïåííîé ðÿä âèäà

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, z ∈ C, Reα > 0, β ∈ C,
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êîòîðûé ñõîäèòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì òàêæå
èñïîëüçîâàòü îáùåóïîòðåáèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå Eα(z) = Eα,1(z).

Èçâåñòíî [4, 8], ÷òî tβ−1Eα,β(λtα) : qα−β/(qα − λ) ïðè t > 0, λ ∈ C è
|λq−α| < 1. Ôóíêöèè Eα(λtα) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà
Êàïóòî Dα0+. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

(Dα0+ [Eα(λxα)]) (t) : qα
qα−1

qα − λ
− qα−1 · 1 = λ

qα−1

qα − λ
; λEα(λtα).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå îò
Eα,β(λtα) ïî ïàðàìåòðó λ:

∂m

∂λm
Eα,β(λtα) = tαmE

(m)
α,β (λtα) =

+∞∑
k=0

(m+ k)!λktα(m+k)

k!Γ(α(m+ k) + β)
.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü

∂m

∂λm
[
tβ−1Eα,β(λtα)

]
= tαm+β−1E

(m)
α,β (λtα) :

m!qα−β

(qα − λ)m+1 . (4)

Îáñòîÿòåëüíîå èçëîæåíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé Ìèòòàã-Ëåôôëåðà è èõ ïðè-
ëîæåíèé ñ îáøèðíîé áèáëèîãðàôèåé ìîæíî íàéòè â [8]. Íàì æå ïîòðåáóþòñÿ
ëèøü èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Åñëè 0 < α < 2 è µ òàêîâî, ÷òî

απ

2
< µ < min{π, απ},

òî ïðè m > 1 è |z| → +∞ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [4,8]:

Eα,β(z) =
1

α
z(1−β)/αez

1/α −
m∑
k=1

1

Γ(β − αk)

1

zk
+O

(
1

zm+1

)
, |Arg z| 6 µ,

Eα,β(z) = −
m∑
k=1

1

Γ(β − αk)

1

zk
+O

(
1

zm+1

)
, µ 6 |Arg z| 6 π,

ãäå Arg z � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà z.
Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [9]), ÷òî ñòàíäàðòíîå óðàâíåíèå äèôôó-

çèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, îáëàäàþùèõ ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì. Àíàëî-
ãè÷íûé ïîäõîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèè. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñëåäóþùåãî âèäà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-
ìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θk çàäàåò âðåìåíà îæè-
äàíèÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñìåùåíèÿìè áëóæäàþùåé ÷àñòèöû. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ïåðåìåùåíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíòû âðåìåíè tn = θ1 + . . . θn.
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Ñàìè ñìåùåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξk, íåçàâèñèìûìè
è èìåþùèìè îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ÷à-
ñòèöà ïî÷òè íàâåðíîå íàõîäèòñÿ â òî÷êå x0. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

Xt = x0 +
n−1∑
k=1

ξk, t ∈ [tn−1, tn), n ∈ N.

Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé âåëè÷èí θk è ξk îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî φ(t)
è w(x). Âñþäó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî θk è ξk íåçàâèñèìû â ñîâî-
êóïíîñòè. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ ïðîöåññàìè âîññòà-
íîâëåíèÿ ñ ¾âîçíàãðàæäåíèåì¿ (renewal-reward process) è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ
îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì [10,11]. Â êîíòåêñòå èññëåäîâàíèÿ
ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îíè òàêæå èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (continuous time random walk) [9]. Ðà-
çóìååòñÿ, ýòà ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü îáîáùåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè äëÿ îïèñàíèÿ áîëåå ñëîæíîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè � ïîäðîáíåå ñì.
â [9]. ×òîáû àäàïòèðîâàòü ýòó ñõåìó ê ìîäåëÿì ðåàêöèè�äèôôóçèè, íåîá-
õîäèìî ïðàâèëüíî ó÷åñòü âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ÷àñòèö â
ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî ïîäõîä,
ïîäðîáíî èçëîæåííûé â [12].

Ïóñòü p(x, t) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ áëóæäàþùåé ÷àñòèöû
â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t, ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò t0 îíà íàõîäèëàñü
â òî÷êå x0. Ïóñòü òàêæå s(x, t) � ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ â òî÷êå
x â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû ïîÿâëÿþòñÿ è èñ÷åçàþò
ìãíîâåííî äî òîãî, êàê ñîâåðøàåòñÿ ñêà÷îê. Åñëè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãó-
ìåíòîâ s(x, t) > 0, òî s ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ïðè óñëîâèè âûáîðà íàäëåæàùåãî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ. Åñëè
æå s(x, t) < 0, òî íà íåå äîëæíû áûòü íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷å-
íèÿ, ãàðàíòèðóþùèå êîððåêòíîñòü âñåé ñõåìû, ïîñêîëüêó ÷àñòèöû íå ìîãóò
óäàëÿòüñÿ èç ñèñòåìû â òî÷êå x äî òîãî, êàê îíè òóäà ¾ïðèáóäóò¿.

Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ôóíêöèÿ p äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ

p(x, t) = Φ(t)δ(x− x0) +

∫ +∞

−∞

∫ t

t0

p(z, τ)w(x− z)φ(t− τ)dzdτ +

+

∫ t

t0

Φ(t− τ)s(x, τ)dτ, Φ(t) =

∫ +∞

t

φ(τ)dτ. (6)

Çäåñü Φ(t) ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íà âðåìåíí�îì èíòåðâàëå äëèíû t íå
ïðîèçîøëî íè îäíîãî ñêà÷êà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (6) ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî,
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÷òî ÷àñòèöà, èçíà÷àëüíî ïîìåùåííàÿ â x0, òàê è íå ïåðåìåñòèëàñü. Âòîðîå
ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ âñåâîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïåðåìå-
ùåíèÿ îäíèì ñêà÷êîì èç x0 â x ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå z. Åñëè
s > 0, òî òðåòüå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â òî÷-
êå x ïîÿâèëàñü ÷àñòèöà, êîòîðàÿ çàòåì íå ñìåùàëàñü. Åñëè æå s < 0, òî ýòî
âûðàæåíèå îïèñûâàåò âêëàä, ñâÿçàííûé ñ ÷àñòèöàìè, êîòîðûå áûëè óäàëåíû
èç ñèñòåìû, íî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòàâàëèñü áû òàì æå âïëîòü äî ìîìåíòà
âðåìåíè t. Âñþäó äàëåå äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 è t0 ðàâíû íóëþ.

Èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñëåäóåò, ÷òî

Φ(t) = 1−
∫ t

0

φ(τ)dτ :
1

q
− φ̌

q
.

Ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé èç (6) ñëåäóåò

p̃ =
1− φ̌
q

+ p̃φ̌ŵ +
1− φ̌
q

s̃. (7)

Íàëîæèì òåïåðü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïëîòíîñòè
φ è w. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ(t) = −E ′β

(
−tβ

)
, 0 < β < 1, òàê ÷òî φ̌(q) =(

1 + qβ
)−1

. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âûáðàííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ, âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñâîéñòâà ïîëíîé
ìîíîòîííîñòè, ìîæíî íàéòè â [8]. Ïîñëå íåñëîæíûõ ìàíèïóëÿöèé ïîëó÷èì

p̃q
(
1 + qβ

)
= qβ + qp̃ŵ + qβ s̃ ⇐⇒ qβp̃− qβ−1 = −p̃+ p̃ŵ + qβ−1s̃.

Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñ ó÷åòîì (1) è (3) ïðèâîäèò ê(
Dβ0+ p̂

)
(ω, t) = −p̂+ p̂ŵ +

(
I1−β0+ ŝ

)
(ω, t) . (8)

Ïîëîæèì òåïåðü òàêæå, ÷òî ïëîòíîñòü w ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íóëÿ è
èìååò âòîðîé êîíå÷íûé ìîìåíò. Òîãäà â îêðåñòíîñòè ω = 0 ñïðàâåäëèâî

ŵ(ω) = 1− σ2

2
ω2 +O(ω4),

è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (8) ìû ïîëó÷èì(
Dβ0+ p̂

)
(ω, t) =

σ2

2
(iω)2p̂+

(
I1−β0+ ŝ

)
(ω, t) ,

îòêóäà, íàêîíåö, ñëåäóåò(
Dβ0+ p

)
(x, t) = D

∂2p

∂x2
+
(
I1−β0+ s

)
(x, t) , D =

σ2

2
. (9)
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Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè
ìåæäó p è s. Êîìáèíèðóÿ ñëàãàåìûå â (6), ìîæíî ïîëó÷èòü òîæäåñòâî

qp̃− 1 = s̃+ q1−β
σ2

2
(iω)2p̃

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

∂p

∂t
= s+D

(
tD

1−β
0+

∂2p

∂x2

)
(t, x) +DL−1

[(
tI
β
0+

∂2p

∂x2

)
(x, 0+)

]
. (10)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèÿìè (2). Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîðû
íåöåëîãî ïîðÿäêà äåéñòâóþò ïî âðåìåíí�îìó ïåðåìåííîìó. Ñëåäóåò ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî (9) è (10) ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Ìû äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ïåðâóþ ôîðìó.

Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêóþ ôîðìó â ýòèõ óðàâíåíèÿõ äîëæ-
íû èìåòü ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå êèíåòèêó ðåàêöèé. Çäåñü âîçìîæíû äâà ïîä-
õîäà. Ïåðâûé ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå, â êîòîðîé ìåõàíèçìû, âûçûâàþùèå çà-
ìåäëåíèå äèôôóçèè, â ðàâíîé ìåðå äåéñòâóþò è íà õèìè÷åñêóþ êèíåòèêó,
äåëàÿ àíîìàëüíî ìåäëåííîé è åå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òàêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåð-
íî äëÿ äèôôóçèîííî-êîíòðîëèðóåìûõ ðåàêöèé (di�usion-limited reactions). Â
ýòîì ñëó÷àå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (9) äîëæíî áûòü òàêèì æå,
êàê è â îáû÷íûõ óðàâíåíèÿõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Âòîðîé ïîäõîä, íàïðî-
òèâ, ïðåäïèñûâàåò ñ÷èòàòü, ÷òî õèìè÷åñêèå ðåàêöèè ïðîòåêàþò â îáû÷íîì
âðåìåíí�îì ìàñøòàáå, à ñðåäà çàìåäëÿåò ëèøü äèôôóçèîííûé òðàíñïîðò �
òàêîé âàðèàíò, ïðåäïîëîæèòåëüíî, ñîîòâåòñòâóåò ðåàêöèÿì ñ ïîðîãîâîé àê-
òèâàöèåé (activation-limited reactions). Áîëåå ïîäðîáíî ýòà ïðîáëåìà îáñóæ-
äàåòñÿ â [13, 14] è öèòèðîâàííîé òàì ëèòåðàòóðå. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ëèøü ìîäåëè ïåðâîãî òèïà.

Óðàâíåíèå (9) ïîêà ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ïëîòíî-
ñòè φ. Ìîæíî, îäíàêî, ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïëîòíîñòü, èçîáðàæåíèå Ëàïëàñà
êîòîðîé â îêðåñòíîñòè q = 0 âåäåò ñåáÿ êàê

φ̌(q) = 1− λqβ + o
(
qβ
)
, (11)

ïðèâîäèò ê òåì æå ñàìûì ñîîòíîøåíèÿì. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì φ̌ŵ â (7) âûðà-
æåíèåì

1− σ2

2
ω2 − λqβ, (12)

÷òî ïðèâîäèò ê

λqβ+1p̃ = λqβ(1 + s̃) + q
σ2

2
(iω)2p̃, D =

σ2

2λ
,
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îòêóäà ïîñëå îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì òî æå ñàìîå
óðàâíåíèå (9).

Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9) áûëî ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ω è q ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ÷òî â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò
àñèìïòîòè÷åñêîìó ðåæèìó áîëüøèõ âðåìåí è êîîðäèíàò â ñèëó Òàóáåðîâûõ
òåîðåì (ñì., íàïðèìåð, ãë. 13 â [11]). Ýòîìó ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó ìîæíî
ïðèäàòü ñìûñë, ìàñøòàáèðóÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θk è ξk: ïîëîæèì ξ

∗
k = hξk

è θ∗k = Tθk, ãäå h è T íåîòðèöàòåëüíû. Åñëè h è T ìàëû, òî íîâûé ïðîöåññX∗t ,
ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ θ∗k è ξ

∗
k, áóäåò ñîâåðøàòü ÷àñòûå íåáîëüøèå ñêà÷êè.

Ïîñêîëüêó w∗(x) = w(x/h)/h, òî w̌∗(ω) = w(hω). Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøå-
íèÿ âåðíû äëÿ φ∗. Ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîâåäåíèè ïëîòíîñòåé φ è w îñòàþòñÿ
íåèçìåííûìè. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì òî æå ñàìîå ñîîòíîøåíèå (9), â êî-
òîðîì D = h2σ2/(2λT β). Åñëè òåïåðü óñòðåìèòü h è T ê íóëþ òàê, ÷òîáû
h2T−β → 1, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå áóäåò âåðíî óæå ïðè ëþáûõ x è t.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèå òèïà (9) äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò õàðàê-
òåðíîå äëÿ àíîìàëüíûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ïîâåäåíèå. Ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó Êîøè (

D2ν
0+ p

)
(x, t) = D

∂2p

∂x2
, p(x, 0) = p0(x),

ãäå 0 < ν < 1, è D > 0. Ïðèìåíÿÿ ê íåìó, êàê îáû÷íî, ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà è Ôóðüå, ïîëó÷èì

p̃ = p̂0(ω)
q2ν−1

q2ν +Dω2
.

Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðèâîäèò ê

p̂ = p̂0(ω)E2ν

(
−ω2Dt2ν

)
,

îòêóäà â ñèëó òåîðåìû î ïðåîáðàçîâàíèè ñâåðòêè ñëåäóåò

p(x, t) =

∫ +∞

−∞
p0(x− z)G(t, z)dz, G(x, t) = F−1

[
E2ν

(
−ω2Dt2ν

)]
.

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ââåäåì ôóíêöèþ Ìàèíàðäè�Ðàéòà (Mainardi�

Wright)

Mν(z) =
1

π

+∞∑
n=0

(−z)n−1

(n− 1)!
Γ(νπ) sin(νπn).

Èçâåñòíî [5], ÷òî Mν(z) : Eν(−q). Òîãäà èç

Ĝ(ω, t) = E2ν

(
−ω2Dt2ν

)
=

1

2

[
Eν

(
+iω
√
Dtν

)
+ Eν

(
−iω
√
Dtν

)]
=

= Ǧ(
√
Dtν, q)

∣∣∣∣
q=+iω

+ Ǧ(
√
Dtν, q)

∣∣∣∣
q=−iω
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ñëåäóåò G(x, t) = (2
√
Dtν)−1Mν

(
|x|/(
√
Dtν)

)
.

Ôóíêöèÿ Mν(t), t 6 0, èìååò ìîìåíòû ëþáîãî ïîðÿäêà:∫ +∞

0

tnMν(t)dt =

∫ +∞

0

tnMν(t)e
−qtdt

∣∣∣∣
q=0

= L [tnMν(t)|t]
∣∣∣∣
q=0

=

= (−1)n
dn

dqn
Eν(−q)

∣∣∣∣
q=0

=
n!

Γ(νn+ 1)
.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîìåíòû ôóíêöèè Ãðèíà G ÷åòíî-
ãî ïîðÿäêà ðàâíû Dnt2νn(2n)!/Γ(2νn+1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èíòåðïðåòè-
ðîâàòü ðåøåíèå p(x, t) êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèé áëóæäàþùåé
÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t, òî ïðè β = 2ν äèñïåðñèÿ áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà
tβ, à ýòî èìåííî òî ïîâåäåíèå, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèåé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî õîòÿ ðåøåíèå è áûëî ïîëó÷åíî äëÿ 0 < β < 2, ñàìî
óðàâíåíèå (9) ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè β < 1, òàê ÷òî îáîñíîâàíèå åãî ïðèìå-
íåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñóïåðäèôôóçèè ìîæíî ñ÷èòàòü ëèøü ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêèì. Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî èçâåñòåí äðóãîé ïîäõîä (ñì., íàïðèìåð, [8])
ê îïèñàíèþ ñóïåðäèôôóçèè ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ äëÿ ñëó÷àé-
íûõ áëóæäàíèé, êàê áûëî ðàññìîòðåíî âûøå. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ â êà÷å-
ñòâå w âûáèðàòü ïëîòíîñòè α-óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé Ëåâè, à âîçíèêàþ-
ùèå óðàâíåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü ò.í. äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Ðèññà�Ôåëëåðà
ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ïåðåìåííîìó.

Ìû â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì èññëåäîâàòü ñëåäóþùóþ äâóõêîìïîíåíò-
íóþ ñèñòåìó ðåàêöèè�äèôôóçèè(

Dα1
0+ x1

)
(t, z) =

D1

L2

∂2x1
∂z2

+ A− (B + 1)x1 + x21x2, (13a)(
Dα2

0+ x2
)

(t, z) =
D2

L2

∂2x2
∂z2

+Bx1 − x21x2. (13b)

Çäåñü 0 < αi < 2, L � ðàçìåð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, z ∈ [0, 1] � áåçðàçìåðíûå
ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, A,B,D1 è D2 � íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôè-
öèåíòû. Õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà çäåñü ñîîòâåòñòâóåò õîðîøî èçâåñòíîé ìîäå-
ëè Ïðèãîæèíà�Ëåôåâåðà, èëè áðþññåëÿòîðà [15]. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì
ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà

∂x1
∂z

∣∣∣∣
z∈{0,1}

= 0,
∂x2
∂z

∣∣∣∣
z∈{0,1}

= 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûì áèôóðêàöèîííûì ïàðàìåòðîì B. Ââåäåì òàêæå îáî-
çíà÷åíèå θ = D1/D2 äëÿ îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè. Ëåãêî ïîêà-
çàòü, ÷òî åäèíñòâåííûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
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x = (A,B/A)T. Îòêëîíåíèÿ y îò ýòîãî ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî è ñòà-
öèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì

(
Dα1

0+ y1
)

(t, z) =
D1

L2

∂2y1
∂z2

+ (B − 1)y1 + A2y2 +
B

A
y21 + 2Ay1y2 + y21y2, (14a)(

Dα2
0+ y2

)
(t, z) =

D2

L2

∂2y2
∂z2
−By1 − A2y2 −

B

A
y21 − 2Ay1y2 − y21y2. (14b)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Åñëè 1 < αi < 2, òî íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ òàêæå äîëæíû âêëþ÷àòü â ñåáÿ çíà÷åíèÿ y′1(0) è y′2(0).

Íåêîòîðûå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî àíà-
ëèçà, ñ÷èòàÿ, ÷òî îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàëû ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå. Ýòî ïîçâîëÿåò îòáðîñèòü íåëèíåéíûå ÷ëåíû â (14). Ðåøåíèÿ âîç-
íèêàþùèõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â âèäå y(z, t) = u(t) cosπkz,
k ∈ N, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä ui(t) ñ
ìàòðèöåé

M(k) =

(
a(k) A2

−B −b(k)

)
, a(k) = B−1−k2π2D1/L

2, b(k) = A2 +k2π2D2/L
2.

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè M(k). Åå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò âèä σ2 + σ[b(k)− a(k)] +A2B− a(k)b(k),
à åãî êîðíè ðàâíû

σ±(k) =
1

2

{
a(k)− b(k)±

√
∆(k)

}
, ∆(k) = [b(k) + a(k)]2 − 4A2B.

Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïåðèîäè÷åñêèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé áóäåò
èìåòü âèä e2πikz, k ∈ N ∪ {0}, è âñå îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû áóäóò òàêèìè æå,
êàê è äëÿ óñëîâèé Íåéìàíà, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî âîëíîâîå ÷èñëî íóæíî
áóäåò óâåëè÷èòü âäâîå (ò.å. çàìåíèòü âñþäó k íà 2k).

Ñóïåðäèôôóçèÿ ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòåëÿìè:

ëèíåéíûé àíàëèç

Õîòÿ óðàâíåíèå ñóïåðäèôôóçèè ñ ïðîèçâîäíûìè íåöåëîãî ïîðÿäêà ïî âðå-
ìåíè è íå èìååò ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ, ìû òåì íå ìåíåå ïðîâåäåì ëèíåéíûé
àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (14) ñ α1 = α2 = α, ãäå 1 < α < 2, äîïîëíÿÿ
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå â [7] äëÿ ñóáäèôôóçèè. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êî-
ãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò äâóêðàòíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.
Ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ u = Pv, ãäå P �
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ìàòðèöà, ïåðâûì ñòîëáöîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûé âåêòîð e1 ìàòðèöû
M , ñîîòâåòñòâóþùèé σ, à âòîðûì ñòîëáöîì � ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð e2, ò.å.
Me2 = σe2+e1. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà èìååò âèä (Dα0+ v) (t) = Jv, ãäå
J � æîðäàíîâà êëåòêà ñ σ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïðèìåíèâ ê ýòîé ñèñòåìå
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è âûïîëíèâ ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ìàíèïóëÿöèè,
ïîñëå îáðàùåíèÿ ïîëó÷èì

v2(t) = v2(0)Eα (σtα) + v′2(0)tEα,2 (σtα) ,

v1(t) = v1(0)Eα (σtα) + v′1(0)tEα,2 (σtα) + v2(0)tαE ′α (σtα) + v′2(0)tα+1E ′α,2 (σtα) .

Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé Ìèòòàã-Ëåôôëåðà
íåèçâåñòíû, îäíàêî çäåñü òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü Òàóáåðîâû òåîðåìû, ÷òî
ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó óñëîâèþ: åñëè σ < 0, òî ðåøåíèÿ áóäóò óñòîé÷èâûìè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî ïðè ïåðåõîäå
σ ÷åðåç 0.

Êðàòíîìó íóëåâîìó êîðíþ ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå

b(k) = a(k), a(k)b(k) = A2B.

Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò b2(k) = A2B, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

B = A2 + 2
k2D2π

2

L2
+

(
k2D2π

2

AL2

)2

=

(
A+

k2D2π
2

AL2

)2

.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå óñëîâèå äîëæíà ïðèâåñòè ê òîæäå-
ñòâó. Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå âîëíîâîãî ÷èñëà
k, ïðè êîòîðîì c(k) = (k2D2π

2/AL2)2, ãäå

c(k) = 1 +
k2π2

L2
(D1 −D2).

Òàêèå k äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò. Ïîëîæèì äëÿ óäîáñòâà L = π. Òîãäà

D2
2k

4 − A2(D1 −D2)k
2 − A2 = 0.

Èç òåîðåìû Âèåòà íåìåäëåííî ñëåäóåò k21k
2
2 = −A2/D2

2 è k
2
1 + k22 = A2(D1 −

D2)/D
2
2. Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷èì D1 = D2

2k
2
1/A

2 − k−21 + D2. Ìû
ìîæåì ïîëîæèòü k1 ðàâíûì ëþáîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, åñëè òîëüêî âû-
ïîëíÿåòñÿ k21 > A/D2, ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå ãàðàíòèðîâàííî D1 > 0.
Íàïðèìåð, ïðè A = 2, D2 = 1 âûáåðåì k1 = 2, òàê ÷òî D1 = 7/4, è ëåã-
êî óáåäèòüñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíî áóäåò èìåòü
äâóêðàòíûé íóëåâîé êîðåíü. Îòìåòèì çäåñü òàêæå, ÷òî íàáîðû ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî âûðîæäåíèå íóëåâîãî êîðíÿ, äîñòàòî÷íî ðåäêè.
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Ïóñòü òåïåðü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíÿ. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïîëó÷èì èç
íåðàâåíñòâà ∆(k) > 0: îíî êâàäðàòè÷íî ïî B è ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ
îäíî èç íåðàâåíñòâ

0 < B 6 B−(k) =
[
A−

√
c(k)

]2
, B > B+(k) =

[
A+

√
c(k)

]2
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè θ < 1, òî ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå k, òàêîå ÷òî
c(k) = 0, ïîñëå êîòîðîãî êîðíè âñåãäà áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè (ïðè ôèêñèðî-
âàííîì B). Ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûì u = Pv, ãäå P � ìàòðèöà, ñòîëáöû
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè M(k), ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì σ±, ïðèâîäèò ñèñòåìó ê äâóì íåçàâèñèìûì óðàâíåíèÿì,
ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä

vi(t) = vi(0)Eα (σit
α) + v′i(0)tEα,2 (σit

α) .

Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé (5) ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè çäåñü ïðîèñõî-
äèò ïðè ïåðåõîäå îäíîãî èç êîðíåé σ ÷åðåç 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî âòîðîé îñòàåòñÿ
îòðèöàòåëüíûì. Îáðàùåíèå îäíîãî èç êîðíåé â íîëü ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíå-
íèþ a(k)b(k) = A2B. Áóäåì ñ÷èòàòü ñåé÷àñ, ÷òî âîëíîâîå ÷èñëî k ìîæåò
ìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî. Òîãäà ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî
äëÿ ïàðàìåòðà B êðèòè÷åñêèì áóäåò çíà÷åíèå

BT (k) = 1 +
k2π2D1

L2
+ A2

[
L2

k2π2D2
+ θ

]2
.

Êðèâàÿ BT âñåãäà ëåæèò íå íèæå B+. Äåéñòâèòåëüíî,

BT (k)−B+(k) = A2

[
L2

k2π2D2
+ θ − 1

]2
− 2A

√
c(k) +

k2π2D1

L2
=

=

A√ L2

k2π2D2
+ θ − 1− kπ

√
D2

L

2

> 0.

Â îáëàñòè 0 < B < B− ñïðàâåäëèâî

a(k)− b(k) = B − A2 − 1− k2π2

L2
(D1 +D2) < B − A2 > 0,

òàê ÷òî ñóììà êîðíåé òàì âñåãäà îòðèöàòåëüíà. Ïðîñòûå, íî ãðîìîçäêèå âû-
÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîé îáëàñòè êîðíè èìåþò îäèíàêîâûé çíàê,
ò.å. ðåøåíèÿ òàì âñåãäà óñòîé÷èâû. Â òî÷êå ko, ãäå BT êàñàåòñÿ B+, íóëå-
âîé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ñòàíîâèòñÿ äâóêðàòíûì (íî ñàìî ko ïðè ýòîì íå
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îáÿçàòåëüíî áóäåò öåëûì, òàê ÷òî ïðîòèâîðå÷èÿ ñ ïðåäûäóùèì èçëîæåíèåì
çäåñü íåò). Â îáëàñòè B+ < B < BT , 0 6 k < ko, ñóììà êîðíåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïîëîæèòåëüíà:

a(k)− b(k) = B − A2 − 1− k2π2

L2
(D1 −D2) = B − A2 − c(k)−

− 2
k2π2D2

L2
> B+ − A2 − c(k)− 2

k2π2D2

L2
=

2

A

[√
c(k)− k2π2D2

AL2

]2
. (15)

Ïðè ëþáîì θ êðèâàÿ
√
c(k) ëåæèò âûøå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ñàìîé ïðàâîé

÷àñòè (15) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèÿ 0 6 k < ko, ïîñêîëüêó ïðè k = ko âûïîë-
íÿåòñÿ

√
c(k) = k2π2D2A

−1L−2. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáëàñòè
B+ < B < BT , k > ko ñóììà êîðíåé îòðèöàòåëüíà. Ìèíèìóì êðèâîé BT

äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå κT =
(
A+
√
θ
)2
. Ïîñêîëüêó â ñòðîãîì ñìûñëå âîëíîâûå

÷èñëà ìîãóò áûòü ëèøü öåëî÷èñëåííûìè, èñòèííûì áóäåò ìèíèìóì â òî÷êå
kT , òàêîé ÷òî BT (kT )−BT (κT ) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Îíè âîçíèêàþò
ïðè B− < B < B+. Ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ
äâóõ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü
íåîáõîäèìî áóäåò èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà êîìïëåêñíîãî
àðãóìåíòà. Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðåøå-
íèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà |Arg σ±| = απ/2, èëè
ýêâèâàëåíòíîãî åìó (áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàòü êîðåíü σ+)

arctg

( √
|∆(k)|

a(k)− b(k)

)
+ π =

απ

2
.

Ïîëîæèì γ = tg(π(2− α)/2). Òîãäà ýòî óñëîâèå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

B2(1+γ2)−2B(A2+c(k)+γ2BH(k, 1))+
[
(A2 − c(k))2 + γ2B2

H(k, 1)
]

= 0, (16)

ãäå BH(k, 1) = 1 +A2 +k2π2(D1 +D2)/L
2 � êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

B äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè Õîïôà ïðè α = 1. Ðåøåíèÿ ýòîãî êâàäðàòè÷íîãî ïî
B óðàâíåíèÿ áóäóò îïðåäåëÿòü äâå âåòâè êðèâîé BH(k, α). Âåðõíÿÿ èç ýòèõ
âåòâåé êàñàåòñÿ B+ � â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîäñòàâèâ â (16) k = ko è
B = B+(k), ÷òî ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó.

Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò äóãå O1R (ñì. ðèñ. 1). Âûøå äóãè
O2R ìîäóëü àðãóìåíòà êîìïëåêñíûõ êîðíåé áóäåò çàâåäîìî ìåíüøå π/2, ò.å.
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåå àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ
� îíè íåóñòîé÷èâû. Ïîÿâëåíèå ýòîé ïîáî÷íîé äóãè ñâÿçàíî ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ
òàíãåíñà è òåì, ÷òî â ñàìîì óðàâíåíèè ñòîèò γ2, òàê ÷òî èíôîðìàöèÿ î çíàêå
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òåðÿåòñÿ:

tg2
(απ

2

)
= tg2

(
π(2− α)

2

)
.

Ïðè α→ 1 + 0 îáå âåòâè ñòðåìÿòñÿ ê BH(k, 1).
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âñåõ îñíîâíûõ êðèâûõ, îïðå-

äåëÿþùèõ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè ðàçëè÷íîì
âûáîðå ïàðàìåòðîâ. Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà âîçíèêàåò â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà êðèâîé BT áóäåò ìåíüøå, ÷åì ëþáîå çíà÷åíèå
íà äóãå O1R. Ïðè θ > 1 ýòî çàâåäîìî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó BT äîëæíà
ëåæàòü âûøå êðèâîé B+, êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî k â ýòîì ñëó÷àå.
Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà êðèâîé BH (ñ ó÷åòîì îáåèõ âåòâåé) äîñòèãàåòñÿ
ïðè k = 0. Ïîëîæåíèå êðèòè÷åñêîé êðèâîé BT íå çàâèñèò îò α è îñòàåòñÿ
òî÷íî òàêèì æå, êàê è äëÿ ìîäåëè ñ îáû÷íûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè.
Áîëåå òîãî, óðàâíåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé êðèâîé BH ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ òà-
êîâûì äëÿ ñëó÷àÿ ñóáäèôôóçèè (ñì. [7]). Äèàãðàììû íà ðèñ. 1 îòëè÷àþòñÿ
îò ñóáäèôôóçèîííîé ìîäåëè ëèøü òåì, ÷òî óâåëè÷èâàåòñÿ îáëàñòü íåóñòîé-
÷èâîñòè êîìïëåêñíûõ êîðíåé: ïðè α < 1 óñòîé÷èâûå êîðíè ëåæàò âûøå äóãè
O2R, à ïðè 1 < α < 2 � âûøå äóãè O1R. Â òî÷êå R ïðîèñõîäèò êàñàíèå êðè-
âûõ BT è B+ ñ âåðõíåé âåòâüþ êðèâîé BH � îíî ñîîòâåòñòâóåò äâóêðàòíîìó
íóëåâîìó êîðíþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
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Ðèñ. 1. Óñòîé÷èâîñòü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðè α = 1.5 è A = 2. Îáëàñòü I
� íåóñòîé÷èâûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, II � óñòîé÷èâûå äåéñòâèòåëüíûå, III
� íåóñòîé÷èâûå êîìïëåêñíûå êîðíè, IV � óñòîé÷èâûå êîìïëåêñíûå êîðíè.
Ñëåâà: D1 = 1, θ = 0.5 è L = 8. Ñïðàâà: D1 = 0.5, θ = 1.25 è L = 4

Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîéBT (kT ) = BH(0, α). Â ýòîì ñëó÷àå óñòîé-
÷èâîñòü òåðÿþò îäíîâðåìåííî äâå ìîäû, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêîé ïî âðåìåíè, à âòîðàÿ � ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ïåðåìåííîìó. Íà ðèñ. 2
ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû θ∗, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ýòà áèôóðêöèÿ
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êîðàçìåðíîñòè 2, îò ïàðàìåòðà A ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå D1 è L. Ýòî êðè-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè âû÷èñëÿëîñü êàê
ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

1 + A2 − 2A√
1 + γ2

= BT (kT ),

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åíà èç (16) ïîäñòàíîâêîé k = 0. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷è-
òûâàòü, ÷òî kT ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó
çàâèñèìîñòè íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Ïðè θ < θ∗ ïåðâîé âñåãäà ïðîèñ-
õîäèò áèôóðêàöèÿ Òüþðèíãà, ïðè θ > θ∗ � áèôóðêàöèÿ Õîïôà. Íàèáîëåå
âàæíîå íàáëþäåíèå, êîòîðîå ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ðèñ. 2, çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé íàáëþäåíèå ïðîñòðàí-
ñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèõ ïàòòåðíîâ Òüþðèíãà íåâîçìîæíî � âåëè÷èíà θ∗ òàì
íå îïðåäåëåíà. Ïðè èññëåäîâàíèè ñóáäèôôóçèîííîé ìîäåëè ìû îòìå÷àëè, ÷òî
â íèõ áîëåå âåðîÿòíûì ñòàíîâèòñÿ íàáëþäåíèå ïàòòåðíîâ Òüþðèíãà. Çäåñü
æå, íàïðîòèâ, ïîîùðÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå íåóñòîé÷èâîñòåé ïåðèîäè÷åñêèõ ïî
âðåìåíè ðåøåíèé.
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Ðèñ. 2. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè θ∗ êàê
ôóíêöèè A ïðè α = 1.1, L = 8 è íåñêîëüêèõ D1 (ñëåâà), à òàêæå ïðè α = 1.9,
D1 = 1.5 è íåñêîëüêèõ L (ñïðàâà)

Ñìåøàííàÿ ñóáäèôôóçèÿ: ëèíåéíûé àíàëèç

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå îáùåé ìîäåëè ñ α1 6= α2. Ïîñêîëü-
êó èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà âèäíî, ÷òî ñóïåðäèôôóçèÿ â öåëîì íå ïðèâíîñèò
â ìîäåëü íè÷åãî êà÷åñòâåííî íîâîãî, ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ñóáäèôôóçèîí-
íûìè ðåæèìàìè. Áóäåì ïî-ïðåæíåìó èññëåäîâàòü îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñ-
íîãî ðåøåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïðèâîäèò
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ê ñèñòåìå óðàâíåíèé(
qα1 −M11(k) −M12(k)
−M21(k) qα2 −M22(k)

)
ǔ =

(
qα1−1u1(0)
qα2−1u2(0)

)
,

ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä

ǔ1(q) =
qα1+α2−1u1(0)− qα1−1M22u1(0) + qα2−1M12u2(0)

qα1+α2 − qα1M22 − qα2M11 +M11M22 −M12M21
,

ǔ2(q) =
qα1+α2−1u2(0)− qα2−1M11u2(0) + qα1−1M21u1(0)

qα1+α2 − qα1M22 − qα2M11 +M11M22 −M12M21
.

Â îáùåì ñëó÷àå îðèãèíàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì èçîáðàæåíèÿì, íåèçâåñò-
íû. Äàëüíåéøèå àíàëèòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ âîçìîæíû, åñëè ïîëîæèòü, ÷òî
αi ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, ïðè÷åì α1 = r/m < 1 è α2 = p/m < 1.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ǔ1. Ìîæíî ââåñòè íîâîå ïåðåìåí-
íîå w = q1/m, òàê ÷òî qα1 = wr, qα2 = wp è

ǔ1(q) =
qα1−1P1(w) + qα2−1P2(w)

Q(w)
,

ãäå P1, P2 è Q � ïîëèíîìû ñî ñòåïåíÿìè p, 0 è p + r ñîîòâåòñòâåííî. Ðà-
öèîíàëüíûå ôóíêöèè Pi/Q ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ñóììó ïðîñòåéøèõ, ÷òî
ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, èñïîëüçóÿ ñîîòíî-
øåíèå (4):

Pi(w)

Q(w)
=

K∑
j=1

sj∑
n=1

Ci,j,n
(w − σj)n

, ǔ1(q) =
K∑
j=1

sj∑
n=1

qα1−1C1,j,n + qα2−1C2,j,n(
q1/m − σj

)n ,

u1(t) = L−1[ǔ1(q)] =
2∑
i=1

Ci,j,n

K∑
j=1

sj∑
n=1

tn/m−αi

(n− 1)!
E

(n)
1/m,1+1/m−αi

(
σjt

1/m
)
.

Çäåñü σj è sj ñîîòâåòñòâåííî êîðåíü ïîëèíîìà Q(w) è åãî êðàòíîñòü. Ðåøåíèå
u2 áóäåò îòëè÷àòüñÿ ëèøü êîýôôèöèåíòàìè Ci,j,n. Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷è-
âîñòü ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé îòêëîíåíèÿ îò îäíîðîäíî-
ãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè σj: åñëè |Arg σj| >
π/(2m) ñðàçó äëÿ âñåõ j, òî ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû.

Îòìåòèì, ÷òî ìåõàíèçì ôîðìèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèõ
ïàòòåðíîâ â ðåçóëüòàòå íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà îñòàåòñÿ òî÷íî òàêèì æå,
êàê è â ñëó÷àå α1 = α2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îäèí èç êîðíåé (âîçìîæíî, êðàò-
íûé) ïîëèíîìà Q ðàâåí íóëþ, òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî ïîëèíîìà äîëæåí
òàêæå îáðàùàòüñÿ â íîëü. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ
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êðèâàÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì detM(k) = 0, òî÷íî òàêèì æå, êàê è â ðàñ-
ñìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå ñóïåðäèôôóçèè. Òàêîé ðåçóëüòàò âïîëíå îæèäàåì:
ïðè íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà ðåøåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííîãî
ïåðåìåííîãî, ïîýòîìó âûáîð αi íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà êðèòè÷å-
ñêèå çíà÷åíèÿ BT .

Ïðîâåñòè áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç çàâèñèìîñòè êîðíåé îò ïàðàìåòðîâ äà-
æå äëÿ ñëó÷àÿ m = 2, êîãäà ïîëèíîì Q èìååò ñòåïåíü íå áîëüøå 3 (r = p = 2
íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ èíòåðåñà, ò.ê. ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó áðþññåëÿòîðó),
äîñòàòî÷íî òðóäíî: âîçíèêàþùèå âûðàæåíèÿ ñòîëüêî ãðîìîçäêè, ÷òî íå íåñóò
íèêàêîé ïîëüçû. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ÷èñëåííûì àíàëèçîì. Çäåñü äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîðíåé ïîëèíîìà èñïîëüçîâàëñÿ ïðîñòîé ìåòîä, ñâîäÿùèé
ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðè-
öû Ôðîáåíèóñà (companion matrix ). Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé ïðè A = 2, L = 8, D1 = 1,m = 19 è íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ θ. Ðàçíûì
öâåòàì ñîîòâåòñòâóþò òèïû áèôóðêàöèé, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ ïåðâûìè ïðè
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà Â, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ.

Íàèáîëåå âàæíîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ áèôóðêà-
öèè Õîïôà ñ íåíóëåâûì âîëíîâûì ÷èñëîì, êîãäà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå
êîðíè òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü ïðè k 6= 0. Ïîòåíöèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü òàêîãî
ìåõàíèçìà óïîìèíàëàñü íàìè åùå â [7], õîòÿ â èññëåäîâàííîì òàì ñëó÷àå îíà
íèêîãäà íå ðåàëèçîâûâàëàñü. Áèôóðêàöèÿ ýòîãî òèïà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé
èç-çà òîãî, ÷òî âåòâè êðèòè÷åñêîé äóãè êðèâîé BH ìîãóò áûòü íåìîíîòîí-
íûìè ôóíêöèÿìè k è ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ äîñòèãàòü
ìèíèìóìà ïðè k > 0.

Ñìåøàííàÿ ñóáäèôôóçèÿ: âû÷èñëèòåëüíûé

ýêñïåðèìåíò

Áîëåå ãëóáîêîå ïîíèìàíèå õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé ôîðìèðóþùèõñÿ â
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ïàòòåðíîâ òðåáóåò ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
(13). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûïîëíèì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ äèôôóçèîí-
íîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ñâÿçíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

(Dα0+ X1) (t) = d1HX1 + A− (B + 1)X1 + X1 ◦X1 ◦X2, (17a)

(Dα0+ X2) (t) = d2HX2 +BX1 −X1 ◦X1 ◦X2, (17b)

Xi(t) = (xi,0, x1,1 . . . , xi,Nz)
T, di =

DiN
2
z

L2
.

Çäåñü xi,j = xi(t, zj), zj = j/Nz, j = 0, 1 . . . Nz, U ◦ V îáîçíà÷àåò ïîêîìïî-
íåíòíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ îäèíàêîâîé ôîðìû, à H � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.
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Ðèñ. 3. Òèïû áèôóðêàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ r è p ïðè A = 2, D1 = 1, L = 8
è íåñêîëüêèõ θ: 0.1 (ñëåâà ââåðõó), 0.5 (ñïðàâà ââåðõó), 1.0 (ñëåâà âíèçó)
è 1.25 (ñïðàâà âíèçó). Êðàñíûì ïîêàçàíû áèôóðêàöèè Òüþðèíãà, ñèíèì �
áèôóðêàöèè Õîïôà ñ k = 0, çåëåíûì � áèôóðêàöèè Õîïôà ñ k 6= 0

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â êðàéíèõ òî÷êàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
ôîðìàëüíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

∂2xi
∂z2

∣∣∣∣
z=0

≈ xi,−1 − 2xi,0 + xi,1
N−2z

,
∂2xi
∂z2

∣∣∣∣
z=1

≈ xi,Nz−1 − 2xi,Nz + xi,Nz+1

N−2z
. (18)

Ïîñêîëüêó xi,0 = xi,Nz , òî åñòåñòâåííî ïîëîæèòü xi,−1 = xi,Nz−1 è xi,Nz+1 = xi,1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå âûðàæåíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (18) ñîâïà-
äàþò, ò.å. äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ xi,0 è xi,Nz áóäóò îäèíàêîâûìè,
êàê òîãî è òðåáóþò ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Åñëè çàäàíû îäíî-
ðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, òî, èñïîëüçóÿ äëÿ èõ àïïðîêñèìàöèè
öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè, ïîëó÷èì

∂xi
∂z

∣∣∣∣
z=0

≈ xi,1 − xi,−1
N−1z

= 0,
∂xi
∂z

∣∣∣∣
z=1

≈ xi,Nz+1 − xi,Nz−1
N−1z

= 0,
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îòêóäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ xi,−1 = xi,1 è xi,Nz+1 = xi,Nz−1, êîòîðûå çàòåì
íóæíî ïîäñòàâèòü â (18).

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì âèäà (17) èçâåñòíî ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ.
Ìû èñïîëüçîâàëè ñõåìó, îñíîâàííóþ íà ñâåäåíèè óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíû-
ìè Êàïóòî ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà è èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé
èíòåðïîëÿöèè. Áîëåå ïîäðîáíî êëàññ ýòèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì îïèñàí â [16]. Äëÿ
óäîáñòâà ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Èçâåñòíî [4], ÷òî ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè (Dα0+ y) (t) = f(t, y), y(0) = y0 ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(t) = y(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 f(τ, y(τ))dτ.

Ïóñòü tn = nh, n ∈ N ∪ {0}, h > 0 è yn = y(tn). Àïïðîêñèìèðóåì ïîäûíòå-
ãðàëüíóþ ôóíêöèþ f íà êàæäîì èíòåðâàëå [tn, tn+1] ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

f(τ, y) ≈ f(tn+1, yn+1) +
τ − tn+1

h
[f(tn+1, yn+1)− f(tn, yn)] .

Èíòåãðèðîâàíèå ïî τ è íåòðóäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê íåÿâíîé ñõåìå

yn = y0 + hα

[
f0cn(α) +

n−1∑
s=1

an−s(α)fs + a0(α)fn

]
,

cn(α) =
(n− 1)α+1 − nα(n− α− 1)

Γ(α + 2)
, a0(α) =

1

Γ(α + 2)
,

as(α) =
(s+ 1)α+1 − 2sα+1 + (s− 1)α+1

Γ(α + 2)
, s = 1, 2, . . . , fn = f(tn, yn).

Âîçâðàùàÿñü ê èíòåðåñóþùåé íàñ ñèñòåìå óðàâíåíèé (17), ïîëó÷èì ðàç-
íîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ

X
(n)
i − h

αia0(αi)fi(X
(n)
1 ,X

(n)
2 ) = b

(n)
i , X

(n)
i = Xi(tn),

f1(X
(n)
1 ,X

(n)
2 ) = d1HX

(n)
1 + A− (B + 1)X

(n)
1 + X

(n)
1 ◦X

(n)
1 ◦X

(n)
2 ,

f2(X
(n)
1 ,X

(n)
2 ) = d2HX

(n)
2 +BX

(n)
1 −X

(n)
1 ◦X

(n)
1 ◦X

(n)
2 ,

b
(n)
i = X

(0)
i + hαi

[
fi(X

(0)
1 ,X

(0)
2 )cn(αi) +

n−1∑
s=1

an−s(αi)fi(X
(s)
1 ,X

(s)
2 )

]
.

Ìàòðèöà ßêîáè ëåâîé ÷àñòè èìååò ðàçðåæåííóþ áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóê-
òóðó

J =

(
d1H − (B + 1) O

O d2H

)
︸ ︷︷ ︸

=J0

+

(
2diag (X

(n)
1 ◦X

(n)
2 ) diag (X

(n)
1 ◦X

(n)
1 )

−2diag (X
(n)
1 ◦X

(n)
2 ) −diag (X

(n)
1 ◦X

(n)
1 )

)
.
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Çäåñü îïåðàòîð diag ïðåîáðàçóåò âåêòîð â äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðàçìåðà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ïàó-
ýëëà (Powell dogleg algorithm, ñì. [17]). Ìàòðèöà J0 âû÷èñëÿåòñÿ îäèí ðàç,

âåêòîðû b
(n)
i ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ëèøü îäèí ðàç íà êàæäîì âðåìåíí�îì ñëîå.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå ñ ïðåäûäóùåãî
âðåìåíí�îãî ñëîÿ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàí-
ñòâåííî îäíîðîäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ è ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà ìàã-
íèòóäû 5 · 10−2.

Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 4 è õîðîøî èëëþñòðèðóþò òèïè÷-
íûå ñöåíàðèè ôîðìèðîâàíèÿ ïàòòåðíîâ. Áîëåå òåìíûå öâåòà íà íèõ ñîîòâåò-
ñòâóþò áîëåå âûñîêîé êîíöåíòðàöèè. Íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà (ðèñ. 4a) ïðè-
âîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñòàöèîíàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé, ïîõîæèõ íà ïîëîñû. Êîëè÷åñòâî ýòèõ ïîëîñ îïðåäåëÿåòñÿ âîëíîâûì
÷èñëîì kT , ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè. Íåóñòîé÷èâîñòü
Õîïôà ñ k = 0 (ðèñ. 4b), íàïðîòèâ, ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ îäíîðîäíî-
ãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ, òàêæå ïîõîæåãî íà óçêèå ïîëîñû.
Íåóñòîé÷èâîñòü Õîïôà ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ âîëíîâûì ÷èñëîì (ðèñ. 4c) ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ áèïåðèîäè÷åñêîãî ïàòòåðíà, áîëüøå âñåãî ïîõîæåãî íà
øàõìàòíóþ äîñêó: îáëàñòè âûñîêîé è íèçêîé êîíöåíòðàöèè ÷åðåäóþòñÿ è âî
âðåìåíè, è â ïðîñòðàíñòâå.

Èçâåñòíî [18], ÷òî äëÿ îáû÷íîãî áðþññåëÿòîðà ïîâåäåíèå â îêðåñòíîñòè
áèôóðêàöèè êîðàçìåðíîñòè 2 ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì: çäåñü äâå íåóñòîé÷è-
âûå ìîäû êîíêóðèðóþò äðóã ñ äðóãîì, è â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ìîæíî íàáëþäàòü îäèí èç ÷èñòûõ ïàòòåðíîâ (Òüþðèíãà èëè Õîïôà);
áèñòàáèëüíûå ïàòòåðíû, ãäå ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî äî-
ìåíîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ôîðìèðóåòñÿ ÷èñòûé ïàòòåðí; áèïåðèîäè÷å-
ñêèå ïàòòåðíû; íàêîíåö, õàîòè÷åñêèå ðåæèìû, äëÿ êîòîðûõ íåëüçÿ âûäå-
ëèòü êàêóþ-ëèáî ñòðîãóþ ñòðóêòóðó. Â ïðîâåäåííîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñ-
ïåðèìåíòå äëÿ ñèñòåìû (17) ðåïåðòóàð íàáëþäàåìûõ ðåøåíèé îêàçàëñÿ áî-
ëåå ñêóäíûì: ýòî áûëè ëèáî ÷èñòûå ïàòòåðíû, ëèáî áèïåðèîäè÷åñêèå, êàê íà
ðèñ. 4d. Ñóáäèôôóçèîííûå ñèñòåìû òàêæå äîïóñêàþò ôîðìèðîâàíèå õàîòè-
÷åñêèõ ïàòòåðíîâ: íàïðèìåð, êîãäà Di ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ L2, ñèñòåìà ôàê-
òè÷åñêè ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå íåëèíåéíûå îñöèëëÿòîðû � ñì. ðèñ. 4e.
Íàêîíåö, âîçìîæíî ôîðìèðîâàíèå ïàòòåðíîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ íå÷òî ñðåä-
íåå ìåæäó õàîòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè è ðåøåíèÿìè ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé.
Îäèí èç òàêèõ ïàòòåðíîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 4f. Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé àíàëèç
íå ìîæåò ïðåäñêàçàòü ïîÿâëåíèå òàêèõ ðåøåíèé.
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Ðèñ. 4. Ðåøåíèÿ x1 ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è A = 2: r =
10, p = 11, B = 7, D1 = 1, θ = 0.5, L = 32 (a); r = 9, p = 17, B = 4.5, D1 =
1, θ = 1.25, L = 8 (b); r = 19, p = 9, B = 5.536, D1 = 1, θ = 0.5, L = 32 (c);
r = p = 15, B = 6.4, D1 = 1, θ = 0.57, L = 64 (d); r = 17, p = 18, B = 7, D1 =
4, θ = 0.5, L = 512 (e); r = 18, p = 16, B = 6.5, D1 = 2, θ = 1, L = 512 (f)

Çàêëþ÷åíèå

Òåõíèêà ëèíåéíîãî àíàëèçà íåóñòîé÷èâîñòåé ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü
íåñêîëüêî âàæíûõ âûâîäîâ îá îñîáåííîñòÿõ ôîðìèðîâàíèÿ ïàòòåðíîâ â ñè-
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ñòåìàõ ñ àíîìàëüíîé äèôôóçèåé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, íóæíî îòìåòèòü, ÷òî
ñóáäèôôóçèÿ ¾ïîîùðÿåò¿ íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà, ðàñøèðÿÿ ïî ñðàâíå-
íèþ ñî ñòàíäàðòíûìè ñèñòåìàìè îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ãäå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ
ïðîñòðàíñòâåííî ïåðèîäè÷åñêèå ïàòòåðíû; ñóïåðäèôôóçèÿ, íàïðîòèâ, äåëàåò
áîëåå âåðîÿòíûì ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Õîïôà.

Â ñèñòåìå, ãäå äèôôóçèîííûé òðàíñïîðò èìååò ðàçíûå ðàöèîíàëüíûå ïî-
êàçàòåëè ¾àíîìàëüíîñòè¿ äëÿ ðàçíûõ êîìïîíåíòîâ ñèñòåìû, íåóñòîé÷èâîñòü
Õîïôà ìîæåò âîçíèêàòü ïðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ âîëíîâûõ ÷èñëàõ, ôîðìè-
ðóÿ áèïåðèîäè÷åñêèå ïàòòåðíû. Òàêîé ìåõàíèçì íåâîçìîæåí ïðè íîðìàëü-
íîé äèôôóçèè è îáóñëîâëåí õàðàêòåðíûìè ñâîéñòâàìè îïåðàòîðîâ íåöåëîãî
ïîðÿäêà. Íàáëþäåíèå íåóñòîé÷èâîñòåé òîãî èëè èíîãî òèïà çàâèñèò îò îáîèõ
ïîêàçàòåëåé � íå óäàåòñÿ ñêîíñòðóèðîâàòü èç íèõ òàêîé ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð,
êîòîðûé áû îäíîçíà÷íî óêàçûâàë òèï âîçíèêàþùåé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ðåàêöèè�äèôôóçèè ÿâëÿ-
þòñÿ àìïëèòóäíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå äàþò óíèâåðñàëüíîå îïèñàíèå èõ ïî-
âåäåíèÿ â îêðåñòíîñòè áèôóðêàöèè. Äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè Êàïóòî
òàêîé ôîðìàëèçì ïîêà åùå íå ðàçâèò â äîñòàòî÷íîé ìåðå, ÷òî çíà÷èòåëüíî
ïðåïÿòñòâóåò ïîíèìàíèþ îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé, óïðàâëÿþùèõ ôîðìè-
ðîâàíèå ñëîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ñòðóêòóð â íèõ. Íà òåêóùèé ìîìåíò ëè-
íåéíûé àíàëèç è ïðÿìîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ÿâëÿþòñÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè,
åäèíñòâåííûìè ñïîñîáàìè èçó÷åíèÿ ñèñòåì íåöåëîãî ïîðÿäêà.
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