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���& ��.�� �
 �� � ap& ��
	�
b�

� a�b ������.�� ���5�
 ������ ����� ���������( ��������� an(x)� 6-�+
)�
���

bn =
d

dx
an(x)

∣∣∣∣∣
x=0

,

��,�

bn = cn − dn(1), an(x) = bn x+ dn(x), /
1

,��

dn(x) =
x∫
0

⎛
⎝n−1∑
m=1

(m+ 1) am(t) bn−m

⎞
⎠ dt, n ∈ N.

q������ /
1 ��.�� �
�.� �����5)��
�5 ��( ���������( %� ��������+
������� �� �� ,����
���� ω(y) -�) ,����)���,� ����������,� ��77����*���+
�
��(8 ��� ��( -�����,� ���������( ,����
���
 ω(y)� ������5��& ��,�
���
/	1&

d

dx
F (x)(y) = ω(y)

d

dy
F (x)(y), /�1

��& �����
��� x = 0 � e�� 7������& �������

ω(y) =
∞∑
n=1

bn y
n+1,

,�� �������� bn ������(3��( � /
18 ��-� bn ����
3��( �)��������& � ��,�

������(3��( �������� cn ������������ � ����������� ��������� an(x)�

�������� �4� ���� ����)��3 7������ /��� ao& /r
1b1& ��()��
34�3 %� �
�� ,����
�����s

d

dx
F (x)(y) = ω(F (x)(y)). /o1
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���5 ��"�& ���-�
.���� /�1 ����.�
�� ��0 yn+1 = F (yn)&
n ∈ Z� ��� e��� %� F (x)(y)& x ∈ C ����.�
�� %�0 ��� �������& ���
7���
�5��� �(�� F (x)(y) ��.�� �������������
�5 �
� ��������� 7���+
*��� `��� ����
)����
�5 ��� e��� ���������5 7���
�5��� �(��� %�& ��
e�� ��
���( ����
�5 ��
 �� ������

%
����5�� �
� �)������& ��� ��4�����34�� ������� 
�
���������� %�
�
3��( 7������ /��� arb1

F (x)(y) = y (1− k x yk)−1/k, k ∈ N, /p1

�����������34� ,����
���� ω(y) = yk+1 /��� �
�.� ao& /p�1b1�
%� �
�� ������ ���
������� �������& ���
��
����� ������ ������ 

��.�� ��
)� �����
�5 � ���� 7���
�5��� �(���s

y = F (x)(C), ��� C = F (−x)(y), /r1

,�� C = y0 g �
�
�5��� )�
����� /� ����� ����,�
�1& � y ∈ R ��� y ∈
C� � ��������� ����
� ����������� h����(i x ∈ R ��.�� ����3���5 �)
��
����� � �
���
����
�5 ���
��
����� ������ �
� 7���*�� u = u(v)
��� v = v(u)& ,�� u = Re(y)& v = Im(y)�

%
������& �
�������� ������ "�� �) ���� ��)��.��� �������
�5���
���-�
.��� /�1& F (y) = y − y2& ���� �
���� ����
 ��,���������,� ���-�
+
.���( /F (y) = y + Ay2 ���������( � e���� ���� �������������� 1s

yn+1 = yn − y2n, n ∈ N0, y0 ∈ C. /t1

���������( �� 7������ /
1 �
3� ,����
���s

ω(y) = −y2 − y3 − 3

2
y4 − 8

3
y5 − 31

6
y6 − 157

15
y7 − 649

30
y8 + . . . , /�'1
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�.� 7���
�5�� �(�& ������
��(34� ���
��
����� ������ %�s

C = (y − y2)(−x) = y + x y2 + x y3 + x2 y3 +
3

2
x y4 +

5

2
x2 y4 +

8

3
x y5 + x3 y4+

+ 6 x2 y5 +
31

6
x y6 +

13

3
x3 y5 +

157

15
x y7 +

175

12
x2 y6 + . . . .

%
������& ��� �-
 e��� �(�
 �
����(��( /��� a�b � ������ �
�1�
2�� �� �����& ��.�� ��,�� ��������5 ��������& ��� �
.� e��� ������� 

����)�� 7���
�5��,� �(�
 (y − y2)(−x) ����"� ���-��.
�� ���
��
����3
�����3 y = y(x) ��( y(0) = C = 0.1 �� ��
 �� ���� � ������
�� x ∈ [−2, 1]�
��( ���5"�� )�
���� y(0) = C& ��-� ��( -��5"�,� ����)�
 �(�
 (y−y2)(−x)

e��� ������
� ��.�� )�
�����5�� �
�"����5 � �-� ������� /��� a�b1�
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� ��.
����3& ��������5 ������� k����(g#���
 �
��(��3 � 7���
�5+
��� �(�
�& �����������34�� ���
��
����� ������ %�& �� ������
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� �
� e�� �(�� )
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��� �(��
����� ��-( )�
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� �� ����������& 

�
����(4���( �(�� �� ���� � -���� ���������� ���-4� �
�� �)������

%
 ��� 7���*�3 H(x, y) /7���
�5�� �(�1& �
��3& ��� �� ����� �����(
H(x, y) = C -���� ������������
�5 ���
��
����� ������ %�� ����.��
7���
�5��

0 = H(x+ t, F (t)(y))−H(x, y) = A(t), /��1

,�� h����(i x ������������� �
�
�5���� )�
����3 y = y(x)� 0���, �� ���+
���� t -���� ����
�5 �
����

��	���
 �� ��
 ��
	�	 �	������	�	 �
�� (1) ���������� ����������

���� ������ �������� H(x, y)� ����� ��	��
 �	�	�	�	 �		���������� ���

���������� ������ ���������	� �������� ��� �	����	��	 ����� y ∈ C 

�	�
�
�������	� %�.�� ���
)
�5& ��� 7���*�( A(t) � /��1 (��(���(
������ & ���� ����� ��.��������� ���5 � �
������ ��������,� 
����������+
���,� �
)��.���( /� ��������� ������� C1 ��( ������(4� 7���*��H(x, y)�
2
��� �-�
)��& ����� ����,�
� /���� ��4�������1 �� (��(���( ���������+
���� 6��
�� �� �� ��.�� -��5 ������������ �
.� � ����
�& ���� ��� �(��
)
������ ����(��(& ��e���� ���������������5 H(x, y) �
� �� ���.�
 -����+
����5�

c
��"�� 7���*�3 A(t) � /��1 � ����

A(t) = H(x+ t, y + g1(y) t+ g2(y)
t2

2!
+ . . .)−H(x, y),

�����5)�( 7������ /	1& ���
.
34�3 %� � ����453 �� ,����
���
� 2�,�


A(t) =

(
∂H

∂x
+

∂H

∂y
ω(y)

)
t+ O(t2).
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H(x, y) = G

⎛
⎝x−

∫ dy

ω(y)

⎞
⎠ , /��1

,�� G g e�� ����)���5�
( ��,��(��
( 7���*�(� ���( � ���� �����������+
����5 �����,� ����,�
�
& ����.�� G() = 1�

�
��� ���-������ �
 �� ����
��� � A(t) -���� ������,� ���(��
 �� t�
6��
�� � e��� ��� ���-���������& �
� �
�& ��
���5�� ��-�
� ������� ��+
��,�����
��( � /��1& �� �����
�� ������ ��"����s

H(x, y) = x−
F (x)(y)∫
y

dt

ω(t)
+ const. /�	1

���
)
���5���� e�� 7������ ��.�� ������� �) ������
�����( %� /	1 �
7������ /o1& ���
�� e�� �.� ����
�� �
��� /��� ao& /rr1b1�

����,�
� /�	1 (��(���( ���
 7���
�5���� c
��"�� �,� � 7����& ����+
�������34� �-�)�
����(� � /r1& ���� ����.�� y0 = C ��� ������� x = 0 �
y = y(x) ��� ������� x� 2�,�
 ������� ���,�� ���
.���� ��( ���
��
���� 
����� /r1& ,�� ���������� �
)������s

x =
y∫

C

dt

ω(t)
. /�
1

������5�� �������,�
�5��� ���
.���� � /�
1 (��(���( 7���
�5��� �(+
��� ���� ��������� /��)
������ �� ���������� ��� �
���������� �(�

/�11& ��� ������������� �������
( ,������7�
( 7���*�( � ��������� �����+
�� ���������� ��������� /������
 k����(g#���
& ��� at& �� 
	b1� ��������
����,����( 
�������������� �
)��.���� 1/ω(t) � /�
1 �� ���� t ∈ [C, y]& ��+
���� ������� ��-�
�5 � e��� �������& ������� 
�
���������3 7���*�3
x = x(y)& 
 �
�.� �����.����� �������� w�x�V�

%
������& �)(� ,����
��� ω(y) /�'1 ��( ��,���������,� ���-�
.���( /t1&
������� ��������

1 ≈
y−y2∫
y

dt

ω(t)
,

������ ��� ������& ��� ���5"� |y|& y ∈ C� ��77����*���( e�� 7������&
�����
�� 7���*���
�5��� ��
������ ��( ,����
���
 /�'1s

ω(y − y2) = ω(y) (1− 2 y), /��1

�����
 ��.�� �������5 �����������3 7������ ��( �,� ��e77�*�������
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3��( 7������ /p1� �
��� ������ ��
��*������+
�� %�& �����������34� ,����
���� ω(y) = y2 + y3� q�����
 /�
1 �
��s

x = log

⎛
⎝(1 + y)C

(1 + C) y

⎞
⎠+

1

C
− 1

y
.

�������( � �-�)�
����(� � /�	1 � �-�
��� e�� 7������� 2�,�
 �������

F (x)(y) = −
(
1 +Ws

(
−1 + y

y
exp

(
x− 1 + y

y

)))−1

, /�o1

,�� Ws() g e�� 7���*�( v
�-���
& 
 s g e�� �� ����5s s = 0 ��� y < 0 �
s = −1 ��� y > 0�

#
)��.��5 7������ /�o1 � �(� �� y ��������������� �� ��
���(� 0����+
�� �����
 �
)��.��5 �� � �(� �� x& 
 )
��� ������5)��
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y = W (y exp(y))� 2�,�
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���� /
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⎧⎨
⎩xn+1 = xn + 1, yn+1 = yn +

∞∑
k=1

ck y
k+1
n

⎫⎬
⎭ , /�p1

,�� ��������
( xn �,�
�� ���5 ���������,� ��������
6�������& )
�
�
 ���������( �����,� ����,�
�
 H(x, y)& �
��,�& ���

H(xn+1, yn+1) = H(xn, yn)& n ∈ Z& e����
�����
 ���������3 %� ���-�
+
.���( /�1& ���� �����
�������3 %�0 �� �� ��������� �����*���

0���
�� ����-�
)��
��� �
�"�
-����
��( � ������� /�p1s

x → x

h
, y → h y,

,�� h g e�� �
�� �
�
����� c
��� ����.�� ������ ��
������ /�p1 �
 h& 

������ ��
������ /�p1 �
)����� �
 h� 2�,�
 ������� ��0s

⎧⎨
⎩xn+1 = xn + h, yn+1 = yn +

∞∑
k=1

ck h
k yk+1

n

⎫⎬
⎭ . /�r1

�������� ����� ����,�
� H(x, y) = const ��( ������� /�r1& 
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���
������
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���� �
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-����
���& ��� e����
������ �����
����� h = 1
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�5�� xn = x& yn = y � �
�������� ��.������

0 = H(x+h, y+
∞∑
k=1

ck h
k yk+1)−H(x, y) =

⎛
⎝∂H(x, y)

∂x
+ c1 y

2 ∂H(x, y)

∂y

⎞
⎠h+O(h2).

/�t1
��-��
( ������ "�� �
����� ��"����& �����
��

H(x, y) = c1 x+
1

y
+ hH1(x, y) +O(h2).

�����5)��� e�� 7������ � /�t1� 2�,�
& �����
( �����5�� ,����)����& ��
��������� ����
���& �������

0 =

⎛
⎝(c21 − c2) y +

∂H1(x, y)

∂x
+ c1 y

2 ∂H1(x, y)

∂x

⎞
⎠ h2 +O(h3).
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�5 ��+���,���� 2�,�
 �������

H(x, y) = c1 x+
1

y
+

h

2

(
c2
c1

− c1

)
log(y2) + h2H2(x, y) +O(h3).
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H2(x, y) =
y

2 c21

(
2 c1 c3 − c21 c2 + c41 − 2 c22

)
.
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H(x, y) = c1 x+
1

y
+

1

2

(
c2
c1

− c1

)
log(y2) + U(y), /�'1

,��
U(y) = H2(x, y) + O(y2).
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U(y)− U(F (y)) = c1 − 1

y
+

1

F (y)
+

(
c2
c1

− c1

)
log

⎛
⎝F (y)

y

⎞
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,
(& ��� 7���*�3 U(y) ��.�� �
���+��-� �-�
)�� ��������5
�� ��
�����3 /��1& �� �������� ����� ����,�
� /�'1& ���� �����
������
%�0 �� �� ��������� �����*���

6��
�� �
 �
��� ���� �� �� �������� ����,� ����,�& ����� ��
�����(
/��1�



�


�����	�� !� �� !����� �������� (20) �	������� � ��������	� (14) 

�	�
�
�������	� ����.�� x = x(y) � 7�����
� /�
1 � /�'1& )
��� ���+
��77����*����� �� y � ����
��(�� ��)��5�
��� �������

x′(y) =
1

ω(y)
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1

c1 y2
+

c21 − c2
c21 y

− 1

c1
U ′(y). /��1
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ω(y) = c1 y
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c3 − c31 −

5

2
(c2 − c21) c1
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y4 + . . . .
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c1 − c2
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log y − c1
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������ /�p1 �
 h& 
 ������ ��
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3
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1

y2
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1

5
log(y2) + U(y),

,�� U(y) = 79/3150 y2 + 29/7875 y4 + . . . ����������(�� 7���*���
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��
�����3

U(y)− U(sin(y)) = −1

3
+

y2 − sin2(y)

y2 sin2(y)
− 2

5
log

⎛
⎝ y

sin(y)

⎞
⎠ .
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�������� e���������� � a�b�

q���*���
�5��� ��
������ /��1 ��( 7���*�� U(y)& ��������� �
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��( e��,� ���-�
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1

y
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1

2
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�5���� ��
�����3

U(y)− U(y − y2) =
y
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1

2
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∞∑
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���������5 7���
�5��,� �
)��.�+

��( /�o1 7���*�� U(y) �
������5�
 �
���������� �(�
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 "� "	�������� �
� (26) ����� ����	����
� ��� ��� �	���

y = 0 
��
���
 ��������	� �	��	� 	�	
���	���� ������� U(y) 
�	�
�
�������	� %
������& ��� 7���*�( U(y) (��(���( 
�
��������� 

� ��������� �������& ������
34�� � ����� y = 0 /��� ������� �1�
2���
 y0 = 1& ��������& (��(���( ���-� ��( 7���*�� U(y)& ��� �������

�) ��
�����( /��1� �� �� .� ������� �����

y±1 =
1

2
± i

2

√
3, i2 = −1,

(��(3��( ���-��� �
� ����-�
)� ����� y0& ���� y − y2 = y0& y = y±1 �
�
��� -���� ������
�5 ���5�� ����� � ������ ������������� C� ��e����

�������& ��� ��� �����

yn+1 = F (−1)(yn) =
1

2
−
√√√√1

4
− yn, n ∈ N /�p1

(��(3��( ���-����
%
������& y10 ≈ −0.12356942653420+ 0.037052550159283 i�
%� ��������
���5����5 ����� /�p1 ��������( � ���3& �
� �
� ����� 
����+

������

yn = −1

n
+
C − logn

n2
−

1
2 + C + C2 − (1 + 2C) logn+ log2 n

n3
+O

(
1

n4

)
, /�r1

�����
( ������(���( ������� �������������� ��e77�*�������
%
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��� ����& e�� � �������� �
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 −1/n � ��
���5�� ����-�
�5 �����
��� C� ��( ��������
���5����� /�p1&
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�� � ���������� ���������& ������� )
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�
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z → z2 + (0.99 + 0.14 i) z,
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)�
�� h������ 
)
������ ����� i � h�����5�� ���� .���
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�
��& ��������������& �
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yn

1− yn
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��� ��������+
���� e�� ��
�����( �� n ∈ N0� 2
��� �-�
)��& ����� /���
 7���
�5��1

U(y0) =
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∞∑
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∞∑
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