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1. Введение 

 

 Рассмотрим модель агрегации-дробления [1], описывающую систему, в 

которой протекают процессы присоединения мономера к агрегатам и распада 

агрегатов, инициированного столкновением с мономером: 

{𝑛} + {1} → {𝑛 + 1}  c константой 𝛼𝑛 > 0,  𝑛 ∈ ℕ, 

{𝑛} + {1} → {𝑛 − 1} + 2{1}  c константой 𝛽𝑛 > 0,  𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 > 1. 

Как было показано в [1], соответствующая динамика может быть описана с 

помощью бесконечномерной системы  

 𝑑𝑐1

𝑑𝑡
= −2𝛼1𝑐1

2 + 𝛽2𝑐1𝑐2 + ∑(𝛽𝑛 − 𝛼𝑛)𝑐1𝑐𝑛

∞

𝑛=2

, 

𝑑𝑐𝑛

𝑑𝑡
= 𝛼𝑛−1𝑐1𝑐𝑛−1 − (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)𝑐1𝑐𝑛 + 𝛽𝑛+1𝑐1𝑐𝑛+1, 

𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 > 1 . 

(1.1) 

Здесь 𝑐𝑛 – концентрация агрегата, состоящего из 𝑛 мономеров, а скорости 

отдельных процессов определяются законами химической кинетики [2].  

1.1. Важнейшим свойством такой системы, во-первых, является наличие 

линейного инварианта [1], имеющего физический смысл массы системы: 

 
𝑀 = ∑ 𝑛𝑐𝑛(𝜏) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

∞

𝑛=1

. (1.2) 

1.2. Во-вторых, при условии 𝑐1 > 0 динамическая система (1.1) сводится к 

линейной с помощью замены времени 𝑑𝜏 = 𝑐1(𝑡)𝑑𝑡, которая дает: 

𝑑𝑐1

𝑑𝜏
= −2𝛼1𝑐1 + 𝛽2𝑐2 + ∑(𝛽𝑛 − 𝛼𝑛)𝑐𝑛

∞

𝑛=2

, 

𝑑𝑐𝑛

𝑑𝜏
= 𝛼𝑛−1𝑐𝑛−1 − (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)𝑐𝑛 + 𝛽𝑛+1𝑐𝑛+1,   

𝑛 > 1, 𝑛 ∈ ℕ. 
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2. Основная система уравнений 

 

 Целью настоящей работы является исследование важного частного 

случая, при котором все константы реакций равны. Тогда без ограничения 

общности значения констант можно считать равными единице. 

Итак, рассмотрим ситуацию, при которой 𝛼𝑛 = 𝛽𝑛 = 1, 𝑛 ∈ ℕ. Тогда 

динамическая система примет вид: 

 𝑑𝑐1

𝑑𝜏
= −2𝑐1 + 𝑐2, 

𝑑𝑐𝑛

𝑑𝜏
= 𝑐𝑛−1 − 2𝑐𝑛 + 𝑐𝑛+1,   

𝑛 > 1, 𝑛 ∈ ℕ. 

(2.1) 

Определим множества, на которых мы будем рассматривать решения. 

2.1. Определим пространство  как совокупность всех последовательностей 

{𝑐𝑛()}, 𝑛 ∈ ℕ, для каждого фиксированного  ∈ ℝ. Траектории системы (2.1) 

будем искать в виде функциональных последовательностей {𝑐𝑛()}  с 

непрерывно дифференцируемыми компонентами ∀𝑛 ∈ ℕ  𝑐𝑛() ∈ 𝐶1(ℝ). 

2.2. В свою очередь выделим пространстве  конус 
+
  

последовательностей с неотрицательными компонентами 𝑐𝑛 ≥ 0. И особый 

интерес для нас будут представлять траектории системы (2.1), такие, что для 

всех  ≥ 0 будет верно 𝑐𝑛() ≥ 0, то есть {𝑐𝑛()} ∈ 
+

. 

2.3. Кроме того, нам понадобится пространство 𝑀   элементов конечной 

массы, то есть таких, что величина 𝑀 = ∑ 𝑛|𝑐𝑛|∞
𝑛=1  есть конечная 

неотрицательная величина. 

2.4. Наиболее интересным с точки зрения поиска решений нашей динамической 

системы является множество  𝑀
+ = 

+ ∩ 𝑀. Нашей целью является 

построение решения задачи Коши для системы (2.1) и, соответственно,  (1.1) на 

этом множестве. 
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3. Свойства основной системы 

 

3.1. Существование решения в  . Заметим, что структура системы (2) 

позволяет первое уравнение разрешить относительно 𝑐2(), выразив его через 

𝑐1(), и далее по цепочке каждое 𝑛-тое уравнение можно разрешить 

относительно 𝑐𝑛+1(), представив его как дифференциальный полином от 

младших компонент. Таким образом, для любой функции 𝜑(𝜏) ∈ 𝐶∞(ℝ) можно 

построить решение, положив 𝑐1() = 𝜑(𝜏), а остальные компоненты 𝑐2(), 

𝑐3(), … и так далее можно будет установить, последовательно разрешая 

систему относительно старших компонент. 

Тем самым мы установили факт существования решения системы (2), 

которое является бесконечно дифференцируемым по , а значит, принадлежит 

пространству . 

Однако такой способ построения решения не отвечает физическому 

смыслу задачи, так как вопрос об условиях на функцию 𝜑(𝜏), которые 

обеспечили бы, во-первых, неотрицательность решений, во-вторых, 

ограниченность  массы, остается открытым. Далее эта сложность будет 

преодолена посредством другого подхода. 

 

3.2. Сохранение неотрицательности решений. Если для  = 0 решение системы 

(1.1) принадлежит множеству 
+

, то и все решение {𝑐𝑛()} +
, а значит, 

справедливо неравенство 𝑐𝑛() ≥ 0 для всех 𝑛 ∈ ℕ и  ≥ 0.  

Это свойство решения системы (2.1) наследуют от системы (1.1) которая 

имеет структуру уравнений химической кинетики и удовлетворяет условиям 

положительности [3]. 
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3.3. Закон сохранения массы. Данное свойство также наследуется от системы 

(1.1) и является следствием того, что и система (1.1), и система (2.1) имеют 

линейный инвариант (1.2). 

 

3.4. Потенциальность. Рассмотрим функционал: 

𝑈[𝑐] =
𝑐1

2

2
+

1

2
∑(𝑐𝑘 − 𝑐𝑘+1)2.

∞

𝑘=1

 

Этот функционал имеет квадратичную структуру, является положительно 

определенным и определен на любом решении из 𝑀, поскольку если сходится 

ряд из суммы модулей с положительными коэффициентами, не стремящимися к 

нулю при 𝑛 → ∞, то сходится и ряд из квадратов компонент, а значит, ряд в 

определении функционала тоже сходится. 

Легко видеть, что правая часть каждого уравнения системы (2.1) 

совпадает с частной производной функционала 𝑈[𝑐] по соответствующей 

компоненте 𝑐𝑛, а именно, систему (2) можно переписать в виде: 

𝑑𝑐𝑛

𝑑𝜏
= −

𝜕𝑈

𝜕𝑐𝑛
,    𝑛 ∈ ℕ   или   

𝑑с

𝑑𝜏
= −

𝛿𝑈

𝛿с
 . 

Важным следствием этого является то, что для всех решений из 𝑀 

функционал  𝑈[𝑐] монотонно убывает по 𝜏. Поскольку единственный 

глобальный минимум достигается при  𝑐𝑛() = 0 для всех 𝑛 ∈ ℕ, единственным 

устойчивым стационарным решением системы является нулевое, то есть такое, 

в котором все компоненты равны нулю.  

 

3.5. Единственность решения. Это свойство легко доказывается на основании 

предыдущего методом от противного. Действительно, предположим, 

некоторому начальному условию {𝑐𝑛(0)} соответствуют две различные 

траектории  {𝑐′𝑛()} и {𝑐′′𝑛()}. Тогда в силу линейности их разность тоже 

будет решением с нулевым начальным условием, которая, очевидно, 
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принадлежит 𝑀, и в силу свойства 3.4 будет нулевым. А следовательно, 

решения  {𝑐′𝑛()} и {𝑐′′𝑛()} должны совпасть. 

 

 

4.  Задача о спектре и собственных состояниях оператора 

в правой части основной системы 

 

 Представим систему (2) в виде: 

 𝑑с

𝑑𝜏
= 𝐿̂с, (4.1) 

где линейный оператор 𝐿̂ может быть представлен в виде трехдиагональной 

матричной структуры: 

‖

−2
1
0
…

1
−2
1
…

0
1

−2
…

… 𝛽𝑛

… 𝛽𝑛

… 𝛽𝑛

… 𝛽𝑛

‖ 

 

4.1. Задача о нахождении спектра и собственных состояний оператора 𝐿̂. 

Рассмотрим уравнение 

𝐿̂ℎ = ℎ, 

где  – некоторое число, а ℎ = {ℎ𝑛}, 𝑛 ∈ ℕ, – числовая последовательность, 

которую мы будем называть собственным состоянием оператора 𝐿̂. В силу 

первого уравнения системы 4.1 первая компонента ℎ не может равняться нулю, 

следовательно, без ограничения общности можно положить  

ℎ1 = 1. 

Тогда для любого  ∈ ℝ все последующие компоненты ℎ можно вычислить из 

уравнений системы (4.1): 

    ℎ2 = ( + 2)ℎ1, 

    ℎ3 = ( + 2)ℎ2 − ℎ1,  

    … 

    ℎ𝑛+1 = ( + 2)ℎ𝑛 − ℎ𝑛−1,  𝑛 ∈ ℕ,  𝑛 > 1. 



8 

Отсюда следует, что, во-первых, спектр оператора 𝐿̂ содержит все 

действительные числа, во-вторых, для всех собственных значений компоненты 

собственного состояния могут быть представлены в виде полиномов от , 

причем степень полинома будет на единицу меньше номера компоненты.  

Заметим, что проделанное построение возможно над полем как 

действительных, так и комплексных чисел. И в первом случае все компоненты 

собственной последовательности будут действительными. 

 

4.2. Общий вид последовательности полиномов  

Исследуем структуру полиномов, составляющих компоненты собственного 

состояния. Для простоты в исходном рекуррентном соотношении заменим 

величину  на 𝜇 =  + 2. Тогда получим рекуррентные соотношения 

ℎ1 = 1, 

ℎ2 = 𝜇ℎ1,  

ℎ𝑛+1 = 𝜇ℎ𝑛 − ℎ𝑛−1,  𝑛 ∈ ℕ,  𝑛 > 1. 

(4.2) 

 

Вычислим несколько первых полиномов: 

ℎ1 = 1, 

ℎ2 = 𝜇, 

ℎ3 = 𝜇2 − 1, 

ℎ4 = 𝜇3 − 2𝜇, 

ℎ5 = 𝜇4 − 3𝜇2 + 1, 

ℎ6 = 𝜇5 − 4𝜇3 + 3𝜇, 

ℎ7 = 𝜇6 − 5𝜇4 + 6𝜇2 − 1, 

ℎ8 = 𝜇7 − 6𝜇5 + 10𝜇3 − 4𝜇, 

ℎ9 = 𝜇8 − 7𝜇6 + 15𝜇4 − 10𝜇2 + 1, 

ℎ10 = 𝜇9 − 8𝜇7 + 21𝜇5 − 20𝜇3 + 5𝜇, 

… 
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Если расположить коэффициенты полиномов в виде треугольника, 

         1 

        1 0 

       1 0 -1 

      1 0 -2 0 

     1 0 -3 0 1 

    1 0 -4 0 3 0 

   1 0 -5 0 6 0 -1 

  1 0 -6 0 10 0 -4 0 

 1 0 -7 0 15 0 -10 0 1 

1 0 -8 0 21 0 -20 0 5 0 

 

можно заметить, что ненулевые коэффициенты, расположенные на линиях, 

идущих от единиц слева в направлении вправо-вниз «по диагонали», 

отличаются от биномиальных коэффициентов только чередующимися знаками. 

Отсюда можно сделать предположение, что общий вид полиномов для всех 

𝑘 ∈ ℕ: 

ℎ2𝑘−1 = ∑ (
𝑘 + 𝑚 − 2

𝑘 − 𝑚
) (−1)𝑘−𝑚𝜇2𝑚−2

𝑘

𝑚=1

, 

ℎ2𝑘 = ∑ (
𝑘 + 𝑚 − 1

𝑘 − 𝑚
) (−1)𝑘−𝑚𝜇2𝑚−1

𝑘

𝑚=1

. 

Доказательство этих формул сводится к простой подстановке в рекуррентные 

соотношения (4.2), которая превращает их в верные тождества.  

4.2.1. Важным свойством собственных последовательностей является 

следующее:  

Если некоторому значению 𝜇′ соответствует собственная  

последовательность  ℎ′ = {ℎ′𝑛}, то 𝜇′′ = −𝜇′ будет соответствовать 

ℎ′′ = {ℎ′′𝑛} такое, что ℎ′′𝑛 = (−1)𝑛+1ℎ′𝑛.  
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Доказательство этого факта можно построить как на общих формулах для  ℎ𝑛, 

так и с помощью рекуррентного соотношения (4.2). Второй способ является 

более простым. Действительно, для 𝑛 = 1, ℎ′′1 = ℎ′1 = 1 наше утверждение 

справедливо,  запишем рекуррентное соотношение для 𝑛 > 1 

ℎ′𝑛+1 = 𝜇′ℎ′𝑛 − ℎ′𝑛−1. 

Умножив его на (−1)𝑛, сможем найти 

(−1)𝑛+2ℎ′𝑛+1 = (−1)𝑛+1(−𝜇′)ℎ′𝑛 − (−1)𝑛ℎ′𝑛−1, 

что в точности дает  

ℎ′′𝑛+1 = 𝜇′′ℎ′′𝑛 − ℎ′′𝑛−1. 

4.3. Приведем интересные примеры собственных последовательностей. 

4.3.1. Если  = −2, т.е. 𝜇 = 0, то ∀𝑘 ∈ ℕ   ℎ2𝑘−1 = (−1)𝑘,  ℎ2𝑘 = 0. 

4.3.2. Если  = 0, т.е. 𝜇 = 2, то ∀𝑘 ∈ ℕ   ℎ𝑘 = 𝑘. 

4.3.3. Если  = 1, т.е. 𝜇 = 3, то ∀𝑘 ∈ ℕ   ℎ𝑘 = 𝐹2𝑘  − числа Фибоначчи с 

четными номерами. 

4.3.4. Если  = −2 + √2, т.е. 𝜇 = √2, то {ℎ𝑘} = {1, √2, 1, 0, −1, −√2, −1, 0,

1, √2, 1 , . . . }  – периодическая последовательность с периодом 8. 

 

4.4. Второе представление собственных последовательностей. Рассмотрим 

снова рекуррентное соотношение (4.2). 

4.4.1. Положим, что 𝜇 ∈ (−2; 2). Выполним подстановку в (4.2) искомой 

собственной последовательности в виде: 

ℎ𝑛 = 𝐴 cos𝜔𝑛 + 𝐵sin𝜔𝑛. 

Найдем, что соотношения (4.2) становятся верными тождествами при 𝐴 = 0, 

𝐵 = (1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

, 𝜔 = arccos
𝜇

2
, следовательно: 

ℎ𝑛(𝜇) = (1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

sin (𝑛 arccos
𝜇

2
). 

4.4.2. Пусть 𝜇 = 2. Выполним подстановку в (4.2) искомой собственной 

последовательности в виде: 
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ℎ𝑛 = 𝐴 + 𝐵𝑛. 

Найдем, что соотношения (4.2) становятся верными тождествами при 𝐴 = 0, 

𝐵 = 1, следовательно: 

ℎ𝑛(2) = 𝑛. 

Пусть 𝜇 = − 2. Тогда по свойству, описанному в пункте 4.2.1, найдем, что: 

ℎ𝑛(−2) = (−1)𝑛+1𝑛. 

4.4.3. Пусть 𝜇 > 2. Выполним подстановку в (4.2) искомой собственной 

последовательности в виде: 

ℎ𝑛 = 𝐴 𝑒𝜔𝑛 + 𝐵𝑒−𝜔𝑛. 

Снова найдем, что соотношения (4.2) становятся верными тождествами при 

𝐴 = −𝐵 =
1

2
(

𝜇2

4
− 1)

−1
2⁄

,  𝜔 = ln (
𝜇

2
+ √

𝜇2

4
− 1), следовательно: 

ℎ𝑛(𝜇) = (
𝜇2

4
− 1)

−1
2⁄

sh [𝑛 ln (
𝜇

2
+ √

𝜇2

4
− 1)]. 

Если 𝜇 < −2, то по свойству, описанному в пункте 4.2.1, найдем, что: 

ℎ𝑛(𝜇) = (−1)𝑛+1 (
𝜇2

4
− 1)

−1
2⁄

sh [𝑛 ln (−
𝜇

2
+ √

𝜇2

4
− 1)]. 

4.5. Доказательство эквивалентности двух представлений.  Воспользовавшись 

несложными алгебраическими преобразованиями, найдем, что для всех 

значений 𝜇 ∈ ℝ верно ℎ1 = 1 и ℎ2 = 𝜇. Тогда, поскольку рекуррентные 

соотношения определяют последующие элементы последовательности {ℎ𝑛(𝜇)} 

единственным образом, найдем, что все формулы для собственных 

последовательностей в пункте 4.4 определяют те же самые многочлены, 

которые были найдены в пункте 4.2. 

 

4.6. Свойства многочленов, определяющих собственные последовательности 

оператора 𝐿̂.  



12 

4.6.1 Для каждого 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 > 1 многочлен ℎ𝑛(𝜇) есть детерминант матрицы 

порядка  (𝑛 − 1), полученной ограничением размерности системы (2.1): 

ℎ𝑛(𝜇) =  𝐴𝑛−1, 

где 

𝐴𝑛 = |

𝜇
1
…
0

1
𝜇
…
0

1 … 1
1 … 1
1 … 1
1 … 1

0
0
…
1

0
0
…
𝜇

| 

определитель трехдиагональной матрицы размера 𝑛 на 𝑛. 

Интересно, что точно такие же структуры возникают при исследовании 

квантовых систем [4].  

Доказательство легко провести по индукции. При 𝑛 = 2 верно 

 ℎ2(𝜇) = 𝜇 =  𝐴1, при 𝑛 = 3 верно ℎ3(𝜇) = 𝜇2 − 1 = 𝐴2, в то же время, 

раскладывая определитель det 𝐴𝑛 по первой строке, легко установить 

рекуррентное соотношение  

𝐴𝑛 = 𝜇 𝐴𝑛−1 −  𝐴𝑛−2, 

которое имеет тот же вид, что и рекуррентное соотношение (4.2) для 

полиномов, откуда и следует требуемое равенство. 

4.6.2. Для каждого 𝑛 ∈ ℕ, многочлен ℎ𝑛(𝜇) имеет (𝑛 − 1) различных корней, 

множество которых симметрично относительно нуля и принадлежат 

интервалу (−2; 2). 

Доказательство. Симметричность расположения корней относительно начала 

координат следует из того, что для всех нечетных 𝑛 ∈ ℕ многочлен ℎ𝑛(𝜇) имеет 

ненулевые коэффициенты только при четных степенях 𝜇, и для всех четных 

𝑛 ∈ ℕ многочлен ℎ𝑛(𝜇) имеет ненулевые коэффициенты только при нечетных 

степенях 𝜇. Оба эти класса многочленов обладают тем свойством, что если 

ℎ𝑛(𝜇) = 0, то и ℎ𝑛(−𝜇) = 0. 

Определим, какое количество корней имеют многочлены ℎ𝑛(𝜇) на 

интервале (−2; 2). Рассмотрим их в виде, найденном в пункте 4.4.1: 
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ℎ𝑛(𝜇) = (1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

sin (𝑛 arccos
𝜇

2
). 

Поскольку 𝜇 ∈ (−2; 2), то arccos
𝜇

2
∈ (0; 𝜋), а значит, аргумент синуса 

𝑛 arccos
𝜇

2
 изменяется непрерывно на интервале (0; 𝜋𝑛), следовательно, нулевые 

значения будут достигаться тогда, когда аргумент синуса принимает значения 

на множестве {𝜋, 2𝜋, … , (𝑛 − 1)𝜋}(0; 𝜋𝑛), то есть ровно (𝑛 − 1) раз. Итак, мы 

нашли, что ℎ𝑛(𝜇) имеет (𝑛 − 1) различный корень, а так как ℎ𝑛(𝜇) есть 

многочлен степени (𝑛 − 1), то других корней быть не может, и все корни 

находятся на нужном нам интервале. Доказательство завершено. 

4.6.3. Если 𝑚, 𝑘 ∈ ℕ такие, что 𝑚 ⋮ 𝑘, то многочлены ℎ𝑚(𝜇) ⋮ ℎ𝑘(𝜇). 

Действительно, это можно заметить, представив многочлены из пункта (4.2) в 

частично факторизованном виде: 

 

ℎ1 = 1, 

ℎ2 = 𝜇, 

ℎ3 = 𝜇2 − 1, 

ℎ4 = 𝜇(𝜇2 − 2), 

ℎ5 = (𝜇2 + 𝜇 − 1)(𝜇2 − 𝜇 − 1), 

ℎ6 = 𝜇(𝜇2 − 1)(𝜇2 − 3), 

ℎ7 = (𝜇3 + 𝜇2 − 2𝜇 − 1)(𝜇3 − 𝜇2 − 2𝜇 + 1), 

ℎ8 = 𝜇(𝜇2 − 2)(𝜇2 − 2 − √2)(𝜇2 − 2 + √2), 

ℎ9 = (𝜇2 − 1)(𝜇3 − 3𝜇 − 1)(𝜇3 − 3𝜇 + 1), 

ℎ10 = 𝜇(𝜇2 + 𝜇 − 1)(𝜇2 − 𝜇 − 1)(𝜇2 −
5 − √5

2
)(𝜇2 −

5 + √5

2
), 

… 

Приведем строгое доказательство, но прежде нам понадобятся две леммы. 

Лемма 1. Для любого 𝑛 ∈ ℕ функция 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥  представляется в виде линейной 

комбинации косинусов: 
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cos𝑛𝑥 =
1

2𝑛
∑ (

𝑛
𝑘

)

𝑛

𝑘=0

cos((2𝑘 − 𝑛)𝑥). 

Доказательство сводится к представлению косинуса в виде  

cos𝑥 =
1

2
(𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥) и вычислению степени по формуле бинома Ньютона.  

Лемма 2. Для любого 𝑛 ∈ ℕ функция cos(𝑛𝑥) = 𝑃𝑛(cos𝑥)  многочлен 

 степени 𝑛 от cos𝑥. 

Доказательство построим по индукции. Для 𝑛 = 1 справедливо cos 𝑥 =

𝑃1(cos𝑥)  многочлен первой степени. Пусть существует некоторое 

натуральное 𝑛, такое, что утверждение леммы справедливо для всех 𝑘 < 𝑛,  

𝑘 ∈ ℕ. Покажем, что отсюда следует и то, что утверждение справедливо и для 

𝑘 = 𝑛. Из предыдущей леммы следует, что  

cos𝑛𝑥 =
1

2𝑛
∑ (

𝑛
𝑘

)

𝑛

𝑘=0

cos((2𝑘 − 𝑛)𝑥)

=
1

2𝑛−1
cos(𝑛𝑥) +

1

2𝑛
∑ (

𝑛
𝑘

)

𝑛−1

𝑘=1

cos((2𝑘 − 𝑛)𝑥)., 

Следовательно, 

cos(𝑛𝑥) = 2𝑛−1cos𝑛𝑥 +
1

2
∑ (

𝑛
𝑘

)

𝑛−1

𝑘=1

cos((2𝑘 − 𝑛)𝑥) = 

= 2𝑛−1cos𝑛𝑥 +
1

2
∑ (

𝑛
𝑘

)

𝑛−1

𝑘=1

𝑃|2𝑘−𝑛|(cos𝑥) = 𝑃𝑛(cos𝑥). 

Что и требовалось доказать. 

Теперь приступим к доказательству свойства 4.6.3. Пусть даны некоторые 

натуральные 𝑚, 𝑘 ∈ ℕ, такие, что 𝑚 ⋮ 𝑘, то есть существует 𝑛 ∈ ℕ, такое, что 

𝑚 = 𝑛𝑘. Здесь мы временно ограничимся интервалом 𝜇 ∈ (−2; 2), поскольку 

будет удобно обратиться к представлению 4.4.1 для многочленов ℎ𝑛(𝜇). 

Запишем отношение: 
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ℎ𝑚(𝜇)

ℎ𝑘(𝜇)
=

sin(𝑛 𝑥)

sin(𝑥)
, где 𝑥 = 𝑘 arccos

𝜇

2
. 

Докажем, что это отношение является многочленом. Для этого представим 

синусы по формулам Эйлера (через экспоненту мнимого аргумента) и 

выполним деление: 

ℎ𝑚(𝜇)

ℎ𝑘(𝜇)
=

𝑒𝑖𝑛𝑥 − 𝑒−𝑖𝑛𝑥

𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥
= ∑(𝑒𝑖𝑥)

𝑙
𝑛

𝑙=0

(𝑒−𝑖𝑥)
𝑛−𝑙

= ∑ 𝑒𝑖(2𝑙−𝑛)𝑥

𝑛

𝑙=0

= 

Последнюю сумму преобразуем, сложив ее с суммой, в которой слагаемые 

взяты в обратном порядке, и разделив результат пополам. Продолжим 

предыдущее равенство: 

=
1

2
∑(𝑒𝑖(2𝑙−𝑛)𝑥 + 𝑒−𝑖(2𝑙−𝑛)𝑥) =

𝑛

𝑙=0

∑ cos((2𝑙 − 𝑛)𝑥) =

𝑛

𝑙=0

 

И, согласно лемме 2,  

= ∑ 𝑃|2𝑙−𝑛|(cos𝑥)

𝑛

𝑙=0

= ∑ 𝑃|2𝑙−𝑛| (cos (𝑘 arccos
𝜇

2
))

𝑛

𝑙=0

= 

= ∑ 𝑃|2𝑙−𝑛| (𝑃𝑘 (
𝜇

2
)) = 𝑄(𝜇)

𝑛

𝑙=0

, 

где 𝑄(𝜇)  многочлен, поскольку сумма и суперпозиция многочленов есть 

многочлен. В силу того что исходное представление многочленов ℎ𝑚(𝜇) 

является одним и тем же на всем множестве 𝜇 ∈ ℝ, то и свойство ℎ𝑚(𝜇) ⋮ ℎ𝑘(𝜇) 

будет справедливым при всех значениях аргумента 𝜇.  Утверждение доказано. 

4.6.4. Последовательность ℎ𝑛(𝜇) является ограниченной при 𝑛 → ∞ тогда и 

только тогда, когда 𝜇 ∈ (−2; 2). 

Доказательство этого свойства является наиболее простым из пяти 

рассмотренных в этой работе. Если 𝜇 ∈ (−2; 2), то из представления 4.4.1 для 

всех 𝑛 ∈ ℕ верно 

|ℎ𝑛(𝜇)| ≤ (1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

. 
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Очевидно, это ограниченная величина для любого фиксированного 𝜇 при 

𝑛 → ∞. Рассмотрим остальные значения 𝜇.  

Если |𝜇| = 2, то  согласно 4.4.2 имеем 

|ℎ𝑛(𝜇)| = 𝑛, 

|ℎ𝑛(𝜇)| → ∞ при  𝑛 → ∞. 

И, наконец, если |𝜇| > 2, то согласно 4.4.3 имеем 

|ℎ𝑛(𝜇)| = (
𝜇2

4
− 1)

−1
2⁄

sh [𝑛 ln (
|𝜇|

2
+ √

𝜇2

4
− 1)]. 

Также |ℎ𝑛(𝜇)| → ∞ при  𝑛 → ∞, поскольку ln (
|𝜇|

2
+ √

𝜇2

4
− 1) > 0 для всех 𝜇, 

таких, что |𝜇| > 2. Доказательство завершено. 

4.6.5. Последовательность {ℎ𝑛(𝜇)} является периодической тогда и только 

тогда, когда 𝜇 есть корень многочлена ℎ𝑘(𝜇) для некоторого 𝑘 ∈ ℕ, причем ее 

период не превосходит 2𝑘. 

Доказательство. Пусть 𝜇 есть корень многочлена ℎ𝑘(𝜇) для некоторого 𝑘 ∈ ℕ, 

𝑘 > 1, тогда, во-первых, 𝜇 ∈ (−2; 2), согласно свойству 4.6.2, во-вторых, 

существует такое 𝑚 ∈ ℕ, что аргумент под синусом во втором представлении 

для ℎ𝑘(𝜇), кратный числу 𝜋, есть 𝑘 arccos
𝜇

2
= 𝜋𝑚. Тогда рассмотрим 

ℎ𝑛(𝜇) = (1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

sin (𝑛 ∙
𝜋𝑚

𝑘
). 

Вычислим разность  

ℎ𝑛+2𝑘(𝜇) − ℎ𝑛(𝜇) = (1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

(sin ((𝑛 + 2𝑘) ∙
𝜋𝑚

𝑘
) − sin (𝑛 ∙

𝜋𝑚

𝑘
)) = 

= (1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

(sin (
𝜋𝑛𝑚

𝑘
+ 2𝜋𝑚) − sin (

𝜋𝑛𝑚

𝑘
)) = 0. 

Достаточность доказана. 
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Теперь рассмотрим некоторую периодическую последовательность ℎ𝑛(𝜇) 

с периодом 𝑡 при некотором фиксированном значении 𝜇. Периодичность 

означает ограниченность, следовательно, 𝜇 ∈ (−2; 2), и для любых 𝑛 ∈ ℕ 

справедливо равенство: 

ℎ𝑛(𝜇) = ℎ𝑛+𝑡(𝜇), 

sin (𝑛 arccos
𝜇

2
) = sin ((𝑛 + 𝑡 )arccos

𝜇

2
). 

Далее из равенства синусов следует рассмотреть два варианта. 

Первый вариант, для любого 𝑛 ∈ ℕ  найдется 𝑚1, 𝑚2 ∈ ℕ, такие, что 

𝑛 arccos
𝜇

2
+ (𝑛 + 𝑡 )arccos

𝜇

2
= (2𝑚1 + 1)𝜋, 

(𝑛 + 1 ) arccos
𝜇

2
+ (𝑛 + 𝑡 + 1)arccos

𝜇

2
= (2𝑚2 + 1)𝜋. 

Вычтем одно равенство почленно из второго и разделим результат на 2𝜋, 

получим 

1

𝜋
arccos

𝜇

2
= 𝑚2 − 𝑚1. 

Поскольку 𝜇 ∈ (−2; 2) левая часть 
1

𝜋
arccos

𝜇

2
∈ (0; 1), а разность в правой части 

равенства есть целое число, то есть это равенство недостижимо, мы получили 

противоречие. Первый вариант с аргументами синуса не реализуется. 

Второй вариант, для любого 𝑛 ∈ ℕ  найдется 𝑚 ∈ ℕ, такое, что 

(𝑛 + 𝑡 )arccos
𝜇

2
= 𝑛 arccos

𝜇

2
+ 2𝜋𝑚, 

то есть  

 arccos
𝜇

2
=

2𝜋𝑚

𝑡
. 

Тогда для любого 𝑘 из ℕ, такого, что (2𝑘) ⋮ 𝑡, многочлен 

ℎ𝑘(𝜇) = (1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

sin (𝑘 
2𝜋𝑚

𝑡
) = 0. 

Таким образом, 𝜇 есть корень многочлена ℎ𝑘(𝜇), что завершает доказательство 

свойства 4.6.5. 
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4.6.6. Для всех 𝑛 ∈ ℕ верно:  

∫|ℎ𝑛(𝜇)|𝑑𝜇

2

−2

= 4. 

Здесь доказательство сводится к непосредственному вычислению интеграла: 

∫|ℎ𝑛(𝜇)|𝑑𝜇

2

−2

= ∫ |sin (𝑛 arccos
𝜇

2
)| (1 −

𝜇2

4
)

−1
2⁄2

−2

𝑑𝜇. 

Поскольку подынтегральное выражение имеет конечный предел на границах 

интегрирования, интеграл сходится и допускает замену переменных 

  = arccos
𝜇

2
, которая дает 

∫|ℎ𝑛(𝜇)|𝑑𝜇

2

−2

= 2 ∫|sin(𝑛)|𝑑

𝜋

0

= 2𝑛 ∫ |sin(𝑛)|𝑑 = 4.

𝜋 𝑛⁄

0

 

Что и требовалось доказать. 

4.6.7. Ортонормированность и полнота {ℎ𝑛(𝜇)} как системы функций. На 

отрезке 𝜇 ∈ [−2; 2] введем меру с плотностью 

𝑔(𝜇) =
1

𝜋
√1 −

𝜇2

4
. 

Система полиномов ℎ𝑛(𝜇) является ортонормированной по этой мере системой 

функций: 

∫ ℎ𝑛(𝜇)ℎ𝑘(𝜇)𝑔(𝜇)𝑑𝜇

2

−2

= 𝛿𝑛𝑘, 

где 𝛿𝑛𝑘 – символ Кронекера. Свойство доказывается непосредственным 

вычислением интеграла c использованием второго представления 4.4.1 для 

полиномов ℎ𝑛(𝜇). Также легко заметить, что поскольку функции ℎ𝑛(𝜇) 

представляют собой полиномы с последовательно возрастающими степенями, 

то их система полна на множестве функций, допускающих представление в 

виде степенного ряда, сходящегося на интервале (−2; 2).  
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4.6.8. Ортогональность {ℎ𝑛(𝜇)} как континуума последовательностей. 

Рассмотрим последовательность полиномов {ℎ𝑛(𝜇)} как обобщенные функции 

на множестве бесконечно дифференцируемых функций с носителем, 

содержащимся в интервале (−2; 2). Тогда ряд  

 
∑ ℎ𝑛(𝜇)ℎ𝑛(𝜇′)

∞

𝑛=1

=
𝛿(𝜇 − 𝜇′)

𝑔(𝜇)
 (4.3) 

будет сходиться в слабом смысле к дельта-функции Дирака, нормированной на 

плотность меры, введенной в предыдущем пункте 4.6.7. Не исключено, что 

класс объектов, для которого справедливо указанное равенство, можно 

расширить, однако это выходит за рамки настоящего исследования. 

Доказательство: возьмем пробную функцию 𝜑(𝜇′), относящуюся к классу 

бесконечно дифференцируемых функций с носителем, содержащимся в 

интервале (−2; 2). Вычисляя непосредственно с использованием свойства 4.6.7 

интегралы от обеих частей (7.3), умноженных на 𝜑(𝜇′) 

∫ ∑ ℎ𝑛(𝜇)

∞

𝑛=1

ℎ𝑛(𝜇′)

2

−2

𝜑(𝜇′)𝑑𝜇′ = ∫
𝛿(𝜇 − 𝜇′)

𝑔(𝜇)

2

−2

𝜑(𝜇′)𝑑𝜇′, 

получим, что обе части равенства равны величине 𝜑(𝜇) 𝑔(𝜇)⁄ , то есть верное 

равенство. Что и требовалось доказать. 

 

 

 

5. Оператор эволюции и решение задачи Коши 

 

 Итак, мы нашли, что каждому  ∈ ℝ соответствует собственная 

последовательность ℎ𝑛(𝜇), где 𝜇 =  + 2, и, таким образом, найдется решение 

системы (2.1) 

𝑐𝑛(𝜏) = 𝑒(𝜇−2)𝜏 ∙ ℎ𝑛(𝜇), 

или, что то же самое, 
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𝑐𝑛(𝜏) = 𝑒𝜏 ∙ ℎ𝑛( + 2). 

Следует отметить, что с точки зрения исходной модели интерес 

представляют только те решения, в которых 𝑐𝑛(𝜏) – ограниченная величина при 

𝑛 → ∞, то есть по свойству  4.6.4 таких, что 𝜇 ∈ (−2; 2) или  ∈ (−4; 0). Встает 

вопрос о классе решений, представимых в виде: 

 

𝑐𝑛(𝜏) = ∫ 𝜑(𝜇)

2

−2

ℎ𝑛(𝜇)𝑒(𝜇−2)𝜏𝑑𝜇, (5.1) 

где 𝜑(𝜇) – некоторая интегрируемая на интервале (−2; 2) функция. Как такое 

решение будет соотноситься с множествами, введенными вначале, а именно 
+

 

и 𝑀? Далее будет дан ответ на этот вопрос, но прежде разумно рассмотреть 

решение (5.1), соотнеся его с начальным условием, которое, очевидно, 

соответствует  = 0. Итак: 

𝑐𝑛(0) = ∫ 𝜑(𝜇)

2

−2

(1 −
𝜇2

4
)

−1
2⁄

sin (𝑛 arccos
𝜇

2
) 𝑑𝜇. 

Выполним замену  = arccos
𝜇

2
, получим: 

𝑐𝑛(0) = 2 ∫ 𝜑(2cos)



0

sin(𝑛)𝑑 =
1


∫ 𝑓()



−

sin(𝑛)𝑑, 

где 𝑓1() =  sign() 𝜑(2cos) – нечетная интегрируемая функция. Заметим, 

что 𝑐𝑛(0) есть не что иное, как коэффициент ряда Фурье [5] для функции 𝑓1().  

Одновременно 𝑐𝑛(0) это начальное условие для задачи Коши для системы (2). 

Следовательно, по коэффициентам 𝑐𝑛(0) мы можем восстановить функцию 

𝑓1(), а значит, и функцию 𝜑(𝜇): 

𝑓1() = ∑ 𝑐𝑛(0)

∞

𝑛=1

 sin(𝑛),      ∈ (−𝜋;  𝜋), 

𝜑(𝜇) =
1


∑ 𝑐𝑛(0)

∞

𝑛=1

 sin (𝑛 arccos
𝜇

2
) ,    𝜇 ∈ (−2; 2), 
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и с помощью (5.1) построить решение, отвечающее начальному условию 

{𝑐𝑛(0)}: 

𝑐𝑛(𝜏) =
1


∫ ∑ 𝑐𝑘(0)

∞

𝑘=1

sin (𝑘 arccos
𝜇

2
)

2

−2

sin (𝑛 arccos
𝜇

2
) 𝑒(𝜇−2)𝜏 (1 −

𝜇2

4
)

−1
2⁄

𝑑𝜇. 

Наложим на начальное условие требование, чтобы ряд ∑ 𝑐𝑘(0)∞
𝑘=1  сходился, в 

частности, это требование выполняется для любых {𝑐𝑛(0)} ∈ 𝑀. Тогда ряд 

∑ 𝑐𝑘(0)∞
𝑘=1 sin (𝑘 arccos

𝜇

2
) будет сходиться равномерно по параметру 𝜇 ∈

(−2; 2), и интегрирование можно будет внести под знак суммы. Получим: 

 
𝑐𝑛(𝜏) = ∑ 𝐻𝑛𝑘(𝜏)𝑐𝑘(0)

∞

𝑘=1

, (5.2) 

где 

 

𝐻𝑛𝑘(𝜏) =
2


∫ 𝑒(cos−1)2𝜏



0

sin(𝑛)sin(𝑘)𝑑. (5.3) 

Согласно свойству (3.5) построенное решение будет единственным для задачи 

Коши с начальным условием {𝑐𝑛(0)} ∈ 𝑀, кроме того мы можем в 

пространстве  определить оператор 𝐻̂(𝜏) с матричными элементами 𝐻𝑛𝑘(𝜏) – 

это будет оператор эволюции для системы (4.1):  

𝑑𝐻̂

𝑑𝜏
= 𝐿̂𝐻̂. 

Нетрудно заметить, что условие принадлежности {𝑐𝑛(0)} множеству 𝑀 можно 

ослабить, но это выходит за рамки задачи, поставленной в этой работе. 
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6. Свойства оператора эволюции 

 

6.1 Симметрия. Во-первых, следует отметить, что 𝐻̂ обладает симметрией 

относительно перестановки индексов в матричных элементах: 𝐻𝑛𝑘 = 𝐻𝑘𝑛. 

 

6.2. Сходимость. Далее заметим, что матричный элемент оператора 𝐻̂(𝜏), 

используя четность подынтегрального выражения по переменной ,  можно 

представить в виде: 

𝐻𝑛𝑘(𝜏) =
1


∫ 𝑒(cos−1)2𝜏



−

sin(𝑛)sin(𝑘)𝑑. 

Мы получим, что для всякого 𝑛 элементы 𝐻𝑛𝑘 будут коэффициентами ряда 

Фурье [5]  для функции 𝑓2() = 𝑒(cos−1)2𝜏 ∙ sin(𝑛) с параметром 𝜏. Так как для 

всех 𝑛 ∈ ℕ и 𝜏 > 0 функция 𝑓2() является бесконечно дифференцируемой по , 

то 𝐻𝑛𝑘 = 𝐻𝑘𝑛 → 0 быстрее любой степени 𝑘. 

 

6.3. Положительность. Для того чтобы выполнялось свойство сохранения 

неотрицательности решения, следует потребовать, чтобы оператор эволюции 

отображал конус 
+

 в себя 𝐻̂(𝜏):+ → 
+

, в свою очередь для этого  

необходимо и достаточно доказать неотрицательность матричных элементов 

𝐻𝑛𝑘. 

Утверждение 6.3. Для любых 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ и 𝜏 ≥ 0 верно 𝐻𝑛𝑘(𝜏) ≥ 0, причем  

равенство нулю достигается только при 𝜏 = 0 и  𝑛 ≠  𝑘. 

Доказательство. Пусть 𝜏 = 0, тогда  

𝐻𝑛𝑘(0) =
1


∫ sin(𝑛)sin(𝑘)



−

𝑑 = 𝛿𝑛𝑘 , 

где 𝛿𝑛𝑘 – символ Кронекера, так как функции sin(𝑛) и sin(𝑘) являются 

ортогональными на [−𝜋;  𝜋] при 𝑛 ≠  𝑘 в 𝐿2([−𝜋;  𝜋]) [5]. 
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Далее будем рассматривать случай 𝜏 > 0. Воспользуемся тем, что 

2sin(𝑛)sin(𝑘) = cos((𝑛 − 𝑘)) − cos((𝑛 + 𝑘)), тогда 𝐻𝑛𝑘(𝜏) можно будет 

представить в виде 

 𝐻𝑛𝑘 = ∆𝑛−𝑘 − ∆𝑛+𝑘, (6.1) 

где  

 

∆𝑚=
1


∫ 𝑒(cos−1)2𝜏 ∙ cos(𝑚)



−

𝑑 . (6.2) 

Причем в силу четности косинуса для любого целого 𝑚 верно равенство 

∆−𝑚= ∆𝑚= ∆|𝑚|. 

Заметим, что разность индексов ∆𝑚 в представлении 𝐻𝑛𝑘 всегда четная 

(𝑛 − 𝑘) − (𝑛 + 𝑘) = −2𝑘. 

Поэтому для доказательства того, что 𝐻𝑛𝑘 > 0, достаточно будет показать, что 

∆𝑚 есть величина положительная и строго убывающая к нулю при возрастании 

индекса 𝑚 с шагом 2: 

 ∆𝑚+2 − ∆𝑚< 0. (6.3) 

Проще всего здесь показать, что ∆𝑚 есть бесконечно малая величина при 

𝑚 → ∞, действительно ∆𝑚→ 0 как коэффициент Фурье бесконечно 

дифференцируемой функции 𝑓3 = 𝑒(cos−1)2𝜏.  

Теперь следует оценить знак величин ∆0 и ∆1: 

∆0=
1


∫ 𝑒(cos−1)2𝜏 ∙



−

𝑑 > 0 

как интеграл от положительной функции. И после несложных преобразований 

аналогично найдем 

∆1=
1


∫ 𝑒(cos−1)2𝜏 ∙ cos



−

𝑑 =
2


∫ 𝑒(cos−1)2𝜏 ∙ cos



0

𝑑 = 

=
2


∫ 𝑒(cos−1)2𝜏 ∙ cos

𝜋 2⁄

0

𝑑 +
2


∫ 𝑒(cos −1)2𝜏 ∙ cos



𝜋 2⁄

𝑑 = 
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=
2


∫ 𝑒(cos−1)2𝜏 ∙ cos

𝜋 2⁄

0

𝑑 −
2


∫ 𝑒(−cos −1)2𝜏 ∙ cos

𝜋 2⁄

0

𝑑 = 

=
2


∫ (𝑒(cos−1)2𝜏 − 𝑒(−cos −1)2𝜏) ∙ cos

𝜋 2⁄

0

𝑑 > 0. 

В результате простого преобразования мы также получили интеграл от 

положительной функции. 

Снова воспользуемся тем, что ∆𝑚 есть коэффициенты Фурье функции  𝑓3, 

и найдем их в явном виде. Причем отметим, что удобнее здесь будет 

воспользоваться  не явным интегрированием, а разложением экспоненты в ряд 

Тейлора по степеням косинусов, а затем воспользоваться леммой 2. Итак: 

𝑓3 = 𝑒(cos−1)2𝜏 = 𝑒−2𝜏 ∑
1

𝑚!
(2𝜏)𝑚cos𝑚

∞

𝑚=0

. 

Согласно лемме 2 для степеней косинуса найдем, что 

𝑓3 = 𝑒−2𝜏 ∑
𝜏𝑚

𝑚!
∑ (

𝑚
𝑘

)

𝑚

𝑘=0

cos((2𝑘 − 𝑚))

∞

𝑚=0

. 

Далее будет удобно поменять порядок суммирования и затем внешнюю сумму 

разбить на 3 группы слагаемых, соответствующих, во-первых, косинусу с 

нулевым аргументом, во-вторых, косинусам cos(𝑛) с четным индексам 𝑛 и, в-

третьих, нечетным индексам 𝑛. Упрощая, получим: 

𝑓3 = 𝑒−2𝜏 ∑ (
2𝑘
𝑘

)

∞

𝑘=0

𝜏2𝑘

(2𝑘)!
+ 𝑒−2𝜏 ∑ ∑

𝜏2𝑚

(2𝑚)!

∞

𝑛=𝑚

(
2𝑚

𝑚 + 𝑘
)

∞

𝑘=1

cos(2𝑘) + 

+𝑒−2𝜏 ∑ ∑
𝜏2𝑚+1

(2𝑚 + 1)!

∞

𝑛=𝑚

(
2𝑚 + 1
𝑚 + 𝑘

)

∞

𝑘=1

cos((2𝑘 + 1)). 

Выражая биномиальные коэффициенты через факториалы, найдем величины: 

∆2𝑘= 2𝑒−2𝜏 ∑
𝜏2𝑙

(𝑙 + 𝑘)! (𝑙 − 𝑘)!
,

∞

𝑙=𝑘
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∆2𝑘+1= 2𝑒−2𝜏 ∑
𝜏2𝑙+1

(𝑙 + 𝑘 + 1)! (𝑙 − 𝑘)!

∞

𝑙=𝑘

   

для всех 𝑘 ∈ {0; ℕ}. 

Завершающим шагом доказательства будет оценка знака разности (6) 

исходя из полученных представлений для ∆𝑚. Выполним ее отдельно для 

четных и нечетных индексов. Для четных: 

∆2𝑘+2 − ∆2𝑘= 2𝑒−2𝜏 [ ∑
𝜏2𝑙

(𝑙 + 𝑘 + 1)! (𝑙 − 𝑘 − 1)!

∞

𝑙=𝑘+1

− ∑
𝜏2𝑙

(𝑙 + 𝑘)! (𝑙 − 𝑘)!

∞

𝑙=𝑘

] = 

= 2𝑒−2𝜏 [−
𝜏2𝑘

(2𝑘)!
+ ∑ 𝜏2𝑙 (

1

(𝑙 + 𝑘 + 1)! (𝑙 − 𝑘 − 1)!
−

1

(𝑙 + 𝑘)! (𝑙 − 𝑘)!
)

∞

𝑙+1=𝑘

] = 

= 2𝑒−2𝜏 [−
𝜏2𝑘

(2𝑘)!
+ ∑ 𝜏2𝑙 (−

2𝑘 + 1

(𝑙 + 𝑘 + 1)! (𝑙 − 𝑘)!
)

∞

𝑙+1=𝑘

] < 0. 

Для нечетных: 

∆2𝑘+3 − ∆2𝑘+1= 2𝑒−2𝜏 [ ∑
𝜏2𝑙+1

(𝑙 + 𝑘 + 2)! (𝑙 − 𝑘 − 1)!

∞

𝑙=𝑘+1

− ∑
𝜏2𝑙+1

(𝑙 + 𝑘 + 1)! (𝑙 − 𝑘)!

∞

𝑙=𝑘

] = 

= 2𝑒−2𝜏 [−
𝜏2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
+ ∑ 𝜏2𝑙+1 (

1

(𝑙 + 𝑘 + 2)! (𝑙 − 𝑘 − 1)!
−

1

(𝑙 + 𝑘 + 1)! (𝑙 − 𝑘)!
)

∞

𝑙=𝑘+1

] = 

= 2𝑒−2𝜏 [−
𝜏2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
+ ∑ 𝜏2𝑙+1 (−

2𝑘 + 2

(𝑙 + 𝑘 + 1)! (𝑙 − 𝑘)!
)

∞

𝑙=𝑘+1

] < 0. 

Итак, мы получили требуемое. Доказательство завершено. 

 

6.4. Связь с модифицированными функциями Бесселя. Из выражения (6.2) 

можно заключить, что величина ∆𝑚 отличается от интегрального 

представления модифицированных функций Бесселя первого рода [6,7] только 

экспоненциальным множителем, не зависящим от переменной интегрирования, 

и может быть представлена в виде: 

∆𝑚= 2𝑒−2𝜏𝐼𝑚(2𝜏). 
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Следовательно, для элементов оператора эволюции (6.3) получим следующее 

представление: 

 𝐻𝑛𝑘(𝜏) = 2𝑒−2𝜏 (𝐼|𝑛−𝑘|(2𝜏) − 𝐼𝑛+𝑘(2𝜏)). (6.4) 

 

 

 

7. Основная теорема 

 

 Обратимся снова к замене времени, выполненной в пункте 1.2. Для 

возврата к исходной переменной времени 𝑡 необходимо указать связь между 

переменными времени 𝑡 и 𝜏. Исходя из дифференциального равенства 

𝑑𝜏 = 𝑐1(𝑡)𝑑𝑡, и, выражая 𝑐1(𝜏) из (5.2) найдем, что: 

 

𝑡(𝜏) = ∫
𝑑𝜏′

𝑐1(𝜏′)
 ,

𝜏

0

 (7.1) 

Где 

 
𝑐1(𝜏) = ∑ 𝐻1𝑘(𝜏)𝑐𝑘(0).

∞

𝑘=1

 (7.2) 

В силу свойства положительности, если 𝑐1(0) > 0, и 𝑐𝑛(0) ≥ 0 для всех 

натуральных 𝑛 > 1,   подынтегральная функция в (7.1) строго положительна и 

𝑡 = 𝑡(𝜏) есть строго монотонная функция, а следовательно, существует 

единственная обратная ей функция 𝜏 = 𝜏(𝑡), позволяющая в выражениях для 

концентраций {𝑐𝑛(𝜏)} вернуться к исходной переменной времени: 

𝑐𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛(𝜏(𝑡)). 

Уточнить эту зависимость в общем виде не представляется возможным, однако 

не исключено, что в частных случаях ее можно будет представить в 

относительно не слишком сложных функциях. 
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В заключение сформулируем основной результат.  

Теорема. Для любого начального условия {𝑐𝑛(0)} ∈ M
+

 существует 

единственное решение {𝑐𝑛(𝑡)} ∈ M
+

 задачи Коши для системы (2), 

определяемое формулами (5.2) с оператором эволюции, имеющим элементы 

(6.4), с учетом замены времени (7.1), (7.2). 

Доказательство. Существование решения конструктивно показано в параграфе 

5, принадлежность множеству M
+

 следует из свойства 6.3. И, наконец, 

единственность доказана в пункте 3.5. Доказательство завершено. 
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