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Бахвалов П. А.
Численное вычисление решений задач о распаде гауссового импульса и

дифракции на углу 2π/n

В статье рассматриваются две задачи для двумерного волнового уравне­
ния, используемые для верификации численных методов: 1) о распространении
волны в свободном пространстве от начального импульса в форме гауссиана и
2) о дифракции плоской волны с гауссовым профилем на углу 2π/n. Решение
обеих задач выражается в интегральном виде. Предлагается способ быстрого
вычисления интегралов, входящих в эти решения.

Ключевые слова: численное интегрирование, квадратура, равенство
Парсеваля, дифракция

Pavel Alexeevisch Bakhvalov
Evaluation of the solutions of Gaussian impulse propagation and diffraction

around a corner 2π/n

We consider two solutions of the 2D wave equation, which can be used for veri­
fication of numerical methods. The first problem is wave propagation from Gaussian
pulse. The second one is planar wave diffraction around a corner with the angle of
2π/n. The solutions of both problems have integral representations. We offer a new
method to calculate them.

Key words: numerical integration, Parseval’s identity, diffraction
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1. Введение
Для верификации высокоточных численных методов, предназначенных

для решения задач газовой динамики, часто используются решения линеаризо­
ванных уравнений Эйлера, представляющиеся в явном или интегральном виде.
Один из популярных тестов был предложен К. Тамом [1] и включает в себя рас­
пространение волны в двумерном пространстве от импульса в форме гауссиана.
Эта подзадача является осесимметричной; её решение для пульсации давления
и радиальной компоненты скорости записывается в виде

p′(t, r) =

∞∫
0

ω exp
(
−ω

2

2

)
J0(rω) cos(ωt)dω,

u′r(t, r) =

∞∫
0

ω exp
(
−ω

2

2

)
J1(rω) sin(ωt)dω.

(1.1)

Здесь и далее t и r – безразмерные время и расстояние от центра импульса, а
J0 и J1 – функции Бесселя индексов 0 и 1 соответственно. В качестве единицы
длины выбрано расстояние от центра импульса, на котором его величина равна
1/
√
e от максимальной, а в качестве единицы времени – единица длины, делён­

ная на скорость звука. Чёткая постановка задачи и вывод решения (1.1) будут
приведены ниже.

При больших значениях r подынтегральные выражения в (1.1) являют­
ся быстроосциллирующими функциями с нерегулярными осцилляциями. Эф­
фективных численных методов для вычисления такого рода интегралов общего
вида не существует. А для вычисления этих интегралов по обычным квадра­
турным формулам требуемое число узлов квадратуры прямо пропорциональ­
но r; эта линейная зависимость имеет место для квадратурных формул любого
порядка. Альтернативным методом решения этой задачи является вычисление
свёртки формы начального возмущения с решением для точечного начального
импульса; этот подход не имеет проблем при больших r, однако подразумевает
вычисление двумерного интеграла.

В настоящей работе предлагается для вычисления решения (1.1) при боль­
ших r воспользоваться тем, что образы Фурье от гауссиана и функции Бесселя
выражаются явно, и преобразовать формулы (1.1) с использованием равенства
Парсеваля:

Утверждение 1. Для любых f ∈ S(R) и g ∈ S ′(R) справедливо (f, g) = (F,G),
где F и G – преобразования Фурье f и g соответственно.

Это утверждение является не чем иным, как определением преобразова­
ния Фурье для обобщённых функций. Аналогично, используя равенство Парсе­
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валя для преобразования Бесселя –Фурье, можно получить выражение, удобное
для вычисления при больших t. Таким образом будут построены квадратурные
формулы, позволяющие с заданной точностью 0 < ε ≪ 1 вычислить значения
выражений (1.1) за c (ln(1/ε))3/2 операций (вычисление значения цилиндриче­
ской функции принимается за одну операцию), где c не зависит от r и t. Далее
этот же подход будет применён для вычисления решения задачи о дифракции
плоской волны с гауссовым профилем на полупрямой или углу с мерой 2π/n,
n ∈ N. Её решение вычисляется за c (ln(1/ε))2 операций.

2. Что такое легко вычисляемый интеграл?
Настоящая работа посвящена преобразованию интегральных формул к та­

кому виду, чтобы их значения легко было вычислить по квадратурным форму­
лам. Поясним, что понимается под словом “легко”.

Все вычисляемые в настоящей работе интегралы могут быть приведены к
виду

I =

B∫
0

exp
(
−(x− x0)

2

2

)
(x− x0)

kg(x)xγdx, (2.1)

где x0 ∈ R, γ ∈ {0,−1/2}, k ∈ {0,1}, B ∈ (0,+∞) ∪ {+∞}, а g – беско­
нечно гладкая функция, sup |g(x)| ⩽ 1. Поскольку гауссиан быстро убывает
по мере удаления от своего максимума, размер области интегрирования может
быть ограничен числом, зависящим только от требуемой точности, но не от b
или x0. Не препятствует вычислению интеграла и возможная коренная особен­
ность, поскольку множитель 1/

√
x можно выбрать в качестве веса и использо­

вать квадратурные формулы Гаусса – Якоби (в оригинале выписывающиеся для
интегралов вида

∫ 1

−1 f(x)/
√
x+ 1 dx). Таким образом, сложность вычисления

интеграла вида (2.1) определяется только величинами производных от функ­
ции g(x). Интеграл вида (2.1) легко вычисляется по квадратурным формулам
Гаусса, если g(m)(x) растут не слишком быстро с ростомm.

Для формализации этого условия введём специальный класс функций. Бу­
дем говорить, что f ∈ F(a,b)(q, cm), где cm – неубывающая последовательность,
если

sup
a<x<b

|f (m)(x)| ⩽ cmq
mm!, m ∈ N ∪ {0},

где cm растёт не быстрее, чем степенным образом. Такие функции являются ана­
литическими на интервале (a, b), причём в каждой точке радиус сходимости их
степенного ряда не менее 1/q. На практике будем опускать параметр cm, пред­
полагая, что для m, равного числу узлов квадратурных формул, выполняется
c2m ≪ 1/ε, где ε – точность интегрирования.
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Примерами функций из этого класса являются алгебраические функции,
гауссиан и функции Бесселя. При 0 < α ⩽ −1 имеем∣∣∣∣ dmdxmxα

∣∣∣∣ = ∣∣α(α− 1) . . . (α−m+ 1)x−α−m
∣∣ ⩽ m!|x|−α−m,

откуда при любом a > 0 имеем

xα ∈ F(a,∞)(1/a, a
−α). (2.2)

Для гауссиана из оценки производных∣∣∣∣ dkdxk exp(−x2/2)
∣∣∣∣ ⩽ exp

(
−x

2

4

) √
k!,

доказанной в [2], получаем

exp(−x2/2) ∈ F(−∞,∞)(1, 1). (2.3)

Для функций Бесселя 1­го рода и экспоненциально масштабированных моди­
фицированных функций Бесселя при n ∈ N∪{0} исходя из интегральных пред­
ставлений

Jn(x) =
1

π

π∫
0

cos(nϕ−x sinϕ)dϕ, e−xIn(x) =
1

π

π∫
0

exp(x(cos(ϕ)−1)) cos(nϕ)dϕ

получаем |(Jn(x))(k)| ⩽ 1 и |(e−xIn(x))(k)| ⩽ 2k. Пользуясь неравенством
2k ⩽ k!, получаем

Jn(x) ∈ F(0,∞)(1, 1), e−xIn(x) ∈ F(0,∞)(1, 1). (2.4)

Над функциями из рассматриваемого класса можно выполнять операции,
оставаясь в этом классе.

Утверждение 2. Справедливы следующие утверждения.
1. Пусть f ∈ F(a,b)(p, cm) и g ∈ F(a,b)(q, c̃m). Тогда верно
fg ∈ F(a,b)(max{p, q}, (m+ 1)cmc̃m).

2. Пусть f ∈ F(a,b)(q, cm). Тогда для g(x) = f(αx) справедливо
g ∈ F(a/α,b/α)(αq, cm).

3. Пусть f ∈ F(0,H2/2)(q, cm). Тогда для функции g(x) = f(x2/2) справедливо
g ∈ F(−H,H)(Hq +

√
q, cm).
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Докажем первое утверждение.∣∣∣(fg)(m)
∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∣

m∑
j=0

Cj
mf

(j)g(m−j)

∣∣∣∣∣ ⩽ cmc̃m

m∑
j=0

m!

j!(m− j)!
pjj!qm−j(m− j)! =

= cmc̃mm!
m∑
j=0

pjqm−j ⩽ (m+ 1)cmc̃mm!max{p, q}m.

Второе утверждение очевидно. Доказательство третьего перенесено в прило­
жение A.

Для квадратурных формул Гаусса – Лежандра сm узлами на отрезке [a, b]
известно представление для остаточного члена [3]

R(f) = f (2m)(ζ)
22m+1

2m+ 1

(m!)4

(2m!)3

(
b− a

2

)2m+1

,

где ζ – некоторая точка на [a, b]. Оценивая производную через её максимум на
отрезке и приближая факториалы по формуле Стирлинга, для f ∈ F(a,b)(q, cm)
получаем

|R(f)| ⩽ 3πc2m
q

(
q(b− a)

4

)2m+1

. (2.5)

Если произведение q на длину отрезка интегрирования больше 4, то оценка,
стоящая в правой части, стремится к бесконечности ростом m и, следователь­
но, бесполезна. Квадратурная формула Гаусса – Лежандра при этом, конечно,
сходится к точному решению, поскольку все её коэффициенты неотрицатель­
ны. Например, при вычислении

∫ 5

1 dx/x оценка (2.5) даёт |R(f)| ⩽ 3π, тогда как
численные эксперименты показывают |R(f)| ≈ 2 exp(−1.92m). Вопросы более
точных оценок погрешности квадратурных формул Гаусса рассматривались в
большом числе публикаций [4–6], но эти оценки либо предполагают условие
q(b − a) ≲ 1 (и поэтому не снимают проблемы), либо содержат трудно прове­
ряемые условия.

В настоящей работе мы будем исходить из оценки (2.5) и использо­
вать составные квадратурные формулы Гаусса. При разбиении отрезка [a, b]
на ≈ eq(b− a)/4 равных частей основание степени в (2.5) становится равным
≈ 1/e, что позволяет оценить число узлов квадратурной формулы исходя толь­
ко из желаемой точности интегрирования. Общее число узлов получается про­
порциональным q(b− a).

В интеграле (2.1) верхний предел B может быть сколь угодно боль­
шим. Однако гауссиан быстро затухает по мере удаления от своего мак­
симума, и поэтому при численном вычислении (2.1) интегрирование мож­
но проводить по конечному отрезку. Его длина оценивается величиной
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2H(ε) ≲ 2
√

2 ln(sup |g(x)|/ε), где ε – желаемая точность интегрирования (бо­
лее точная оценка дана в приложении).

Интеграл

I = α−k−γ−1

b̂∫
0

exp
(
−α

2(ξ − ξ0)
2

2

)
(ξ − ξ0)

kh(ξ)ξγdξ (2.6)

сводится к (2.1) заменой переменных ξ = x/α и введением ξ0 = x0/α,
b = b̂α и g(x) = h(x/α). Пусть требуется вычислить его с точностью ε. Пусть
h ∈ F(0,b̂)∩(ξ0−H(ε),ξ0+H(ε))(q, cm). Тогда можно показать, что для вычисления ин­
теграла (2.6) с точностью ε достаточным является число узлов

N = ⌈q/α⌉
⌈√

ln(c/ε) + 1
⌉3
, (2.7)

где c – некоторая константа, зависящая от последовательности cm. Детали ре­
ализации составных квадратурных формул и более точная оценка числа узлов
приведена в приложении B.

3. Задача о волне от гауссового импульса в 2D
3.1. Постановка задачи. Общее решение уравнений Эйлера, линеаризован­
ных на постоянном фоновом поле, в системе координат, связанных с фоновым
потоком, представляется в виде суммы трёх компонент: энтропийной, вихре­
вой и акустической (см., например, [7]). Первые две переносятся потоком без
искажений, и точное решение для них при заданных начальных данных три­
виально. Акустическая компонента в связанной с потоком системе координат
выражается формулами

1

ρ̄
p′(t, r) =

c̄2

ρ̄
ρ′(t, r) = −∂W (t, r)

∂t
, u′(t, r) = ∇W (t, r), (3.1)

где ρ′, u′, p′ – пульсации плотности, скорости и давления, ρ̄ и c̄ – плотность и
скорость звука в фоновом потоке, а волновой потенциалW (t, r) удовлетворяет
волновому уравнению

∂2W

∂t2
− c̄2∆W = 0. (3.2)

Далее будем считать, что ρ̄ = c̄ = 1.
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Рассматривается двумерное волновое уравнение (3.2) в области t > 0,
r ∈ R2 с осесимметричными начальными условиями

W |t=0 = 0,
∂W

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −p0(r) = − exp
(
−r

2

2

)
. (3.3)

Требуется вычислить пульсации физических переменных по формулам (3.1).

3.2. Решение. Очевидно, что решение задачи (3.2), (3.3) осесимметричное.
Методом разделения переменных легко установить, что осесимметричное ре­
шение волнового уравнения, такое чтоW (0, r) = 0, записывается в общем виде

W (t, r) =

∞∫
0

C(ω)J0(rω) sin(ωt)dω, (3.4)

где J0 – функция Бесселя 1­го рода индекса 0. Дифференцируя по t и подставляя
t = 0, получаем равенство

∞∫
0

ωC(ω)J0(rω)dω = −p0(r).

Этому равенству удовлетворяет C(ω) = − exp(−ω2/2). Таким образом,

W (t, r) = −
∞∫
0

exp
(
−ω

2

2

)
J0(rω) sin(ωt)dω. (3.5)

Отсюда по формулам (3.1) получаем выражения для пульсаций физических пе­
ременных (1.1).

Оценка числа узлов квадратуры. Для оценки числа узлов квадратуры
нужно установить принадлежность подынтегральных функции классуF(0,∞)(q)
и определить q. В силу (2.3) и (2.4) гауссиан и функция Бесселя лежат в
F(0,∞)(1); принадлежность этому классу синуса очевидна. Поэтому в силу
утверждения 2 имеем q = max{1, t, r}. По формуле (2.7) получаем

N = ⌈max {1, t, r}⌉
⌈√

ln(c/ε) + 1
⌉3
.

3.3. Преобразование Фурье. Получим другое выражение для решения этой
задачи, удобное при r ≫ 1. Представим

W (t, r) = −Im
∞∫

−∞

exp
(
−ω

2

2

)
(J0(rω) exp(iωt)Θ(ω)) dω,
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гдеΘ – функция Хевисайда. Воспользуемся утверждением 1, для чего приведём
образы Фурье от множителей в подынтегральной функции. Имеем

1√
2π

∞∫
−∞

exp
(
−ω

2

2

)
exp(ikω)dω = exp

(
−k

2

2

)
;

1√
2π

∞∫
0

J0(rω) exp(iω(t+ k))dω =
1√

2π
√
r2 − (t+ k)2

. (3.6)

Последнее равенство как поточечное при |r| ̸= |t + k| приведено в [8], §6.67,
однако оно верно и в смысле обобщённых функций, если левую часть рассмат­
ривать как преобразованиеФурье от J0(rω) exp(iωt)Θ(ω). Значение первого ин­
теграла действительное, а второго – либо действительное, либо чисто мнимое
(во втором случае выбирается ветвь корня с отрицательной мнимой частью, ес­
ли t + k > 0, и с положительной мнимой частью, если t + k < 0). Поскольку
нас интересует мнимая часть произведения этих функций, получаем

W (t, r) =
1√
2π

 −t−r∫
−∞

−
∞∫

−t+r

 1√
(k + t)2 − r2

exp
(
−k

2

2

)
dk.

Теперь интегрирование ведётся по области, где подкоренное выражение неот­
рицательное. Заменой k = ξr− (t+ r) в первом интеграле и k = ξr+ (r− t) во
втором получаем

W (t, r) = −W̃ (t, r) + W̃ (−t, r),

W̃ (t, r) =
1√
2π

∞∫
0

1√
ξ
√
ξ + 2

exp
(
−(r − t+ ξr)2

2

)
dξ. (3.7)

Дифференцируя, получим пульсации физических переменных:

p(t, r) = −∂W
∂t

(t, r) =
∂W̃

∂t
(t, r) +

∂W̃

∂t
(−t, r),

ur(t, r) =
∂W

∂r
(t, r) = −∂W̃

∂r
(t, r) +

∂W̃

∂r
(−t, r),

(3.8)

где(
∂W̃
∂t
∂W̃
∂r

)
=

1√
2π

∞∫
0

exp(−(r − t+ rξ)2/2)√
ξ(ξ + 2)

(r − t+ rξ)

(
1

−(1 + ξ)

)
dξ. (3.9)
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Оценка числа узлов квадратуры. В силу (2.2) и (2.3) имеем

(x+ 2)−1/2 ∈ F(0,∞)(1/2, 1/
√
2),

exp(−(r − t+ rx)2/2) ∈ F(−∞,∞)(r, 1).

Домножение на (r− t+ rx) и (1 + x) не меняет параметра q в классе функций.
Отсюда, обозначая подынтегральную функцию в (3.9) через f(ξ)/

√
ξ, получаем

f ∈ F(0,∞)(max{1/2, r}).

По формуле (2.7) получаем

N = ⌈max {1,1/(2r)}⌉
⌈√

ln(c/ε) + 1
⌉3

= ⌈1/(2r)⌉
⌈√

ln(c/ε) + 1
⌉3
.

3.4. Преобразование Бесселя – Фурье. Непосредственная аппроксимация
интегрального представления (1.1) позволяет быстро вычислить решение при
малых t и r, а аппроксимация (3.8),(3.9) – при больших r. Остаётся рассмотреть
случай малых r и больших t. В этом случае (1.1) могут рассматриваться как ин­
тегралы вида

∫
f(x) cos(Ωx)dx приΩ ≫ 1. Вычисление таких интегралов обыч­

но проводится путём аппроксимации функции f(x) кусочно­полиномиальной
функцией с последующим явным вычислением полученного выражения. Од­
нако при больших степенях многочлена возникает большая чувствительность
к ошибкам округления. В [9, 10] и др. предложены методы преодоления этих
трудностей, но это достигается за счёт усложнения метода и увеличения числа
операций.

Оказывается, что для конкретной задачи, рассматриваемой в настоящей
работе, при больших t и малых r при помощи равенства Парсеваля решение
можно преобразовать к другому интегральному виду, в котором интегралы бу­
дут легко вычисляемыми. Вместо разложения по комплексным экспонентам
для этого нужно использовать разложение по функциям Бесселя (преобразо­
вание Бесселя – Фурье).

Перепишем (3.5) в виде

W (t, r) = −
∞∫
0

ω

(
exp

(
−ω

2

2

)
J0(rω)

)(
1

ω
sin(ωt)

)
dω.

Введём Ĩj(z) = e−zIj(z), где Ij(z) – модифицированная функция Бесселя индек­
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са j. Преобразование Бесселя – Фурье от первой скобки даёт (см. [8], §6.633(2))

∞∫
0

ω exp
(
−ω

2

2

)
J0(ωr)J0(ωx)dω =

= exp
(
−r

2 + x2

2

)
I0

(
2rx

2

)
= exp

(
−(r − x)2

2

)
Ĩ0 (rx) .

Преобразование Бесселя – Фурье от второй скобки даёт

∞∫
0

sin(ωt)J0(ωx)dω =
1√

(t2 − x2)+
,

что является частным случаем (3.6). Таким образом, получаем

W (t, r) = −
t∫

0

x exp
(
−(r − x)2

2

)
Ĩ0 (rx)

1√
t2 − x2

dx. (3.10)

Введём обозначение

Jj,n(t, r) =

1∫
0

exp
(
−(r − t+ tξ)2

2

)
Ĩj (rt(1− ξ))

(1− ξ)n√
ξ
√
2− ξ

dξ. (3.11)

Тогда заменой переменных x = t(1−ξ) в (3.10) получаемW (t, r) = −tJ0,1(t, r).
В силу dI0(x)/dx = I1(x) выполняется dĨ0(x)/dx = Ĩ1(x)− Ĩ0(x), поэтому для
физических переменных получаем выражения

p′(t, r) = −∂W
∂t

(t, r) = J0,1(t, r)− t2J0,3(t, r) + rtJ1,2(t, r);

u′r(t, r) =
∂W

∂r
(t, r) = −t2J1,2(t, r) + rtJ0,1(t, r).

(3.12)

Оценка числа узлов квадратуры. В силу (2.2), (2.3), (2.4) имеем

(2− x)−1/2 ∈ F(0,1)(1,m+ 1),

exp(−(r − t+ tx)2/2) ∈ F(−∞,∞)(t, 1),

Ĩj(rt(1− x)) ∈ F(0,1)(rt, 1).
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Домножение на (1− ξ)n не меняет параметра q в классе функций. Отсюда, обо­
значая подынтегральную функцию в (3.11) через f(ξ)/

√
ξ, получаем

f ∈ F(0,1)(q), q = max{1, t, tr}.

По формуле (2.7) получаем

N = ⌈max {1/t,1, r}⌉
⌈√

ln(c/ε) + 1
⌉3
.

3.5. Итог. Сопоставляя полученные оценки, можно построить следующий ал­
горитм.

• При r ⩾ 1 используется представление (3.8), (3.9), полученное с исполь­
зованием преобразования Фурье.

• При r < 1, t ⩾ 1 используется представление (3.11), (3.12), полученное с
использованием преобразования Бесселя – Фурье.

• При r < 1, t < 1 используется представление (1.1).
Интегралы вычисляются по составным квадратурным формулам Гаус­

са, описанным в приложении B. Cуммарное число узлов квадратурной фор­
мулы, требуемое для вычисления интеграла с точностью ε, не превосходит
≈ (ln(c/ε))3/2, где c не зависит от t и r.

4. Дифракция плоской волны на углу 2π/n
4.1. Постановка задачи. Рассматривается двумерное волновое уравнение
(3.2) при t > 0 в секторе G ⊂ R2, задаваемом в полярных координатах нера­
венствами r > 0, 0 < ϕ < 2π/n, где n ∈ N – параметр задачи. В частности,
если n = 1, то областью определения уравнения является плоскость с разрезом
в форме полупрямой: G = R2 \ {y = 0, x > 0}. На границе ставится условие 2­
го рода: ∇W · n = 0, что соответствует условию непротекания u′ · n = 0 для
линеаризованных уравнений Эйлера.

Остаётся указать начальные данные. Пусть f(x) – бесконечно гладкая
функция, равная нулю при |x| > H , где H > 0 – некоторое число, такая что

sup
x∈R

∣∣∣∣f(x)− exp
(
−x

2

2

)∣∣∣∣ < ϵ; F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt.

Величина ϵ полагается достаточно малой, чтобы замена f(x) на гауссиан вно­
сила в решение ошибку, не превосходящую точность, с которой его требуется
вычислить. Начальные данные задаются в виде волны с профилем f(x), центр
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Рис. 1. Направления распространения отражённых волн в секторе 2π/3

которой находится на растоянии d > H от начала координат, падающей под
углом 0 < ϕ0 < 2π/n к оси абсцисс, и её отражений от границ сектора:

W (0, r, ϕ) = −
2n−1∑
j=0

g(ϕ− ϕj)F
(
r cos(ϕ− ϕj)− d

)
,

∂W

∂t
(0, r, ϕ) = −

2n−1∑
j=0

g(ϕ− ϕj)f
(
r cos(ϕ− ϕj)− d

)
,

(4.1)

где r > 0, 0 < ϕ < 2π/n,

g(ψ) =

{
1, −π < ψ < π mod 4π,
0, −3π < ψ < −π mod 4π, (4.2)

а ϕj при j > 0 выражаются через ϕ0 формулами

ϕ2k = ϕ0 + 4πk/n, ϕ2k+1 = −ϕ2k, k = 0, . . . , n− 1. (4.3)

Для случая n = 3 и ϕ0 < π/3 направления распространения отражённых
волн изображены на рис. 1. В этой конфигурации начальных данных присут­
ствуют волны с j = 0 и j = 1 (углы падения ±ϕ0); в случае n = 3 и ϕ0 > π/3
присутствовали бы волны с j = 0 и j = 5 (углы падения ϕ0 и (4π/3 − ϕ0)
соответственно).
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4.2. Решение. Решением поставленной задачи является функция

W (t, r, ϕ) = −
2n−1∑
j=0

H(t− d, r, ϕ− ϕj(ϕ0)), (4.4)

где
H(t, r, ψ) = g(ψ)F (t+ r cosψ − d)+

+
1− 2g(ψ)

2π

t−r∫
−∞

f(τ) arccos ξ(t− τ, r, ψ)dτ,
(4.5)

ξ(t, r, ψ) =
2r − t+ r cosψ
t+ r cosψ

. (4.6)

Проверим выполнение начальных условий. При t < −H , то есть пока воз­
мущения не доходят до начала координат, второе слагаемое в (4.5) зануляется,
поэтому при t < d−H решение этой задачи представляется в виде сумм плос­
ких волн:

W (t, r, ϕ) = −
2n−1∑
j=0

g(ϕ− ϕj)F
(
t+ r cos(ϕ− ϕj)− d

)
. (4.7)

Отсюда непосредственно вытекает (4.1).
Проверим выполнение условия∇W · n = ±r ∂W/∂ϕ = 0 на границе сек­

тора. Имеем

∂W

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=0

=
2n−1∑
j=0

∂H

∂ψ
(t, r,−ϕj(ϕ0)) =

=
n−1∑
k=0

[
∂H

∂ψ
(t, r,−ϕ2k(ϕ0)) +

∂H

∂ψ
(t, r, ϕ2k(ϕ0))

]
= 0

в силу чётности H по ψ. Аналогично (опуская для краткости аргументы t и r у
H(. . .)),

∂W

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=2π/n

=
2n−1∑
j=0

∂H

∂ψ
(2π/n− ϕj) =

=

[
∂H

∂ψ
(2π/n− ϕ0) +

∂H

∂ψ
(2π/n− ϕ2n−1)

]
+

+
n−1∑
k=1

[
∂H

∂ψ
(2π/n− ϕ2k) +

∂H

∂ψ
(2π/n− ϕ2k−1)

]
=
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=

[
∂H

∂ψ
(2π/n− ϕ0) +

∂H

∂ψ
(ϕ0 − 2π/n)

]
+

+
n−1∑
k=1

[
∂H

∂ψ
(2π/n− ϕ2k) +

∂H

∂ψ
(ϕ2k − 2π/n)

]
= 0.

Остаётся убедиться, что W (t, r, ψ), заданное (4.4), удовлетворяет волно­
вому уравнению. Для этого достаточно убедиться в том, чтоH(t, r, ψ) является
4π­периодическим решением волнового уравнения в полярных координатах(

∂2

∂t2
+

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ψ2

)
H(t, r, ψ) = 0. (4.8)

Ниже мы вычислим первые производные от H и покажем их непрерывность
кроме точки r = 0, после чего вычислим вторые производные и убедимся в
том, что они удовлетворяют (4.8).

Отметим, что при чётных n (то есть для углов π/ñ, ñ ∈ N) решение этой
задачи получается из плоской волны с профилем f(x) методом отражения и
имеет вид

W (t, r, ϕ) = −
n−1∑
j=0

F (t+ r cos(ϕ− ϕj)− d), (4.9)

где ϕj задаются формулами

ϕ2k = ϕ0 + 2πk/n, ϕ2k+1 = −ϕ2k, k = 0, . . . , ñ− 1.

4.3. Пульсации физических переменных. Получим выражения для произ­
водных от H(t, r, ψ), необходимые для вычисления пульсаций физических пе­
ременных. Для начала вычислим производные от ξ(t, r, ψ). Для удобства диф­
ференцирования перепишем формулу (4.6) в виде

ξ(t, r, ψ) = 1− 2(t− r)

t+ r cosψ
= 2r

1 + cosψ
t+ r cosψ

−1 =
2 + cosψ
cosψ

− 2t

t+ r cosψ
1 + cosψ
cosψ

.

Введём обозначение δ = | cos(ψ/2)|, тогда 1 + cosψ = 2δ2. Имеем

1√
1− ξ2(t, r, ψ)

=
1√

1− ξ(t, r, ψ)
√

1 + ξ(t, r, ψ)
=

=
t+ r cosψ√
2(t− r)

√
4rδ2

=
t− r + 2rδ2

2
√
2δ
√
r
√
t− r

;
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∂ξ(t, r, ψ)

∂t
=

−4rδ2

(t− r + 2rδ2)2
;

∂ξ(t, r, ψ)

∂r
=

4tδ2

(t− r + 2rδ2)2
;

∂ξ(t, r, ψ)

∂ψ
=

2(t− r)r

(t− r + 2rδ2)2
(− sinψ).

Для краткости записи введём V = (t, r, ψ) и

R(t, r, ψ) = (−2rδ2, 2tδ2,−(t− r)r sinψ).

Отметим, что ξ(r, r, ψ) ≡ 1, поэтому подынтегральная функция в (4.5) обраща­
ется в ноль на границе области интегрирования. Тогда дифференцированием
(4.5) получаем

dH̃

dV
(t, r, ψ) = g(ψ)f(t+ r cosψ)

 1
cosψ

−r sinψ

−

−1− 2g(ψ)

2π

t−r∫
−∞

f(τ)
2R(t− τ, r, ψ)

2
√
2δ
√
r
√
t− τ − r(t− τ − r + 2rδ2)

dτ.

Заменой τ = t− r − 2rδ2η получаем равенство

dH̃

dV
(t, r, ψ) = g(ψ)f(t+ r cosψ)

 1
cosψ

−r sinψ

−

−1− 2g(ψ)

2π

∞∫
0

f(t− r − 2rδ2η)
2R(r + 2rδ2η, r, ψ)

2
√
2δ
√
r
√

2rδ2η(2rδ2η + 2rδ2)
2rδ2dη =

= g(ψ)f(t+ r cosψ)

 1
cosψ

−r sinψ

−

−1− 2g(ψ)

2π

∞∫
0

f(t− r − 2rδ2η)
√
η(η + 1)

R(r + 2rδ2η, r, ψ)

2δ2r
dη.

Вычислим значение последней дроби в последней формуле:

R(r + 2rδ2η, r, ψ)

2δ2r
=

1

2δ2r

 −2rδ2

2(r + 2rδ2η)δ2

−(2rδ2η)r sinψ

 =

 −1
1 + 2δ2η
−ηr sinψ

 =
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=

 −1
− cosψ
r sinψ

+ (η + 1)

 0
1 + cosψ
−r sinψ

 .

Таким образом, имеем

dH̃

dV
(t, r, ψ) =

[
g(ψ)f(t+ r cosψ) +

(
1

2
− g(ψ)

)
J0(t, r, ψ)

] 1
cosψ

−r sinψ

−

−
(
1

2
− g(ψ)

)
J1(t, r, ψ)

 0
1 + cosψ
−r sinψ

 ,

где

J0(t, r, ψ) =

∞∫
0

f((t− r)− ηr(1 + cosψ))
1

π
√
η(η + 1)

dη,

J1(t, r, ψ) =

∞∫
0

f((t− r)− ηr(1 + cosψ))
1

π
√
η
dη.

(4.10)

Подставим f(x) = exp(−x2/2). Тогда J0(t, r, ψ) = J̃0(r(1 + cosψ), t − r),
где

J̃0(α, β) =

∞∫
0

exp
(
−(αη − β)2/2

)
π
√
η(η + 1)

dη, (4.11)

и J1(t, r, ψ) = E(t− r)/(π
√
2r| cos(ψ/2)|), где

E(δ) =

∞∫
0

1√
x
exp

(
−(x− δ)2

2

)
dx. (4.12)

Искомое выражение для производных принимает вид

dH̃

dV
(t, r, ψ) = g(ψ) exp

(
−(t+ r cosψ)2

2

) 1
cosψ

−r sinψ

+

+

(
1

2
− g(ψ)

)
J̃0 (r(1 + cosψ), t− r)

 1
cosψ

−r sinψ

+

+
1

π
√
2r
E(t− r)

 0
cos(ψ/2)

−r sin(ψ/2)

 .

(4.13)
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Отметим, что в точке ψ = ±π, где функция g(ψ) имеет скачок, выполняется

J0(t, r,±π) = J̃0(0, t− r) =

∞∫
0

exp(−(t− r)2/2)

π
√
η(η + 1)

dη = exp(−(t− r)2/2),

в результате чего первое слагаемое в (4.13) непрерывно при ψ = ±π; второе
слагаемое также непрерывно.

При n = 1 (в случае дифракции на полупрямой), как видно из (4.13), в
выражении для скоростей присутствует особенность порядка 1/

√
r при r → 0.

Однако при n > 1 при суммировании по j в (4.4) последнее слагаемое в (4.13)
зануляется. Действительно,

2n−1∑
j=0

cos
(
ϕ− ϕj(ϕ0)

2

)
=

n−1∑
j=0

cos
(
ϕ− ϕ0

2
− 2πj

n

)
+ cos

(
ϕ+ ϕ0

2
+

2πj

n

)
=

= Re exp
(
i
ϕ− ϕ0

2

) n−1∑
j=0

[
exp

(
2πi

n

)]j
+Re exp

(
i
ϕ+ ϕ0

2

) n−1∑
j=0

[
exp

(
−2πi

n

)]j
,

и остаётся воспользоваться формулой для частичной суммы ряда геометриче­
ской прогрессии. При n = 1 показатель геометрической прогрессии равен 1 и
особенность в решении действительно присутствует.

4.4. Проверка решения. Вычислим теперь вторые производные и убедимся,
что их подстановка в (4.8) обращает это равенство в тождество. Поскольку выше
была показана непрервыность приψ = ±π, достаточно вычислять производные
в классическом смысле при ψ ̸= ±π.

Будем подставлять в уравнение (4.8) последовательно три слагаемых из
(4.13). Первое слагаемое описывает плоскую волну и поэтому удовлетворяет
(4.8) в отдельности. Рассмотрим второе слагаемое. Опуская для краткости ар­
гументы J0(t, r, ψ), имеем(

1

2
− g(ψ)

)[
−(J0)t + cosψ(J0)r + cosψ

1

r
J0 − sinψ

1

r
(J0)ψ − cosψ

1

r
J0

]
=

=

(
1

2
− g(ψ)

) ∞∫
0

[
−(f(. . .))t + cosψ(f(. . .))r − sinψ 1

r(f(. . .))ψ
]

π
√
η(η + 1)

dη =

=

(
1

2
− g(ψ)

) ∞∫
0

[
−1− cosψ((1 + cosψ)η + 1)− η sin2 ψ

]
f ′(. . .)

π
√
η(η + 1)

dη =
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= −
(
1

2
− g(ψ)

)
(1 + cosψ)

∞∫
0

f ′(. . .)

π
√
η
dη =

= −
(
1

2
− g(ψ)

)
(1 + cosψ)

∂J1
∂t

(t, rψ) =

= −
(
1

2
− g(ψ)

)
2 cos2(ψ/2)

E ′(t− r)

π
√
2r| cos(ψ/2)|

= cos(ψ/2)
E ′(t− r)

π
√
2r

.

Для третьего слагаемого получаем

1

π
√
2r

[
− cos(ψ/2)E ′(t− r) +

1

r
cos(ψ/2)E(t− r)− 1

2
cos(ψ/2)

1

r
E(t− r)

]
−

−1

2

1

π
√
2r3

cos(ψ/2)E(t− r) = − 1

π
√
2r

cos(ψ/2)E ′(t− r).

Складывая действие дифференциального оператора на второе и третье слага­
емые, получаем ноль. Это доказывает, что формулы (4.4), (4.5), (4.6) действи­
тельно задают решение задачи о дифракции плоской волны на углу 2π/n.

4.5. Вычисление интегралов. Вычисление решения задачи о дифракции
плоской волны на полупрямой сводится к вычислению интегралов E(δ), опре­
деленного (4.12), и J̃0(α, β), определённого (4.11), при α > 0. Интеграл
E(δ) с точностью до множителя является частным случаем (2.6), причём
h ∈ F(0,∞)(q, cm) при любом q > 0. Следовательно, E(δ) может быть вычис­
лен по составной квадратурной формуле с использованием≈ (ln(c/ε))3/2 узлов
(см. (2.7)). Остаётся рассмотреть J̃0(α, β).

Вначале проанализируем непосредственное применение составных квад­
ратурных формул к этому интегралу. Длина области, на которой гауссиан боль­
ше ε, равна 2H/α, где H =

√
2 ln(1/ε); интеграл по оставшейся области не

превосходит ε
∫∞
0 (π

√
η(η + 1))−1dη = ε. Следовательно, интегрирование мож­

но проводить от ηmin до ηmax, где ηmin = max{0, (β −H)/α)}, ηmax = (β +H)/α
(если ηmax ⩽ ηmin, интеграл полагается равным нулю). Имеем

exp
(
−(αη − β)2/2

)
π(η + 1)

∈ F(ηmin,∞)(max{1/(1 + ηmin), α}).

Таким образом, получаем

q(b− a) ⩽ max
{
2H,

2H/α

1 +max{0, (β −H)/α}

}
⩽

⩽ 2H max
{
1,min

{
1

α
,

1

α + β −H

}}
.
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При α ⩾ 1 минимум можно оценить через его первый аргумент, и
q(b− a) ⩽ 2H . При α + β ⩾ H + 1 его можно оценить через второй аргумент,
и снова q(b− a) ⩽ 2H . Таким образом, если хотя бы одно из этих условий вы­
полняется, интеграл J̃0(α, β) легко вычисляется по составным квадратурным
формулам Гаусса, причём достаточное число узлов задаётся формулой (2.7) и
равно

N =
⌈
2
√

2 ln(1/ε)
⌉ ⌈√

ln(c/ε) + 1
⌉3

∼ 2
√
2(ln(c/ε))2. (4.14)

Если β < −H , интеграл положим равным нулю. При 0 < α < 1, β > −H
и α+β < H +1 преобразуем интеграл с использованием равенства Парсеваля.
Образ Фурье для левого сомножителя в (4.11) имеет вид

1√
2π

∞∫
−∞

exp
(
−(αη − β)2

2

)
eiωηdη =

1

α
exp

(
iω
β

α

)
exp

(
− ω2

2α2

)
.

Займёмся вычислением образа второго сомножителя. Обозначим

A(ω) =
1√
2π

∞∫
0

1
√
η(η + 1)

eiωηdη.

Для любого δ > 0 в области ω > δ формально продифференцированный по ω
интеграл сходится равномерно, поэтому имеем

dA(ω)

dω
+ iA(ω) =

1√
2π

∞∫
0

i
√
η
eiωηdη =

i√
ω

∞∫
0

exp
(
i
π

2
t2
)
dt = −1− i

2

1√
ω
.

Левая часть этого равенства переписывается в виде e−iωd(A(ω)eiω)/dω, поэтому
с учётом A(0) =

√
π/2 получаем

A(ω) = e−iω

√π

2
− 1− i

2

ω∫
0

eiω
′

√
ω′
dω′

 =

= e−iω
√
π

2

[
1− (1− i)F

(√
2ω

π

)]
,

где F (x) = C(x) + iS(x), а C(x) =
∫ x
0 cos(πt2/2)dt и S(x) =

∫ x
0 sin(πt2/2)dt

– интегралы Френеля. Значения A(ω) при ω < 0 получаются из равенства
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A(ω) = A(−ω). Таким образом, сразу заменяя ω на αω, получаем

J̃0(α, β) =

√
2π

π
Re

∞∫
0

eiω(α+β) exp
(
−ω

2

2

)(
1− (1 + i)F̄ (

√
2αω/π)

)
dω,

где F̄ (x) = C(x) − iS(x). Множитель 2 и взятие действительной части воз­
никли из замены ω := −ω в интеграле от −∞ до 0. Далее введём функцию
˜̄F (x) = F̄ (x)/x. Функция ˜̄F (

√
x) является гладкой в нуле. Тогда

J̃0(α, β) = exp
(
−(α + β)2

2

)
− 2

√
α

π
Re(1 + i)

∞∫
0

ϕ(ω, α, β)√
ω

dω, (4.15)

где

ϕ(ω, α, β) = ωeiω(α+β) exp
(
−ω

2

2

)
˜̄F (
√
2ωα/π). (4.16)

Оценим сложность вычисления полученного интеграла в (4.15). Для гаус­
сиана получаем q = 1, для комплексной экспоненты q = |α + β|. Далее, имеем

˜̄F (
√

2ωα/π) =
1√

2ωα/π

√
2ωα/π∫
0

exp
(
i
π

2
t2
)
dt =

1∫
0

exp(iωαx2)dx.

Поскольку выполняется f(x) =
∫ 1

0 exp(ixt
2)dt ∈ F(0,∞)(1, 1), для любогоX > 0

имеем f(x) =
∫ 1

0 exp(ix
2t2/2)dt ∈ F(0,X)(X + 1, cm). Отсюда в силу утвержде­

ния 2 получаем ˜̄F (
√

2ωα/π) ∈ F(0,H)(
√
2αH+1, cm) и ϕ( · , α, β) ∈ F(0,H)(q, cm),

где q = max{1, |α + β|,
√
2αH + 1}. Вычисление выражения (4.15) требуется

при одновременном выполнении условий 0 < α < 1, β > −H и α+β < H+1; в
этом случае q ⩽

√
2H+1. ПолагаяH =

√
2 ln(1/ε), по формуле (2.7) получаем,

что требуемое число узлов равно

N =
(
⌈2
√
ln(1/ε)⌉+ 1

)⌈√
ln(c/ε) + 1

⌉3
∼ 2(ln(c/ε))2. (4.17)

Таким образом, построен следующий алгоритм вычисления интеграла
(4.11) с точностью ε при α > 0. Если β < −H , интеграл полагается равным
нулю. Если выполняется хотя бы одно из условий α ⩾ 1 и α + β ⩾ H + 1, то
вычисление интеграла проводится по составной квадратурной формуле; в про­
тивном случае составная квадратурная формула применяется к его превращён­
ной форме (4.15), (4.16). Требуемое количество узлов составной квадратурной
формулы Гаусса даётся формулами (4.14), (4.17).
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5. Заключение
В работе были рассмотрены две задачи для волнового уравнения: о рас­

пространении волны от импульса в форме гауссиана и о дифракции плоской
волны на углу 2π/n. Решение обеих задач представляется в интегральном ви­
де, причём в определённом диапазоне значений параметров подынтегральные
функции являются быстроосциллирующими. Для этих задач были предложены
альтернативные интегральные представления решений. Диапазоны значений
параметров, при которых хотя бы одно из интегральных представлений позво­
ляет достаточно быстро вычислить значение интеграла по составным квадра­
турным формулам Гаусса, покрывают всё допустимое множество значений.

Использование составных квадратурных формул Гаусса для интегралов
вида (2.6) позволило оценить число требуемое число узлов. На практике при
этом же числе узлов удовлетворительный результат дают и обычные форму­
лы Гаусса (Гаусса – Лежандра или Гаусса – Якоби, в зависимости от наличия
особенности). Кроме того, оценка числа узлов, требуемого для достижения за­
данной точности, на практике оказывается завышенной в несколько раз.

Описанный подход программно реализован в библиотеке точных реше­
ний ColESo [11].

Автор благодаритМ. Д. Сурначёва за внимание к настоящей работе и мно­
гочисленные замечания, позволившие существенно улучшить первоначальный
текст.
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Приложения
A. Оценка старших производных от f (x2/2)
Утверждение 3. Пусть для функции f при некоторомH > 0 дляm = 0, . . . ,M
справедлива оценка

max
|x|<H2/2

|f (m)(x)| ⩽ cqmm!.

Тогда для функции g(x) = f(x2/2) приm = 0, . . . ,M справедливо

max
|x|<H

|g(m)(x)| ⩽ cq̂mm!,

где q̂ = Hq +
√
q.

Докажем это утверждение по индукции. Для M = 0 утверждение оче­
видно. Для M = 1 получаем g′(x) = xf ′(x2/2), откуда при |x| < H имеем
|g′(x)| ⩽ Hcq ⩽ cq̂. Предположим, что утверждение выполнено для всех до­
статочно гладких функций f при некоторомM и покажем его дляM + 1. При
m ⩽M имеем

dm+1g(x)

dxm+1
=

dm+1

dxm+1

(
f

(
x2

2

))
=

dm

dxm

(
xf ′
(
x2

2

))
=

= x
dm

dxm

(
f ′
(
x2

2

))
+m

dm−1

dxm−1

(
f ′
(
x2

2

))
.

Поскольку f ′(x) дляm = 0, . . . ,M удовлетворяет оценке

max
|x|<H2/2

|(f ′)(m)(x)| ⩽ cqm+1(m+ 1)! ⩽ (cq(M + 1))qmm!,

то для неё выполняется предположение индукции. Следовательно,

max
|x|<H

|g(M+1)(x)| ⩽ H
(
cq(M + 1)q̂MM !

)
+M

(
cq(M + 1)q̂M−1(M − 1)!

)
=

= cq̂M+1(M + 1)!
q(Hq̂ + 1)

q̂2
.

Остаётся показать, что дробь в последней формуле не превосходит 1. Действи­
тельно,

qHq̂ + q = qH(qH +
√
q) + q ⩽ (qH)2 + 2qH

√
q + q = q̂2.



– 24 –

B. Составные квадратурные формулы
B.1. Остаточный член квадратурных формул Гаусса – Якоби. Квадратур­
ной формулой Гаусса – Якоби называется квадратурная формула Гаусса на от­
резке [−1,1] с весом (1 − x)α(1 + x)β, где α, β > −1. Получим формулу для
погрешности этой квадратурной формулы в случае α = 0 (для общего случая
вывод проводится аналогично).

Для квадратурной формулы Гаусса с произвольным неотрицательным ве­
сом p(x) иm узлами известно представление для погрешности [3]

R(f) = f (2m)(ζ)

1∫
−1

ψ2
m(x)

(2m)!
p(x)dx,

где ζ – некоторая точка на (−1,1), а ψm(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xm−1),
где xj – нули соответствующего ортогонального многочлена. В нашем случае
этим многочленом является многочлен Якоби P (0,β)

m (x), и функция ψm(x) равна
многочлену Якоби, делённому на его старший коэффициент [12], с. 581:

ψm(x) = m!2m
Γ(m+ β + 1)

Γ(2m+ β + 1)
P (0,β)
m (x),

где Γ – гамма­функция Эйлера. Пользуясь соотношением [12]

1∫
−1

(1 + x)β
(
P (0,β)
m (x)

)2
dx =

21+β

2m+ β + 1
,

получаем

R(f) =
f (2m)(ζ)

(2m)!

21+β

2m+ β + 1

(
m!2m

Γ(m+ β + 1)

Γ(2m+ β + 1)

)2

. (B.1)

При β = 0 формула вырождается в хорошо известное представление для фор­
мул Гаусса – Лежандра

R(f) = f (2m)(ζ)
22m+1

2m+ 1

(m!)4

((2m)!)3
.

С использованием формул Стирлинга

m! ⩽
√
2πm(m/e)m exp(1/(12m)), Γ(x) =

√
2πxx−1/2e−xeΘ(x)/(12x),
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где 0 < Θ(x) < 1, оценим выражение в больших скобках в (B.1):

m!2m
Γ(m+ β + 1)

Γ(2m+ β + 1)
⩽

√
2πm

mm

em
2m

(m+ β + 1)m+β+1/2e−(m+β+1)

(2m+ β + 1)2m+β+1/2e−(2m+β+1)
e1/(6m) =

=

√
πm

2m+β

(1 + (β + 1)/m)m+β+1/2

(1 + (β + 1)/(2m))2m+β+1/2
e1/(6m) =

=

√
πm

2m+β

(1 + (β + 1)/m)m

(1 + (β + 1)/(2m))2m

(
1 + (β + 1)/m

1 + (β + 1)/(2m)

)β+1/2

e1/(6m).

Последовательность (1 + (β + 1)/m)m является неубывающей с ростом m,
поэтому вторая дробь в правой части не превосходит 1. Таким образом, при
−1/2 ⩽ β ⩽ 0 имеем

m!2m
Γ(m+ β + 1)

Γ(2m+ β + 1)
⩽

√
πm

2m+β

√
2 e1/(6m) < 6

√
m

2m+1/2
,

откуда
R(f) ⩽ Rm sup

−1⩽x⩽1
|f (2m)(x)| 1

(2m)!

1

22m+1
,

где Rm ⩽ 36 и Rm → 21−βπ при m → ∞. Для функций на отрезке [a, b], соот­
ветственно, получаем

R(f) ⩽ Rm sup
a⩽x⩽b

|f (2m)(x)| 1

(2m)!

(
b− a

4

)2m+1

. (B.2)

B.2. Составные квадратуры Гаусса. Основным инструментом для вычисле­
ния интегралов, рассматриваемых в настоящей работе, являются квадратурные
формулы Гаусса – Лежандра. Погрешность квадратурной формулы сm узлами
при интегрировании функции f ∈ F(a,b)(q, cm) на отрезке [a, b] имеет оценку
(B.2):

R(f) ≲ π

2
(b− a)c2m

(
b− a

4
q

)2m

. (B.3)

Хотя обычно увеличение числа узлов интерполяции в рамках формулы Гаус­
са даёт лучшую точность по сравнению с использованием составной формулы
Гаусса при том же числе узлов, будем исходить из оценки (B.3). Тогда для со­
ставной формулы Гаусса с разбиением на k = n/m отрезков при m узлах на
отрезке получаем

R(f) ≲ π

2
(b− a)c2m

(
b− a

4k
q

)2m

.
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Найдём минимум этого выражения по k при фиксированном общем числе
узлов n = km в предположении, что cm = const. Взяв логарифм и отбросив
аддитивные константы, получаем

2n

k
ln
(
b− a

4k
q

)
→ min .

Минимум выражения x lnx достигается при x = 1/e, поэтому получаем оп­
тимальное число делений kopt = (b − a)qe/4. Так как оно может быть только
натуральным числом, положим

k =
⌈
(b− a)q

e

4

⌉
. (B.4)

Тогда (b− a)q/(4k) ⩽ e, и справедлива оценка ошибки

R(f) ≲ π

2
(b− a)c2m exp(−2m).

Чтобы достичь точности ε, нужно использовать

m ⩾
⌈
1

2
(ln(b− a) + ln c2m + ln(1/ε))

⌉
(B.5)

узлов квадратурной формулы Гаусса – Лежандра на каждом подотрезке. По­
скольку квадратурные формулы Гаусса требуют некоторых затрат на опреде­
ление узлов и весов самой квадратурной формулы, удобно заранее определить
максимальный требуемый порядок квадратурной формулы. Чтобы не занимать­
ся оценкой величин c2m, с запасом было выбраноm = 32 для двойной точности,
m = 64 для четверной точности и т. д.

B.3. Вычисление интегралов с коренной особенностью. Рассмотрим те­
перь вопрос о вычислении интеграла вида

I =

b∫
0

f(x)√
x
dx, (B.6)

где f(x) ∈ F(0,b)(q, cm). Будем пользоваться составной квадратурной формулой
с числом частей, определяемым (B.4), причём длину левого отрезка положим
равным min{4/(eq), b}, а оставшуюся часть разобьём на k−1 частей равномер­
но.

Для левого отрезка будем использовать квадратуру Гаусса – Якоби с ве­
сом 1/

√
x. Её оценка точности отличается от аналогичной оценки для формул
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Гаусса – Лежандра только на множитель 1/
√
2 (см. (B.2)), поэтому интеграл

по этой части вычисляется с заданной точностью. Для остальных частей в си­
лу (2.2) имеем 1/

√
x ∈ F(a,b)(1/a, 1/

√
a). Подставляя a ⩾ 4/(eq) и пользуясь

утверждением 2, получаем

f(x)/
√
x ∈ F(a,b)(max{1/a, q},mcm/

√
a) = F(a,b)(q,mcm

√
eq/2).

Таким образом, деление на
√
x не ухудшает параметр q в классе подынтеграль­

ной функции, и интегрирование по составной формуле Гаусса с k и m, опре­
деляемыми (B.4) и (B.5) соотвественно (с подстановкойmcm

√
eq/2 вместо cm),

позволяет вычислить интеграл (B.6) с требуемой точностью.
Отметим, что вместо использования квадратурных формул Гаусса – Якоби

для вычисления интеграла по первой части отрезка можно использовать замену
переменных x = y2/2 и затем пользоваться квадратурнымиформулами Гаусса –
Лежандра. Действительно, для первого отрезка запишем

I =

z∫
0

f(x)√
x
dx =

√
2z∫

0

f(y2/2)dy, (B.7)

где z ⩽ 4/(eqf). По утверждению 3 при y ⩽
√
2z получаем∣∣∣(f(y2/2))(m)

∣∣∣ ⩽ cfm!(
√
2zqf +

√
qf)

m ⩽ cfm!q
m/2
f (

√
8/e+ 1)m.

Таким образом, для функции g(y) = f(y2/2) имеем g ∈ F(0,
√
2z)(q) при

q ⩽ √
qf(
√

8/e+ 1). Отсюда q
√
2ze/4 ⩽

√
e/4 +

√
2 ≈ 2.25 < 3, поэтому в

силу (B.4) интеграл (B.7) может быть посчитан с точностью ε составной фор­
мулой Гаусса с разбиением на три части.

B.4. Обрезание гауссана. Рассмотрим интеграл вида (2.6). Для простоты
ограничимся случаем γ = −1/2, полученные оценки остаются справедливы­
ми и при γ = 0. Сделав замену переменных x = α(ξ − ξ0), получаем

I = α1/2−k

α(b−ξ0)∫
−αξ0

h(x/α + ξ0)√
x/α + ξ0

exp
(
−x

2

2

)
xkdx.

Сведём эту задачу к вычислению интеграла по конечному отрезку длиной
не более чем порядка единицы. Для этого обрежем область интегрирования та­
ким образом, чтобы отбрасываемый интеграл не превосходил ε/2. Положим
область интегрирования равной (x−, x+), где

x− = max{−αξ0 −H}, x+ = min{α(b− ξ0), H}, (B.8)
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и оценим отбрасываемые интегралы. Для остатка справа имеем

I+ ⩽ α1/2−k
∞∫
H

|h(x/α + ξ0)|√
x/α + ξ0

exp
(
−x

2

2

)
xkdx ⩽ Mα−k

√
H

∞∫
H

exp
(
−x

2

2

)
xkdx,

гдеM = sup |h(ξ)|. Поскольку при H ⩾ 1 имеем
∞∫
H

x exp(−x2/2)dx = exp(−H2/2),

∞∫
H

exp(−x2/2)dx ⩽
∞∫
H

x

H
exp(−x2/2)dx ⩽ exp(−H2/2),

достаточно положить H ⩾ max{(2 ln(2Mα−k/ε))1/2,1}.
Для оценки остатка слева оценим

1/
√
x/α + ξ0 ⩽ 1 + Ω(x/α + ξ0)/

√
x/α + ξ0,

где Ω(ξ) = 1 при 0 < ξ < 1 и 0 иначе. Тогда I− ⩽ I
(1)
− + I

(2)
− , где

I
(1)
− =Mα1/2−k

x−∫
−αξ0

exp
(
−x

2

2

)
xkdx,

I
(2)
− =Mα1/2−k

x−∫
−αξ0

Ω(x/α + ξ0)√
x/α + ξ0

exp
(
−x

2

2

)
xkdx.

Будем требовать, чтобы |I(1)− | ⩽ ε/4, |I(2)− | ⩽ ε/4. Интеграл I(1)− оценивается ана­
логично правому остатку и даёт неравенство H ⩾ max{(2 ln(8Mα−k/ε))1/2,1}.
В выражении для I

(2)
− дробь проинтегрируем, а у остальных множителей

возьмём максимум по области, в которой она отлична от нуля. Получим
|I(2)− | ⩽ 2Mα−k exp(−H2/2)Hk. Таким образом, нужно, чтобы выполнялось

exp(−H2/2)max{1, H} < ε

8Mα−k . (B.9)

Положим H =
√
2max{1, β + ln β/β}, где β =

√
ln(8

√
2Mα−k/ε), и покажем,

что (B.9) выполняется. Действительно, если H >
√
2, то

exp(−H2/2)max{1, H} ⩽ exp(−(β + ln β/β)2)H ⩽
⩽ exp(−β2)β−2H ⩽ ε

8
√
2Mα−k

β−2
√
2(β + ln β/β) ⩽ ε

8Mα−k ,
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поскольку β+ln β/β ⩽ β2 при любых β > 0. ЕслижеH ⩽
√
2, то β+ln β/β ⩽ 1,

откуда β ⩽ 1, а значит, ε/(8Mα−k) >
√
2/e. Левая часть неравенства при

H ⩾
√
2 монотонно убывает с H и, следовательно, не превосходит

√
2/e, по­

этому неравенство выполняется.
Подытоживая, для вычисления интеграла с точностью ε мы можем поло­

жить

H =
√
2max{1, β, β + ln(β)/β}, β =

√
ln(8

√
2Mα−k/ε). (B.10)

При достаточно малых ε можно считать, что H ≈
√

2 ln(c/ε), где c зависит от
M и α.

B.5. Вычисление интегралов с корнем и гауссианом. Сопоставим получен­
ные результаты для построения алгоритма вычисления интегралов вида (2.6),
то есть

I = α−k−γ−1

b̂∫
0

exp
(
−α

2(ξ − ξ0)
2

2

)
(ξ − ξ0)

kh(ξ)ξγdξ, (B.11)

где k ∈ {0, 1}, γ ∈ {0,−1/2}, b ∈ (0,+∞) ∪ {+∞}, а g(x) – функция, лежащая
в F(0,b)(q, cm), причём sup |g(x)| ⩽M .

Вначале вычислим H по формуле (B.10) и положим границы области ин­
тегрирования равными x− = max{0, x0−H/α}, x+ = min{b, x0+H/α}. Вычис­
ление интеграла по этой области будем проводить либо при помощи составных
квадратур Гаусса, либо заменяя её на левом отрезке на квадратурную формулу
Гаусса – Якоби. Последнее возможно только в том случае, если левая граница
области интегрирования равна нулю. Если же левая граница близка к нулю, но
не равна ему, то вторая формула неприменима, а первая сталкивается с труд­
ностью. Поэтому если оказывается так, что x− = x0 −H/α < 4/(emax{q, α}),
то левая граница полагается равной нулю; количество отрезков интегрирования
из­за этого увеличивается не больше, чем на единицу. Если после этой опера­
ции оказывается x− = 0, то вычисление интегралов проводится методом, опи­
санным в разделе B.5, в противном случае используются составные формулы
Гаусса – Лежандра. По формуле (B.4) определяем число отрезков

k =

⌈
e

4
max{q, α}2H

α

⌉
+ 1.

Дополнительная единица написана с учётом возможного смещения левой гра­
ницы. Полагая H =

√
2 ln(c/ε) и пользуясь e < 2

√
2, получаем

k =
⌈
2max

{ q
α
, 1
}√

ln(c/ε)
⌉
+ 1.
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Остаётся умножить это число отрезков на число узлов квадратуры на каж­
дом отрезке, заданное формулой (B.5). Тогда общее число узлов составной
квадратурной формулы будет равно

N =

⌈
1

2
(ln(b− a) + ln c2m + ln(1/ε))

⌉(⌈
2max

{ q
α
, 1
}√

ln(c/ε)
⌉
+ 1
)
⩽

⩽
(
1

2
ln(c̃/(eε)) + 1

)⌈
max

{ q
α
, 1
}⌉(

2
√
ln(c̃/ε) + 2

)
=

=
⌈ q
α

⌉
(ln(c̃/ε) + 1)

(√
ln(c̃/ε) + 1

)
,

где c̃ = max{c, ec2m(b− a)}. Отсюда получаем формулу (2.7).

C. Иные преобразования решения
в задаче о гауссовом импульсе в 2D

C.1. Сведение к уравнению теплопроводности. Получим (3.7) другим спо­
собом. Введём параметр α, характеризующий квадрат ширины импульса;
нам нужно вычислить решение при α = 1/2. Сделаем замену переменных
W = 4παu. Тогда для задачи

∂2u

∂t2
−∆u = 0, r ∈ R2, t > 0,

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

=
1

4πα
exp

(
− r2

4α

)
,

имеем решение

u(t, r, α) =
1

2π

∞∫
0

exp(−αω2)J0(ω|r|) sin(ωt)dω. (C.1)

Дифференцированием (C.1) по α и t получаем

∂u

∂α
=
∂2u

∂t2
, r > 0, t > 0, α > 0.

Поскольку L1­норма функции exp(−|r|2/(4α))/(4πα) как функции на R2 рав­
на 1, выполняется exp(−|r|2/(4α))/(4πα) → δ(r) в смысле D′(R2). Сле­
довательно, при α = 0 интеграл (C.1) является решением уравнения
∂2u/∂t2 −∆u = 0 с начальными данными u(0) = 0, ∂u/∂t(0) = δ(r), что экви­
валентно задаче с δ(r)δ(t) в правой части. Таким образом, можно записать

u(t, r, 0) =
1

2π
(t2 − r2)

−1/2
+ ,
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где плюс означает, что выражение принимается равным нулю, если аргумент
отрицательный. При t = 0 нужно задать граничные условия u(0, r, α) = 0. Урав­
нение теплопроводности в области t > 0,α > 0 с этими граничными условиями
сводится к уравнению в области α > 0, t ∈ R, если доопределить начальные
условия нечётным образом:

u(t, r, 0) = sign(t)
1

2π
(t2 − r2)

−1/2
+ .

Решая уравнение теплопроводности, получаем

u(t, r, α) = ũ(t, r, α)− ũ(−t, r, α),

ũ(t, r, α) =
1

2π

1

2
√
π
√
α

∞∫
r

exp
(
−(t− τ)2

4α

)
1√

τ 2 − r2
dτ.

Полагая τ = r(ξ + 1), получаем

ũ(t, r, α) =
1

2π

1√
4πα

∞∫
0

exp
(
−(t− r(ξ + 1))2

4α

)
1√

ξ(ξ + 2)
dξ.

Несложно заметить, что при α = 1/2 выражение 4παu(t, r, α) = 2πu(t, r,1/2)
совпадает с (3.7).

C.2. Свёртка с фундаментальным решением. Рассмотрим волновое урав­
нение (3.2) в области t > 0, r ∈ R2 с начальными условиями (3.3). Его решение
можно получить свёрткой функции Грина с начальными данными:

W (t, r) = −
∫∫
|x|<t

exp(−(x+ r)2/2)

2π
√
t2 − x2

dx =

= −
t∫

0

exp(−(x2 + r2)/2)√
t2 − x2

 1

2π

2π∫
0

exp(−xr cosϕ)dϕ

xdx.

Выражение в круглых скобках является не чем иным, как интегральным пред­
ставлением модифицированной функции Бесселя. Таким образом,

W (t, r) = −
t∫

0

e−(x2+r2)/2

√
t2 − x2

I0(xr)xdx = −
t∫

0

exp(−(x− r)2/2)√
t2 − x2

e−xrI0(xr)xdx,

что совпадает с (3.10).
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D. К выводу решения задачи дифракции
Функция H(t, r, ψ), заданная (4.5), является свёрткой функции

Ĥ(t, r, ψ) = g(ψ)Θ(t+ r cosψ) +
1− 2g(ψ)

2π
Θ(t− r) arccos ξ(t, r, ψ)dτ, (D.1)

с функцией F (x), являющейся первообразной от профиля волны. Выражение
(D.1), (4.6) получается путём предельного перехода в функции Грина для ди­
фракции на полупрямой (см. [13]) при удалении точки начального импульса на
бесконечность и последующей свёртки с функцией x−1/2

+ . Приведём соответ­
ствующие выкладки.

Решение для задачи с точечным начальным возмущением задаётся фор­
мулами

W (t, r, ϕ) = −
2n−1∑
j=0

H(t, r, ϕ− ϕj(ϕ0), r0),

H(t, r, ψ, a) =
1

2π
(t2 − (r cosψ − a)2 − (r sinψ)2)−1/2

+ g(t, r, ψ, a), (D.2)

где ϕj определены (4.3), а

g(t, r, ψ, a) =

 1/2, t > r + a;
1, t < r + a, −π < ψ < π mod 4π;
0, t < r + a, −3π < ψ < −π mod 4π.

Рассмотрим 4π­периодическое по углу решение волнового уравнения (4.8) с
точечным источником, действовавшим в точке (a, 0) в момент времени −a, где
a > 0. Это решение с точностью до множителя выражается формулой (D.2) с
подстановкой t+ a вместо t:

H(t, r, ψ, a) =
g(t, r, ψ, a)

2π

(
(a+ t)2 − (r cosψ − a)2 − (r sinψ)2

)−1/2

+
=

=
g(t, r, ψ, a)

2π

(
t2 + 2at− r2 + 2ra cosψ

)−1/2

+
=

=
1√
2a

g(t, r, ψ, a)

2π
(t+ r cosψ)−1/2

+

(
1 +

t2 − r2

2a(t+ r cosψ)

)−1/2

+

.

Домножая на 2
√
2a и устремляя a → ∞, получим выражение для волны от

бесконечно удалённого источника:
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H(t, r, ψ) =
1

π
(t+ r cosψ)−1/2

+ ×

 1/2, t > r,
1, t < r, −π < ψ < πmod 4π,
0, t < r, −3π < ψ < −πmod 4π

=

= g(ψ)
1

π
(t+ r cosψ)−1/2

+ +
1− 2g(ψ)

2

1

π
(t+ r cosψ)−1/2

+ Θ(t− r).

Полученное выше решение в области, где полупрямая не влияет на реше­
ние, является плоской волной с профилем t−1/2

+ . Выполним такую свёртку, что­
бы профиль решения в этой области стал функцией Хевисайда. Воспользуемся
легко проверяемым равенством

∞∫
−∞

y
−1/2
+ (t− y)

−1/2
+ dy = πΘ(t)

и вычислим свёртку полученного выше решения с функцией t−1/2
+ . Имеем

Ĥ(t, r, ψ) =

∞∫
−∞

(t−y)−1/2
+ H(y, r, ψ)dy = g(ψ)Θ(t+r cosψ)+

1− 2g(ψ)

2
J(t, r, ψ),

где

J(t, r, ψ) =
1

π

∞∫
−∞

(t− y)
−1/2
+ (y + r cosψ)−1/2

+ Θ(y − r)dy.

При t < r рассеянная волна отсутствует и J(t, r, ψ) = 0. При t > r имеем

J(t, r, ψ) =
1

π

t∫
r

(t− y)−1/2 (y + r cosψ)−1/2 dy =
1

π
arccos ξ(t, r, ψ),

где ξ(t, r, ψ) определено (4.6). Таким образом, получаем формулу (4.5).

E. Задача о волне от гауссового импульса в 3D
Рассмотрим задачу для трёхмерного волнового уравнения (3.2) с началь­

ными данными (3.3). В отличие от двумерного случая, решение этой задачи вы­
ражается в явном виде. С учётом сферической симметрии волновое уравнение
принимает вид (

∂2

∂t2
− ∂2

∂r2
− 2

r

∂

∂r

)
W = 0, r > 0, t > 0
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и дополняется условием ограниченности при r = 0. Сделаем замену перемен­
ныхW (t, r) = v(t, r)/r. Тогда граничное условие при r = 0 перепишется в виде
v(0) = 0, а уравнение для новой функции v примет вид

∂2v

∂t2
− ∂2v

∂r2
= 0, r > 0, t > 0,

с начальным условием v(0, r) = 0, vt(0, r) = −rp0(r). Чтобы избавиться от
граничного условия при r = 0, доопределим начальные условия на полупрямой
r < 0 нечётным образом. Таким образом, приходим к задаче

∂2v

∂t2
− ∂2v

∂r2
= 0, r ∈ R, t > 0,

с начальным условием v(0, r) = 0, vt(0, r) = −rp0(r). Решение этой задачи
выражается формулой Даламбера:

v(t, r) = −1

2

r+t∫
r−t

xp0(x)dx = −1

2

r+t∫
r−t

x exp
(
−x2/2

)
dx.

Вычисляя этот интеграл и восстанавливаяW (t, r) = v(t, r)/r, получаем

W (t, r) =
1

2r

[
exp

(
−(r + t)2/2

)
− exp

(
−(r − t)2/2

)]
=

= −1

r
sh(tr) exp(−(t2 + r2)/2).

(E.1)

Для получения пульсации физических переменных продифференцируем
волновой потенциал:

p′(t, r) =

[
ch(tr)− t2

sh(tr)
tr

]
exp(−(t2 + r2)/2).

u′r(t, r) =

[
sh(tr) + t2

sh(tr)− tr ch(tr)
(tr)2

]
exp(−(t2 + r2)/2).

Если δ = tr мало, то выражения вида sh(δ)/δ и (sh(δ)−δ ch(δ))/δ2 вычисляются
суммированием ряда Тейлора в окрестности δ = 0. Тогда при вычислении этих
выражений ошибки округления не накапливаются. Однако sh(tr) и ch(tr) могут
выпасть за пределы диапазона чисел, представимых в стандартной машинной
арифметике. Поэтому при tr > 50 используются выражения, полученные диф­
ференцированием промежуточного выражения в (E.1):

p′(t, r) =
1

2r

[
(t+ r) exp

(
−(r + t)2/2

)
− (t− r) exp

(
−(r − t)2/2

)]
,

u′r(t, r) = − 1

2r

[
(t+ r) exp

(
−(r + t)2/2

)
+ (t− r) exp

(
−(r − t)2/2

)]
− W (t, r)

r
.
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Деление на r при r ≪ 1 не приводит к накоплению ошибок округления, потому
что p′(t,0) = e−t

2/2(1− t2) и пренебрежимо мало при t≫ tr > 50.
Иначе решение этой же задачи можно было бы получить, напрямую при­

менив формулу Пуассона – Кирхгоффа [14]:

W (t, r) = − 1

4πt

∫∫
|x−ξ|=t

exp(−|ξ|2/2)dSξ.

Перейдём в сферическую систему координат с центром в точке измерения r и
направим одну из осей на центр источника. Обозначим через θ угол между r−ξ
и этой осью. Тогда

|ξ|2 = (t cos θ − x)2 + (t sin θ)2 = t2 + r2 − 2tr cos θ.

Интеграл по сфере |r − ξ| = t с учётом того, что решение на поверхности
зависит только от θ, сводится к интегралу по θ с якобианом 2πt2 sin θ. Таким
образом,

W (t, r) = − 1

4πt

∫∫
|r−ξ|=t

exp(−|ξ|2/2)dSξ =

=
1

4πt
2π

π∫
0

exp(−(t2 + r2 − 2tr cos θ)/2)t2 sin θdθ.

Проводя замену cos θ = y,

W (t, r) = − t

2
exp(−(t2 + r2)/2)

1∫
−1

exp(try)dy = − exp(−(t2 + r2)/2)
1

r
sh(tr).

Полученное выражение совпадает с (E.1).
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