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ентом теплопроводности, зависящим от вертикальной координаты

Работа посвящена численному исследованию конвективных структур, возни-

кающих вблизи порога устойчивости в небуссинесковской жидкости, коэффици-

ент температуропроводности которой зависит от вертикальной координаты. Ос-

новное внимание уделяется изучению вопроса существования и устойчивости те-

чения в форме квадратных ячеек при различных значениях числа Прандтля.
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1. Введение

Конвективное движение в форме квадратных ячеек при тепловой конвекции

в плоском горизонтальном слое жидкости, подогреваемом снизу, наблюдается в

случае вязкости, зависящей от температуры [1], [2]; в случае неидеально прово-

дящих горизонтальных границ [3]; при наличии поверхностного натяжения [4]

и др. В работе [5] в рамках приближения бесконечно большого числа Прандтля

теоретически предсказана возможность существования устойчивых квадратных

структур и в случае температуропроводности, зависящей от вертикальной коор-

динаты.

Жидкость с температуропроводностью, зависящей от вертикальной координа-

ты, рассматривается в работах [6–9], в которых показано, что устойчивой струк-

турой течения при больших значениях числа Прандля являются шестиугольные

ячейки. Устойчивых квадратных структур зафиксировано не было.

В данной работе методом математического моделирования исследуется форма

установившегося конвективного движения вблизи порога устойчивости в жидко-

сти с температуропроводностью, зависящей от вертикальной координаты. Особое

внимание уделяется поиску устойчивых квадратных структур при различных зна-

чениях числа Прандтля. Проводится сравнение формы конвективных течений в

жидкостях с различной величиной отклонения от приближения Буссинеска.

2. Постановка задачи

Рассмотрим уравнения Навье-Стокса и уравнение теплопереноса в приближе-

нии Обербека–Буссинеска [10], обобщенном на случай жидкости с коэффициен-

том теплопроводности, зависящим от вертикальной координаты. В безразмерной

форме эти уравнения могут быть записаны следующим образом:

∂tV+ (V·∇)V = −∇p+∆V+
Ra

Pr
T ez, (1)

divV = (∇·V) = 0,

Pr [∂tT + (V·∇)T ] = div(χgrad T ). (2)

Здесь ∂ξ ≡ ∂/∂ξ, t – время, x, y, z – декартовы координаты, ∇ = (∂x, ∂y, ∂z),

V(t, x, y, z)=(Vx, Vy, Vz) – вектор скорости, p(t, x, y, z) – давление, T (t, x, y, z) –

температура, ez=(0, 0, 1). Безразмерная температура вводится по формуле

T=(T d−T d
top)/δT

d, T d – размерная температура, δT d=T d
bot−T d

top – разность тем-

ператур на верхней и нижней границах в отсутствие движения. Коэффициент тем-
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пературопроводности χd нормируем на его значение на верхней границе – χd
0, то-

гда безразмерное значение определяется χ=χd(z)/χd
0. В качестве масштаба изме-

рения длины выбран вертикальный размер областиH , масштаб времени – tν=H2/ν,

давления – ρ0νχ
d
0/H

2, ν – коэффициент кинематической вязкости.

В уравнения (1)-(2) входят безразмерные параметры: числоПрандтля Pr=ν/χd
0

и число Рэлея Ra=βgδT dH3/(νχd
0), где β – коэффициент теплового расширения,

g – модуль ускорения свободного падения.

Задача решается в прямоугольной области Ω=[0, Lx]×[0, Ly]×[0, 1]. Темпера-

тура нижней границы T |z=0=1, верхней— T |z=1=0, боковые стенки теплоизоли-

рованы. Для скорости на всей границе выполняются условия прилипания: V = 0.

В начальный момент времени t = 0 жидкость находится в состоянии покоя

и имеет соответствующее равновесное распределение температуры. В начальное

распределение температуры в каждой точке плоскости z = 0.5 (кроме границ)

вносится случайное возмущение. Все расчеты выполнены для значений числа Рэ-

лея, близких к критическому.

3. Известные результаты

В работе [5] методом разложения по малому параметру, в качестве которого

выступает амплитуда движения (слабо нелинейная неустойчивость), проведено

исследование конвективной устойчивости горизонтального слоя жидкости с тем-

пературопроводностью, зависящей от вертикальной координаты. Анализ прове-

ден в предположении бесконечного большого значения числаПрандтля и справед-

лив для произвольной зависимости коэффициента температуропроводности от

вертикальной координаты. В работе показано, что двумерные валы всегда неустой-

чивы и переносят меньше тепла, чем квадратные ячейки. Устойчивыми при раз-

личных зависимостях коэффициента температуропроводности от температурымо-

гут быть либо только шестиугольные ячейки, либо шестиугольники и квадраты.

В случае устойчивости ячеек двух видов их области устойчивости пересекаются

и между течениями наблюдается эффект гистерезиса.

В работах [6–9] было показано, что устойчивой стационарной формой тече-

ния при больших значениях числа Прандтля являются шестиугольные ячейки.

Квадратных ячеек зафиксировано не было. Это согласуется с результатами [5],

поскольку шестиугольники должны присутствовать среди устойчивых течений

при любой зависимости температуропроводности от вертикальной координаты,

а квадраты могут отсутствовать.
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Направление циркуляции жидкости в шестиугольных ячейках определяется

знаком ∂χ/∂z. Ячейки, в центре которых жидкость движется вверх, называют-

ся up-ячейками. Ячейки с противоположным направлением циркуляции – down-

ячейками.

4. Численный метод

Численное моделирование осуществлялось методом конечных разностей [11],

[12]. Использовался полунеявный алгоритм типа “предиктор-корректор” [11]. По

времени исходные уравнения аппроксимируются с первым порядком точности,

по пространству, на равномерной сетке,— со вторым. Аппроксимация конвектив-

ных членов не вносит вклад в баланс кинетической энергии и квадрата темпера-

туры [12], [13]. Метод ранее успешно использовался для исследования конвекции

Рэлея–Бенара [7–9,14–17].

Расчеты проводились в области [0, 20]×[0, 20]×[0, 1] на сетке 170×170×16,

что обеспечивает разумный компромисс между достаточно точным воспроизве-

дением критических параметров процесса и затратами машинного времени на

расчет одного варианта. В области меньшего размера помещается недостаточное

число конвективных структур, чтобы судить о структуре течения в сложных пере-

ходных зонах. Шаг по времени (τ ) варьировался в зависимости от значения числа

Прандтля: τ = 0.5— для больших значений Pr и τ = 0.01 при малых.

5. Результаты расчетов

Рассмотрим линейную зависимость коэффициента температуропроводности

от вертикальной координаты: χ=1 + α(1− z), α > 0. Поскольку ∂χ/∂z<0, в от-

сутствие движения формируется выпуклый вверх профиль температуры (рис. 1).

Изучение получаемых в расчетах конвективных структур начнем с больших

значений параметра α. Критическое значение числа Рэлея задачи для α = 20

составляет Racr≈20255. Задача существенно несимметрична – температуропро-

водность внизу области в 21 раз выше температуропроводности наверху. Резуль-

таты расчетов показывают, что около порога устойчивости при значениях числа

Прандтля более 5 единственной устойчивой структурой течения являются шести-

угольные ячейки down-типа (рис. 2c). Шестиугольники являются также и подкри-

тическим течением — сохраняют свою устойчивость в некотором диапазоне зна-

чений числа Рэлея ниже критического. С уменьшением значения числа Прандтля
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Рис. 1. Стационарный профиль температуры для зависимостей теплопроводно-

сти от вертикальной координаты вида χ = 1 + α(1− z).

(0.1 < Pr < 4) устойчивыми становятся валиковые структуры (рис. 2b). В под-

критической области валы затухают и конвекция отсутствует. Дальнейшее умень-

шение числа Прандтля (Pr < 0.1) приводит появлению шестиугольных ячеек

up-типа (рис. 2a). При обмене устойчивостью между валами и шестиугольны-

ми ячейками наблюдается эффект гистерезиса. Квадратных ячеек вблизи порога

устойчивости обнаружено не было. Приведенные данные соответствуют выводам

работы [5] – при больших значениях числа Прандтля шестиугольники являются

устойчивой формой движения, существование устойчивых квадратных ячеек не

является обязательным.

(a) Pr = 0.05, t = 175tν (b) Pr = 0.1, t = 170tν (c) Pr = 10, t = 200tν

Рис. 2. Температура в плоскости z=0.5, Ra=20300, Racr≈20255, χ=1+20(1−z).

Светлые участки соответствуют высокой температуре, темные – низкой.
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Переход между up-ячейками и валами при малых значениях числа Прандт-

ля происходит в узком диапазоне параметров и здесь приводиться не будет. Рас-

смотрим подробнее, как осуществляется перестройка течения от валов к down-

ячейкам по мере увеличения значения числа Прандтля. При Ra = 20350 переход

наблюдается в диапазоне значений числа Прандтля 2 < Pr < 4. Следует отме-

тить, что он зависит от выбранной величины надкритичности. Около Pr = 2 в

структуре течения вблизи границ появляются дефекты, напоминающие узлы или

ячейки (рис. 3a). С увеличением значения числа Прандтля они превращаются в

квадраты (рис. 3b). Однако дальнейшее увеличение значения числа Прандтля де-

лает предпочтительными уже шестиугольные структуры, квадратные ячейки так

и не заполняют всю конвективную область (рис. 3с). Такая динамика соответству-

ет приведенным теоретическим данным работы [5] – валы теряют свою устойчи-

вость относительно квадратных ячеек. При бесконечно большом значении числа

Прандтля квадратные ячейки обеспечивают более эффективный теплоперенос, и

по мере увеличения значения числа Прандтля это начинает проявляться. Сами

квадраты тоже оказываются неустойчивы относительно шестиугольных ячеек.

(a) Pr = 2, t = 175tν (b) Pr = 3, t = 170tν (c) Pr = 4, t = 200tν

Рис. 3. Температура в плоскости z=0.5, Ra=20300, Racr≈20255, χ=1+20(1−z).

Перейдем теперь к значению параметраα=10. В этом случае критическое зна-

чение числа Рэлея задачи составляет Racr≈10600. Здесь, как и при α=20, при

больших значениях числа Прандтля (Pr > 4) единственной устойчивой струк-

турой течения являются шестиугольные ячейки down-типа (рис. 4c). В среднем

диапазоне значений числа Прандтля устойчивостью обладают валиковые струк-

туры (рис. 4b). При малых значениях числа Прандтля (Pr < 0.25) наблюдаются

шестиугольные ячейки up-типа (рис. 4a).

В переходной зоне между валами и down-ячейками для α = 10 снова наблю-

даются квадраты, правда уже в центре области (рис. 5a,b). Однако они неустой-
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(a) Pr = 0.25, t = 185tν (b) Pr = 0.5, t = 190tν (c) Pr = 10, t = 500tν

Рис. 4. Температура в плоскости z=0.5, Ra=10650, Racr≈10600, χ=1+10(1−z).

чивы и с течением времени превращаются либо в валы, либо в шестиугольники

(рис. 5c). При этом эволюция течения идет крайне медленно, даже через 500 кон-

вективных времен в структуре течения еще видны следы квадратных структур.

(a) t = 100tν (b) t = 300tν (c) t = 500tν

Рис. 5. Температура в плоскости z=0.5, Pr=2, Ra=10650, χ=1+10(1−z).

Приведенная выше картина устойчивости, где вблизи критического значения

числа Рэлея при малых значениях числа Прандтля наблюдаются шестиугольные

ячейки, сохраняется вплоть до α = 5 (рис. 6a). Очевидно, что с уменьшением

величины небуссинесковскости преимущество шестиугольных ячеек перед вала-

ми должно становиться меньше, и диапазон, в котором наблюдаются валиковые

структуры, постепенно расширяется (рис. 6b). При этом растет и время, необходи-

мое для отбора предпочтительного течения. В таких условиях диапазон значений

числа Прандтля, в котором осуществляется обмен устойчивостью между вала-

ми и down-ячейками, увеличивается, а сами смешанные течения сохраняют свою

структуру долгое время. Так, на рисунке 6с квадраты наблюдаются при Pr = 6 и

сохраняют свою структуру в течение 2000 конвективных времен.
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(a) Pr = 0.025, t = 185tν (b) Pr = 0.05, t = 380tν (c) Pr = 6, t = 2024tν

Рис. 6. Температура в плоскости z=0.5, Ra=6080, Racr≈6075, χ=1+5(1−z).

Дальнейшее уменьшение величины α приводит к исчезновению устойчивых

шестиугольных ячеек при малых значениях числа Прандтля, вместо них наблю-

даются валиковые структуры. Рассмотрим α = 2. Внутри области наблюдается

трехкратный перепад температуропроводности, а критическое число составляет

Racr≈3450. При малых значениях числаПрандтляшестиугольных ячеек получить

не удается, устойчивой структурой течения являются двумерные валы (рис. 7a). В

отличие от α=20 здесь в широком диапазоне значений числа Прандтля – от 0.1 до

6 в структуре наблюдаемых течений проявляются квадратные ячейки (рис. 7b,c).

Для Pr=6 квадратные ячейки сохраняют свою устойчивость в течение длитель-

ного времени (2000 конвективных времен). При больших значениях числаПрандт-

ля устойчивыми по-прежнему являются шестиугольные down-ячейки (рис. 7d).

(a) Pr=10−3, t=30tν (b) Pr=0.1, t=190tν (c) Pr=6, t=2024tν (d) Pr=10, t=600tν

Рис. 7. Температура в плоскости z=0.5, Ra=3470, Racr≈3450, χ=1+2(1−z).

Аналогичные структуры конвективных движений наблюдаются и в случае бо-

лее сложных зависимостей коэффициента температуропроводности от темпера-

туры. Рассмотрим χ = (1 + 99z5)−1. Профиль температуры в отсутствие движе-

ния здесь снова выпуклый вверх, отношение температуропроводностей вверху и

внизу области – 100. Поскольку отклонение от приближения Буссинеска здесь яв-
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ляется достаточно сильным, при малых значениях числа Прандтля наблюдаются

шестиугольные ячейки up-типа (рис. 8a). С увеличением значения числаПрандтля

течение превращается в двумерные валы (рис. 8b), которые затем сменяют квадра-

ты (рис. 8c). Квадраты неустойчивы и медленно превращаются в валы. При боль-

ших значениях числа Прандтля течение имеет форму шестиугольных ячеек down-

типа (рис. 8d).

(a) Pr=0.5, t=77tν (b) Pr=1, t=85tν (c) Pr=2, t=82tν (d) Pr=100, t=650tν

Рис. 8. Температура в плоскости z=0.5, Ra=32500, Racr≈32000, χ=(1+99z5)−1.

Приведенные выше результаты показывают, что более сильные отклонения от

приближения Буссинеска способствуют развитиюшестиугольных ячеек, которые

подавляют движения в форме квадратов. Непосредственно вблизи порога устой-

чивости квадраты могут наблюдаться и быть устойчивыми только при малых зна-

чениях небуссинесковскости в среднем диапазоне значений числа Прандтля, там

где шестиугольные ячейки теряют свою устойчивость в пользу двумерных валов.

Как и двумерные валы, квадратные ячейки не заполняют всю область, а наблюда-

ются в основном в центре, что накладывает ограничение на минимальный размер

области, в котором можно наблюдать подобные структуры. К примеру, для рас-

сматриваемых задач область размера [0, 15]×[0, 15]×[0, 1] оказывается достаточ-

ной, чтобы наблюдать шестиугольные структуры обоих типов и двумерные валы,

и не достаточной для изучения квадратных структур. Перечисленные результаты

справедливы как для линейной зависимости коэффициента температуропровод-

ности от вертикальной координаты, так и для более сложных.

6. Заключение

В работе рассмотрена конвективная устойчивость жидкости с температуро-

проводностью, зависящей от вертикальной координаты. На примере линейной за-

висимости χ = 1 + α(1 − z), α > 0 показано, что около критического значения
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числа Рэлея при сильном отклонении от приближения Буссинеска (от постоянной

температуропроводности) устойчивая структура течения представляет собой ше-

стиугольные ячейки up-типа для малых значений числа Прандтля, двумерные ва-

лы для средних значений и шестиугольные ячейки down-типа для больших. Квад-

ратные ячейки наблюдаются только в узком диапазоне значений числа Прандтля

в зоне перехода от валов к down-ячейкам и являются неустойчивыми.

С уменьшением величины небуссинесковскости преимущество шестиуголь-

ных ячеек над другими конвективными структурами вблизи порога устойчивости

становится не таким явным. Это выражается в исчезновении устойчивых шести-

угольных ячеек up-типа при малых значениях числа Прандтля, их сменяют дву-

мерные валы. В то же время зона перехода от двумерных валов к down-ячейкам

становится шире, в этой зоне наблюдаются устойчивые квадратные структуры,

которые сохраняют свою устойчивость в течение длительного времени.

Перечисленные результаты справедливы и в случае более сложных зависимо-

стей коэффициента температуропроводности от вертикальной координаты.

Подобное поведение конвективных структур объясняется следующими сооб-

ражениями: с увеличением значения числа Прандтля валы теряют свою устойчи-

вость относительно квадратных ячеек, поскольку при бесконечном значении чис-

ла Прандтля квадратные ячейки обеспечивают более эффективный теплоперенос.

В случае большой небуссинесковскости квадраты неустойчивы относительно ше-

стиугольных ячеек. В то время как при малой небуссинесковскости преимущество

шестиугольных ячеек над другими конвективными структурами выражено не так

сильно и существует диапазон значений числа Прандтля, в котором квадраты ока-

зываются устойчивыми в течение длительного времени.
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