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Àðîíîâ Ï. Ñ., Ãàëàíèí Ì. Ï., Ðîäèí À. Ñ.
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ òâý-
ëà ñ ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè íà îñíîâå mortar-ìåòîäà

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êîíòàêòíûõ çà-
äà÷ òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè ñ ó÷åòîì ïðîöåññîâ ïîëçó÷åñòè. Äëÿ ó÷åòà êîí-
òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåë èñïîëüçîâàí mortar-ìåòîä, äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíåí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä
âåðõíåé ðåëàêñàöèè. Äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ê äåìîíñòðàöèîííîé çàäà÷å, ìîäåëèðóþùåé òåðìî-
ìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â ó÷àñòêå òåïëîâûäåëÿþùåãî ýëåìåíòà, âêëþ÷àþùåì
â ñåáÿ îò 2 äî 10 òîïëèâíûõ òàáëåòîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, mortar-ìåòîä, ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè, ïîë-
çó÷åñòü, òåïëîâûäåëÿþùèé ýëåìåíò.

Aronov P. S., Galanin M. P., Rodin A. S.
Mathematical modeling of the contact interaction of the fuel element with creep
using the mortar-method

An algorithm for solving axisymmetric contact problems of the theory of
thermoelasticity with creep processes is considered. To take into account the
contact interaction of bodies, the mortar method was used, a modified method
of over relaxation was used to solve the obtained system of linear equations.
For the test task, the resulting numerical solution is compared to the analytical
solution. The results of application of the proposed algorithm for the demon-
stration problem simulating thermomechanical processes in the fuel element
section including from 2 to 10 fuel pellets are presented..

Key words: contact problem of the elasticity theory, finite element method,
mortar-method, modified method of over relaxation, creep, fuel element.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò
� 18-01-00252).



3

1. Ââåäåíèå

Ó÷åò êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óçëîâ îáî-
ðóäîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèè. Äëÿ áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ êîí-
òàêòíûõ çàäà÷ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, à òàêæå çà÷à-
ñòóþ îòñóòñòâóåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ñîãëàñîâàííûå ñåòêè. Ïîýòîìó
àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ íîâûõ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ è
íà èõ îñíîâå ñîâðåìåííîãî ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé òåðìîìåõàíèêè. ×èñëåííîå ðåøåíèå
ïîäîáíûõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ, ñðåäè
êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü ìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé [1, 2], ìåòîä øòðà-
ôà [3], ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà [4,5], â ÷àñòíîñòè
mortar-ìåòîä [6, 7], îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîé âñïî-
ìîãàòåëüíîé ñåòêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â ñëó÷àå, êîãäà
ñåòêè ÿâëÿþòñÿ íåñîãëàñîâàííûìè.

Â ðàáîòå ïðèâåäåíà äîñòàòî÷íî îáùàÿ ïîñòàíîâêà êâàçèñòàöèîíàðíîé ìóëü-
òèêîíòàêòíîé çàäà÷è è ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîäîá-
íûõ çàäà÷ ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé çà
ñ÷åò ýôôåêòà ïîëçó÷åñòè. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîíòàêò-
íûõ ïîâåðõíîñòÿõ òåë èñïîëüçîâàí mortar-ìåòîä. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ê çàäà÷å, ìîäåëèðóþùåé íåêîòîðûå ïðîöåññû â
òåïëîâûäåëÿþùåì ýëåìåíòå (òâýëå), êîòîðûé ðàáîòàåò â ðåæèìå ïîñòîÿííîé
ìîùíîñòè òåïëîâûäåëåíèÿ. Çà ñ÷åò ñóùåñòâåííîãî ñäâèãà îáîëî÷êè òâýëà îò-
íîñèòåëüíî òîïëèâíûõ òàáëåòîê â äàííîé çàäà÷å âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé
íåñîãëàñîâàííûõ ñåòîê â êîíòàêòèðóþùèõ òåëàõ. Ìîäåëèðóåìûé èíòåðâàë
ðàáîòû òâýëà ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ëåò, â òå÷åíèå êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðîñò
äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè è ñíèæåíèå óðîâíÿ íàïðÿæåíèé â êîíñòðóêöèè.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R3 ãðóïïó îñåñèììåòðè÷íûõ òåð-
ìîóïðóãèõ êîíòàêòèðóþùèõ òåë (ðèñ. 1), çàíèìàþùèõ îáëàñòü G =

⋃
α
Gα

(α � èíäåêñ, îáîçíà÷àþùèé íîìåð òåëà), îãðàíè÷åííóþ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðà-
íèöåé ∂G (∂Gα � ãðàíèöà òåëà α).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êèGN ðàñ-
ïîëîæåí ñòîëá èç íåñêîëüêèõ ïîñòàâëåííûõ äðóã íà äðóãà îäèíàêîâûõ öèëèí-
äðè÷åñêèõ òàáëåòîê G1, . . . , GN−1, èìåþùèõ âíóòðåííåå îòâåðñòèå è ôàñêè íà
îáîèõ òîðöàõ. Äàííàÿ çàäà÷à ìîäåëèðóåò òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðî-
õîäÿùèå â òâýëå. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòåé òåë: S1 �
ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîì ïîñòàâëåíî óñëîâèå 1-ãî ðîäà äëÿ íîðìàëü-
íîãî ïåðåìåùåíèÿ, S2 � âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü òàáëåòîê, S3 � âåðõíèé òî-
ðåö âåðõíåé òàáëåòêè, S4 � âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü òàáëåòîê, S5 � âíóòðåííÿÿ
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ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè, S6 � âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè.

Ðèñ. 1. Ñõåìà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåñêîëüêèõ òåë

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýôôåêòîì ñâÿçàííîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîýòîìó çà-
äà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè áóäåì ðåøàòü îòäåëüíî, à ïîëó÷åííîå òåìïåðàòóðíîå
ïîëå èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè êîíòàêòíîé çàäà÷è òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè Gp = G\GN (òîïëèâíûå òàáëåòêè):

c(T )ρ
∂T

∂t
= (kij(T )T,j),i + q(x, t), x ∈ Gp, t > 0; (1)

T (x, 0) = T0(x), x ∈ Gp; (2)

−nikij(T )T,j(x, t) = 0, x ∈ ∂Gp\S4, t > 0; (3)

−nikij(T )T,j(x, t) = α[T (x, t)− Tf(x̄, t)], x ∈ S4, x̄ ∈ S5, t > 0, (4)



5

ãäå c(T ) � óäåëüíàÿ ìàññîâàÿ òåïëîåìêîñòü ñðåäû, ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, t �
âðåìÿ, kij � êîìïîíåíòû òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè, T,j = ∂T

∂xj
, q(x, t) � ìîù-

íîñòü âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåëà, T0(x) � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà, T (x, t) �
òåìïåðàòóðà â ìîìåíò âðåìåíè t, ni � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåø-
íåé íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂Gp, α � êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è íà ïîâåðõíîñòè
S4, Tf(x) � òåìïåðàòóðà â ñõîäñòâåííîé òî÷êå, ëåæàùåé íà âíóòðåííåé ïî-
âåðõíîñòè îáîëî÷êè.

Â ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü, ÷òî T0 = 300 K, òåìïåðàòóðà âñåé
îáîëî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé (Tf = 623 K), îáúåìíàÿ ìîùíîñòü òåïëîâû-
äåëåíèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â òàáëåòêàõ è ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ïî ïðî-
ñòðàíñòâó q(x, t)=q0(t). Ôóíêöèÿ q0(t) ìåíÿåòñÿ ïî âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: çà 1 ÷àñ ëèíåéíî âîçðàñòàåò îò 0 äî íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ qnom è äàëåå
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà êâàçèñòàöèîíàðíîé êîíòàêòíîé çàäà÷è òåî-
ðèè óïðóãîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáúåìíûå ñèëû îòñóòñòâóþò, âêëþ÷àåò â ñå-
áÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [8] äëÿ êàæäîãî òåëà α, ó÷àñòâóþùåãî â êîíòàêòå,
i, j = ¯1, 3:

� óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

σji,j(x, t) = 0, x ∈ Gα; (5)

� êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

uz(x, t) = 0, x ∈ S1; (6)

� ñèëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

σji(x, t)nj = gi(x, t), x ∈ ∂G\S1; (7)

� ñîîòíîøåíèÿ Êîøè

εij(x, t) =
1

2
(ui,j(x, t) + uj,i(x, t)) , x ∈ Gα; (8)

� îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (çàêîí Ãóêà)

σij(x, t) = Cijkl
(
εkl(x, t)− ε0

kl(x, t)
)
, x ∈ Gα; (9)

ãäå xi � êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ Gα; σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé;
εkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè; ε0

kl � êîìïîíåíòû òåíçîðà íåóïðóãîé
äåôîðìàöèè; ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ; Cijkl � êîìïîíåíòû òåí-
çîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ; gi � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ ñèë; nj �
êîìïîíåíòû âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè Sj. Â
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ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü, ÷òî íèæíèå òîðöû îáîëî÷êè è íèæíåé òàá-
ëåòêè çàêðåïëåíû ïî âåðòèêàëè, gi îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî íà âåðõíåì òîðöå
âåðõíåé òàáëåòêè S3 (ïîñòîÿííîå äàâëåíèå 50 ÌÏà) è íà âíåøíåé ïîâåðõíî-
ñòè îáîëî÷êè S6 (ïîñòîÿííîå äàâëåíèå 10 ÌÏà). Â ìîäåëè ó÷èòûâàëîñü, ÷òî
êàæäàÿ òàáëåòêà (êðîìå G1 è GN−1) âñòóïàåò â êîíòàêò ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè
(ñâåðõó è ñíèçó) òàáëåòêàìè è îáîëî÷êîé (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíîãî çàçîðà
ìåæäó íèìè íåò).

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïîëçó÷åñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ òå-
÷åíèÿ, îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êîòîðîé âêëþ÷àþò â ñåáÿ [9]:

� àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå ïðîèçâîäíîé òåíçîðà ïîëíîé äåôîðìàöèè ïî âðå-
ìåíè

ε̇ij = ε̇eij + ε̇cij + ε̇Tij; (10)

� íåñæèìàåìîñòü äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè

ε̇cii = 0; (11)

� ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé òåíçîðà äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè ïî âðå-
ìåíè

ε̇cij = µσ′ij; (12)

ãäå µ =
3

2

εci
σi
, σi =

√
3

2
σ′ijσ

′
ij, ε

c
i = f(T, σi), σ

′
ij = σij −

1

3
σkkδij.

Ðàññìîòðèì ïàðó ïîòåíöèàëüíî êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé, îòíîñÿùèõñÿ ê
òåëàì ñ íîìåðàìè α1 è α2. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäåêñ
¾1¿ âìåñòî ¾α1¿ è ¾2¿ âìåñòî ¾α2¿. Òîãäà äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè S1

k äëÿ ñëó÷àÿ êîíòàêòà áåç òðåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì (äëÿ
ïîâåðõíîñòè S2

k óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî):

σ1
τ(x1) = 0, x1 ∈ S1

k; (13)

σ1
n(x1) = σ2

τ(x2) 6 0, x1 ∈ S1
k, x2 ∈ S2

k; (14)

u1
n(x1) + u2

n(x2) 6 δ0n(x1), x1 ∈ S1
k, x2 ∈ S2

k; (15)

σ1
n(x1)

(
u1
n(x1) + u2

n(x2)− δ0n(x1)
)
, x1 ∈ S1

k, x2 ∈ S2
k. (16)

Çäåñü x1 � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè S1
k, à x2 � ñõîäñòâåííàÿ

òî÷êà, íàõîäÿùàÿñÿ íàïðîòèâ íåå íà ïîâåðõíîñòè S2
k, δ0n(x1) > 0 � ôóíêöèÿ,

çàäàþùàÿ íà÷àëüíûé çàçîð (ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìîãëè
íå ñîïðèêàñàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì), uin = ui · ni, σiτ = σ(ui) · ni · τ i, σin =
σ(ui) · ni · ni.

Â êà÷åñòâå (S1k, S2k) âûñòóïàþòN−2 êîíòàêòíûå ïàðû òàáëåòêà/òàáëåòêà
è 2N − 3 êîíòàêòíûå ïàðû òàáëåòêà/îáîëî÷êà.
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Óñëîâèÿ (13)�(16) ãàðàíòèðóþò, ÷òî íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå S12
k ïîâåðõíîñòè

S1
k è S

2
k áóäóò ñîâïàäàòü (çàðàíåå êîíôèãóðàöèÿ è ïîëîæåíèå ýòîãî ó÷àñòêà

íåèçâåñòíû), ïðè ýòîì íà êîíòàêòèðóþùèå òåëà áóäóò äåéñòâîâàòü ñæèìàþ-
ùèå êîíòàêòíûå ñèëû. Óñëîâèÿ (13)�(16) ó÷èòûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà â íà-
÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè êàêèå-òî ó÷àñòêè íå ñîïðèêàñàëèñü äðóã ñ äðóãîì, íî
â èòîãå îíè âñòóïàþò â êîíòàêò, èëè íàîáîðîò: â íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè
ó÷àñòêè ñîïðèêàñàëèñü äðóã ñ äðóãîì, íî â èòîãå ðàñõîäÿòñÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(16) ýêâèâàëåíòíî [10] ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Π =
1

2

∫
G

σTε dG−
∫
S′

uTg dS +

∫
Sk

λn (u2n(x)− u1n(x) + δ0n) dS (17)

ïðè âûïîëíåíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6), ãäå λn � ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîåêöèÿìè âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé íà íàïðàâëåíèÿ
âíåøíèõ íîðìàëåé, un = urnr + uznz.

3. Ïðèìåíåíèå mortar-ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ

êîíòàêòíûõ çàäà÷

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ôóíêöèîíàëà (17) èñïîëüçîâàí ìå-
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíåíû ýëåìåíòû 2 ïîðÿäêà íà ÷åòû-
ðåõóãîëüíîé ñåòêå. Äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëà ïî êîíòàêòíûì ïîâåðõíîñòÿì
âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ mortar-ìåòîäà.

Mortar-ìåòîä ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè îñíîâàí íà
íåçàâèñèìîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëà-
ñòåé. Ñåòêè íà ýòèõ ïîäîáëàñòÿõ ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîãëàñîâàííûìè
íà ëèíèè êîíòàêòà, à íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçî-
âàíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà [12].

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâóõ òåë ñ îäíîé ïàðîé êîí-
òàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü òåëî G1 ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì (master), à òåëî
G2 � ïàññèâíûì (slave). Ëèíèþ êîíòàêòà ñî ñòîðîíû òåëà G1 îáîçíà÷èì ÷åðåç
Γm, à ñî ñòîðîíû òåëà G2 � Γs. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû
âòîðîãî ïîðÿäêà íà ëèíèÿõ êîíòàêòà Γm è Γs. Èç óçëîâ ýòèõ ýëåìåíòîâ íà ëè-
íèè êîíòàêòà Γm ïðîâåäåì íîðìàëè íà ëèíèþ êîíòàêòà Γs. Ïî îáðàçîâàííûì
ïðè ïåðåñå÷åíèè íîðìàëåé è Γs êîíå÷íûì ýëåìåíòàì áóäåì âåñòè äàëüíåéøåå
èíòåãðèðîâàíèå, ñ÷èòàÿ èõ òàêæå îäíîìåðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ýëåìåíòàìè
ñ àíàëîãè÷íûìè ôóíêöèÿìè ôîðìû. Äåëåíèå òåë íà master/slave âî ìíîãîì
ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì è íåî÷åâèäíûì, íî â êîíå÷íîì ñ÷åòå ýòîò âûáîð îïðåäå-
ëÿåò äèñêðåòèçàöèþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë:
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∫
Γ

λT (um − us) dγ =
km∑
i=1

∫
Γmi

λTum dγ −
ks∑
i=1

∫
Γsi

λTus dγ, (18)

ãäå Γ = Γm ∪ Γs, km è ks � îáùåå ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íà êîòîðûå
ðàçáèòû ëèíèè êîíòàêòà Γm è Γs ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðû um è us ñîñòîÿò
èç íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé óçëîâ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà
íà ëèíèÿõ êîíòàêòà Γm è Γs, à âåêòîð λ ñîñòîèò èç ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêöèÿì âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé íà íàïðàâëåíèÿ âíåøíèõ
íîðìàëåé íà ëèíèè êîíòàêòà Γs. Âíóòðè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì (e)
çíà÷åíèÿ λn, us è um âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λn = [Lλ]
(e){λ}(e), (19)

us = [Ns]
(e){us}(e), (20)

um = [Nm](e){um}(e), (21)

ãäå [Lλ]
(e), [Ns]

(e), [Ns]
(e) � ìàòðèöû ôóíêöèé ôîðìû îäíîìåðíîãî êâàäðà-

òè÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì (e).
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ìîäåëèðóþùåé ïðîöåññ ïîëçó÷åñòè, áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ÿâíîãî
ìåòîäà Ýéëåðà.

1) Äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè tk+1 â êàæäîì ýëåìåíòå ñ íîìåðîì (e) çàäàåòñÿ

âåêòîð íàãðóçîê R(e) = R
(e)
S + R

(e)
ε , ãäå R

(e)
S � âåêòîð ïîâåðõíîñòíîé

íàãðóçêè, R
(e)
ε =

∫
V (e)

[B(e)]T [D(e)]ε0(e)(tk+1) dV , ε
0(e)(tk+1) = εT (e)(tk+1) +

εc(e)(tk). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî εc(e)(t0) = 0.

2) Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ëîêàëüíûõ âåêòîðîâ è ìàòðèö â ãëîáàëüíûå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(

A M
MT 0

){
u
λ

}
=

{
R
0

}
. (22)

3) Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ èíäåêñîì (e) ïî çíà÷åíèÿì ïåðåìå-
ùåíèÿ â óçëàõ âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð äåôîðìàöèè ε(e)(tk+1) è âåêòîð íà-
ïðÿæåíèé σ(e)(tk+1) = D

(
ε(e)(tk+1)− ε0(e)(tk+1)

)
.

4) Èç ïðèíÿòûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íàõîäÿòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ äå-
ôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè εc(e)(tk+1) = εc(e)(tk)+∆εc(e), ãäå ∆εc(e) = ∆tµσ

′(e),

µ =
3

2

εci(tk+1)

σ
(e)
i (tk+1)

.
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5) Åñëè çàäàííûé èíòåðâàë âðåìåíè ïðîéäåí (tk+1 > tend), òî âû÷èñëåíèÿ
çàêàí÷èâàþòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïóíêòó 1.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñèñòåìó óðàâíåíèé, óêàçàííóþ â ïóíêòå 2).
Îíà âîçíèêàåò ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (17) ñîâìåñòíî ñ èíòåãðàëîì
(18) [13]. Åå ðåøåíèå áóäåì îñóùåñòâëÿòü îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïðèðà-
ùåíèé âåêòîðîâ ∆u = u(tk+1)− u(tk) è ∆λ = λ(tk+1)− λ(tk).(

A M
MT 0

){
∆u
∆λ

}
=

{
R− Au(tk)−Mλ(tk)

−MTu(tk)

}
, (23)

ãäå

A = diag(A11, . . . , ANN), (24)

[Aii] =
ki∑
e=1

[aG](e)
T

 ∫
Gi

[B](e)
T

[Di]
(e)[B](e) dG

 [aG](e), (25)

M =
(
M1 . . . MN

)T
, (26)

Mi =
(
Mi1 . . . Miq

)T
, (27)

R =
(
R1 . . . RN

)
, (28)

{RSi
} =

ki∑
e=1

[aS](e)
T

∫
Si

[N ](e)
T

[gi]
(e) dS

 , (29)

u =
(
u1 . . . uN

)T
, (30)

λ =
(
λ1 λ2 . . . λq−1 λq

)T
, (31)

ãäå N � êîëè÷åñòâî òåë, q � êîëè÷åñòâî êîíòàêòíûõ ïàð, [aG](e), [aS](e) �
ìàòðèöû ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâÿçåé êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì (e), [Di]

(e) �
ëîêàëüíûå ìàòðèöû óïðóãîñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, {gi} � ëîêàëüíûå âåê-
òîðû ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, ki � êîëè÷åñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íà êîòîðûå
ðàçáèòî òåëî Gi, ìàòðèöà Mi èìååò ðàçìåðíîñòü ni ×m.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Mi, ñîîòâåòñòâóþùóþ òåëó ñ íîìåðîì i. Òîãäà ìàò-
ðèöàMij, ÿâëÿþùàÿñÿ áëîêîì ìàòðèöûMi è îòâå÷àþùàÿ çà j-þ êîíòàêòíóþ
ïàðó ïîâåðõíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé (Mij = 0), åñëè i-å òåëî íå âõîäèò â j-þ
êîíòàêòíóþ ïîâåðõíîñòü, à åñëè âõîäèò, òî Mij 6= 0.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðó ìàòðèöû Mij: åñëè k-é óçåë (â ëî-
êàëüíîé íóìåðàöèè) â i-ì òåëå íå âõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíòàêòíóþ
ïîâåðõíîñòü, òî k-ÿ ñòðîêà âMij ñîñòîèò èç íóëåé; åñëè l-é óçåë (â ëîêàëüíîé
íóìåðàöèè) íå ïðèíàäëåæèò òåëó ñ íîìåðîì i, à ïðèíàäëåæèò òåëó ñ íîìå-
ðîì j, òî l-é ñòîëáåö Mij ñîñòîèò èç íóëåé. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íà ïîçèöèè
ñ èíäåêñîì kl íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:
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[Mij]kl =

∫
Γse

NkLl dγ

 . (32)

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (23) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ñèììåòðè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàê-
ñàöèè [14]. Àëãîðèòì è îñíîâíûå îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà îïèñàíû
â [15,16].

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîíòàêòå äâóõ òîëñòîñòåííûõ
òðóá, íàãðóæåííûõ âíóòðåííèì äàâëåíèåì. Ïðè ýòîì ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé ñòåïåííîé çàêîí äëÿ ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà:

ε̇i = Ωσni , (33)

ãäå Ω � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò, n � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé òîëñòîñòåííîé òðóáû â

ñîñòîÿíèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè èìååò âèä [9] (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óïðóãèå
äåôîðìàöèè ðàâíû íóëþ è ìàòåðèàë êîíñòðóêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
íåñæèìàåìûé):

σr =
pr

2
n
1

b
2
n − a

2
n

1− b
2
n

r
2
n

 , (34)

σz =
pa

2
n

b
2
n − a

2
n

1− n− 1

n

b
2
n

r
2
n

 , (35)

σθ =
pa

2
n

b
2
n − a

2
n

1 +
2− n
n

b
2
n

r
2
n

 , (36)

(37)

ãäå p � âíóòðåííåå äàâëåíèå, a � âíóòðåííèé ðàäèóñ òðóáû, b � âíåøíèé
ðàäèóñ òðóáû.

Ïðîâåäåì òåñòîâûé ðàñ÷åò, â êîòîðîì ñðàâíèì èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ ñ ÷èñëåííûìè (ðèñ. 2). Â ðàñ÷åòå ìîäåëèðóåòñÿ ïåðåõîä ñîñòîÿíèÿ
òåëà îò óïðóãîãî ñëó÷àÿ ê ñëó÷àþ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè: óïðóãèå äå-
ôîðìàöèè íå ðàâíû íóëþ, íî îíè îñòàþòñÿ íà îäíîì óðîâíå, à äåôîðìàöèè
ïîëçó÷åñòè ðàñòóò, ïîýòîìó ðåøåíèå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòüñÿ ê àíà-
ëèòè÷åñêîìó. Ïðèìåì p = 10 ÌÏà, a = 0, 001 ì, b = 0, 005 ì, Ω = 3 · 10−14,
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Ðèñ. 2. Ñõåìà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òîëñòîñòåííûõ òðóá

n = 3, t = 3, 6 · 108 ñ (t ≈ 100000 ÷), øàã ïî âðåìåíè τ = 400000 ñ. Ïðè
ïðèëîæåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ îäíîé è äâóõ òîëñòî-
ñòåííûõ òðóá èäåíòè÷íû. Áóäåì èñïîëüçîâàòü íåñîãëàñîâàííûå ñåòêè: òåëî
G1 ðàçáèòî íà 40 ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè z, à òåëî G2 � íà 50 ýëåìåíòîâ Íà
ðèñ. 3�4 ïîêàçàíû ãðàôèêè ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðàäèàëüíûõ, îñåâûõ
è îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ ôèíàëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = 3, 6 · 108 ñ, à
òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ òîëüêî óïðóãîé äåôîðìàöèè. Ãðàôèêè ÷èñëåííûõ è àíàëè-
òè÷åñêèõ ðåøåíèé âèçóàëüíî íåîòëè÷èìû, áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç îøèáîê
ïðèâåäåí íèæå.

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(r)

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû äâà ãðàôèêà ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíûõ
ãðàíèöàõ (r = 0, 003 ì). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà íåñîãëàñîâàííûå
ñåòêè îñöèëëÿöèè îòñóòñòâóþò. Ãðàôèêè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, ÷òî ãîâî-
ðèò î êîððåêòíîñòè ðåøåííîé êîíòàêòíîé çàäà÷è.
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Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r)

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèÿ îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ σθ(r)

Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè íàïðÿæå-
íèé σr(r), σz(r), σθ(r) âî âðåìåíè ïðè ðåøåíèè òåñòîâîé çàäà÷è. Îòíîñèòåëü-
íàÿ òî÷íîñòü ïðè ýòîì âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε = max
i

∥∥∥∥∥σ(ri)− σ0(ri)

σ0(ri)

∥∥∥∥∥
2

, (38)

ãäå σ0(ri) � çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå ri.
Äàëåå ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëîâ òîïëèâ-

íûõ òàáëåòîê è îáîëî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè òåïëîâûäåëÿþùåãî ýëå-
ìåíòà. Òàáëåòêè âûïîëíåíû èç äèîêñèäà óðàíà, îáîëî÷êà èç ñïëàâà öèðêî-
íèÿ. Ìîäóëè óïðóãîñòè, êîýôôèöèåíòû òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, óäåëüíûå òåï-
ëîåìêîñòè è êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè îáîèõ ìàòåðèàëîâ çàâèñÿò îò
òåìïåðàòóðû, à êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà è ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííû-
ìè. Ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè ýòèõ ìàòåðèàëîâ çàâèñèò íå òîëüêî îò
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(z) ïðè r = 0, 003 ì

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè îò âðåìåíè

íàïðÿæåíèé è òåìïåðàòóðû, íî è áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äðóãèõ ïàðàìåòðîâ,
òàêèõ êàê: ðàçìåð ãðàíóëû òîïëèâà, ýíåðãèÿ àêòèâàöèè, êèñëîðîäíûé êîýô-
ôèöèåíò è ïðî÷èõ. Ïðèâåäåì ïîäðîáíåå ýòè ìîäåëè, èçëîæåííûå â [17].

Ïðè ïåðåõîäíîì íàïðÿæåíèè σt âèä äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè ìåíÿåòñÿ îò
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ê ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè îò íàïðÿæåíèÿ. Âåëè÷èíà
ïåðåõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [17]:

σt =
1, 6547 · 107

G0,5714
, (39)

ãäå G � ðàçìåð ãðàíóëû òîïëèâà.
Äåôîðìàöèÿ ïîëçó÷åñòè çàâèñèò îò ýíåðãèè àêòèâàöèè òèïà Àððåíèóñà.

Áûëî îïðåäåëåíî, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ çàâèñèò îò êèñëîðîäíîãî êîýôôèöèåíòà.
Ðîñò êèñëîðîäíîãî êîýôôèöèåíòà âûçûâàåò óâåëè÷åíèå äåôîðìàöèè ïîëçó-
÷åñòè. Äëÿ ðåæèìà íèæå ïåðåõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ (39) ýíåðãèÿ àêòèâàöèè
òîïëèâà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
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Q1 = 17884, 8

(
e
− 20

ln(x−2)−8
+ 1

)
+ 72124, 23, (40)

ãäå Q1 � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè (êàë/ìîëü), x � êèñëîðîäíûé êîýôôèöèåíò.
Äëÿ ðåæèìà âûøå ïåðåõîäíîãî íàïðÿæåíèÿ (σ > σt) ýíåðãèÿ àêòèâàöèè

çàïèøåòñÿ â âèäå:

Q2 = 19872

(
e
− 20

ln(x−2)−8
+ 1

)
+ 111543, 5, (41)

ãäå Q2 � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè (êàë/ìîëü).
Ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîé äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè äëÿ òîïëèâíûõ òàáëåòîê

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

ε̇ci =
(A1 + A2F )σe−

Q1

RT

(A3 +D)G2
+

(A4 + A7F )σ4,5e−
Q2

RT

A5 +D
+ A6σFe

− Q3

RT , (42)

ãäå ε̇ci � ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîé äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè (1/ñ), F � ïëîòíîñòü
äåëåíèé ((äåëåíèé/ì3)/ñ), σ � íàïðÿæåíèå (Ïà), R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ
ïîñòîÿííàÿ (Êàë/(ìîëü Ê)), T � òåìïåðàòóðà (Ê),D � ïëîòíîñòü (ïðîöåíò îò
òåîðåòè÷åñêîé ïëîòíîñòè), Q3 � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè (Êàë/ìîëü), A1, . . . , A8 �
ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.

Êîãäà òîïëèâî ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ íàïðÿæåíèÿ â ïåðâûé ðàç (îáû÷-
íî â òå÷åíèå íà÷àëüíîãî îáëó÷åíèÿ) èëè â ñëó÷àå, êîãäà ðàçâèâàåòñÿ áîëåå
âûñîêîå íàïðÿæåíèå, ÷åì íà ëþáîì äðóãîì âðåìåííîì øàãå, ñêîðîñòü äåôîð-
ìàöèè ïîëçó÷åñòè çàâèñèò îò âðåìåíè è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíå-
íèÿ:

ε̇cit = ε̇ci(2, 5e
−1,46·10−6t+1) (43)

ãäå ε̇cit � îáùàÿ ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè (1/ñ), ε̇ci � ñêîðîñòü ñòàöè-
îíàðíîé äåôîðìàöèÿ ïîëçó÷åñòè, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (42), t � âðåìÿ
ñ ìîìåíòà, êîãäà áûëî ïðèëîæåíî íàèâûñøåå íàïðÿæåíèå.

Äëÿ îáîëî÷êè ñêîðîñòü ñòàöèîíàðíîé äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè èìååò âèä:

ε̇ci =
(B1 +B2F )σ

(A3 +D)G2
e−

Q4

RT +B3(1−D)+B4C +
(B5 +B6F )σ

(A3 +D)G2
e−

Q4

RT +B3(1−D)+B4C , (44)

ãäå B1, . . . , B7 � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, Q4, Q5 � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè
(Êàë/ìîëü), C � êîíöåíòðàöèÿ ñìåñè îêñèäîâ (âåñîâîé ïðîöåíò).

Êîãäà ïðèëîæåííîå íàïðÿæåíèå σ ìåíüøå ïåðåõîäíîãî σt, â êà÷åñòâå ïðè-
ëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ â ïåðâîì ñëàãàåìîì óðàâíåíèÿ (42) èëè (44) èñïîëüçó-
åòñÿ çíà÷åíèå ïðèëîæåííîãî íàïðÿæåíèÿ. Äëÿ íàïðÿæåíèÿ, áîëüøåãî ÷åì σt,
â ïåðâîì ñëàãàåìîì óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåõîäíîãî íàïðÿæå-
íèÿ, à âî âòîðîì � çíà÷åíèå âíåøíåãî íàïðÿæåíèÿ.
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Ïðîâåäåì ñåðèþ ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëó÷àåâ 2, 5 è 10 òîïëèâíûõ òàáëåòîê. Íà
íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè S6 çàäàíî ïîñòîÿííîå äàâëåíèå p1=10 ÌÏà,
à íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè âåðõíåé îáîëî÷êè S3 � ïîñòîÿííîå äàâëåíèå p2=50
ÌÏà. Âíóòðåííèé ðàäèóñ òàáëåòîê ðàâåí 0,8 ìì, âíåøíèé ðàäèóñ � 3,88 ìì,
âûñîòà � 10 ìì, âíåøíèé ðàäèóñ îáîëî÷êè ðàâåí 4,55 ìì. Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü íåñîãëàñîâàííûå ñåòêè: òàáëåòêè ðàçáèòû íà 20 ýëåìåíòîâ â íàïðàâ-
ëåíèè r è íà 40 ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè z, à îáîëî÷êà � íà 5 ýëåìåíòîâ â
íàïðàâëåíèè r, â íàïðàâëåíèè z êàæäûé ó÷àñòîê îáîëî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèé
âûñîòå îäíîé òàáëåòêè, ðàçáèò íà 20 ýëåìåíòîâ. Ñðåäíåå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèÿ
òâýëà â ðåàêòîðå ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ëåò, ïîýòîìó âûáåðåì âðåìÿ ðàñ÷åòà
tend = 3, 2 · 108 c (10 ëåò), øàã ïî âðåìåíè τ = 10000 ñ (äëÿ 2 òàáëåòîê),
τ = 8000 ñ (äëÿ 5 òàáëåòîê) è τ = 4000 ñ (äëÿ 10 òàáëåòîê). Ýòî ìàêñèìàëü-
íûé øàã, ïðè êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè çàêîíà äëÿ ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè (33)
èç òåñòîâîé çàäà÷è âîçìîæíî óâåëè÷åíèå øàãà äî τ = 400000 ñ (2 òàáëåòêè) è
τ = 200000 ñ (5 è 10 òàáëåòîê). Âñå äàëüíåéøèå ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò ñëó-
÷àþ 10 òàáëåòîê Íà ðèñ. 8�10 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé
íà êîíòàêòíûõ ãðàíèöàõ òàáëåòîê è îáîëî÷êè â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìå-
íè. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðàäèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå
äîñòàòî÷íî áëèçêè (êðîìå îáëàñòåé âîêðóã ôàñîê) íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðå-
ìåíè ðàñ÷åòà. Íà ðèñ. 11�13 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ðàäèàëüíîãî,
íà ðèñ. 14�16 � îñåâîãî, à íà ðèñ. 17�19 � îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ äëÿ ðàç-
íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè â ñå÷åíèè z = 0, 055 ì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñåðåäèíå 6-é
òàáëåòêè. Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî âñå íàïðÿæåíèÿ â òàáëåòêàõ
óìåíüøàþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàäèàëü-
íîãî íàïðÿæåíèÿ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè âûïîëíÿþòñÿ (äàâëåíèå
p1=10 ÌÏà).
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(z) ïðè r = 0, 00388 ì, t = 3600 c

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(z) ïðè r = 0, 00388 ì, t = 8 · 107 ñ

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(z) ïðè r = 0, 00388 ì, t = 3, 2 · 108 ñ
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Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 3600 ñ

Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 8 · 107 ñ

Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σr(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 3, 2 · 108 ñ
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Ðèñ. 14. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 3600 ñ

Ðèñ. 15. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 8 · 107 ñ

Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòè îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ σz(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 3, 2 · 108 ñ
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Ðèñ. 17. Çàâèñèìîñòè îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ σθ(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 3600 ñ

Ðèñ. 18. Çàâèñèìîñòè îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ σθ(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 8 · 107 ñ

Ðèñ. 19. Çàâèñèìîñòè îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ σθ(r) ïðè z = 0, 055 ì, t = 3, 2 · 108 ñ
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Äëÿ ñëó÷àÿ 10 òàáëåòîê ïðèâåäåì ôðàãìåíòû äâóìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè â ñåðåäèíå ñòîëáà òàáëåòîê. Íà ðèñ. 20�
21 ïîêàçàíû äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíûõ, îñåâûõ è îêðóæíûõ íà-
ïðÿæåíèé, à íà ðèñ. 22�23 � äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíûõ, îñåâûõ
è îêðóæíûõ äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè. Ïîêàçàíû ôðàãìåíòû ðàñïðåäåëåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèå 6-é è 7-é òàáëåòêàì, ïðè÷åì ïðè ïîñòðîåíèè äåôîðìèðî-
âàííûõ òåë ïðèëîæåííûå ïåðåìåùåíèÿ äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè óâåëè÷åíû
â 10 ðàç äëÿ òàáëåòîê è â 50 ðàç äëÿ îáîëî÷êè.

(a) (b) (c)

Ðèñ. 20. Äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ýëåìåíòîâ 6-é è 7-é òàáëåòîê: (a) � ðàäèàëüíûå
íàïðÿæåíèÿ; (b) � îñåâûå íàïðÿæåíèÿ; (c) � îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ

Ñðàâíèì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé
òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (31) íà êàæäîì øàãå ïî âðå-
ìåíè, ïðè ðàçíîì êîëè÷åñòâå òàáëåòîê. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
êîëè÷åñòâà èòåðàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷íîñòè è ÷èñëà òàáëåòîê. Èç òàáëèöû
âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè òî÷íîñòè è êîëè÷åñòâà òåë ÷èñëî èòåðàöèé âîç-
ðàñòàåò. Ïðè ýòîì ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íà ïðîòÿæåíèè
êîíêðåòíîãî ðàñ÷åòà îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì.

Òàáëèöà 1. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé çà îäèí øàã ïî âðåìåíè

ε 2 òàáëåòêè 5 òàáëåòîê 10 òàáëåòîê
10−2 6 18 37
10−3 7 23 54
10−4 13 34 75
10−5 25 49 108
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 21. Äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ýëåìåíòîâ îáîëî÷êè: (a) � ðàäèàëüíûå íàïðÿ-
æåíèÿ; (b) � îñåâûå íàïðÿæåíèÿ; (c) � îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ

(a) (b) (c)

Ðèñ. 22. Äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ýëåìåíòîâ 6-é è 7-é òàáëåòîê: (a) � ðàäèàëüíûå
äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè; (b) � îñåâûå äåôîðìàöèè; (c) � îêðóæíûå äåôîðìàöèè ïîëçó-
÷åñòè



22

(a) (b) (c)

Ðèñ. 23. Äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ýëåìåíòîâ îáîëî÷êè: (a) � ðàäèàëüíûå äåôîð-
ìàöèè ïîëçó÷åñòè; (b) � îñåâûå äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè; (c) � îêðóæíûå äåôîðìàöèè
ïîëçó÷åñòè

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà êâàçèñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ìóëüòèêîíòàêòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû îñåñèììåòðè÷íûõ òåðìîóïðóãèõ òåë â óñëîâèÿõ òåð-
ìîìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ñ ó÷åòîì ïðîöåññà ïîëçó÷åñòè. Èçëîæåí ÷èñ-
ëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà ìåòîäå êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ èñ-
ïîëüçîâàí mortar-ìåòîä, äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé (çàäà÷à ñ ñåäëîâîé òî÷êîé) ïðèìåíåí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñèì-
ìåòðè÷íîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè. Íà ïðèìåðå òåñòîâîé çàäà÷è ïîêàçàíî, ÷òî
÷èñëåííîå è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñîâïàäàþò ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷-
íîñòè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðå-
øåíèÿ äåìîíñòðàöèîííîé çàäà÷è, ìîäåëèðóþùåé íåêîòîðûå ïðîöåññû â òâýëå
äëÿ ðåæèìà ñ ïîñòîÿííîé ìîùíîñòüþ òåïëîâûäåëåíèÿ. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçî-
âàíû áëèçêèå ê ðåàëüíûì ìîäåëè ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëîâ íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè äî 10 ëåò. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ íà êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ âûïîëíåíû äîñòàòî÷íî êîððåêòíî.
Ïîêàçàíî, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çà ñ÷åò ðîñòà äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè ïðî-
èñõîäèò ñíèæåíèå óðîâíÿ íàïðÿæåíèé â êîíñòðóêöèè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå
÷èñëà èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé, â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà òàáëåòîê.
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