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Волков Ю.А., Марков М.Б. 

Кинетические уравнения для газа фононов 

Построено уравнение Власова для бесстолкновительного газа фононов в 

анизотропном кубическом кристалле. Предложено уравнение типа Больцмана в 

приближении столкновительной релаксации фононов к равновесному распре-

делению. Показано, что в термодинамическом пределе кинетическая модель 

переходит в уравнения термоупругости. Рассмотрена связь кинетической моде-

ли фононного газа с уравнением Каттенео.  

Ключевые слова: кристалл, фонон, упругие деформации, уравнение Вла-

сова, уравнение Больцмана 

 

 

Yury Aleksandrovich Volkov, Mikhail Borisovich Markov 

Kinetic equations for phonon gas 

The Vlasov equation is constructed for a collisionless phonon gas in an aniso-

tropic cubic crystal. An equation of Boltzmann type is proposed in the approximation 

of the collisional relaxation of phonons to the equilibrium distribution. It is shown 

that in the thermodynamic limit the kinetic model transforms in the thermoelasticity 

equations. The relationship between the kinetic model of a phonon gas and the Kat-

teneo equation is considered. 

Key words: crystal, phonon, elastic deformations, Vlasov equation, Boltzmann 

equation 

 Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (грант № 17-01-
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Введение 
Воздействие ионизирующих излучений космического пространства сопро-

вождается рядом физических эффектов, существенно влияющих на космиче-

ские аппараты. В частности, твердые диэлектрики и полупроводники в составе 

изделий микроэлектроники подвергаются нестационарному неравномерному 

радиационному нагреву. Следствием являются перенос тепла, а также дефор-

мации и напряжения. Помимо термомеханических наблюдаются также радиа-

ционные и электромагнитные эффекты. 

Суперкомпьютерное математическое моделирование данных эффектов 

стало эффективным средством контроля стойкости электронно-компонентной 

базы космических аппаратов. Это связано с ограниченностью возможностей, 

большой стоимостью и технической сложностью натурных и лабораторных 

экспериментов с ионизирующим излучением. 

Физическую картину взаимодействия ионизирующего излучения с веще-

ством активной зоны полупроводникового прибора рассмотрим на примере 

рассеяния потока электронов с энергией порядка 100 кэВ в кремнии. Электроны 

такой энергии наблюдаются в естественных радиационных поясах Земли на ор-

битах спутников связи, а кремний является наиболее используемым материа-

лом в современной микроэлектронике. Распространяясь в кремнии, свободные 

электроны потока образуют объемный заряд, испытывают упругие и ионизаци-

онные столкновения, возбуждают оболочки атомов. Образуется электромаг-

нитное поле. Теряемая свободными электронами энергия передается связанным 

электронам кристалла. Они преодолевают запрещенную зону, в результате чего 

в кристалле образуются избыточные электроны проводимости и дырки валент-

ной зоны. Кристалл приобретает радиационную проводимость. Электроны про-

водимости рассеиваются на дефектах кристаллической решетки кремния, пере-

давая ей свою энергию. В результате образуются неравновесные тепловые и 

механические поля. 

Электромагнитное поле и радиационная проводимость являются электро-

магнитным и радиационным эффектами воздействия свободных электронов на 

кристалл. Они моделируются классическими кинетическими уравнениями для 

свободных электронов, квантовыми кинетическими уравнениями для электро-

нов проводимости и дырок валентной зоны, а также уравнениями Максвелла 

для электромагнитного поля. Для численного решения кинетических уравнений 

при этом используется статистический метод частиц. Его неоспоримым пре-

имуществом является эффективная параллельная реализация на суперкомпью-

терах с гетерогенной архитектурой. 

Одним из возможных способов описания переноса термомеханической 

энергии в кристалле является моделирование распространения упругих волн. В 

теории твердого тела их отождествляют с фононами кристаллической решетки 

– квазичастицами, обладающими координатами и квазиимпульсом. Рассмотре-
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ние функции распределения фононов и построение для нее кинетического 

уравнения позволит моделировать не только электромагнитные и радиацион-

ные, но и термомеханические эффекты воздействия ионизирующего излучения 

на кристаллы в рамках единого математического описания. 

Данная работа посвящена построению кинетического уравнения для фоно-

нов, описывающего распространение радиационно-индуцированных термоме-

ханических возбуждений в кристалле. 

1 Дисперсионное соотношение для упругих волн 

Рассмотрим  , ,x y zu u u u   – механическое смещение в кристалле. Смеще-

ния u  определяют плотность энергии деформаций 

 
1

2
W E u u

   (1) 

через тензор деформаций:  

 
1

2

uu
u

x x


  

 
  

  
, (2) 

где  xr ,  1,2,3  , и тензор модулей упругости второго порядка 

 E E E E      . (3) 

Тензоры напряжений   и деформаций (2) связаны законом Гука: 

 
W

E u
u



 



 


. (4) 

Рассмотрим уравнение упругих смещений [1], [2]: 

 

2

2

u

t x











 
, (5) 

где   – плотность вещества, t – время. 

Подставляя (5) в (4), получим: 

 

2 2

2

u u
E

t x x






 


 


  

. (6) 

Рассмотрим решение уравнений (6) виде плоских волн  
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  exp i t   u e kx  (7) 

с волновым вектором k  и частотой   k . Здесь e  – единичный вектор поляри-

зации. После подстановки (7) уравнения (6) принимают вид 

 
2e E k k e

     . (8) 

Однородная система (8) имеет нетривиальное решение при условии равен-

ства нулю определителя 

 
2det 0E k k

     . (9) 

Уравнение (9) имеет три корня 
1 2 3( ), ( ), ( )  k k k , определяющие закон 

дисперсии волн. Система (8) имеет три решения 
1 2 3, ,e e e , соответствующие 

трем различным поляризациям волн. Поляризации , 1,2,3e  волн с одним и 

тем же волновым вектором k  взаимно перпендикулярны.  

Введем для упругих модулей представление Фойгта с двумя индексами. 

Двойной индекс   в данном представлении заменяется одним индексом, ме-

няющимся от 1 до 6 по схеме 

 11–1, 22–2, 33–3, 23–4, 13–5, 12–6.  

Это означает, что 11

xxxxc E , 12

xxyyc E  и т.д. 

Матрица , , 1,2, 6ijc i j  , включает только независимые компоненты тен-

зора модулей упругости E
 и действует на шестикомпонентный вектор

 1 2 3 4 5 6 11 22 33 23 13 12, , , , , ( , , ,2 ,2 ,2 )u u u u u u        . В этих обозначениях имеем 

с̂   для напряжений и ˆ 2W c   для плотности энергии. В случае кристал-

лов кубической симметрии имеется только три независимых модуля 
11c , 

12c , 
44c  

, а плотность энергии деформаций имеет вид [3] 

 

   

 

2 2 2

11 12

2 2 2

44

1

2

1
.

2

xx yy zz xx yy xx zz yy zz

xy xz yz

W c u u u c u u u u u u

c u u u

      

  

 (10) 

Пользуясь (10) и определением (5), получим замкнутые уравнения для 

компонент поля смещений в кубическом кристалле 
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 
22 2 2 2 2

11 44 12 442 2 2 2
,

yx x x x z
uu u u u u

c c c c
t x y z x y x z


      

                   
 

 
2 2 2 2 2 2

11 44 12 442 2 2 2
,

y y y y x z
u u u u u u

c c c c
t y x z x y y z


       

                  
 

 
22 2 2 2 2

11 44 12 442 2 2 2
.

yz z z z x
uu u u u u

c c c c
t z x y x z y z


      

                   
 

(11) 

Если выполнено условие  

 11 12 442c c c  , (12) 

то кристалл изотропен. Отклонение от равенства (12) является мерой анизотро-

пии кристалла [2].  

Для изотропного кристалла уравнения (11) существенно упрощаются 

 
2

44 11 442
( )graddivc c c

t



   


u
u u . (13) 

Уравнения (13) определяют собственные моды упругих волн, свободно 

распространяющиеся в изотропном теле. Одним из решений (13) будет про-

дольная волна  1 expx xu u i t ikx e  в направлении (1,0,0)x e . Дисперсионное 

соотношение и скорость распространения продольных волн имеют вид 

  
1 2

1 1 11,kc c c   . (14) 

Двумя другими решениями являются поперечные волны  

    2 3exp , expy y z zu u i t ikx u u i t ikx    e e   

с одной и той же скоростью распространения 

  
1 2

2(3) 2 3 44,kc c c c    . (15) 

Решение системы (11) также можно искать в виде 
0( )exp( )i t u u kx . 

Здесь строгое разделение на продольные и поперечные волны возможно только 

для некоторых выделенных направлений. Для направления [100] – вдоль глав-

ных осей имеют место формулы (14,15). Вдоль диагонали грани куба [110] ско-

рости распространения имеют вид: 

      
1 2 1 2 1 2

1 11 12 44 2 11 12 2 44( 2 ) 2 , ( ) 2 , .c c c c c c c c c         (16) 
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Вдоль пространственной диагонали куба [111]: 

    
1 2 1 2

1 11 12 44 2,3 11 12 44( 2 4 ) 3 , ( ) 3c c c c c c c c       . (17) 

Поперечные волны в направлениях [100] и [111] двукратно вырождены. В 

общем случае произвольного волнового вектора k  по отношению к его направ-

лению волны не являются ни чисто продольными, ни чисто поперечными. 

В общем случае плотность энергии деформации можно представить [2] в 

виде ряда, обобщающего формулу (2):  

 
1 1

2 3
W E u u E u u u 

       . (18) 

Сохраняя конечное число членов в разложении (18), можно получать раз-

личные приближения теории гиперупругости, в том числе, оставаться в рамках 

гармонического приближения. Коэффициенты E  называются модулями 

упругости третьего порядка. 

Кристаллы с алмазоподобной решеткой обладают шестью независимыми 

модулями упругости третьего порядка. Поправка к плотности энергии за счет 

ангармонических (кубических по деформациям) членов в обозначениях Фойгта 

имеет вид [4]: 

 

 3 3 3

111 1 2 3 123 1 2 3 456 4 5 6

1

6

aW c c c               

     2 2 2

112 1 2 3 2 1 3 3 1 2

1

2
c                   

 2 2 2

144 1 4 2 5 3 6

1

2
c           

     2 2 2 2 2 2

166 1 5 6 1 5 6 1 5 6

1

2
c                

 
 

       3 3 3 2 2 2

11 1 2 3 12 1 2 3 2 1 3 3 1 2

1 1

2 2
c c                      . 

(19) 

Источником новых членов в формуле (19) служит ангармоничность коле-

баний атомов твердого тела. Соответствующие поправки в дисперсионные со-

отношения можно получить, используя соотношения Неймана-Дюамеля [1]: 

 

1 11 1 12 2 12 3c c c      , 

2 12 1 11 2 12 3c c c      , 

3 12 1 12 2 11 3c c c      . 

(20) 
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Для вычисления поправок 
11c  и 

12c  достаточно найти соответствующие 

члены в выражениях 1 2 3, ,   . Из формул (5), (19) следует, что 

 

   1 111 11 1 112 12 2 112 12 3 1

1 3

2 2

a c c c c c c    
  

        
  

 

   112 12 1 112 12 2 123 3 2

1

2
c c c c c            

   112 12 1 123 2 112 12 3 3

1

2
c c c c c          . 

 

Здесь сохранены члены, не изменяющие поляризацию. Сравнение с (20) 

показывает, что выражение в квадратных скобках в первой строке формулы да-

ет поправку 
11c , вторая и третья строки – поправки 

12c . Аналогично, 

 

   2 112 12 1 112 12 2 123 3 1

1

2

a c c c c c             

 112 12 1 111 11 2 123 3 2

1 3

2 2
c c c c c   

  
       

  
 

   123 1 112 12 2 112 12 3 3

1

2
c c c c c          , 

   3 112 12 1 123 2 112 12 3 1

1

2

a c c c c c             

   123 1 112 12 2 112 12 3 2

1

2
c c c c c            

   112 12 1 112 12 2 111 11 3 3

1 3

2 2
c c c c c c   

  
       

  
. 

 

Усредняя по равноправным направлениям, получим 

  11 111 11 112 12

1
3 2 2 div

6
c c c c c     u , (21) 

  12 112 12 123

1
2 2 div

6
c c c c    u . (22) 

Для напряжений сдвига имеем 

 
 6 166 1 166 2 144 3 6

a c c c       , 

 5 166 1 144 2 166 3 5

a c c c       , 
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 4 144 1 166 2 166 3 4

a c c c       . 

Снова усредняя по направлениям, для модуля сдвига получим 

  44 166 144

1
2 div

3
C C C   u . (23) 

Все модули третьего порядка отрицательны (см. таблицу 1, в круглых 

скобках теоретические значения). Поэтому все поправки к модулям второго по-

рядка также отрицательны. 

Таблица 1  

Упругие модули третьего порядка для германия и кремния [4], [5] 

Упругие модули третьего 

порядка (10
11

 н/м
2
) 

Si Ge 

111C  -8.34±0.11(-8.21) -7.10 (-7.38) 

112C  -5.31±0.32(-4.45) -3.89 (-3.54) 

123C  -0.02±0.18 (-0.64) -0.18 (-0.26) 

144C  -0.95±0.24(+0.14) -0.23 (-0.10) 

166C  -2.96±0.12(-3.43) -2.92 (-3.08) 

456C  -0.074±0.22(-0.33) -0.53 (-0.28) 

 

Используя формулы (14)-(15) и (21)-(23), получим поправку к скоростям 

продольного и поперечного звука 

  11
1 1 1 1

11

1 div 1 div
2

c
v c c

c




 
    

 
u u , (24) 

  44
2,3 2,3 2,3 2,3

44

1 div 1 div
2

c
v c c

c




 
    

 
u u . (25) 

Все поправки зависят только от дилатации =div u . Таким образом, ско-

рость звука в деформированном состоянии является локальной величиной, за-

висящей от точки наблюдения x . В [6] рассматривалось дисперсионное соот-

ношение 

  ( ) 1 divc k  k u  (26) 
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с единственной константой Грюнайзена  , не зависящей от поляризации. Здесь 

VaK C  , где  11 121 3 2K C C   – модуль всестороннего сжатия, 
VC  –

 теплоемкость единицы объема вещества, a  – коэффициент теплового расши-

рения.  

2 Уравнение Власова для фононов 

Упругой волне   exp i t i k kr  с дисперсионным соотношением 

( )  k  поставим в соответствие квазичастицу – фонон поляризации  с ква-

зиимпульсом p k  и энергией ( ),  k где 1,2,3 ,  – постоянная План-

ка. Фонон является элементарным возбуждением с энергией  , то есть упру-

гая волна состоит из целого числа фононов. Рассмотрим газ фононов с функци-

ей распределения  , ,f t r p . Здесь фонон следует рассматривать как классиче-

скую квазичастицу, обладающую траекторией. Введение функции распределе-

ния означает квазиклассический переход от суммы по квантовым числам за-

полнения к интегралу по фазовому объему. В частности, для плотности энергии 

фононов поляризации  имеем 

  
 

3

1
, ,

2
n

n

n k

k

d
w k c f k c f t

V 
  

p
r p . (27) 

Здесь
nkf  – числа заполнения состояний, V  – объем системы. Так как ква-

зиимпульс фонона однозначно определен только в зоне Бриллюэна [7], [3], то с 

ней совпадает область интегрирования по квазиимпульсам в (27). В случае иде-

ального газа, когда фононы движутся свободно, без взаимодействия друг с дру-

гом, полная энергия фононного газа сводится к сумме энергий отдельных ква-

зичастиц. В следующем приближении энергия фононов должна определяться с 

учетом их взаимодействия. Взаимодействуют фононы через поле деформаций 

(26). Тогда энергия фонона следующим образом выражается через его квазиим-

пульс и скорость: 

 (1 )H pc    . (28) 

Следствием (28) являются уравнения движения фононов 

   1 ,H c p H pc           v p p p r . (29) 

Точка над символом означает полную производную по времени. Отсюда 

следует кинетическое уравнение для фононного газа 
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    div div 0
f

f pc f
t

 


   


r p
v , (30) 

где символы div
r
 и div

p
 обозначают дивергенции в пространствах координат и 

квазиимпульсов, соответственно. 

Уравнение (30) должно быть дополнено уравнениями для поля смещений. 

Полная энергия поля деформаций в объеме V : 

 
1

2
u

V

S d E u u

   r . (31) 

Энергию взаимодействия фононов всех поляризаций с полем деформаций, 

согласно (26), (27), можно записать в виде 

 ,
2

ph u

V

S d wu w w


   r . (32) 

Используя (31) и (32), определим действие поля деформаций 

 

2

1

2
1

2

t

t V

u
S dt d E u u wu

t


  



 
   

    
   

  r . (33) 

Варьируя (33) по u  и полагая вариацию 0u S


  , получим уравнение для 

поля деформаций 

 

2 2

2

u u w
E

t x x x

 

  

 
  

 
   

. (34) 

Уравнения (30) и (34) образуют систему уравнений Власова для бесстолк-

новительного газа фононов с фононов с функцией распределения  , ,f t r p  в 

самосогласованном поле деформаций u . 

3 Уравнение Больцмана для фононов 
Уравнение (30) не описывает процессы диссипации, в частности, релакса-

цию квазиимпульса фононов. Это означает, что термосопротивление кристалла 

равно нулю, а теплопроводность бесконечна. Значение теплопроводности ста-

новится конечным, если учесть трехфононные процессы слияния и распада. Бу-

дем использовать модель «серого» вещества. Это не повлияет на окончательные 

результаты и выводы. В модели «серого» вещества поляризации фононов не 
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различаются, соответственно индекс поляризации далее опускается. Остаются 

два основных параметра – усредненная скорость звука 
sc   

 3 3 3 3

1 2 3

1 1 1 1 1

3sc c c c

 
   

 
   

и среднее время релаксации квазиимпульса за счет трехфононных процессов  . 

В приближении «серого» вещества кинетическое уравнение для фононного 

газа имеет вид 

 
p

s

f ff f f
pc

t
 



  
    

  
v

r p
. (35) 

Здесь pf  – равновесная функция распределения фононов. Интеграл рассе-

яния в правой части (35) должен сохранять энергию фононов, но не их квази-

импульс. 

Обозначим w  – плотность энергии, q  – плотность потока энергии фонон-

ного газа. Данные величины являются суммарными по всем поляризациям. 

  
3

2w pvf d   p ,  
3

2pvf d  q v p . (36) 

Умножим обе части (35) на pv  и проинтегрируем по квазиимпульсам. В 

результате получим 

 0
w

t

 
 

 

q

r
. (37) 

Условие сохранения энергии при рассеянии 

 
   

3 3
2 2

ppvfpvf d d

  
 

p p
 (38) 

теперь неявно определяет температуру фононного газа в равновесной функции 

распределения. Это определение однозначно, так как плотность энергии явля-

ется монотонно растущей функцией температуры.  

Следуя [8], рассмотрим стационарное кинетическое уравнение  

 
00 0 p

s

f ff f
pc 



 
   

 
v

r p
. (39) 
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Полагая, что стационарное распределение в правой части (39) есть локаль-

но равновесное распределение Планка 

 
   

1 1

exp (1 ) 1 exp 1
p

s B B

f
pc T pv T  

 
    

,  

получим, что функция 
0 pf f  является решением (39). Здесь T  – температура, 

B  – постоянная Больцмана. Если температура (или плотность энергии) станет 

медленно меняющейся функцией времени и координат, то в том же приближе-

нии 

 
 

3
2

p

V

fw T d T
T pv C T

t t t T t t

 
 



       
      

        


p
, (40) 

где 

 
     

2

3 2 32 2

( ) exp( )

2 2exp( ) 1

p B
V B

B B

f d pv pv T d
C pv

T T pv T




 

 
 

  
 

p p
  

есть удельная теплоемкость фононного газа [9,10]. 

Плотность потока энергии получается в следующем приближении, учиты-

вающем поправку, антисимметричную по импульсу 

 
1 0 0 0 1

( )
s

f f f f T f
pc

t T
 

 

    
     

    
v v

r p r
. (41) 

Учитывая, что второй и третий члены в левой части (41) в сумме равны 

нулю для любой ( )f H , окончательно получим для поправки 1f  

 1 0 1f f T f

t T 

  
  

  
v

r
. (42) 

Умножая (42) на pvv и интегрируя по квазиимпульсу, для плотности пото-

ка энергии получим уравнение типа Каттанео 

  
2

1
q T

q
t x


 



  
 

   
 

, 
 

0

3
2

s s s

f d
pc c c

T
   







p

,  

где   – симметричный тензор теплопроводности фононного газа [7,9,10]. 

Можно показать, что это диагональный тензор, то есть  3     . Под-



14 

 

ставляя (40) в (37) и удерживая только линейные по дилатации члены, оконча-

тельно получим 

 div 0V

T
C T

t t


   
   

   

q
u

r
, (43) 

  1 2 div T
t

  


    


q
u q . (44) 

Уравнения (43), (44) и (35) составляют замкнутую систему уравнений тер-

моупругости, вытекающую из кинетических уравнений для газа фононов. 

Заключение 
Получены уравнения кинетической модели, описывающей бесстолкнови-

тельную динамику фононного газа в приближении среднего поля. Эффект кол-

лективного взаимодействия фононов через поле деформаций учтен путем вве-

дения поправок к уравнениям свободного движения. Поправки приводят к 

уравнениям термоупругости. 

Сама постановка задачи для системы, включающей кинетическое уравне-

ние типа Власова для фононов (30) и уравнение для поля деформаций (34), не-

тривиальна при наличии внешнего воздействия на кристалл. В частности, рас-

сеяние ионизирующего излучения в кристалле приводит к выделению энергии в 

его объеме. В этом случае в правой части кинетического уравнения (30) появ-

ляется источник, моделирующий приток фононов в кристалл [11-12]. Приток 

фононов определяется плотностью мощности энергии, выделяемой ионизиру-

ющим излучением в кристалле. Граничные условия к системе (30), (34) также 

должны отражать обмен тепловой энергией, то есть фононами, с примыкающи-

ми к кристаллу телами. 

Построено кинетическое уравнение типа Больцмана для газа фононов с 

интегралом столкновений в приближении релаксации к равновесному распре-

делению. В приближении «серого» вещества из уравнения Больцмана выведены 

макроскопические уравнения термоупругости.  
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