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Голубев Ю.Ф., Яскевич А.В. 

Уравнения динамики периферийных стыковочных механизмов как 

параллельных манипуляторов 

В работе рассматриваются алгоритмы расчета уравнений динамики парал-

лельных манипуляторов, которые являются основой кинематики для суще-

ствующих и перспективных периферийных стыковочных механизмов. В мате-

матической модели конкретного механизма они дополняются алгоритмами рас-

чета внутренних активных сил и моментов, создаваемых его устройствами 

демпфирования энергии и приводами.  

Ключевые слова: уравнения динамики, параллельные манипуляторы, сты-

ковочные механизмы 

 

Yury Filippovich Golubev, Andrey Vladimirovich Yaskevich 

Dynamic equations of peripheral docking mechanisms as parallel manipu-

lators  

This paper describes algorithms for computation of dynamics equations for par-

allel manipulators as the kinematics basis for existing and prospective peripheral 

docking mechanisms. They are combined in math model of specific mechanism with 

algorithms for computation of internal active forces and moments created by shock 

absorber devices and drives. 
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Введение  
Стыковка космических аппаратов – это управляемый механический про-

цесс их соединения на орбите. Один из аппаратов является активным, осу-

ществляет сближение, другой является пассивным, обычно поддерживает ори-

ентацию. Стыковка реализуется соответственно активным и пассивным стыко-

вочными агрегатами и начинается с момента их первого контакта, через неко-

торое время после которого происходит сцепка – механические защелки актив-

ного агрегата заходят за упоры пассивного, образуется их первичная механиче-

ская связь. Далее выполняется поглощение энергии сближения активного объ-

екта, выравнивание и стягивание агрегатов и стыкуемых космических аппара-

тов, образование их жесткого соединения. Стыковочные агрегаты имеют 

направляющие элементы для уменьшения рассогласований, на активном уста-

новлены три типа механизмов – стыковочный, сцепки (предварительного со-

единения) и герметизации стыка (окончательного жесткого соединения). Два 

последних являются плоскими, малоинерционными, и их собственная динамика 

не оказывает существенного влияния на процесс стыковки. Наиболее сложный 

пространственный стыковочный механизм активного агрегата обеспечивает 

условия для сцепки, поглощение энергии сближения, стягивание и выравнива-

ние. Стыковочные агрегаты и механизмы в зависимости от компоновки направ-

ляющих элементов и кинематических цепей разделяются на два основных клас-

са – центрального типа («штырь-конус») и периферийные. Кинематические це-

пи периферийного механизма распределены по периметру переходного тоннеля 

агрегата и связаны шарнирами с единственным буферным звеном – стыковоч-

ным кольцом, которое имеет направляющие элементы с установленными на 

них механизмами сцепки и контактирует с аналогичным кольцом ответного аг-

регата. 

Геометрия периферийного стыковочного интерфейса – стыковочного 

кольца и элементов соединения агрегатов стандартизованы для обеспечения их 

совместимости. При этом на кинематику стыковочных механизмов этот стан-

дарт не налагает никаких ограничений. К настоящему времени разработаны, 

практически применялись или готовы к применению несколько различных пе-

риферийных механизмов [1 – 6]. В перспективе возможно появление и других 

конструктивных вариантов. Несмотря на то что каждый из них имеет или мо-

жет иметь уникальные особенности, их объединяет одно общее свойство – ос-

новой их кинематики являются параллельные манипуляторы [7].  

Инерция звеньев стыковочных механизмов меньше инерции стыкуемых 

космических аппаратов, но их относительные перемещения в шарнирах порож-

дают значительные силы и моменты устройств демпфирования или приводов, 

определяющие динамику стыковки. Для корректного учета этих перемещений 

движение механизма описывается дифференциальными уравнениями динами-

ки, которые в математической модели процесса стыковки могут рассматривать-

ся независимо от динамики активного космического аппарата, но должны обес-
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печивать расчет сил и моментов, действующих со стороны механизма на кос-

мический аппарат. Полная математическая модель стыковки содержит уравне-

ния движения стыкуемых космических аппаратов [8], модель контактного вза-

имодействия стыковочных агрегатов [9], уравнения динамики стыковочных ме-

ханизмов, модели устройств демпфирования и приводов. В настоящей работе 

рассматриваются алгоритмы расчета динамики стыковочных механизмов как 

параллельных манипуляторов.  

1. Особенности кинематики периферийных  

стыковочных механизмов 
В стыковочных механизмах периферийного типа сцепка обеспечивается 

при совмещении стыковочных колец двух агрегатов и зацеплении трех защелок 

с тремя ответными упорами пассивного стыковочного агрегата. Поэтому сты-

ковочное кольцо механизма имеет шесть степеней свободы. Вместе с перифе-

рийными кинематическими цепями оно образует гексапод – 6-степенной парал-

лельный манипулятор [10]. Основой кинематики большинства разработанных 

периферийных стыковочных механизмов является платформа Гью-Стьюарта 

(Gough-Stewart) [11, 12]. Конструктивная реализация каждой ее k-й периферий-

ной кинематической цепи обычно называется штангой (рис. 1). В ней исполь-

зуются kP поступательный, kС цилиндрический, kU универсальный, или 

kS сферический шарниры. 

 

 а б 

Рис. 1. а) Платформа Гью-Стьюарта, б) различные кинематические схемы 

штанг стыковочных механизмов (ШВП – шарико-винтовой преобразователь)  

Главными достоинствами этой платформы для стыковочных механизмов 

являются достаточная симметрия рабочего пространства, позволяющая 

компенсировать промахи в любом направлении, и хорошая нагрузочная 

способность, обусловленная использованием поступательных или 

цилиндрических шарниров с высокоэффективными приводами и демпферами. 
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Фирма SpaceX в качестве основы своего периферийного стыковочного 

механизма SXDS использовала платформу Ханта (K.H. Hunt) [13] с 

периферийными кинематическими цепями типа kkk USR  (рис. 2), где kR  

обозначает вращательный шарнир с одной степенью подвижности. При 

выполнении стягивания после поглощения энергии сближения активного 

космического аппарата центр первого шарнира в этом стыковочном механизме 

медленно, в квазистатическом режиме перемещается плоским механизмом с 

приводом (на рис. 2 не показан). 

 

Рис. 2. Платформа Ханта 

Стыковочный механизм движется под действием сил и моментов, создава-

емых устройствами и приводами, связанными с шарнирами периферийных ки-

нематических цепей, а также под действием сил и моментов контактного взаи-

модействия со стыковочным кольцом агрегата, который установлен на пассив-

ном космическом аппарате. Относительное положение и скорости активного 

аппарата в момент первого контакта являются случайными величинами, зави-

сящими от хода его сближения. Поэтому отличительной чертой стыковочных 

механизмов является отсутствие сингулярности, то есть полная управляемость 

в каждой точке их конфигурационных пространств. Данное свойство обеспечи-

вается при их проектировании. 

Вычислительно эффективное описание движения параллельных манипуля-

торов основано на преобразовании механической системы путем замещения 

отдельных шарниров уравнениями контурных связей и использовании рекур-

рентных кинематических соотношений. Число переменных относительного 

движения в шарнирах (шарнирных переменных) параллельных манипуляторов 

больше числа степеней их свободы, поэтому часть этих переменных выбирает-

ся в качестве независимых, остальные являются зависимыми. Выбор замещае-

мых шарниров и независимых переменных движения определяет вычислитель-

ную эффективность уравнений динамики. 

В параллельных манипуляторах периферийные кинематические цепи со-

единяются с основанием и с управляемым телом вращательными шарнирами. 

Замещение шарниров на управляемом теле уменьшает связность механической 
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системы и число тел в кинематических цепях преобразованной механической 

системы. Соответственно уменьшается и объем вычислений при расчете урав-

нений динамики. 

Выбор в качестве независимых реальных управляющих переменных, опи-

сывающих относительные перемещения вдоль линий действия внутренних ак-

тивных сил или моментов периферийных кинематических цепей, приводит к 

необходимости итерационного решения прямой задачи кинематики параллель-

ного манипулятора. С учетом того, что обратная задача кинематики имеет от-

носительно простое аналитическое решение, в качестве независимых выбира-

ются переменные, описывающие движение управляемого тела относительно 

основания. То есть предполагается, что в математической модели стыковочное 

кольцо – единственное тело независимой кинематической цепи, связанное с ос-

нованием механизма фиктивным 6-степенным шарниром, а все периферийные 

кинематические цепи и их шарнирные переменные являются зависимыми. Это 

не влияет на управляемость механизма, так как у него отсутствуют сингуляр-

ные конфигурации.  

Замещение шарниров, связывающих периферийные направляющие кине-

матические цепи с управляемым телом, и выбор переменных движения этого 

тела в качестве независимых не только увеличивает вычислительную эффек-

тивность уравнений динамики, но также упрощает составление и решение 

уравнений контурных связей. 

Вращательные шарниры, соединяющие каждую k-ю пространственную пе-

риферийную кинематическую цепь с управляемым телом параллельного мани-

пулятора, имеют три или две степени подвижности. Соответственно налагается 

3km  или 4km  ограничений на относительное движение. Периферийные 

кинематические цепи не изменяют числа степеней свободы управляемого тела, 

поэтому число степеней подвижности в их оставшихся шарнирах равно 

}4,3{ kk mn . Этому условию удовлетворяют только кинематические цепи 

типа kkk SPU , kkk UPS , kkk UCU , kkk USR , kkk SUR  и kkk UUU . Последователь-

ность шарниров указана от корня (основания механизма) к терминальному 

(управляемому) телу. Первые три соответствуют разновидностям платформы 

Гью-Стьюарта, четвертая и пятая – разновидностям платформы Ханта. В кине-

матической цепи kkk UUU  все шарниры имеют две степени подвижности, и с 

ними трудно связать приводы или устройства демпфирования, реализовать 

управление. Поэтому далее такие кинематические цепи не рассматриваются. 

Для гексаподов с шестью степенями свободы характерно свойство: 

666  kk mn , что еще раз указывает на увеличение вычислительной эффек-

тивности уравнений динамики, если они будут составлены только относительно 

независимых ускорений.  

Каждая периферийная направляющая кинематическая цепь связана с 

управляемым телом своими отдельными уравнениями контурных связей. По-

этому все ее зависимые шарнирные переменные, а также звенья, их геометри-
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ческие и инерционные параметры могут иметь локальную (в пределах цепи) 

индексацию. 

2. Методы моделирования динамики  

параллельных манипуляторов 
Динамика движения управляемого тела с шестью степенями свободы от-

носительно основания может быть описана классическими уравнениями Нью-

тона-Эйлера [14]. Поэтому вычислительная эффективность математической 

модели параллельного манипулятора определяется способом вычисления урав-

нений динамики зависимых кинематических цепей преобразованной механиче-

ской системы и методом учета уравнений контурных связей.  

Алгоритмы вычислительной механики для моделирования динамики си-

стем тел отражены в обзорах [15, 16 и др.]. Наиболее вычислительно эффектив-

ными для механических систем без контуров являются алгоритм составного те-

ла (Composite Rigid Body Algorithm) [17, 18], вычисляющий коэффициенты 

уравнений динамики в замкнутой форме, и алгоритм сочлененного тела (Articu-

lated Body Algorithm) [19 – 21], обеспечивающий последовательное рекуррент-

ное вычисление шарнирных ускорений. Рекуррентные уравнения динамики да-

лее не рассматриваются по следующим причинам. Во-первых, их вычислитель-

ная эффективность при малом числе тел (не более четырех) хуже, чем эффек-

тивность алгоритма составного тела. Во-вторых, при учете контурных связей 

рекуррентные уравнения динамики не могут быть составлены относительно 

только независимых переменных. Они становятся дифференциально-

алгебраическими [22]. В предлагаемой работе вычисление коэффициентов 

уравнений динамики периферийных кинематических цепей производится в со-

ответствии с алгоритмом составного тела. 

Если кинематические, то есть алгебраические, уравнения контурных свя-

зей учитываются в явном виде, то они объединяются с уравнениями динамики 

преобразованной механической системы в систему дифференциально-

алгебраических уравнений (СДАУ) и обусловливают ее вырожденность, то есть 

усложнение схем численного интегрирования. Мера этой вырожденности ха-

рактеризуется индексом СДАУ, значение которого указывает на сложность 

обеспечения стабильности и точности решения. В системах с индексом 3 или 2 

в качестве неизвестных принимаются соответственно ускорения и координаты, 

либо ускорения и скорости, то есть фактически разнородные неизвестные пе-

ременные. Их решение основано на приведении к одному составу неизвестных 

посредством той или иной схемы дискретизации, лежащей в основе неявной 

схемы численного интегрирования, например, BDF-методов [23 - 26 и др.]. В 

СДАУ с индексом 1 неизвестными являются только обобщенные ускорения. В 

этом случае устойчивость решения обеспечивается более простым способом, 

например, использованием неявного метода интегрирования Эйлера, как, 

например, в [27], или введением в уравнения динамики стабилизирующих сил, 
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пропорциональных ошибкам и их производным в уравнениях связей [28 - 30]. 

Но искусственно введенные дополнительные члены усложняют вид уравнений 

связей, вносят в систему несуществующие частоты и требуют экспертной 

настройки параметров, обеспечивающих устойчивость решения. Размерность 

СДАУ даже при частичном замещении шарниров превышает число степеней 

свободы исходной механической системы. 

При неявном учете уравнений контурных связей используется их реше-

ние, то есть выражение зависимых переменных через независимые. В результа-

те вместо СДАУ движение параллельного манипулятора описывается системой 

обыкновенных дифференциальных уравнений минимальной размерности, уве-

личивается инерция, приведенная к степеням свободы, и соответственно устой-

чивость численного интегрирования. Одной из первых в этом направлении бы-

ла работа [31], в которой решения уравнений связей для координат и скоростей 

позволили определить энергию механической системы только через независи-

мые переменные, после чего были использованы уравнения Лагранжа 2-го ро-

да. При этом уравнения контурных связей относительно ускорений, требующие 

дополнительных вычислений, не использовались. Более просто такой подход 

реализуется при использовании уравнений Кейна [32, 33]. Однако решение 

уравнений связей относительно скоростей для составления уравнения динами-

ки совместимо только с уравнениями аналитической механики, но не с более 

вычислительно эффективным алгоритмом составного тела. Кроме того, уравне-

ния контурных связей относительно шарнирных ускорений необходимы для 

расчета сил и моментов, действующих со стороны механизма на его основание. 

Метод разделения обобщенных координат, предложенный в [34], позво-

ляет редуцировать матрицу уравнения динамики вне зависимости от вида опре-

деляющих их математических выражений на основе решения уравнений связей 

для ускорений. Он наилучшим образом походит для моделирования стыковоч-

ных механизмов как параллельных манипуляторов с числом тел, значительно 

превышающим число степеней свободы механической системы, с фиксирован-

ным составом независимых и зависимых переменных и отсутствием сингуляр-

ных конфигураций. 

Многочисленные работы по динамике 6-степенных параллельных мани-

пуляторов посвящены только платформе Гью-Стьюарта. В подавляющем боль-

шинстве они решают обратную задачу динамики для целей управления. Ориги-

нальный подход к расчету коэффициентов уравнений для решения прямой за-

дачи динамики этой платформы предложен в [35]. Он основан на алгоритме со-

ставного тела, но в отличие от [17, 18] в нем используется решение обратной 

задачи динамики не для простой кинематической цепи, а для всего параллель-

ного механизма. При этом в качестве независимых выбраны шесть координат 

управляемого тела и их производные. В результате коэффициенты уравнений 

динамики манипулятора вычисляются сразу относительно только независимых 

ускорений. Несмотря на относительную простоту, этот подход далее не исполь-

зуется, так как он не позволяет вычислять реакции, действующие на основание 
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механизма, и описывает параллельные манипуляторы с направляющими кине-

матическими цепями со структурой только kkk SPU  и kkk UPS .  

Исходя из вышеизложенного, при разработке алгоритма расчета уравне-

ний динамики периферийных стыковочных механизмов как параллельных ма-

нипуляторов в качестве независимых выбираются переменные движения сты-

ковочного кольца – управляемого тела с шестью степенями свободы. Шарниры, 

соединяющие периферийные кинематические цепи с управляемым телом, за-

мещаются уравнениями контурных связей. Движение каждой такой цепи опи-

сывается своим набором зависимых шарнирных переменных, а ее матрица 

инерции и вектор обобщенных сил вычисляются по алгоритму составного тела. 

В кинематических цепях преобразованной механической системы отсутствуют 

общие звенья, и ее уравнения динамики имеют блочно-диагональную структу-

ру. Поэтому редукция уравнений динамики методом разделения переменных в 

уравнениях контурных связей относительно ускорений осуществляется отдель-

но для каждой периферийной кинематической цепи. В результате получаются 

уравнения динамики параллельного манипулятора, имеющие минимальную 

размерность. После расчета ускорений управляемого тела из решения уравне-

ний связей определяются зависимые ускорения в шарнирах периферийных ки-

нематических цепей, а на их основе – силы и моменты, действующие на осно-

вание механизма. 

3. Описание тел механической системы 
Для описания движения параллельного манипулятора используются си-

стема координат 000 zyx  с началом 0О  в центре его основания. С центром масс 

управляемого тела CB  (стыковочного кольца) связана система координат 

ССС zyx . Ее положение относительно 000 zyx  определяется вектором 
T

CCCC zyx ],,[r  и матрицей направляющих косинусов 





























ccssscssccss

cssccccsscsc

scscc

Сα , 

соответствующей последовательности поворотов xCzCyС ,,, ,,   относительно 

текущих осей zy,  и x . Здесь и далее переменные aa sс ,  обозначают тригоно-

метрические функции угла a , то есть asaс aa sin,cos  . Компоненты 

CCC zyx ,,  и углы xCzCyС ,,, ,,   являются независимыми координатами меха-

нической системы. Скорость центра масс управляемого тела относительно 

000 zyx  определяется вектором 
T

CCCCC zyx ],,[   rv , а его угловая скорость – 

вектором T
zCyCxCС ],,[ ,,, ω  в системе координат ССС zyx , с которым про-

изводные xCzCyC ,,, ,,    связаны соотношением 
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
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


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,
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,

,

//1

0

//0




















. 

Центры конечных шарниров периферийных кинематических цепей парал-

лельного манипулятора на его основании и управляемом теле определяются со-

ответственно относительно систем координат 000 zyx  и ССС zyx  постоянными 

векторами k,0l  и kC ,l  (рис. 3). С центрами шарниров основания (входных шар-

ниров направляющих цепей) связаны системы координат J
k

J
k

J
k ,0,0,0 zyx , ориента-

ция которых относительно 000 zyx  задается постоянными матрицами направ-

ляющих косинусов k,0γ . С центрами замещаемых шарниров на управляемом 

теле связаны системы координат L
kC

L
kC

L
kC ,,, zyx , ориентации которых относитель-

но ССС zyx  определяется постоянными матрицами kС ,γ . Управляемое тело 

имеет массу Cm  и диагональный тензор инерции ],,[ ,,, zCyCxCC IIIdiagI , ком-

поненты которого выражены в системе координат ССС zyx .      

 

Рис. 3. Системы координат и центры конечных шарниров направляющих 

кинематических цепей параллельного манипулятора 

Уравнения контурных связей составляются в системе координат 000 zyx . 

Для описания звеньев k-й периферийной ветви используется следующая систе-

ма обозначений (рис. 4). Все ее тела и шарниры имеют локальную последова-

тельную индексацию knj ,1 . В алгоритме составного тела используются шар-

ниры с одной степенью подвижности, поэтому индекс каждого тела совпадает с 

индексом зависимой шарнирной переменной kjp , , определяющей относитель-

ные поступательные или угловые перемещения в его входном шарнире. Все 
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шарнирные переменные k-й периферийной кинематической цепи образуют 

 )1( kn вектор kp . 

 

Рис. 4. Системы координат смежных тел k-й периферийной цепи 

Каждое очередное тело kjB ,  связано с предшествующим телом kjB ,1  шар-

ниром kjJ , . В теле kjB ,  в точке kjO , , связанной с шарниром kjJ , , фиксируется 

система координат kjkjkj ,,, zyx . Ее перемещения относительно системы 

J
kj

J
kj

J
kj ,1,1,1  zyx  тела kjB ,1  задаются вектором kj,t  и матрицей преобразования 

kj ,α . При этом либо 3,,, ,]0,0,[ 1αt  kj
T

kjkj p , либо 0t kj , , 

)}(),(),({ ,,,,,,, kj
z

kjkj
y

kjkj
x

kjkj ppp αααα  , где 31 единичная  )33( матрица, а 

)(),(),( ,,, k
z

kjk
y

kjk
x

kj ppp ααα матрицы поворота относительно осей J
kj ,1x , J

kj ,1y , 

J
kj ,1z  на угол kp . В теле kjB ,1  положение J

kj
J

kj
J

kj ,1,1,1  zyx  относительно 

kjkjkj ,1,1,1  zyx  определяется постоянным вектором kj ,1l  и постоянной матри-

цей направляющих косинусов kj ,1γ . Положение kjkjkj ,,, zyx  относительно 

J
kj

J
kj

J
kj ,1,1,1  zyx  определяется вектором kjj ,,1r  и матрицей направляющих коси-

нусов kj ,β  

kj
T

kjkjkjj ,,1,1,,1 tγlr   ,    kjkjkj ,1,,  γαβ  

при kk ,0,1,0 lr  , kkk ,0,1,1 γαβ  . Ориентация систем координат kjkjkj ,,, zyx , 

J
kj

J
kj

J
kj ,1,1,1  zyx  и положение их начала kjO ,  относительно 000 zyx  задаются 

матрицами преобразования kj ,τ , kj ,1θ  и вектором kj ,r  ( kk ,0,0 γτ  , kk ,0,0 lr  ). 

Тело kjB ,  имеет массу kjm ,  и тензор инерции kj,I , выраженный в kjkjkj ,,, zyx . 
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Положение центра масс в этой системе задается вектором c
kj,d . Если тело фик-

тивное, полученное в результате представления шарниров kU , kS  или kC  про-

стейшими, с одной степенью подвижности, то 0, kjm , 0d c
kj, , 0I kj , . На те-

ло kjB ,  направляющей цепи могут действовать только внутренние активные си-

ла )1(
,

jJ
kjf  или момент )1(

,
jJ

kjm в шарнире kjJ , , выраженные в проекциях на оси 

J
kj

J
kj

J
kj ,1,1,1  zyx . В последнем звене knk

B ,  направляющей кинематической цепи 

положение центра L
knk

O ,  замещаемого вращательного шарнира и связанной с 

ним системы координат L
kn

L
kn

L
kn kkk ,,, zyx  относительно knknkn kkk ,,, zyx  определяется 

постоянными вектором L
knk ,l  и матрицей направляющих косинусов L

knk ,γ . 

4. Уравнения контурных связей 
Так как в каждом k-м контуре параллельного манипулятора вращательный 

шарнир замещается уравнениями связей, то три условия замыкания этого кон-

тура могут быть записаны как равенство координат, скоростей и ускорений 

центра замещаемого шарнира 

 )0(

,

)0(
,

L

kn

L
kС k

rr  ,    )0(

,

)0(
,

L

kn

L
kС k

vv  ,    )0(

,

)0(
,

L

kn

L
kС k

vv   , (4.1) 

где все векторы определены в системе координат 000 zyx ; }4,3( kk mn . 

Если замещаемый вращательный шарнир имеет две степени подвижности 

( 4km ), то существует четвертое ограничение, на угловое относительное дви-

жение. Предполагается, что первый поворот на угол y  в таком шарнире осу-

ществляется относительно оси y , а второй, на угол z , – относительно оси z . В 

этом случае единичный вектор оси второго поворота 1,
,

2,
,

L
kC

L
kC zz   перпендикуля-

рен к единичному вектору оси первого поворота 1,
,

0,
,,4

L
kC

L
kC

L
k yyy   (рис. 5). Еди-

ничные векторы 2,
,

L
kCx , 2,

,
L

kCy , 2,
,

L
kCz  и L

k,4x , L
k,4y , L

k,4z , выраженные в системе коор-

динат 000 zyx , – это столбцы матриц T
kC

T
C

TL
kC ,, γαθ   и L

k
T

k
TL
k ,4,4,4 γτθ  . То есть 

единичный вектор )0(
,1 ke  оси первого поворота – это второй вектор-столбец мат-

рицы TL
k,4θ  ( )0(

,1 ke = L
k,4y ), а единичный вектор )0(

,2 ke  оси второго поворота – это тре-

тий вектор столбец матрицы TL
kC,θ  ( )0(

,2 ke = 2,
,

L
kСz ). На рис. 5 перпендикулярные друг 

к другу единичные векторы )0(
,1 ke  и )0(

,2 ke  осей вращения отмечены более жирными 

линиями. 

В соответствии с этим при 4km  условие замыкания k-го контура для уг-

ловых координат записывается в виде  
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 0)0(
,2

)0(
,1

)0(
,2

)0(
,1  k

T
kkk eeee . (4.2) 

 

Рис. 5. Относительные повороты во вращательном шарнире 

с двумя степенями подвижности 

Дифференцирование (4.2) позволяет получить соответствующие условия 

замыкания для угловых скоростей и ускорений  

0)( )0()0(
,4

)0(
,

)0(
,2

)0(
,1

)0(
,2

)0(
,1  CkkRkkkk ωωneeee  , 

0)()()]([ )0()0(
,4

)0(
,

)0()0(
,4

)0(
,

')0()0(
,4

)0(
,  Ck

T
kRCk

T
kRtCkkR ωωnωωnωωn  , 

где  

 )0(
,2

)0(
,1

)0(
, kkkR een   (4.3) 

— выраженный в проекциях на оси системы координат 000 zyx  единичный век-

тор момента реакции, производная по времени которого равна 

)()( )0(
,2

)0()0(
,1

)0(
,2

)0(
,1

)0(
,4

)0(
, kCkkkkkR eωeeeωn  . 

Для преобразования условий замыкания k-го контура в уравнения контур-

ных связей относительно скоростей и ускорений используются матрицы парци-

альных скоростей управляемого тела ],[// 33 01rvrvT  CCCCC
 , 

],[// 33 10ωωωωR  CCCCC
 , ],[ 3

)0( T
CC α0R   и тел направляющей цепи 

kkjkkjkj pvpvT   // )0(
,

)0(
,

)0(
, , kkjkkjkj pωpωR   // )0(

,
)0(

,
)0(

, , где 33,01 еди-

ничная и нулевая  )33( матрицы, kk pp  , векторы зависимых шарнирных 

скоростей и ускорений контура. Здесь и далее верхний индекс в круглых скоб-
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ках указывает на номер системы координат, в которой выражен вектор или 

матрица, если их индексы не совпадают. 

Необходимые для получения уравнений контурных связей векторы и мат-

рицы, описывающие кинематику k-й периферийной кинематической цепи, вы-

числяются рекуррентно, на основе геометрических параметров тел и шарнир-

ных координат kp  и скоростей kp . При этом для каждого шарнира кроме век-

тора kj,t  и вычисляемой матрицы kj ,α  используются  )3( kn матрицы парци-

альных относительных скоростей k
rel

kjk
rel

kj
rel

kj pvpvT   // ,,,  и 

k
rel

kjk
rel

kj
rel

kj pωpωR   // ,,, , которые содержат только единичные и нуле-

вые элементы (так как все шарниры имеют одну степень подвижности). Для 

уравнений связей относительно ускорений вычисляются вектор )0(
,kjw  поступа-

тельных ускорений характерных точек и вектор )0(
,kjε  (при 4km ) угловых 

ускорений тел, нелинейно зависящие только от координат kp  и скоростей kp . 

Для управляемого тела аналогичные векторы являются нулевыми: 0w kС, , 

0ε С . 

Для k-й направляющей цепи рекуррентно, при knj ,1 , вычисляются сле-

дующие векторы и матрицы:  

 
kj

J
kj

J
kj ,1,1,1   τγθ ,    J

kjkjkj ,1,,  γαβ ,    kjkjkj ,1,,  τβτ , 

J
kj

T
kj

J
kj ,1,1
)0(

,1   lτl ,    kj
TJ

kj
J

kjkjj ,,1
)0(

,1
)0(

,,1 tθlr   ,    

)0(
,,1

)0(
,1

)0(
, kjjkjkj   rrr , 

rel
kj

TJ
kj

rel
kj ,,1

)0(
, TθT  ,    rel

kj
TJ

kj
rel

kj ,,1
)0(

, RθR  , 

)0(
,

)0(
,1

)0(
,

rel
kjkjkj RRR   ,    )0(

,
)0(
,1

)0(
,1

)0(
,1

)0(
,

~ rel
kjkj

J
kj

J
kj

J
kj TRlTT   , 

k
rel

kj
rel

kj pTv )0(
,

)0(
,  ,    k

rel
kj

rel
kj pRω )0(

,
)0(

,  , 

)0(
,

)0(
,1

)0(
,

rel
kjkjkj ωωω   , 

)0(
,1

)0(
,

)0(
,,1

)0(
,1

)0(
,1

)0(
,1

)0(
,

~2~~
kj

rel
kjkjjkjkjkjkj   ωvrωωww , 

)0(
,

)0(
,1

)0(
,1

)0(
,

~ rel
kjkjkjkj ωωεε   ,  при 4km  

 

 

при начальных условиях 0r )0(
,0 k , 0T )0(

,0
J
k , 0R )0(

,0 k , 0ω )0(
,0 k , 0w )0(

,0 k , 0ε )0(
,0 k . 

Здесь и далее a~  обозначает кососимметрическую матрицу, с помощью которой 

записывается векторное произведение: baba ~ . 

После этого аналогичные векторы и матрицы вычисляются для центров 

замещаемых шарниров в последних звеньях направляющих кинематических 

цепей 
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 L
kn

T
kn

L

kn kkk ,,
)0(

,
lτl  ,    )0(

,

)0(

,

)0(

,

L

knkn

L

kn kkk
lrr  , 

)0(

,

)0(

,

)0(

,

)0(

,

~
kn

L

knkn

L

kn kkkk
RlTT  , 

)0(

,,,
)0(

,

)0(

,
~~ L

knknknkn

L

kn kkkkk
lωωww  , 

kn
L

kn
L

kn kkk ,,, τγθ  ,   при 4km . 

 

На основе приведенных выше соотношений уравнения контурных связей 

для k-й направляющей цепи относительно шарнирных скоростей и ускорений 

могут быть получены в виде  

k
d

kC
i

k pСuС )()(
 ,       0сpСuС  kk

d
k

i
k

 )()( , 

где  )(
)(

kk
i

k mmС матрица, 
TT

C
T
CC ],[ ωvu  ,  )6()(

k
d

k mС матрица, 

 )1( kk mс вектор.  

При 3km   

)
~

( )0(
,,

)(
СkС

T
CCkC

i
k RlαTTC  ,   )0(

,

)( L

kn

d
k k

TC  ,   )0(

,

L

knk k
wс  , 

а при 4km  
















)0()0(
,

,)(

C
T

kR

kCi
k

Rn

T
C ,  
















)0(

,

)0(
,

)0(

,)(

kn

T
kR

L

knd
k

k

k

Rn

T
C ,  


















)( )0()0(

,

)0(
,

)0(

,

)0(
,

)0(

,

Ckn

T
kRkn

T
kR

L

kn

k

kk

k

ωωnεn

w
с


. 

Запись решений уравнений контурных связей относительно зависимых 

скоростей и ускорений имеет вид 

 uHuCCp k
i

k
d
kk   )(1)( ][ , 

kkk
i

k
d
kk huHcuCCp    )(][ )(1)( . 

(4.4) 

(4.5) 

Исходя из (4.1) и (4.2), уравнения связей относительно координат могут 

быть записаны в виде 0f k , где )0(
,

)0(
,3

L
kС

L
kk rrf   при 3km  и 

TT
k

T
k

TL
kС

L
kk ])(,)([ )0(

,2
)0(

,1
)0(

,
)0(

,4 eerrf   при 4km , и решены итерационным мето-

лом Ньютона 

 )(1)()()(1)()1( ][]/[ i
k

d
k

i
k

i
kkk

i
k

i
k fCpfpfpp

  . (4.6) 

Отметим, что для всех конкретных практически используемых структур 

периферийных кинематических цепей параллельных манипуляторов могут 

быть найдены вычислительно более эффективные аналитические решения этих 
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уравнений. При этом для угловых шарнирных переменных по возможности 

определяются на сами величины, а их тригонометрические функции. Покажем 

это. 

Периферийная кинематическая цепь со структурой kkk SPU  после замеще-

ния последнего шарнира kS  имеет три степени подвижности (рис.6).   

 

Рис. 6. Определение шарнирных координат в кинематической цепи kkk SPU  

Для определения ее шарнирных координат вычисляется вектор 

T
kkkkkC

T
CCkS nml ],,[,0,

)0(
,  llαrr  

из центра первого в центр замещаемого шарнира, выраженный в системе коор-

динат 000 zyx . Его длина 222
, kkkkS nmlL   определяет поступательный ход 

штока в шарнире kP  этой цепи  

 )0(,,3, kSkSk LLp  , (4.7) 

где )0(,kSL расстояние между центрами первого и замещаемого шарниров в 

некотором исходном положении механизма, при котором все 03, kp .  

После преобразования вектора )0(
,kSr  в систему координат J

k
J

k
J

k ,0,0,0 zyx , свя-

занную с первой осью вращения первого шарнира, компоненты вектора 
Tk

kS
k
kS

k
kSkSk

k
kS nml ],,[ )(

,
)(

,
)(

,
)0(

,,0
)(

,  rγr  позволяют вычислить значения тригонометриче-

ских функций его угловых переменных в этом шарнире. С учетом того, что 

3,2,1 1γγ  kk , имеем 

T
kS

T
k

T
k

k
kS L ]00,[ ,,2,1
)(

, ααr  . 
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Так как в универсальном шарнире первый поворот выполняется относи-

тельно оси k,1y , а второй – относительно k,2z  , то это равенство при обозначе-

ниях ikik pc ,, cos , ikik ps ,, sin  преобразуется к виду 



































































)(
,

)(
,

)(
,

,1,2,

,2,

,1,2,,

1,1,2,1,2,

2,2,

1,1,2,1,2,

0
00

k
kS

k
kS

k
kS

kSkk

kSk

kSkkkS

kkkkk

kk

kkkkk

n

m

l

Lsc
Ls

LccL

csssc
cs

scscc
, 

который позволяет определить тригонометрические функции двух других зави-

симых шарнирных координат 

 )(
,

)(
,1, / k

kS
k
kSk nlpctg  ,    1,

2
1,1, 1/)(sin kkk pctgpctgsignp  , 

1,
2

1, sin1cos kk pp  ,   kS
k
kSk Lmp ,
)(

,2, /sin  ,   2,
2

2, sin1cos kk pp  . 

 

Если периферийная кинематическая цепь имеет структуру kkk UPS  или 

kkk UСU , то есть число уравнений связей в ее замещаемом шарнире равно 

4km , то четвертая зависимая шарнирная переменная – поступательный ход 

4,kp  штока, вычисляемый по (4.7), и третья  – угол поворота относительно про-

дольной оси x  звена в шарнирах kS  или kС , определяются следующим обра-

зом. Условие замыкания (4.2) записывается для единичных векторов kk ,2,1 ,ee  

осей вращения, заданных не в системе координат 000 zyx  основания, а в ло-

кальной системе L
k

L
k

L
k ,4,4,4 zyx  замещаемого шарнира в последнем звене. При этом 

вместо матрицы L
k,4θ  используется матрица преобразования поворота  
















100
0
0

,3,3

,3,3

,3 kk

kk

k cs
sc

α  

на угол kp ,3  последнего звена относительно своей продольной оси в первом 

шарнире kS  (для цепи kkk CPS ) или во втором шарнире kС  (для цепи kkk UСU ). 

Вместо матрицы L
kC ,θ  используется матрица преобразования T

kСkCk ,4,,4 θαγψ   

из системы координат L
k

L
k

L
k 4,4,4 zyx  в систему L

kC
L

kC
L

kC ,,, zyx  (рис. 3 и 5). Тогда 

]0[)2( ,3,3,3,1 kkkk cs αe , а )3(,4,2 kk ψe  , и условие замыкания (4.2) записы-

вается в виде  

0)2,3()1,3( ,4,3,4,3  kkkk cs ψψ . 
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Величина )1,3(/)2,3( ,4,4,4 kkkptg ψψ  позволяет определить тригонометриче-

ские функции угла kp ,4  

 
kk ptgp ,4,4 1/1cos  ,    2

,4,4,4 )(cos1)(sin kkk pptgsignp  , (4.7) 

В параллельном манипуляторе с периферийными кинематическими цепя-

ми вида kkk SUR  оси вращения k
TF

zk
F

yk
F

xk
F
k nnn ,0,,, ],,[ yn   всех первых шарни-

ров лежат в одной плоскости, параллельной основанию. Для упрощения записи 

направление k
F
k ,0yn   для каждой кинематической цепи выбирается так, чтобы 

углы поворота первых звеньев, начиная от осей k,0x , изменялись в диапазоне 

)180,0( 0  (рис. 7).  

 

Рис. 7. Проекции шарниров и звеньев кинематической цепи kkk SUR  

на плоскость kF  первого шарнира и плоскость kP , определяемую в 

исходном положении платформы 

Центры трех шарниров обозначаются как kO ,1 , kO ,2  и kO ,3 , а длины перво-

го и второго звеньев – как 12l  и 23l . Векторы TF
zk

F
yk

F
xk

F
k nnn ],,[ ,,,n  определяют 

плоскости kF  с параметрами F
xkn , , F

ykn , , F
zkn ,  и k

TF
k

F
kD ,0ln , проходящие через 

центры  kO ,1 первых шарниров перпендикулярно к основанию.  

Точки kO ,1 , kO ,2  всегда принадлежат плоскости kF . В отличие от них точка 

kO ,3  может выходить из плоскости kF  даже в исходном положении механизма, 
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при нулевых перемещениях управляемого тела. С учетом этого дополнительно 

используется плоскость kP  с постоянными параметрами, вычисляемыми по ко-

ординатам точек kO ,1 , kO ,2  и kO ,3  [36]  

 ))(())(( ,1,2,1,3,1,3,1,2 kkkkkkkk
P
k zzyyzzyyA  , 

))(())(( ,1,3,1,2,1.2,1,3 kkkkkkkk
P
k zzxxzzxxB  , 

))(())(( ,1,2,1,3,1,3,1,2 kkkkkkkk
P
k yyxxyyxxC  , 

P
kk

P
kk

P
kk

P
k CzByAxD ,11,1  . 

 

Знаки этих параметров, зависящие от координат и направления нумерации 

точек, соответствуют требованию, чтобы направляющие векторы 
TP

k
P
k

P
k

P
k CBA ],,[v  плоскостей удовлетворяли условию 0F

k
TP

k nv  (рис. 7). 

Положения центров kO ,3  замещаемых шарниров на управляемом теле от-

носительно систем координат 000 zyx  и kkk ,0,0,0 zyx  определяются векторами 

kC
T
CCk ,,3 lαrr  ,    )( ,0,3,13 kkk lrr  , 

которые вместе с соотношениями аналитической геометрии [36] позволяют вы-

разить положения в системе координат 000 zyx  точек F
kO ,3  и P

kO ,3  проекций 

kO ,3  соответственно на плоскости kF  и kP  при произвольном допустимом по-

ложении манипулятора 

F
k

F
kk

F
k h nrr  ,3,3 ,    P

k
P
kk

P
k h vrr  ,3,3 , 

где  

k
TF

k
F
kk

TF
k

F
k Dh ,13,3 rnrn  ,    k

TP
k

P
kk

TP
k

P
k Dh ,13,3 rvrv  . 

Знаки параметров 
F
kh  и 

P
kh   зависят от положения точки kO ,3  относительно 

плоскостей kF  и kP  (рис. 7). В соответствии с этим тригонометрические функ-

ции угла 3,kp  между вторым звеном и плоскостью kP  равны 

23,3 /sin lhp P
kk  ,    

2
3,,3 )(sin1cos kk pp  . 

Для определения углов поворота kp ,1  и kp ,2  используются проекции зве-

ньев кинематической цепи на плоскости kF  и kP  (рис. 8).   
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Рис. 8. а) Определение угла поворота в первом шарнире, б) определение 

первого угла поворота во втором шарнире кинематической цепи 

Точки kO ,1  и 
F

kO .3 , kO ,1  и 
P

kO .3  соединяют векторы  

k
F
k

F
k ,0,3,13 lrr  ,    k

P
k

P
k ,0,3,13 lrr  . 

Квадраты их длин равны F
k

TF
k

Fl ,13,13
2

13)( rr , P
k

TP
k

Pl ,13,13
2

13)( rr , а для определе-

ния длины первого вычисляется квадратный корень 2
1313 )( FF ll  . Квадрат дли-

ны проекции второго звена на плоскость kF  равен 22
23

2
23 )()( F

k
F hll   (рис. 7).  

По известным длинам сторон треугольника F
kkk OOO ,3,2,1 , лежащего в плос-

кости kF , вычисляются тригонометрические функции положительного угла 1  

между его сторонами kkOO ,2,1  и F
kkOO ,3,1  

FFF lllll 1312
2

23
2

13
2
121 2/))()((cos  ,   

2
11 )(cos1sin   . 

Проекция единичного вектора FF
k

F
k l13,13,13 /rn   на вектор k,0x , то есть ком-

понента F
xn ,13  позволяет вычислить тригонометрические функции положитель-

ного угла 2  (рис. 8а) 

H
xn ,132cos  ,   

2
22 )(cos1sin   . 

С учетом этого тригонометрические функции угла поворота в первом шар-

нире равны  

2121,1 sinsincoscoscos  kp ,   2121,1 sincoscossinsin  kp . 

а      
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Положение точки kO ,2  в системе координат 000 zyx  определяется вектором  

k

kk

kk

k

cs

sc
l ,0

,1,1

,1,1

12,2

0
010

0
zr















 , 

где k,0z третий столбец матрицы T
k,0γ , kk pc ,1,1 cos , kk ps .1,1 sin .  

Этот вектор позволяет вычислить длину проекции второго звена на плос-

кость kP  

)()()( ,2,3,2,3
2

23 k
P
k

T
k

P
k

Pl rrrr  ,    2
2323 )( PP ll  . 

С учетом того, что угол 3  острый и 0
3

0
,2 180)180(0  kp , тригоно-

метрические функции шарнирной переменной kp ,2   вычисляются по координа-

там треугольника P
kkk OOO ,3,2,1 , лежащего в плоскости kP , (рис. 8б) 

PPP
k lllllp 2312

2
13

2
23

2
12,2 2/))()((cos  ,   

2
2,,2 )(cos1sin kk pp  . 

Для кинематической цепи вида kkk USR  угол kp ,4  вращения второго звена 

относительно своей продольной оси может быть вычислен аналогично (4.7). 

Полученные соотношения для кинематических цепей вида kkk SUR  и 

kkk USR  не зависят от ориентации осей kk ,0,1 yn   вращения первых шарниров в 

плоскости, параллельной основанию манипулятора.  

Таким образом, для рассмотренных структур периферийных кинематиче-

ских цепей параллельных манипуляторов при аналитическом решении уравне-

ний контурных связей относительно шарнирных координат вычисляется столь-

ко же квадратных корней, сколько вычисляется синусов и косинусов только на 

одной итерации при решении таких же уравнений в общем виде (4.6).  

 

5. Уравнения динамики параллельных манипуляторов 
Динамика управляемого тела относительно основания манипулятора опи-

сывается уравнениями  

CСC suM  , 

где  )66(],[ 3 CCC mdiag I1M матрица инерции;  TT
C

T
CC ],[ ωvu  

 )16( вектор скоростей и квазискоростей; 
TT

CCC
E
C

TE
CC ]))(~(,[ ωIωmfs   

 )16( вектор внешних контактных и инерционных сил и моментов в декар-

товой системе координат.  
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Уравнения динамики преобразованной механической системы парал-

лельного манипулятора без учета уравнений контурных связей могут быть 

представлены в виде  

 

























)()( d

CС
d

C

b

s

p

u

A0

0M




, (5.1) 

где  ][ )()( d
k

d
diag AA  блочная  )66( kk nn матрица и  TTd

k
d ][

)()(
bb  

блочный  )16( kn вектор обобщенных сил; )(d
kA , )(d

kb  — матрица обобщен-

ной инерции и вектор обобщенных сил k-й периферийной кинематической це-

пи;  TTT
],...,[ 61 ppp   вектор зависимых шарнирных ускорений. 

Матрицы 
)(d

kA  и векторы )(d
kb  вычисляются по алгоритму составного те-

ла. При расчете элементов j-го ( knj ,1 ) столбца матрицы 
)(d

kA  предполагает-

ся, что 1)( jkp  и 0)( ikp  при ji   и 0p k
 . С учетом этого определяются 

абсолютные ускорения l
kj,v , l

kj,ω , векторы инерционных силы lI
kj
,

,f  и момента 

lI
kj

,
,m  тела kjB ,   

 rel
kj

l
kj ,, T̂v  ,    rel

kj
l

kj ,, R̂ω  , 

c
kj

l
kj

l
kjkj

lI
kj m ,,,,
,

,
~ cωvf   ,    l

kj
c
kj

l
kjkj

lI
kj ,,,,

,
,

~ vcωIm   , 

 

где )(/ˆ
,, jk

rel
kj

rel
kj pvT   и  )13()(/ˆ

,, jk
rel

kj
rel

kj pωR  матрицы 

парциальных скоростей; для поступательного ( 0, J
kjr ) шарнира }1,0{)(ˆ

, irel
kjT , 

0R rel
kj,

ˆ , для вращательного ( 1, J
kjr )  ̶  0T rel

kj,
ˆ , }1,0{)(ˆ

, irel
kjR ; 

 c
kjkj

c
kj m ,,, dc  постоянный вектор. 

Далее по прямым рекуррентным соотношениям ( knji ,1 ) вычисляют-

ся обусловленные предполагаемым движением тела kjB ,  векторы поступатель-

ных l
ki,v  и угловых l

ki,ω  ускорений, силы lI
ki
,

,f  и моменты lI
ki
,
,m  инерции всех по-

следующих тел периферийной кинематической цепи. 

 )~( ,,1,1,1,, kii
l

ki
l

kiki
l
ki   rωvβv  ,    l

kiki
l
ki ,1,,  ωβω   , 

c
ki

l
ki

l
kiki

lI
ki m ,,,,
,

,
~ cωvf       l

ki
c
ki

l
kiki

lI
ki ,,,,
,
,

~ vcωIm   . 

 

После этого по обратным рекуррентным соотношениям ( jni k , ) вычис-

ляются элементы j-го столбца матрицы 
)(d

kA  как проекции на ось i-го шарнира 
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инерционных сил и моментов i-го и всех последующих тел кинематической це-

пи 










1,

0,ˆ
),(

,
,

,,

,
,

,,)(

J
ki

lI
ki

Trel
ki

J
ki

lI
ki

Trel
kid

k
r

r
ji

mR

fT
A , 

а также инерционные силы и моменты, приведенные к предшествующему телу 

периферийной кинематической цепи (при ji  ) 

 lI
ki

T
ki

jlI
ki

,
,,

)1(,
, fβf 

 , 

)1(,
,

,
,1

,
,1


 

jlI
ki

lI
ki

lI
ki fff ,    )1(,

,,,1
,
,,

,
,1

,
,1

~ 
 

ilI
kikii

lI
ki

T
ki

lI
ki

lI
ki frmβmm . 

 

Элементы вектора 
)( d

kb  обобщенных инерционных сил k-й периферийной 

кинематической цепи вычисляются в предположении, что ускорения во всех 

шарнирах равны нулю, а скорости и координаты принимают свои фактические 

значения. Сначала по прямым рекуррентным соотношениям ( knj ,1 ) 

вычисляются скорости, нелинейно зависящие от них составляющие 

поступательных kj ,w  и угловых kj ,ε  ускорений тел и обусловленные ими 

инерционные силы и моменты nI
kj

,
,f   и nI

kj
,
,m  

 )(ˆ
,, irel
kj

rel
kj pTv  , )(ˆ

,, j
rel

kj
rel

kj pRω  , 

kjkj
j

kj ,1,
)(
,1   ωβω , rel

kj
j

kjkj ,
)(
,1, ωωω   , 

rel
kj

j
kjkjjkjkjkjkjkjkj ,

)(
,1,,1,1,1,1,1,,

~2))~~~(( vωrωωεwβw   , 

rel
kj

j
kjkjkjkj ,

)(
,1,1,,

~ ωωεβε   , 

c
kjkjkjkjkjkj

nI
kj m ,,,,,,

,
, )~~~( cωωεwf  ,    nI

kj
n
kj

,
,

0,
, ff  , 

)(~~
,,,,,,,

,
, kjkjkjkj

c
kjkjkj

nI
kj ωIωwcεIm  ,    nI

kj
n

kj
,
,

0,
, mm  . 

 

Векторы 0,
,
n
kjf  и 0,

,
n

kjm  используются далее при расчете сил и моментов, дей-

ствующих на основание стыковочного механизма. 

После этого по обратным рекуррентным соотношениям ( 1,knj  ) вычис-

ляются элементы вектора 
)( d

kb  с добавлением внутренних активных силы J
kjf ,  

или момента J
kjm , , действующих вдоль оси шарнира 










1,ˆ
0,ˆ
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,
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,,,,)(

J
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J
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J
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J
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k
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b , 
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а также инерционные силы и моменты, приведенные к предшествующему телу 

периферийной кинематической цепи (при 1j ) 

nI
kj

T
kj

jnI
kj

,
,,

)1(,
, fβf  , 

)1(,
,

,
,1

,
,1


 

jnI
kj

nI
kj

nI
kj fff ,    )1(,

,,,1
,
,,

,
,1

,
,1

~ 
 

jnI
kjkjj

nI
kj

T
kj

nI
kj

nI
kj frmβmm . 

После расчета матриц 
)(d

kA  и векторов 
)( d

kb  для всех периферийных кине-

матических цепей выполняется редукция уравнений (5.1). Так как эти цепи не 

имеют общих тел и шарнирных переменных, то метод разделения переменных 

в уравнениях контурных связей относительно ускорений применяется к каждой 

из них отдельно. 

Вектор ускорений управляемого тела и k-й периферийной кинематиче-

ской цепи с учетом (4.5) выражается только через независимые переменные 
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C
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C

h
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h
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u
H
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p
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p ,
6


  

и подставляется в уравнения динамики (5.1) преобразованной механической си-

стемы с множителями Лагранжа 


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
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. 

Новая система kn6  уравнений 
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C
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u
HA

M   (5.2) 

проецируется на единичные векторы независимых возможных перемещений 

механической системы, то есть умножается на матрицу ][,
T
kn

T
kH j

H1С   

  
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В полученном результате  

)()()(
)()( d

k
T
kCk

Td
k

T
k

Ti
kkk

T
kCkk

T
kC bHsλCHChAHuHAHM    

вследствие того, что  

0CCCCCCCCCHC   Ti
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T
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исключается вектор неопределенных множителей Лагранжа  
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)()( )(
kk

d
k

T
kCCkk

T
kC hAbHsuHAHM   . 

Окончательно редуцированная система уравнений динамики параллель-

ного манипулятора с шестью степенями свободы записывается в виде 

 **
CCC buA  , (5.3) 

где  

 
kk

T
k

k
CC HAHMA 




6

1

* ,  )(
6

1

*
kkk

T
k

k
CC hAbHsb  



, (5.4) 

 )66(*
CA  обобщенная матрица инерции,  )16(*

Cb  вектор обобщенных 

сил. 

6. Вычисление сил и моментов, действующих  

    на основание механизмов 

После разрешения системы уравнений (5.3) относительно вектора  Cu  

ускорений управляемого тела независимой ветви из второй строки системы 

(5.2) может быть вычислен вектор множителей Лагранжа kλ  

kkkkCkkkk
Td

k pAbhuHAbλC   )(
)( . 

Матрицы 
)( d

kC  и 
1)(

][ d
kC  уже получены ранее при вычислении матрицы kH  в 

(4.4) и (4.5). С учетом того, что k
Td

k
Td

k LCC 
 ][][
1)(1)(

, можно записать 

 )( kkkkk pAbLλ  . (6.1) 

Для данного конкретного вида связей  )1( km  вектор kλ  можно интер-

претировать как вектор обобщенных реакций, действующих на управляемое те-

ло со стороны k й периферийной кинематической цепи.  

При 3km  вектор kλ  можно интерпретировать как три компоненты вы-

раженной в декартовой системе координат 000 zyx  силы, действующей в центре 

замещаемого шарнира на k-ю периферийную кинематическую цепь вдоль про-

дольной оси ее последнего звена. При моделировании этот факт подтверждает-

ся проецированием kkλτ ,3 . Как видно из (6.1), эта сила определяется суммой 

инерционных и внутренних активных сил и моментов k-й кинематической цепи 

в соответствии с ее структурой связей (видом и последовательностью шарни-

ров). То есть она может быть вычислена рекуррентно при известных зависимых 

шарнирных ускорениях kp .  
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Рекуррентный алгоритм расчета сил и моментов, действующих в центре 

первого шарнира k-й периферийной кинематической цепи, основан на следую-

щих соотношениях.  

Условия равновесия сил и моментов, действующих на тело jkB , , имеют 

вид  

0ffff 
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где I
kj

I
kj ,, , mf сила инерции и момент сил инерции, действующие на тело; 

R
kj

R
kj ,, , mf   сила и момент реакции в j-м шарнире k-й кинематической цепи; 

J
kj

J
kj ,, , mf  внутренние активные сила и момент, создаваемые в этом шарнире 

устройствами демпфирования или приводами; S
kj

S
kj ,, , mf  суммарные сила и 

момент, действующие со стороны всех последующих тел и выраженные в си-

стеме координат тела jkB , . 

Относительное движение в шарнире jkJ ,  осуществляется вдоль i-й оси 

( 3,1i ) с единичным вектором i
kj ,e . Для поступательного шарнира ( 0, J

kjr ) 

kj
rel

kj
rel

kj
i

kj p ,,,, /ˆ  vTe . Проекция на этот вектор условий равновесия сил, 

действующих на тело kjB , , исключает силу реакции 

0ffT  J
kj

jS
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I
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Trel
kj f ,
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,,, )(ˆ , 

то есть на тело вдоль i
kj ,e  со стороны шарнира действует внутренняя активная 

сила J
jf , преодолевающая силу его инерции и силу от последующих тел. Про-

екции этого же условия равновесия на оси 1
,
i
kje  и 2

,
i
kje 2, kje  (  означает цикли-

ческую подстановку следующих за номером i  значений из множества 3,1 ) 

определяют соответствующие компоненты реакции 
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Суммарный вектор силы, действующей через шарнир на предшествующее 

тело и выраженный в системе координат 3
,

2
,

1
,,,, kjkjkjkjkjkj eeezyx   очередного 

тела, равен 
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 – постоянная диагональная  )33( матрица, у которой i й диагональный 

элемент равен нулю, а остальные равны 1. 

Так как 0m J
kj, , то момент реакции, действующий на тело kjB , , равен 

)( ,,,
S

kj
I

kj
R

kj mmm  . На предшествующее тело через шарнир действует мо-

мент, выраженный в системе координат очередного тела S
j

I
j

jJ
kj mmm  
)(

,1 . 

Аналогично во вращательном шарнире ( 1, J
kjr ) kj

rel
kj

rel
kj

i
kj p ,,,, /ˆ  ωRe  , 

и на предшествующее тело через шарнир действуют сила и момент 

S
kj

I
kj

jJ
kj ,,
)(

,1 fff   ,    )(ˆ
,,,,

)(
,1

S
kj

I
kj

R
kj

J
j

rel
kj

jJ
kj m mmNRm   . 

Сила S
kj ,1f  и момент S

kj ,1m , выраженные в системе координат предше-

ствующего тела kjB ,1 , равны 

)(
,1,,1
jJ
kj

T
kj

S
kj   fβf ,    S

kjkjj
jS
kj

T
kj

S
kj ,1,,1

)(
,1,,1

~
  frmβm . 

Вычисление сил и моментов, действующих на основание механической 

системы в центре первого шарнира k-й периферийной кинематической цепи, 

реализуется в ходе прямого и обратного рекуррентного процессов. В первом, 

прямом, по известным шарнирным ускорениям вычисляются суммарные векто-

ры инерционных и активных сил и моментов, действующих на каждое тело. 

При этом используются векторы 0,
,
n
kjf  и 0,

,
n

kjm , определенные при вычислении 

вектора kb  обобщенных сил. Для knj ,1  

 
jj

rel
kj

rel
kj p ,,,

ˆ  Tv  ,    kj
rel

kj
rel

kj p ,,,
ˆ  Rω  , 

rel
kj

l
kjkjj

l
kjkj

l
kj ,,1,,1,1,, )~( vωrvβv    , 

rel
kj

l
kjkj

l
kj ,,1,, ωωβω  

 , 

0,
,,,,,,

~ n
kj

l
kj

Tc
kj

l
kjkj

I
kj m fωcvf   , 

0,
,,,,,,

~ n
kj

l
kjkj

l
kj

c
kj

E
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(6.2) 

Во втором, обратном рекуррентном процессе вычисляются силы и момен-

ты, действующие на все предшествующие тела и в итоге на основание меха-

низма. Для 1,knj   при 0f S

knk , , 0m S

knk ,  
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(6.3) 

Суммарные сила и момент, действующие на основание параллельного ма-

нипулятора (периферийного стыковочного механизма) и выраженные в системе 

координат 000 zyx , равны 

S
k

k

S
,0

6

1
0 ff 



,    S
k

k

S
,0

6

1
0 mm 



. 

Они определяют движение активного космического аппарата наряду с силами и 

моментами его системы управления. 

7. Последовательность и оптимизация вычислений 
При моделировании динамики стыковки в пределах одного шага интегриро-

вания последовательно вычисляются: 

 относительные положения и скорости колец стыковочных агрегатов и силы 

их контактного взаимодействия (по известным положениям и скоростям 

космических аппаратов и стыковочного механизма); 

 относительные перемещения в шарнирах периферийных кинематических 

цепей – решением уравнений контурных связей для координат; 

 коэффициенты уравнений связей для скоростей и скорости изменения шар-

нирных переменных;  

 коэффициенты уравнений связей относительно ускорений, нелинейно зави-

сящие от шарнирных координат и скоростей;  

 внутренние активные силы и моменты, создаваемые устройствами демпфи-

рования или приводами, связанными с шарнирами периферийных кинема-

тических цепей (по известным шарнирным координатам и скоростям);  

 обобщенные матрицы инерции и векторы обобщенных сил стыковочного 

кольца (с учетом внешних контактных сил) и кинематических цепей (с уче-

том внутренних активных сил и моментов); 

 обобщенная матрица инерции и вектор обобщенных сил редуцированных 

уравнений динамики и независимые ускорения стыковочного кольца; 

 зависимые шарнирные ускорения в периферийных кинематических цепях – 

решением уравнений связей для ускорений, силы и моменты, действующие 

на основание стыковочного механизма; 

 ускорения пассивного космического аппарата под действием его системы 

ориентации и сил контактного взаимодействия, ускорения активного аппа-
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рата под действием сил и моментов его системы управления, а также сил и 

моментов, действующих в основании стыковочного механизма.  

Приведенные в работе алгоритмы расчета уравнений динамики стыковоч-

ных механизмов как параллельных манипуляторов основаны на рекуррентных 

соотношениях, в которых отсутствуют повторяющиеся векторно-матричные 

операции, но многие векторы и матрицы содержат нулевые и единичные эле-

менты, а некоторые состоят только из них. Дальнейшая оптимизация вычисле-

ний основана на представлении каждой матричной операции набором эквива-

лентных скалярных математических выражений, в которых операндами явля-

ются индексируемые элементы матриц-операндов и в которых исключены из-

быточные скалярные операции сложения с нулями, умножения на нуль или 

единицу, сложения и умножения констант. Каждое такое не равное нулю или 

константе скалярное выражение обозначается соответствующим индексируе-

мым элементом матрицы-результата, который является операндом в последу-

ющих скалярных выражениях. Для векторно-матричных операций, в которые 

один и тот же вектор входит дважды, например, kjjkjkj ,,1,,
~~

rωω  и )(~
,,, kjkjkj ωIω , 

могут быть использованы оптимизирующие формулы, исключающие избыточ-

ные вычисления. Значительный выигрыш в быстродействии обеспечивается 

при отказе от использования индексируемых переменных. Для этого идентифи-

каторы, обозначающие элементы матриц и входящие в скалярные математиче-

ские выражения, не должны содержать индексы не только элементов матриц, 

но и самих матриц. Из полного набора скалярных математических выражений, 

эквивалентных векторно-матричным соотношениям, исключаются не влияю-

щие на окончательный результат вычислений вследствие того, что в последу-

ющих вычислениях обозначающие их переменные умножаются на ноль. Для 

этого с помощью обратных ссылок от результирующих выражений к исходным 

отмечаются те, которые используются в вычислениях, а остальные отбрасыва-

ются. Последовательность оставшихся выражений является скалярной записью 

алгоритма вычислений. 

Перечисленные способы оптимизации скалярных вычислений могут быть 

реализованы при использовании универсальной или специализированной си-

стемы символьных преобразований [37,38]. Для того чтобы в такой системе 

можно было запрограммировать все рекуррентные алгоритмы, она должна 

иметь базу данных для описания структуры, свойств тел и шарниров механиче-

ской системы, матриц и их элементов, процедуры, реализующие матричные 

операции, а также средства для верификации полученного исходного про-

граммного кода. 

В параллельных манипуляторах используется только пять различных ти-

пов структур периферийных кинематических цепей, в каждой из которых число 

тел (с учетом фиктивных) не превышает четырех. Поэтому все упомянутые 

выше приемы оптимизации скалярных вычислений могут быть реализованы и 

без использования системы символьных преобразований при сопоставимых или 

меньших временных затратах. 
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Выводы 
Представленные алгоритмы расчета уравнений динамики параллельных 

манипуляторов в замкнутой форме могут служить основой для разработки ма-

тематических моделей существующих и перспективных периферийных стыко-

вочных механизмов. Эти алгоритмы не содержат избыточных векторно-

матричных операций, а при их записи в виде последовательности скалярных 

математических выражений возможна дальнейшая оптимизация вычислений. 

Для каждого конкретного механизма их следует дополнить алгоритмами расче-

та внутренних активных сил и моментов, создаваемых его устройствами демп-

фирования и приводами.  
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