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Верификация одного метода энтропийной регуляризации разрыв-

ных схем Галеркина для уравнений гиперболического типа

В работе дан подробный обзор методов энтропийной коррекции в чис-
ленных схемах для уравнений гиперболического типа. Вариационный ме-
тод энтропийной регуляризации разрывных схем Галеркина протестирован
на одномерной газодинамической задаче Эйнфельдта о двух расходящихся
волнах разрежения. На основе результатов этой проверки построен упро-
щенный метод энтропийной регуляризации разрывных схем Галеркина,
включающий в себя ограничитель наклонов. Разработанный метод успеш-
но апробирован на нескольких задачах Римана для одномерных уравне-
ний Эйлера.
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Введение

Системы уравнений гиперболического типа составляют основу многих
моделей, используемых для описания самых разных физических процессов.
Хорошо известно, что уравнения этого типа допускают решения, содержа-
щие сильные разрывы. Более того, в нелинейном случае даже при гладких
начальных и граничных условиях решение достаточно быстро перестает
быть классическим, теряет непрерывность и переходит в класс слабых ре-
шений.

Как правило, практически интересные системы уравнений гипербо-
лического типа являются энтропийными. Это значит, что для таких си-
стем существует по крайней мере одна пара «энтропия — поток энтропии»
и связанное с ней энтропийное неравенство [1]. Например, энтропийны-
ми являются системы уравнений газодинамики, магнитной газодинамики,
акустики, динамики мелкой воды, механики упругих сред. Энтропийные
неравенства имеют большую ценность для аналитического и численного
исследования слабых решений, так как позволяют выделить среди них
единственное физически адекватное, или энтропийное решение, удовле-
творяющее всем возможным энтропийным неравенствам.

При построении численной схемы для систем уравнений гиперболиче-
ского типа весьма желательно, чтобы на дискретном уровне аппроксими-
ровалась не только сама система уравнений, но также одно или несколь-
ко (в зависимости от физики моделируемых явлений) энтропийных нера-
венств. В этом случае схема называется энтропийно устойчивой. Энтро-
пийно устойчивые схемы привлекательны своей вычислительной устойчи-
востью и тем, что они дают численное решение, сходящееся при сгущении
сетки к точному физически адекватному слабому решению.

Помимо энтропийно устойчивых схем нередко рассматриваются эн-
тропийно консервативные схемы, то есть схемы, в которых на дискретном
уровне выполняется одно или несколько энтропийных равенств, описыва-
ющих законы сохранения энтропии на классических решениях.

Обычно некоторая схема конструируется сначала только для системы
уравнений, после чего она регуляризуется (исправляется) так, чтобы поми-
мо системы аппроксимировалось хотя бы одно энтропийное неравенство,
то есть так, чтобы схема была энтропийно устойчивой.

Ниже мы попытаемся дать как можно более полный обзор результатов,
связанных с энтропией и методами ее контроля в численных схемах.

В работе [2] определен более сильный класс схем, называемых
E-схемами: это схемы, являющиеся энтропийно устойчивыми для всех воз-
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можных энтропийных пар. В E-схемах выполняются все возможные энтро-
пийные неравенства аналогично определению энтропийного решения. Од-
нако в работах [2–4] установлено, что консервативные E-схемы не могут
иметь порядок аппроксимации по пространству выше первого, и поэтому,
когда речь идет о консервативных энтропийно устойчивых схемах высоко-
го порядка, обычно неявно подразумевается, что в таких схемах обеспе-
чивается выполнение только одного энтропийного неравенства. Добавим,
что в скалярном случае всякая монотонная консервативная схема является
E-схемой [3, 5] и потому дает решение, которое при сгущении сетки схо-
дится к энтропийному слабому решению системы уравнений. Сходимость
следует из свойства TVD [6] и теоремы Лакса–Вендрова [7]. В некотором
смысле понятие энтропийной устойчивости обобщает привычное понятие
вычислительной устойчивости, методы исследования которой хорошо из-
вестны в случае простейших линейных уравнений.

Отдельного упоминания заслуживает MUSCL-схема [8] второго по-
рядка аппроксимации, удовлетворяющая всем возможным энтропийным
неравенствам. Ее существование не противоречит результату [4], так как
она не может быть записана в консервативной форме.

Немало современных подходов к решению проблемы энтропийной
устойчивости конечно-разностных и конечно-объемных схем берут свое
начало в теореме Тадмора, доказанной в работе [9]. Эта теорема устанав-
ливает достаточное условие энтропийной устойчивости схемы, сформули-
рованное относительно функции численного потока. Важно отметить, что
условие теоремы Тадмора является не только достаточным, но и необходи-
мым для схем с трехточечным пространственным шаблоном.

Теорема Тадмора [9] имеет весьма полезное следствие. Предположим,
мы имеем в своем распоряжении энтропийно консервативную конечно-раз-
ностную/объемную схему. Тогда ее можно сделать энтропийно устойчивой
путем добавления численной диссипации (так называемый «метод сравне-
ния», см. [9]). Это положение можно использовать как явное и конструк-
тивное руководство для построения энтропийно устойчивых конечно-раз-
ностных/объемных схем: взяв некоторую уже известную схему, мы добав-
ляем к ее численным потокам некоторые новые члены, которые сначала
обеспечивают сохранение энтропии и затем — ее диссипацию (мы имеем в
виду математическую энтропию, отличающуюся от физической знаком).

В работах [9, 10] построены энтропийно консервативные конечно-раз-
ностные схемы второго порядка аппроксимации по пространству. Исходя
из вышеизложенной идеи в работе [11] разработаны энтропийно консер-
вативные и энтропийно устойчивые конечно-разностные схемы третьего
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порядка. В работе [12] предложен общий подход к конструированию эн-
тропийно консервативных конечно-разностных схем произвольного поряд-
ка аппроксимации. Однако авторами [11, 12] рассмотрен лишь скалярный
случай. Кроме того, оказалось, что найденные ими схемы производят недо-
статочное количество физической энтропии у разрывов, что приводит к по-
явлению вблизи них ложных осцилляций большой амплитуды.

В работе [13] построен экономичный энтропийно-согласованный чис-
ленный поток второго порядка для уравнений Эйлера. Благодаря дополни-
тельным диффузионным членам данный поток обеспечивает производство
достаточного количества физической энтропии на ударных волнах. В ре-
зультате конечно-объемные схемы [13], во-первых, не генерируют осцил-
ляции и, во-вторых, обладают свойством энтропийной устойчивости.

Особо отметим энтропийно устойчивые конечно-объемные схемы [14]
для уравнений Эйлера и Навье–Стокса, обеспечивающие сохранение ки-
нетической энергии. Это свойство важно при расчетах гиперзвуковых те-
чений газа вблизи затупленных тел, так как оно исключает возможность
образования численных артефактов — карбункулов в некоторых областях
течения.

В дальнейшем подходы [9–12] были развиты для получения энтро-
пийно устойчивых конечно-разностных схем высокого (третьего и выше)
порядка, основанных на ENO- [15] (так называемые TeCNO-схемы) и
WENO- [16] реконструкциях. Эти высокоточные схемы пригодны для рас-
чета широкого круга уравнений, как одномерных, так и многомерных: мел-
кой воды [15], Эйлера [15,16], Навье–Стокса [16]. В работе [17] исследует-
ся энтропийная устойчивость явных полностью дискретных TeCNO-схем
для скалярных уравнений гиперболического типа. В качестве экономич-
ной альтернативы ENO-реконструкции схем [15] в работе [18] предложено
использовать оригинальный ограничитель потока; в результате авторы до-
биваются третьего порядка при наличии свойства энтропийной устойчиво-
сти. В работе [19] схемы [15] модифицированы так, что в них для вычис-
ления диффузионных членов применяется WENO-реконструкция третьего
порядка с пониженной диссипацией; это позволяет несколько повысить
точность схем [15] без потери энтропийной устойчивости. Обратим так-
же внимание на работу [20], где рассмотрен вопрос о построении энтро-
пийно консервативных и энтропийно устойчивых конечно-разностных схем
для неконсервативных систем уравнений гиперболического типа. В рабо-
те [21] изучено выполнение энтропийного неравенства в симметричных
компактных конечно-разностных схемах четвертого порядка аппроксима-
ции по пространству.
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Схожие приемы энтропийной коррекции, базирующиеся на добавлении
регуляризующих диссипативных членов в вектор потоков, применяются в
конечно-разностных схемах для квазигазодинамических уравнений [22,23].
Сам факт существования энтропийного неравенства для квазигазодинами-
ческих уравнений обсуждается в работе [24].

В работе [25] энтропийная устойчивость достигается при помощи ме-
тода энтропийной вязкости: в правую часть системы уравнений добавля-
ется диффузионный член с коэффициентом вязкости, зависящим от того,
на какую величину выполняется или не выполняется энтропийное нера-
венство. После этого модифицированная система уравнений решается чис-
ленно при помощи спектрально-элементной разрывной схемы Галеркина
(далее для краткости DG-схемы). Подход работы [25] интересен тем, что
он может быть применен, по-видимому, к любой симметричной схеме [25],
так как в основе метода энтропийной вязкости лежит модификация не
численной схемы, а решаемой системы уравнений.

Со времен изобретения классической схемы Годунова [26] точное и
приближенные решения задачи Римана о распаде произвольного разры-
ва стали неотъемлемой частью расчета численных потоков во многих ко-
нечно-объемных и DG-схемах (см., например, [27–32]). С одной стороны,
точное решение задачи Римана хорошо тем, что для конечно-объемных
схем оно позволяет добиться выполнения энтропийного неравенства в каж-
дой ячейке сетки по построению [33]. С другой стороны, зачастую из-за
структуры вектора потоков и/или из-за высокого порядка реконструкции
в ячейке точное решение задачи Римана оказывается неизвестным. По этой
причине широкое распространение получили различные приближенные ре-
шения задачи Римана и связанные с ними численные потоки, которые,
вообще говоря, не гарантируют неубывания физической энтропии [33].

В работе [33] разработана энтропийно устойчивая схема типа Годуно-
ва, основанная на решении задачи Римана в акустическом приближении.
Эта схема имеет первый порядок аппроксимации по времени и простран-
ству. В работе [34] показывается, что некоторые численные потоки ти-
па HLL (см. [30]) гарантируют энтропийную устойчивость. На их основе
строятся гибридные HLL-потоки с уменьшенной диссипацией (то есть по-
вышенной точностью), не нарушающие энтропийной устойчивости. В уже
упомянутой выше работе [13] численный поток [28] дополняется диссипа-
тивным членом в конечно-разностной форме так, чтобы результирующая
конечно-объемная схема была энтропийно устойчивой. В монографии [35]
рассматриваются методы энтропийной коррекции, в которых собственные
числа матрицы Якоби вектора потоков, участвующие в формулах для чис-
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ленных потоков, исправляются вблизи нуля и скорости звука.
Обратимся к вопросу обеспечения энтропийной устойчивости в

DG-схемах. Наш обзор этой проблемы существенно опирается на доста-
точно полное ее обсуждение в недавней работе [36].

В работе [37] доказано, что в полудискретных DG-схемах в ска-
лярном случае выполняется дискретный аналог энтропийного неравенства
для квадратичной энтропии. Это свойство справедливо для любого числа
пространственных измерений и для любых сеток с простейшими ячейка-
ми в виде треугольников, тетраэдров и так далее. Позднее этот резуль-
тат был обобщен на случай симметричных систем уравнений [38]. Однако
рассуждения работы [38] существенно опираются на линейность градиен-
та энтропии относительно консервативных переменных, и распространить
эти рассуждения на более общий случай представляется затруднительным.
Кроме того, доказательства работ [37, 38] подразумевают, что интегралы
по ячейкам и их границам вычисляются точно, что конечно же не име-
ет места при реальных вычислениях на компьютере, где эти интегралы
аппроксимируются квадратурными формулами.

В работе [39] был предложен другой подход, в котором система урав-
нений и DG-схема для нее решаются относительно энтропийных перемен-
ных (они составляют вектор градиента энтропии) вместо консервативных.
Это позволяет добиться выполнения всех возможных энтропийных нера-
венств, но ценой высокой вычислительной сложности даже при явном ин-
тегрировании по времени. В дальнейшем эта методика получила развитие
в виде DG-схем, использующих конечно-элементную аппроксимацию не
только по пространству, но и по времени [40, 41]. Тем не менее в рамках
этого подхода все так же предполагается, что любые интегралы вычисля-
ются точно.

В последнее время обоснование энтропийной устойчивости DG-схем
при аппроксимации интегралов квадратурными формулами продвинулось
вперед благодаря двум идеям: 1) применение конечно-элеметных аппрок-
симаций коллокационного типа [42, 43] и 2) применение квадратур Гаус-
са-Лобатто и разностных SBP-операторов, допускающих суммирование по
частям [44]. Важно, что обе идеи позволяют добиться выполнения эн-
тропийного неравенства при сохранении консервативности и высокого по-
рядка аппроксимации. Отметим, что для некоторых систем уравнений
SBP-операторы получаются автоматически при аппроксимации простран-
ственных производных, записанных в той или иной кососимметричной
(в англоязычной литературе skew-symmetrical) форме. К таким системам
уравнений относятся скалярное уравнение Бюргерса [44, 45], уравнения
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мелкой воды [46]. В случае уравнений Эйлера и Навье–Стокса далеко не
каждое кососимметричное разбиение пространственных производных га-
рантирует свойство SBP при переходе к их дискретной форме [16,47]. В ра-
боте [36] методология квадратур на узлах коллокации и SBP-операторов
обобщается на треугольные сетки, также обсуждается влияние ограничи-
телей потоков на выполнение свойства SBP.

В контексте описанной в предыдущем абзаце методологии уместно
упомянуть высокоточные консервативные RD-схемы (residual distribution,
распределение невязок) для стационарных уравнений гиперболического ти-
па [48]. Эти схемы определенным образом связаны с чисто пространствен-
ными и пространственно-временными DG-схемами, а также с непрерыв-
ными схемами Галеркина, см. [49]. Как показано в работе [49], за счет
добавления в невязки некоторых новых членов RD-схемы могут получить
свойства энтропийной консервативности и энтропийной устойчивости, при
этом специальный подбор квадратурных формул и SBP-операторов не тре-
буется.

Подведем итог. На данный момент теория энтропийной устойчивости
численных схем для уравнений гиперболического типа имеет несколько
открытых проблем.

1. Отсутствие единого, универсального, достаточно простого и ясно-
го подхода к обеспечению энтропийной устойчивости высокоточных
конечно-разностных схем.

2. Отсутствие высокоточных численных потоков на основе приближен-
ных решений (обобщенной) задачи Римана, гарантирующих неубыва-
ние физической энтропии.

3. Необоснованность энтропийной устойчивости DG-схем на треуголь-
ных, тетраэдральных и т. д. сетках для многомерных уравнений Эйле-
ра и общих систем многомерных уравнений гиперболических типа.

В работе [50] предложен альтернативный метод обеспечения энтро-
пийной устойчивости в DG-схемах для одномерных уравнений Эйлера. Ее
авторы обращают внимание на то, что DG-схемы могут быть получены ва-
риационным способом, а значит, добиться выполнения энтропийного нера-
венства можно путем его включения в вариационную задачу. Последняя
при этом перестает быть безусловной (стандартные DG-схемы) и становит-
ся условной. В конечном итоге получаются модифицированные DG-схемы,
в которых коэффициенты разложения искомой сеточной функции по ба-
зису вычисляются двумя способами в зависимости от того, является ли
энтропийное соотношение равенством или неравенством.
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Целью настоящей работы является верификация метода [50].
Препринт организован следующим образом. В разделе 1 вводятся ос-

новные обозначения, дается описание DG-схем. В разделе 2 кратко изла-
гается метод [50]. В разделе 3 этот метод подвергается проверке. На ос-
нове ее результатов в разделе 4 строится метод, сочетающий энтропийную
регуляризацию и ограничение наклонов. В разделе 5 он тестируется на
нескольких известных задачах Римана для одномерных уравнений Эйлера.

1. Описание разрывных схем Галеркина

Рассмотрим систему одномерных однородных квазилинейных уравне-
ний гиперболического типа:

L1(U) ≡ ∂tU + ∂xF(U) = 0, x ∈ (0, xmax), t ∈ (0, tmax), (1)

где U = (U (1), . . . ,U (m)) = U(x, t) — искомый вектор консервативных пере-
менных, F(U) — вектор потоков в направлении оси Ox, символ ∂x ≡ ∂/∂x.
Предположим, что для системы (1) существует пара скалярных функ-
ций (S(U),H(U)), такая, что функция S(U) — вогнутая и

(∂US(U))TA(U) = (∂UH(U))T

для всех U , допускаемых системой уравнений (1), где A(U) = ∂UF(U) —
матрица Якоби вектора потоков. Функция S(U) называется (физической)
энтропией, а H(U) — потоком энтропии в направлении оси Ox [1]. Среди
всех возможных решений системы (1), удовлетворяющих некоторым на-
чальным условиям при t = 0 и граничным условиям при x = 0 и xmax,
нас будет интересовать лишь то, для которого справедливо энтропийное
условие, или неравенство

∂tS(U) + ∂xH(U) > 0, x ∈ (0, xmax), t ∈ (0, tmax), (2)

Мы полагаем, что такое решение, определенное на [0, xmax] × [0, tmax], су-
ществует и единственно.

Разумеется, в общем случае система (1) может иметь разное число эн-
тропийных пар (S(U),H(U)): ноль, одну, больше одной, бесконечно много.
Теория нахождения всех возможных энтропийных пар, равно как и кон-
троль за выполнением всех существующих энтропийных неравенств, выхо-
дит за рамки настоящей работы. Мы будем исследовать случай, в котором
имеется хотя бы одно неравенство вида (2), и добиваться выполнения од-
ного выбранного неравенства на дискретном (разностном) уровне.

Разобьем отрезок [0, xmax] на Nx ячеек Kj+1 = [xj, xj+1], j = 0,Nx − 1,
где 0 = x0 < x1 < . . . < xNx = xmax, hx, j+1/2 = xj+1 − xj ≡ hx — быть может,
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переменный шаг по x. Рассмотрим ячейку Kj+1. Введем в ней простран-
ство L2(Kj+1) со скалярным произведением

(f , g) =
1
hx

xj+1∫
xj

f (x)g(x) dx ∀f , g ∈ L2(Kj+1). (3)

Возьмем систему полиномиальных функций {ϕl(x)}∞l=0, полную в про-
странстве L2(Kj+1). Пусть эта система ортонормирована относительно ска-
лярного произведения (3).

Будем искать решение U(x, t) системы (1) в ячейке Kj+1 в виде ко-
нечного элемента — линейной комбинации первых (k + 1) функций ϕl(x):

U(x, t) ≈ Uh(x, t) =
k∑

l=0

Ul(t)ϕl(x), x ∈ Kj+1. (4)

Очевидно, функции ϕl(x), Ul(t), Uh(x, t) зависят от ячейки Kj+1, но ради
краткости мы будем указывать Kj+1 в их аргументах лишь тогда, когда в
формулах будут участвовать несколько ячеек.

Уравнения полудискретной DG-схемы получаются из условия ортого-
нальности невязки L1(Uh) первым (k + 1) базисным функциям:

(L1(Uh),ϕl) = 0, l = 0, k. (5)

Опуская выкладки, приведем окончательный вид уравнений (5) (см. [51]):

dUl

dt
=
ϕl(x+

j )F̂j −ϕl(x−j+1)F̂j+1

hx
+

1
hx

xj+1∫
xj

F[Uh(x, t)]
dϕl(x)

dx
dx, l = 0, k. (6)

Здесь x±j ≡ xj ± 0 — предел справа/слева в точке xj, вектор F̂j — числен-
ный поток на границе x = xj между ячейками Kj и Kj+1 в момент времени t.
Этот поток определяется путем точного или приближенного решения клас-
сической или обобщенной задачи Римана о распаде произвольного разрыва
в окрестности точки (xj, t). Во всех расчетах мы будем находить F̂j по фор-
муле

F̂j = F[URP(0,Uh(x−j , t;Kj),Uh(x+
j , t;Kj+1))],

где URP((x− xj)/t,UL,UR) — точное решение задачи Римана с кусочно-по-
стоянными начальными данными

U(x, 0) =

{
UL при x < xj,

UR при x > xj.
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Другими словами, в качестве F̂j используется численный поток схемы Го-
дунова. Интеграл в правой части (6) вычисляется с любой наперед задан-
ной точностью при помощи двухточечной квадратуры Гаусса четвертого
порядка с разбиением ячейки Kj+1 на малые отрезки. Точность вычисления
интеграла контролируется по правилу Рунге.

Для получения полностью дискретных DG-схем к полудискретной схе-
ме (6) необходимо применить какой-нибудь метод интегрирования ОДУ,
например, один из методов Рунге–Кутты, дающих схемы RKDG. Далее
верхним индексом n обозначается номер слоя по времени, а под τ понима-
ется шаг по времени, вообще говоря, переменный.

2. Вариационный метод энтропийной регуляризации

В работе [50] предлагается метод энтропийной регуляризации DG-схем,
основанный на их вариационной трактовке.

Прежде чем изложить этот метод, введем обозначения для левой и
правой частей полудискретной схемы (6):

Bl =
dUl

dt
,

B ∗l =
ϕl(x+

j )F̂j −ϕl(x−j+1)F̂j+1

hx
+

1
hx

xj+1∫
xj

F[Uh(x, t)]
dϕl(x)

dx
dx, l = 0, k.

Можно показать (см. [50]), что уравнения (6) выводятся также в ре-
зультате безусловной минимизации функционала

W =
1

2hx

xj+1∫
xj

[
k∑

l=0

Blϕl + ∂xF(Uh)

]T [ k∑
l=0

Blϕl + ∂xF(Uh)

]
dx (7)

по переменным Bl, l = 0, k. Нетрудно видеть, что функционал (7) равен
1/2 квадрата нормы невязки L1(Uh) в пространстве L2(Kj+1). Заметим, что
функционал (7) представим в более простом виде: после раскрытия скобок
и интегрирования получим

W =
1
2

k∑
l=0

(Bl − 2B ∗l )TBl +W0, (8)

где член W0 зависит только от векторов Ul(t), но не зависит от их произ-
водных по t.
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Идея вариационного метода [50] заключается в том, что функцио-
нал (8) минимизируется при условии выполнения некоторого дискретно-
го аналога энтропийного неравенства (2). Существует несколько способов
дискретизации энтропийного условия; рассмотрим пока тот из них, кото-
рый дает неравенство, линейное по Bl. Следуя этому способу (см. [50]),
мы выделяем в левой части неравенства (2) производную ∂tU , подставляем
в эту левую часть Uh вместо U и осредняем полученное неравенство по
ячейке Kj+1. Указанные преобразования приводят к неравенству

P =
k∑

l=0

VT
l Bl +

Ĥj+1 − Ĥj

hx
> 0, (9)

где векторы Vl — компоненты функции ∂US(Uh) в базисе {ϕl(x)}kl=0,

Vl = (∂US(Uh),ϕl) =
1
hx

xj+1∫
xj

∂US[Uh(x, t)]ϕl(x) dx, l = 0, k, (10)

а численные потоки энтропии Ĥj вычисляются аналогично потокам F̂j. Ве-
личина P имеет наглядный физический смысл: она выражает скорость про-
изводства энтропии в ячейке.

Решение задачи минимизации функционала (8) по переменным Bl,
l = 1, k при условии (9) имеет вид:

Bl =

{
B ∗l − σ−1P∗Vl при P∗ < 0 и σ > 0,

B ∗l иначе,
l = 1, k,

P∗ =
k∑

l=0

VT
l B ∗l +

Ĥj+1 − Ĥj

hx
, σ =

k∑
l=1

VT
l Vl.

(11)

Вектор B0 = B ∗0 всегда, он не участвует в задаче условной минимизации
как неизвестная; в противном случае будет нарушена консервативность
полудискретной DG-схемы и полностью дискретных схем на ее основе.

Счет по DG-схеме с энтропийной регуляризацией [50] отличается от
счета по стандартной DG-схеме лишь тем, что производные по времени Bl,
l = 1, k вычисляются не по формулам Bl = B ∗l , а по формулам (11).

3. Тестирование вариационного метода на
одномерных задачах газодинамики

Проверим на одномерных задачах газодинамики вариационный метод
энтропийной регуляризации DG-схем, описанный в разделе 2.
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Модель. Система одномерных уравнений Эйлера, описывающих дина-
мику идеального совершенного газа, имеет вид (1), где

U =

 ρρv
E

, F(U) =

 ρv
ρv2 + p
v(E + p)

, E =
p

γ− 1
+
ρv2

2
.

Энтропийное неравенство для идеального совершенного газа записывается
в форме условия (2), где

S(U ) = ρs, H(U ) = ρvs, s = ln
p
ργ

+ s0.

Через ρ, v, p, E, s обозначены соответственно плотность, скорость, дав-
ление, полная энергия единицы объема и плотность энтропии газа, па-
раметр γ = const — показатель адиабаты. Ниже во всех задачах газ
двухатомный, γ = 1.4. Функция s = s(U) определяется с точностью до
произвольной постоянной s0, величина которой не влияет на выполнение
энтропийного неравенства в силу уравнения неразрывности:

∂t(ρs0) + ∂x(ρvs0) = s0[∂tρ+ ∂x(ρv)] = 0.

Для удобства мы задаем s0 = 0.
Схема и ее параметры. В этом разделе расчеты проводятся по схе-

ме RKDG с k = 1 (базис {ϕl(x)}1l=0 состоит из тождественной единицы
и линейной функции), для интегрирования по t в ней применяется явный
метод Эйлера. Погрешность аппроксимации выбранной схемы на гладких
решениях составляет O(τ, h2

x) при hx, τ → 0. Интегралы (10) вычисляются
точно таким же способом, как и интегралы в правых частях (6). Численные
потоки и квадратуры находятся с относительной погрешностью rtol = 10−7.

Задача Эйнфельдта. В этой известной задаче Римана [52, тест №2]
начальный разрыв распадается на две расходящиеся волны разрежения,
между которыми располагается область малых плотностей и давлений.
Эта задача интересна тем, что любая схема, записанная в эйлеровых
координатах относительно искомых функций, среди которых нет S, ге-
нерирует нефизическую особенность между волнами разрежения. Она
имеет вид резкого «выброса» на профиле плотности внутренней энер-
гии ε = p/[ρ(γ− 1)].

Вычисления по схеме выполним при hx = 0.01 (Nx = 100, xmax = 1)
и τ = 3.75 · 10−4 (Nt = 400 — число шагов по t, tmax = 0.15).

Результаты оказываются отрицательными: схема теряет устойчивость
при переходе со слоя t4 на слой t5 по причине выхода давления в отри-
цательную область. На рис. 1 приведены профили давления при t = t5
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в окрестности точки начального разрыва. Сплошной линией изображено
точное решение, маркерами — давление в центрах ячеек pc и минимальное
давление на границах ячеек pm, вычисляемое как

pm = pn
m, j+1/2 = min(pn

h(x
+
j ), pn

h(x
−
j+1)).

Из графиков на рис. 1 видно, что давления pm в двух ячейках с общей
границей в точке x = 0.5 отрицательны, что недопустимо для процедуры
вычисления потоков F̂j.
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0.2

0.3

0.4

0.5

0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56

p
(x
,t
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)
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Exact
pc
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Рис. 1. Профили давления в задаче Эйнфельдта при t = t5

в окрестности точки начального разрыва

В ходе расчетов задачи Эйнфельдта было экспериментально обнару-
жено, что скорость производства энтропии

PFD =
1
hx

xj+1∫
xj

S(Un+1
h )− S(Un

h )
τ

dx +
Ĥn

j+1 − Ĥn
j

hx
(12)

оказывается сильнее аналогичной величины P из неравенства (9) в том
смысле, что при P > 0 возможно PFD < 0, но при PFD > 0 всегда имеет ме-
сто P > 0. Можно решать задачу условной минимизации функционала (8),
используя неравенство PFD > 0 вместо P > 0, при этом ограничение на
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векторы Bl, l = 1, k становится нелинейным. Однако, это не помогает до-
биться устойчивости счета.

Таким образом, для устойчивого счета по DG-схемам в случае ква-
зилинейных уравнений и систем одной лишь энтропийной регуляризации
недостаточно. Этот факт имеет достаточно несложное объяснение. Проин-
тегрируем неравенство (2) по x от 0 до xmax:

dI
dt

6 H[U(xmax, t)]− H[U(0, t)], I = −
xmax∫
0

S[U(x, t)] dx. (13)

Из неравенства (13) следует, что интегральная норма решения, понимае-
мая в смысле функционала I , не может меняться произвольным образом;
например, при равенстве потоков энтропии в точках x = 0 и x = xmax она
не возрастает. Следовательно, выполнение энтропийного неравенства на
дискретном уровне гарантирует нелинейную устойчивость схемы в смысле
функционала I (см. [1]). Однако это свойство отнюдь не страхует от появ-
ления локальных немонотонностей, способных вывести решение из обла-
сти допустимых значений и разрушить счет по схеме. Значит, энтропийная
регуляризация не может заменить собой ограничители наклонов и другие
методы, обеспечивающие монотонность схемы в том или ином смысле, эти
подходы должны применяться совместно.

4. Упрощенный метод энтропийной регуляризации

Ниже нам понадобится обобщение формулы (12) для производства
энтропии PFD в явных схемах RKDG повышенного порядка аппроксимации
по t. Пусть интегрирование по t осуществляется при помощи явного метода
Рунге–Кутты с числом стадий s и таблицей Бутчера

c1 0
c2 a21 0
... ... ...
cs as1 as2 · · · ass−1 0

b1 b2 · · · bs−1 bs

.

Разумно построить формулу для PFD аналогично формуле, связываю-
щей Un и Un+1. Пусть Yr, r = 1, s, — вспомогательное решение, на кото-
ром вычисляется r-й наклон метода Рунге–Кутты, а Ĥj+1(Yr) — численный
поток энтропии, посчитанный на Yr. Тогда искомое выражение для PFD
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запишется так:

PFD =
1
hx

xj+1∫
xj

S(Un+1
h )− S(Un

h )
τ

dx +
s∑

r=1

br
Ĥj+1(Yr)− Ĥj(Yr)

hx
. (14)

Сформулируем теперь упрощенный метод энтропийной регуляризации
явных схем RKDG. Рассмотрим переход со слоя tn на слой tn+1. Сначала
по выбранной схеме RKDG без каких-либо ограничителей рассчитывается
решение Un+1 на верхнем слое. После этого в каждой ячейке проверяется
неравенство: ∣∣∣U (i)

1

∣∣∣ 6 α ∣∣∣U (i)
0

∣∣∣ , i = 1,m, (15)

где α = const > 0 — задаваемый параметр метода, верхние индексы (n + 1)
у компонент векторов Un+1

l опущены ради меньшей громоздкости запи-
си. Если условие (15) не удовлетворено, то U (i)

1 умножается на поправоч-
ный коэффициент

R1 = α
∣∣∣U (i)

0

∣∣∣/ ∣∣∣U (i)
1

∣∣∣ < 1,

иначе U (i)
1 не меняется. Затем аналогичным образом сравниваются компо-

ненты векторов U2 и U1, U3 и U2 и так далее. В результате этой проце-
дуры на слое tn+1 мы получаем некоторые скорректированные векторы Ũl,
l = 1, k; вектор U0 остается неизменным. С учетом этих новых коэффици-
ентов разложения по формуле (14) вычисляется величина P̃FD. Проверяет-
ся энтропийное неравенство:

P̃FD > 0. (16)

Если условие (16) не удовлетворено, то векторы Ũl, l = 1, k заменяются на
нулевые, иначе с ними ничего не происходит.

Поясним смысл действий, выполняемых в данном методе.
Проверка старших коэффициентов конечно-элементной аппроксима-

ции (4) через неравенство (15) не позволяет им становиться слишком боль-
шими. Немонотонности при этом могут быть заметными, но их амплитуду
всегда можно ограничить. В частности, при α = 0 схема RKDG перехо-
дит в монотонную схему Годунова. Вообще, неравенство (15) используется
для простейшего контроля за векторами Ul, l = 1, k, эта процедура не
претендует на то, чтобы быть полноценным ограничителем наклонов.

Минимизация функционала невязки (8) при условии (16) не произво-
дится, вместо этого при любом, даже малейшем, нарушении энтропийного
неравенства старшие коэффициенты аппроксимации (4) сразу же обнуля-
ются. Это не является оптимальным с точки зрения нормы невязки, но
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пока нашим приоритетом будет гарантия неотрицательного производства
энтропии, пусть даже избыточно положительного.

5. Тестирование упрощенного метода на
одномерных задачах газодинамики

Верифицируем на одномерных задачах газодинамики упрощенный ме-
тод энтропийной регуляризации схем RKDG, построенный в разделе 4.
Выражения для U , F(U), S(U), H(U) выписаны в разделе 3.

Схемы и их параметры. Возьмем схему RKDG с k = 1, в которой для
счета по t применяется явный двухстадийный TVD-метод Рунге–Кутты
второго порядка с таблицей Бутчера

0 0
1 1 0

1/2 1/2
.

Погрешность аппроксимации этой схемы на гладких решениях состав-
ляет O(τ2, h2

x) при hx, τ → 0. Мы рассмотрим две версии этой схемы:
(1) с ограничителем наклонов MUSCL [51] и (2) с упрощенной эн-
тропийной регуляризацией, описанной в разделе 4. Обозначим первую
версию аббревиатурой RKDG-L(2, 2), а вторую — RKDG-E(2, 2). В схе-
ме RKDG-E(2, 2) параметр α = 0.2. Численные потоки и квадратуры нахо-
дятся с относительной погрешностью rtol = 10−7.

Модифицированная задача Сода. Решение этой задачи Римана [52,
тест №1], предложенной Содом и модифицированной Торо, содержит удар-
ную волну, контактный разрыв и волну разрежения. Модификация Торо
заключается в том, что на волне разрежения имеется звуковая точка. Неко-
торые схемы, например схема Годунова, генерируют нефизический скачок
уплотнения в этой точке.

Расчеты проведем при hx = 0.01 (Nx = 100, xmax = 1) и τ = 2 · 10−3

(Nt = 100, tmax = 0.2).
Посчитанные профили плотности в конечный момент времени приве-

дены на рис. 2. Сплошной черной линией изображается точное решение,
маркерами — численные решения. Для визуализации численных решений
используются значения Uh в центрах ячеек. Схема RKDG-E(2, 2) пока-
зывает лучшее разрешение ударной волны по сравнению с RKDG-L(2, 2).
Кроме того, схема с упрощенной энтропийной регуляризацией ведет себя
корректно у звуковой точки, находящейся на абсциссе x = 0.3, в то время
как схема с ограничителем наклонов ведет себя там несколько «неровно».
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Рис. 2. Профили плотности в модифицированной задаче Сода
при t = tmax = 0.2

Задача Эйнфельдта. Описание этой задачи дано в разделе 3, расчеты
осуществим при тех же шагах сеток по x, t.

Найденные профили плотности внутренней энергии в конечный мо-
мент времени приведены на рис. 3. Схема RKDG-E(2, 2) чуть-чуть точ-
нее разрешает волны разрежения, дает более правильные значения ε на
отрезке x ∈ [0.3, 0.7] и несколько меньший нефизический выброс в точ-
ке x = 0.5.

Задача 3a Торо. Эта задача Римана [52, тест №3a] любопытна тем,
что ее решение содержит сильную ударную волну с перепадом давления
примерно в 45000 раз.

Посчитаем этот тест при hx = 0.005 (Nx = 200, xmax = 1) и τ = 3 · 10−5

(Nt = 400, tmax = 0.012).
Профили плотности в конечный момент времени приведены на рис. 4.

В целом решения схем RKDG-L(2, 2) и RKDG-E(2, 2) близки друг к дру-
гу, но схема с упрощенной энтропийной регуляризацией генерирует бо-
лее заметные немонотонности на «полочке» между ударной волной в точ-
ке x ≈ 0.85 и контактным разрывом в точке x = 0.8. Почти точное разреше-
ние неподвижного контактного разрыва, демонстрируемое обеими схемами,
не является чем-то экстраординарным, так как они используют численный
поток Годунова, обладающий нулевой диссипацией на такой структуре.
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Задача Римана о двух расходящихся ударных волнах. Решение
этой задачи Римана [52, тест №4], как следует из ее названия, содержит
две расходящиеся ударные волны (одна из них сильная), а также подвиж-
ный контактный разрыв.
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Рис. 3. Профили плотности внутренней энергии в задаче Эйнфельдта
при t = tmax = 0.15
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Рис. 4. Профили плотности в задаче 3a Торо при t = tmax = 0.012

Посчитаем данный тест при шагах hx = 0.005 (Nx = 200, xmax = 1)
и τ = 8.75 · 10−5 (Nt = 400, tmax = 0.035).
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Профили плотности в конечный момент времени приведены на рис. 5.
Схема RKDG-E(2, 2) меньше размазывает контактный разрыв, но генери-
рует немонотонности большей амплитуды. Обе схемы разрешают ударные
волны одинаково хорошо.
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Рис. 5. Профили плотности в задаче Римана о двух расходящихся ударных
волнах при t = tmax = 0.035

Заключение

Дан подробный обзор методов энтропийной коррекции в конечно-раз-
ностных, конечно-объемных, конечно-элементных схемах для систем урав-
нений гиперболического типа. Сформулированы открытые проблемы тео-
рии энтропийно устойчивых численных схем.

Вариационный метод энтропийной регуляризации DG-схем проверен
на газодинамической задаче Эйнфельдта. На ее примере показано, что в
случае систем квазилинейных уравнений одна лишь энтропийная устой-
чивость без контроля за амплитудой немонотонностей (например, без
ограничителей наклонов) не может гарантировать устойчивого счета по
DG-схемам.

Ввиду этого факта разработан упрощенный метод энтропийной регу-
ляризации DG-схем. Этот метод применен к DG-схеме второго порядка
аппроксимации по пространству и времени. Полученная схема успешно
протестирована на задачах Римана для одномерных уравнений Эйлера: мо-
дифицированной задаче Сода, задаче Эйнфельдта, задаче Торо о сильной
ударной волне, задаче о двух расходящихся ударных волнах. Кроме то-
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го, проведено сравнение нового метода с ограничителем наклонов MUSCL.
Показано, что метод упрощенной энтропийной регуляризации позволяет
добиться лучшего разрешения волн разрежения и контактных разрывов.
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