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Анализ бистабильности моделей вирусных инфекций с запазды-
вающим аргументом

Аннотация. Математические модели с запаздывающим аргументом широ-
ко используются для анализа механизмов иммунного ответа на вирусные
инфекции и предсказания результатов различных терапевтических воздей-
ствий. В данной работе на примере модели инфекции ВЛХМ описана ориги-
нальная вычислительная технология поиска бистабильных режимов таких
моделей. Эта технология включает в себя численные методы нахождения
всех имеющихся стационарных состояний заданной модели при фиксиро-
ванных значениях параметров, трассировки этих состояний по параметрам
и анализа их устойчивости.
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Bistability analysis of virus infection models with delayed arguments

Abstract. Mathematical models with time delays are widely used to analyze
the mechanisms of the immune response to viral infections and predict various
therapeutic effects. Using the LCMV infection model as an example, this work
describes an original computational technology for searching the bistable regimes
of such models. This technology includes numerical methods for finding all
possible steady states at fixed values of parameters, for tracing these states
along the parameters and for analyzing their stability.
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1. Введение

Математическое моделирование инфекционных заболеваний представляет
собой активно развивающуюся область междисциплинарных исследований
на пересечении прикладной математики, иммунологии и вирусологии [1, 2,
3]. Разработка и анализ математических моделей вирусных инфекций име-
ет целью изучение механизмов развития неблагоприятных форм течения
вирусных заболеваний и возможности их эффективной коррекции. Зако-
номерности формирования острых и хронических вирусных инфекций ис-
следуют как в клинике, так и с помощью экспериментальных систем на
животных. Одной из таких систем является инфекция мышей вирусами
лимфоцитарного хориоменингита (ВЛХМ). Экспериментальная инфекция
ВЛХМ является базовой вирусной инфекцией современной иммунологии, с
помощью которой были установлены важнейшие механизмы развития им-
мунопатологических процессов и хронизации инфекций. Соответствующие
закономерности были описаны на уровне системной динамики вирусов и
иммунного ответа (анергия, истощение Т-клеточных реакций) [4]. Для неё
были количественно изучены характерные фенотипы динамики и показано,
что течение и исход заболевания зависят как от скорости размножения и
распространения возбудителя, так и от интенсивности развития иммунно-
го ответа. Высокая степень достигнутого понимания процессов в сиcтеме
вирус-организм хозяина для данной инфекции позволила перейти к постро-
ению биологически значимых математических моделей на основе диффе-
ренциальных уравнений с запаздывающим аргументом [5, 4, 3]. С помощью
таких моделей может быть предсказана чувствительность динамики к про-
тивовирусным и иммуномодулирующим воздействиям, что позволит, в ко-
нечном итоге, исследовать возможности оптимальной коррекции динамики
хронических вирусных заболеваний, таких как гепатит B и ВИЧ, имеющих
ряд общих закономерностей в патогенезе с инфекцией ВЛХМ.

Обычно имеется несколько возможных вариантов динамики вирусных
заболеваний, в том числе с большой и малой вирусными нагрузками. Пер-
вый вариант соответствует хроническому заболеванию с низким уровнем
иммунного ответа, а второй — состоянию выздоровевшего организма с им-
мунной памятью, которая поддерживается за счет антигенной стимуляции
небольшой интенсивности, либо менее тяжелой форме хронического заболе-
вания, за счет более эффективного иммунного ответа, однако недостаточ-
ного для полной элиминации инфекции. Такую альтернативность развития
заболевания отражает бистабильность [6] соответствующей модели вирус-
ного заболевания, то есть существование как минимум двух устойчивых
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стационарных состояний при одних и тех же значениях параметров.
Бистабильность является важным свойством сложных биологических

систем, к которым относятся вирусные заболевания. Она лежит в основе
механизмов переключения между различными вариантами динамики, яв-
лений гистерезиса и осцилляций [7]. Исследование свойств математических
моделей с точки зрения бистабильности представляет собой нетривиальную
вычислительную задачу. При ее решении наиболее важным является пред-
сказание бистабильности в зависимости от параметров математических мо-
делей, поскольку это, в конечном счете, определяет стратегию оптимального
воздействия на рассматриваемую систему. Для бистабильной динамической
системы перевод в благоприятное стационарное состояние может быть осу-
ществлен на основе оптимальных возмущений [8, 9, 10]. В случае же мо-
ностабильности перевод из области нежелательного стационарного состоя-
ния предполагает применение стратегий стабилизации динамики системы
по принципу обратной связи или же программного управления [11]. Аль-
тернативой может быть комбинированное управление, состоящее из пара-
метрического возмущения системы, переводящего ее в область бистабильно-
сти, и дальнейшая коррекция динамики путем оптимального возмущения.
В целом данные вопросы до сих пор не исследовались систематически для
моделей, основанных на дифференциальных уравнений с запаздыванием.

Описанное выше управление динамикой вирусных инфекций требует
наличия следующих инструментов анализа соответствующих математиче-
ских моделей:

— методов вычисления и трассировки всех имеющихся стационарных
состояний модели для любой комбинации значений параметров,

— численных методов анализа устойчивости стационарных состояний,
— численных методов построения оптимальных возмущений для пере-

вода динамической системы из одного устойчивого стационарного состояния
в другое.

В данной работе предлагается оригинальная технология анализа би-
стабильности моделей вирусных инфекций, сформулированных в виде си-
стем дифференциальных уравнений с запаздывающим временем. Эта тех-
нология включает в себя методы вычисления всех стационарных состояний
при фиксированных значениях параметров, их трассировки по параметрам
модели и анализа их устойчивости. Методы построения оптимальных воз-
мущений описаны в работах [8, 9, 10, 12].

Предлагаемую технологию отличает, прежде всего, ее направленность
на модели вирусных инфекций с запаздывающим аргументом (что позво-
ляет использовать специфические свойства таких моделей), гарантирован-
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ное вычисление всех стационарных состояний в рассматриваемой области
значений параметров и алгебраический подход к исследованию устойчиво-
сти. При исследовании устойчивости ведущие собственные значения соот-
ветствующей нелинейной проблемы собственных значений по параметрам
модели не трассируются, а при каждом новом наборе значений параметров
вычисляются заново путем решения полной проблемы собственных значе-
ний для рациональной аппроксимации исходного нелинейного матричного
пучка и уточнения найденных приближенных ведущих собственных зна-
чений локальным методом. Это гарантирует, что собственное значение с
максимальной вещественной частью всегда будет находиться правильно.

Следует отметить, что в настоящее время существуют пакеты про-
грамм DDE-BIFTOOL [13, 14], PDDE-CONT [15] и TRACE-DDE [16], реали-
зующие различные методы вычисления стационарных состояний и анализа
их устойчивости для систем с запаздыванием более общего вида, чем моде-
ли вирусных инфекций. Первый пакет предназначен для бифуркационно-
го анализа систем с запаздыванием. Задача гарантированного вычисления
всех стационарных состояний в его рамках не рассматривается. Проблемы
собственных значений решаются методом ортогональной прогонки на осно-
ве численного интегрирования линеаризованных уравнений. Второй пакет
предназначен для анализа периодических решений. Стационарные состоя-
ния рассматриваются в его рамках как постоянные периодические решения.
Третий пакет не предназначен для поиска и продолжения стационарных
состояний. Он лишь позволяет находить области устойчивости заданного
стационарного состояния по двум варьируемым параметрам. Для решения
проблем собственных значений используется аппроксимация методом кол-
локаций на чебышевской сетке инфинитезимального производящего опера-
тора для линеаризованных уравнений.

Данная работа имеет следующую структуру. В разделе 2 кратко опи-
сана рассматриваемая математическая модель ВЛХМ. В разделах 3 и 4
описаны и обоснованы предлагаемые методы вычисления стационарных со-
стояний и анализа их устойчивости. В разделе 5 демонстрируется работа
предложенных методов. В разделе 6 описана предлагамая технология ана-
лиза бистабильности. В разделе 7 подводятся итоги данной работы и обсуж-
даются вопросы более широкого применения разработанных методов.

2. Математическая модель инфекции ВЛХМ

Математическая модель динамики инфекции, вызванной вирусами лимфо-
цитарного хориоменингита, предложенная в работе [5], сформулирована в
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виде системы нелинейных дифференциальных уравнений с запаздываю-
щим аргументом. Система описывает динамику следующих переменных:
концентрации вирусных частиц 𝑉 , двух популяций специфичных к ВЛХМ
цитотоксических лимфоцитов (ЦТЛ) — клеток-прекурсоров 𝐸𝑝 и клеток-
эффекторов 𝐸𝑒, а также кумулятивной вирусной нагрузки 𝑊 . Система име-
ет вид:

𝑑𝑉

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝛽𝑉 (𝑡)

(︂
1− 𝑉 (𝑡)

𝑉𝑚𝑣𝑐

)︂
− 𝛾𝑉 𝐸𝐸𝑒(𝑡)𝑉 (𝑡),

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝛼𝐸𝑝

(𝐸0
𝑝 − 𝐸𝑝(𝑡)) + 𝑏𝑝𝑔𝑝(𝑊 )𝑉 (𝑡− 𝜏)𝐸𝑝(𝑡− 𝜏)

−𝛼𝐴𝑃𝑉 (𝑡− 𝜏𝐴)𝑉 (𝑡)𝐸𝑝(𝑡), (1)
𝑑𝐸𝑒

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑏𝑑𝑔𝑒(𝑊 )𝑉 (𝑡− 𝜏)𝐸𝑝(𝑡− 𝜏)

−𝛼𝐴𝐸𝑉 (𝑡− 𝜏𝐴)𝑉 (𝑡)𝐸𝑒(𝑡)− 𝛼𝐸𝑒
𝐸𝑒(𝑡),

𝑑𝑊

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝑏𝑊𝑉 (𝑡)− 𝛼𝑊𝑊 (𝑡),

где 𝑔𝑝(𝑊 ) = 1/(1 +𝑊/𝜃𝑝)
2, 𝑔𝑒(𝑊 ) = 1/(1 +𝑊/𝜃𝐸)

2. Биологический смысл
параметров системы пояснен в Табл. 1. Для биологической адекватности
модели (1) значения всех этих параметров должны быть неотрицательны-
ми. Более того, интерес представляет только случай, когда 0 < 𝜏 ≤ 𝜏𝐴,
а значения параметров 𝑏𝑑, 𝛾𝑉 𝐸 и 𝛼𝑊 — положительные. Далее мы будем
предполагать, что эти условия выполнены.

Для определения решения при 𝑡 > 0 достаточно задать значения 𝑉 (𝑡)
при −𝜏𝐴 ≤ 𝑡 ≤ 0, значения 𝐸𝑝(𝑡) при −𝜏 ≤ 𝑡 ≤ 0, значения 𝐸𝑒(0) и 𝑊 (0).
Однако для единообразия далее мы будем предполагать, что начальные зна-
чения всех переменных заданы при −𝜏𝐴 ≤ 𝑡 ≤ 0.

Задача Коши для системы (1) с неотрицательными начальными зна-
чениями и неотрицательными параметрами глобально разрешима на лю-
бом конечном временном интервале. Данное утверждение можно доказать
используя технику, описанную в [1], на основе метода шагов Беллмана,
рассматривая линейную систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений, мажорирующую правую часть системы уравнений модели.

Обозначив вектор переменных системы (1) через

𝑈(𝑡) = (𝑉 (𝑡), 𝐸𝑝(𝑡), 𝐸𝑒(𝑡),𝑊 (𝑡))𝑇 ,

будем записывать эту систему в следующем компактном виде:

𝑑𝑈

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝐹 (𝑈(𝑡), 𝑈(𝑡− 𝜏), 𝑈(𝑡− 𝜏𝐴)). (2)

6



Таблица 1: Биологический смысл параметров модели (1).
Параметр Биологические смысл

𝛽 Константа скорости репликации вирусных частиц

𝛾𝑉 𝐸
Константа скорости элиминации вирусов
за счет клеток-эффекторов

𝑉𝑚𝑣𝑐
Максимально возможная концентрация
вирусных частиц в селезенке

𝜏 Продолжительность цикла деления ЦТЛ
𝑏𝑝 Константа скорости стимуляции ЦТЛ
𝑏𝑑 Константа скорости дифференцировки ЦТЛ

𝜃𝑝
Порог кумулятивной вирусной нагрузки для перехода
прекурсоров в состояние анергии

𝜃𝐸
Порог кумулятивной вирусной нагрузки для перехода
эффекторов в состояние анергии

𝛼𝐸𝑝 Константа скорости естественной гибели прекурсоров
𝛼𝐸𝑒 Константа скорости естественной гибели эффекторов

𝐸0
𝑝

Концентрация прекурсоров в селезенке мыши,
не имевшей контакта с ВЛХМ

𝜏𝐴 Продолжительность перехода ЦТЛ к апоптозу
𝛼𝐴𝑃 Константа скорости апоптоза прекурсоров
𝛼𝐴𝐸 Константа скорости апоптоза эффекторов
𝑏𝑊 Константа скорости роста кумулятивной вирусной нагрузки

𝛼𝑊
Константа скорости восстановления организма
от воздействий кумулятивной вирусной нагрузки

3. Вычисление стационарных состояний

Для произвольной системы вида (2) методы, гарантированно находящие все
стационарные состояния, в настоящее время неизвестны. Однако для рас-
сматриваемой системы (1) такой метод можно предложить. Данный раздел
посвящен описанию и обоснованию этого метода.

3.1. Вычисление стационарных состояний при фиксированных
значениях параметров

Стационарные состояния системы (1) при фиксированных значениях пара-
метров являются неотрицательными решениями системы уравнений

𝛽𝑉
(︁
1− 𝑉

𝑉𝑚𝑣𝑐

)︁
− 𝛾𝑉 𝐸𝐸𝑒 𝑉 = 0,

𝛼𝐸𝑝
(𝐸0

𝑝 − 𝐸𝑝) + 𝑏𝑝𝑔𝑝(𝑊 )𝑉 𝐸𝑝 − 𝛼𝐴𝑃𝑉
2𝐸𝑝 = 0, (3)

𝑏𝑑𝑔𝑒(𝑊 )𝑉 𝐸𝑝 − 𝛼𝐴𝐸𝑉
2𝐸𝑒 − 𝛼𝐸𝑒

𝐸𝑒 = 0,

𝑏𝑊𝑉 − 𝛼𝑊𝑊 = 0.
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Из первого уравнения следует, что необходимым условием неотрицательно-
сти решения является принадлежность 𝑉 интервалу 0 ≤ 𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑣𝑐.

Нетрудно проверить, что система (3) имеет решение

𝑉 = 0, 𝐸𝑝 = 𝐸0
𝑝 , 𝐸𝑒 = 0, 𝑊 = 0,

и других решений с 𝑉 = 0 у нее нет. Если 𝑉 ̸= 0, то из первого уравнения
однозначно находится соответствующее значение 𝐸𝑒, из третьего — 𝐸𝑝, из
четвертого — 𝑊 . Таким образом, можно убедиться, что при 𝑉 ̸= 0 только
четверки

𝑉, 𝐸𝑝 =
(𝛼𝐸𝑒

+ 𝛼𝐴𝐸𝑉
2)𝐸𝑒

𝑏𝑑𝑉 𝑔𝑒(𝑊 )
, 𝐸𝑒 =

𝛽(1− 𝑉/𝑉𝑚𝑣𝑐)

𝛾𝑉 𝐸
, 𝑊 =

𝑏𝑊𝑉

𝛼𝑊
(4)

могут быть решениями системы (3). Такая четверка является решением этой
системы очевидно в том и только том случае, если она удовлетворяет вто-
рому уравнению. То есть,

𝑌 (𝑉 ) = 𝛼𝐸𝑝
𝐸0

𝑝 − (𝛼𝐸𝑝
− 𝑏𝑝𝑔𝑝(𝑊 )𝑉 + 𝛼𝐴𝑃𝑉

2)𝐸𝑝 = 0. (5)

Следовательно, вычисление стационарных состояний системы (1) сводится
к вычислению нулей непрерывной скалярной функции 𝑌 (𝑉 ) в интервале
0 < 𝑉 ≤ 𝑉𝑚𝑣𝑐.

Поскольку 𝑌 (𝑉 ) → −∞ при 𝑉 → +0 и 𝑌 (𝑉𝑚𝑣𝑐) = 𝛼𝐸𝑝
𝐸0

𝑝 > 0, то,
во-первых, существует такое достаточно малое 𝑉0 > 0, что

𝑌 (𝑉 ) < 0, 0 < 𝑉 ≤ 𝑉0. (6)

Во-вторых, при любом таком 𝑉0 уравнение (5) имеет в интервале 𝑉0 ≤ 𝑉 ≤
𝑉𝑚𝑣𝑐 по крайней мере один корень.

В работах [17, 18] был предложен алгоритм, позволяющий находить
все нули заданной непрерывной функции 𝑓(𝑥) в заданном интервале [𝑥1, 𝑥2]
с заданной точностью в предположении, что число нулей конечно. Он ис-
пользует стандартные процедуры fzero и fmin [19, 20], включенные во мно-
гие пакеты прикладных программ. Первая из этих процедур, основанная на
комбинации метода бисекции с методом секущих, позволяет вычислить c за-
данной точностью 𝜌 приближенный нуль функции 𝑓(𝑥) в интервале [𝑥1, 𝑥2],
на концах которого функция принимает ненулевые значения разных знаков,
то есть такую точку 𝑥* ∈ (𝑥1, 𝑥2), что 𝑓(𝑥* + 𝑥*𝜌)𝑓(𝑥* − 𝑥*𝜌) < 0. Вторая
процедура, основанная на комбинации метода золотого сечения с методом
парабол, позволяет найти минимум заданной непрерывной функции в за-
данном интервале.
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На первом шаге алгоритма мы вычисляем значения 𝑓(𝑥1) и 𝑓(𝑥2).
Если 𝑓(𝑥1)𝑓(𝑥2) < 0, то с помощью процедуры fzero с заданной точностью
𝜌 находим приближенный нуль 𝑥* функции 𝑓(𝑥) и формируем два новых
интервала

[𝑥1, 𝑥
* − 𝑥*𝜌], [𝑥* + 𝑥*𝜌, 𝑥2]. (7)

Если 𝑓(𝑥1) = 0, то полагаем 𝑥* = 𝑥1 и формируем второй интервал из
указанных в (7). Если 𝑓(𝑥1) ̸= 0, но 𝑓(𝑥2) = 0, то полагаем 𝑥* = 𝑥2 и
формируем первый интервал из указанных в (7). Если же 𝑓(𝑥1)𝑓(𝑥2) > 0, то
с помощью процедуры fmin находим точку ̃︀𝑥 минимума (если 𝑓(𝑥1) > 0) или
максимума (если 𝑓(𝑥1) < 0) функции 𝑓(𝑥). Если 𝑓(̃︀𝑥) = 0, то мы полагаем
𝑥* = ̃︀𝑥 и формируем два новых интервала (7). Если 𝑓(𝑥1)𝑓(̃︀𝑥) < 0, то на
каждом из интервалов [𝑥1, ̃︀𝑥] и [̃︀𝑥, 𝑥2] есть по крайней мере один нуль и эти
нули могут быть найдены с помощью процедуры fzero. Если 𝑓(𝑥1)𝑓(̃︀𝑥) > 0,
то в интервале [𝑥1, 𝑥2] нет нулей и алгоритм прекращает свою работу.

Таким образом, результатом первого шага алгоритма является либо
прекращение его работы, либо новые интервалы меньшей длины, на ко-
торых не исключено наличие нулей, и один приближенный нуль 𝑥* (кро-
ме случая 𝑓(𝑥1)𝑓(̃︀𝑥) < 0). Каждый последующий шаг алгоритма состоит
в применении описанной процедуры к новым интервалам, полученным на
предыдущих шагах. Пустые интервалы, то есть те, у которых правая грани-
ца оказалась меньше левой, из рассмотрения исключаются. Алгоритм пре-
кращает работу, когда интервалов, на которых возможно наличие нулей, не
останется. Учитывая особенности работы процедуры fmin, вместо того что-
бы искать минимум или максимум функции 𝑓(𝑥), целесообразнее искать
минимум функции

𝑓(𝑥)

𝑥2 − 𝑥1

(︂
𝑥2 − 𝑥

𝑓(𝑥1)
+

𝑥− 𝑥1
𝑓(𝑥2)

)︂
,

принимающей на концах интервала одинаковые значения.
Описанный выше алгоритм предлагается применять для нахождения

всех решений уравнения (5) с точностью 𝜌 в интервале [𝜌, 𝑉𝑚𝑣𝑐], выбрав 𝜌
таким, чтобы при 𝑉0 = 𝜌 было выполнено условие (6). Эти решения будут
полным набором значений переменной 𝑉 в стационарных состояниях. Соот-
ветствующие им значения остальных переменных вычисляем по формулам,
приведенным в (4).

3.2. Исследование зависимости от параметров

Численное исследование зависимости стационарных состояний модели (2)
от параметров удобно выполнять, варьируя один из параметров и фиксируя
значения остальных. Обозначим варьируемый параметр через 𝑠, а интервал
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его варьирования через 𝜎 (будем предполагать этот интервал открытым).
Будем обозначать через 𝑌 (𝑠, 𝑉 ) правую часть уравнения (5) как функцию
выбранного параметра 𝑠 и переменной 𝑉 . При этом, как и раньше, будем
предполагать, что остальные переменные зависят от 𝑠 и 𝑉 согласно форму-
лам (4).

Поскольку 𝑌 (𝑠, 𝑉 ) является рациональной функцией переменных 𝑠 и
𝑉 , не имеющей полюсов в области 𝜎 × (0, 𝑉𝑚𝑣𝑐), множество

𝐴 = {(𝑠, 𝑉 ) : 𝑌 (𝑠, 𝑉 ) = 0, 𝑠 ∈ 𝜎, 0 < 𝑉 < 𝑉𝑚𝑣𝑐}

является частью плоской действительной алгебраической кривой [21]. Будем
предполагать для определенности, что эта кривая простая, то есть не имеет
кратных неприводимых компонент. Тогда равенство

𝜕𝑌

𝜕𝑉
(𝑠, 𝑉 ) = 0 (8)

может выполнятся лишь в конечном числе точек.
Задача состоит в том, чтобы разбить кривую 𝐴 на элементарные ком-

поненты вида
𝐶 = {(𝑠, 𝑉 (𝑠)) : 𝑠 ∈ 𝜎𝐶}, (9)

где 𝑉 (𝑠) — однозначная аналитическая функция переменного 𝑠, опреде-
ленная в некотором интервале 𝜎𝐶 ⊂ 𝜎, и точки, в которых выполняется
равенство (8).

Обозначим через 𝒱(𝑠) полный набор попарно различных решений урав-
нения 𝑌 (𝑠, 𝑉 ) = 0 в интервале (0, 𝑉𝑚𝑣𝑐). Зададим в замкнутом интервале 𝜎

сетку с узлами 𝑠1 < . . . < 𝑠𝑁 , где 𝑠1 — начало, а 𝑠𝑁 — конец этого интервала,
и найдем множества

𝒱(𝑠𝑘) = {𝑉 𝑘
𝑗 : 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑘}

методом, описанным в разделе 3.1. Будем предполагать, что сетка по 𝑠 вы-
брана настолько мелкой, что каждая из гладких элементарных компонент
вида (9), которые необходимо построить, содержит хотя бы одну точку вида
(𝑠𝑘, 𝑉 𝑘

𝑗 ). Кроме того, будем предполагать, что во всех таких точках равен-
ство (8) не выполняется.

Для построения гладких элементарных компонент нам потребуется
операция уточнения заданного набора ̃︀𝑍 = ( ̃︀𝑍1, . . . , ̃︀𝑍̃︀𝑚), элементы кото-
рого вещественные и попарно различные, вещественным множеством 𝑍 =
{𝑍1, . . . , 𝑍𝑚}, элементы которого также попарно различные, где 𝑚 ≥ ̃︀𝑚.
Эта операция состоит в замене набора ̃︀𝑍 набором (𝑍𝑖1, . . . , 𝑍𝑖̃︀𝑚), состоящим
из ̃︀𝑚 попарно различных элементов набора 𝑍 и минимизирующим величину

( ̃︀𝑍1 − 𝑍𝑖1)
2 + . . .+ ( ̃︀𝑍̃︀𝑚 − 𝑍𝑖̃︀𝑚)2.
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Кроме того, нам потребуется стандартная процедура численного ин-
тегрирования ode45 среды MATLAB, основанная на явных методах Рунге-
Кутта четвертого и пятого порядка. Эту процедуру мы будем использовать
для трассировки стационарных состояний по параметру путем численного
решения задач Коши вида

𝑉 (𝑠0) = 𝑉 0,
𝑑𝑉

𝑑𝑠
= −𝜕𝑌

𝜕𝑠

(︂
𝜕𝑌

𝜕𝑉

)︂−1

. (10)

Интегрирование будем останавливать, если переменная 𝑠 достигнет задан-
ного финального значения либо если в процессе интегрирования обнаружит-
ся, что функция 𝑓(𝑠) = 𝜕𝑌/𝜕𝑉 (𝑠, 𝑉 (𝑠)) обращается в ноль на траектории
интегрирования. Отметим, что сетку интегрирования по 𝑠 процедура ode45
выбирает самостоятельно. Для проверки второго условия останова, сделав
шаг из узла 𝑠𝑖 в узел 𝑠𝑖+1 этой сетки, процедура ode45 проверяет, не при-
нимает ли функция 𝑓(𝑠) значения разных знаков в этих узлах и, если это
так, то находит ноль 𝑠 = 𝑠* между этими узлами с помощью описанной в
предыдущем разделе процедуры fzero. При этом для каждого значения 𝑠

соответствующее значение 𝑉 (𝑠), необходимое для вычисления 𝑓(𝑠), вычис-
ляется одним шагом численного интегрирования из узла 𝑠𝑖. После того как
нуль найден, процедура ode45 останавливается, а точка (𝑠*, 𝑉 (𝑠*)) считается
последней точкой траектории интегрирования.

На первом шаге алгоритма построения элементарных компонент мы
рассмотрим интервал 𝑠1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠2. Используя процедуру численного инте-
грирования, решим задачи Коши (10) с 𝑉 0 = 𝑉 1

𝑗 , 𝑠0 = 𝑠1 и финальным
значением 𝑠 = 𝑠2 при всех 𝑗 = 1, . . . ,𝑚1 и сформируем двухточечные набо-
ры

ℬ𝑗 =
(︁
(𝑠1, 𝑉 1

𝑗 ), (𝑠
1
𝑗 , ̃︀𝑉 1

𝑗 )
)︁
,

где (𝑠1𝑗 , ̃︀𝑉 1
𝑗 ) означает последнюю точку на траектории численного решения 𝑗-

ой задачи Коши. Отметим, что 𝑠1𝑗 < 𝑠2, если при решении 𝑗-ой задачи Коши
выполнилось второе условие останова, и 𝑠1𝑗 = 𝑠2 в противном случае. Не
нарушая общности будем считать, что второе условие останова выполнилось
для первых ̃︀𝑚1 задач Коши и не выполнилось для оставшихся 𝑚1 − ̃︀𝑚1.
Уточним набор

(̃︀𝑉 1̃︀𝑚1+1, . . . ,
̃︀𝑉 1
𝑚1)

множеством 𝒱(𝑠2) и заменим во вторых элементах наборов ℬ̃︀𝑚1+1, . . . ,ℬ𝑚1

числа ̃︀𝑉 1
𝑗 на их уточненные значения.

В результате мы поручим двухточечные наборы ℬ𝑗 двух видов

ℬ𝑗 =
(︁(︀

𝑠1, 𝑉 1
𝑗

)︀
, (𝑠1𝑗 , ̃︀𝑉 1

𝑗 )
)︁
, 𝑗 = 1, . . . , ̃︀𝑚1, (11)
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где 𝑠1 < 𝑠1𝑗 < 𝑠2, и

ℬ𝑗 =
(︁(︀

𝑠1, 𝑉 1
𝑗

)︀
, (𝑠2, 𝑉 2

𝑘𝑗
)
)︁
, 𝑗 = ̃︀𝑚1 + 1, . . . ,𝑚1. (12)

Если 𝑚1− ̃︀𝑚1 < 𝑚2, то ̃︀𝑚2 = 𝑚2−𝑚1+ ̃︀𝑚1 элементов множества 𝒱(𝑠2)
оказались неиспользованными для уточнения. Не нарушая общности будем
считать, что неиспользованными оказались элементы 𝑉 2

1 , . . . , 𝑉
2̃︀𝑚2. Решим

численно задачи Коши (10) с 𝑉 0 = 𝑉 2
𝑗 , 𝑠0 = 𝑠2 и финальным значением

𝑠 = 𝑠1 при всех 𝑗 = 1, . . . , ̃︀𝑚2, и сформируем двухточечные наборы

ℬ𝑚1+𝑗 =
(︁
(𝑠2𝑗 , ̃︀𝑉 2

𝑗 ),
(︀
𝑠2, 𝑉 2

𝑗

)︀)︁
, 𝑗 = 1, . . . , ̃︀𝑚2, (13)

где (𝑠2𝑗 ,
̃︀𝑉 2
𝑗 ) означает последнюю точку траектории интегрирования. Отме-

тим, что при решении каждой из этих задач Коши обязательно выполнится
второе условие останова, то есть 𝑠2 > 𝑠2𝑗 > 𝑠1.

На этом первый шаг предлагаемого алгоритма построения элемен-
тарых компонент, состоящий в формировании двухточечных наборов (11),
(12) и (13), заканчивается. Каждый из полученных наборов состоит из на-
чальной и конечной точки отдельной элементарной компоненты в интервале
𝑠1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠2. При этом каждая точка множества 𝑠1×𝒱(𝑠1) является началь-
ной точкой одного из этих наборов, а каждая точка множества 𝑠2 × 𝒱(𝑠2)
является конечной точкой одного из этих наборов.

Рис. 1 поясняет первый шаг алгоритма построения элементарных ком-
понент. На нем изображен случай, когда 𝑚1 = 𝑚2 = 4, ̃︀𝑚1 = ̃︀𝑚2 = 2. Кру-
ги — начальные точки численного интегрирования, квадраты — конечные.
Толстые линии связывают конечные точки численного интегрирования с их
уточнениями. В результате было сформировано два двухточечных набора
вида (11):

ℬ1 =
(︁
(𝑠1, 𝑉 1

1 ), (𝑠
1
1, ̃︀𝑉 1

1 )
)︁
, ℬ2 =

(︁
(𝑠1, 𝑉 1

2 ), (𝑠
1
2, ̃︀𝑉 1

2 )
)︁
,

два двухточечных набора вида (12):

ℬ3 =
(︀
(𝑠1, 𝑉 1

3 ), (𝑠
2, 𝑉 2

3 )
)︀
, ℬ4 =

(︀
(𝑠1, 𝑉 1

4 ), (𝑠
2, 𝑉 2

4 )
)︀
,

и два двухточечных набора вида (13):

ℬ5 =
(︁
(̃︀𝑠21, ̃︀𝑉 2

1 ), (𝑠
2, 𝑉 2

1 )
)︁
, ℬ6 =

(︁
(̃︀𝑠22, ̃︀𝑉 2

2 ), (𝑠
2, 𝑉 2

2 )
)︁
.
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Рис. 1: Иллюстрация работы первого шага алгоритма построения элементарных компо-
нент

Далее мы точно таким же образом строим двухточечные наборы для
интервалов 𝑠𝑘 ≤ 𝑠 ≤ 𝑠𝑘+1, 𝑘 = 2, . . . , 𝑁 − 1. На этом построение двухточеч-
ных наборов заканчивается, и к полученным наборам начинает применяться
следующая процедура склейки: наборы (𝛼1, . . . , 𝛼𝑘) и (𝛽1, . . . , 𝛽𝑙) заменяют-
ся одним набором (𝛼1, . . . , 𝛼𝑘, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑙), если 𝛼𝑘 = 𝛽1 и в этой точке не
выполняется равенство (8). Процедура применяется до тех пор, пока оста-
ются наборы, которые можно склеить. В результате мы получим некоторое
множество наборов вида

𝒞 = ((𝑠1, 𝑉1), . . . , (𝑠𝑟, 𝑉𝑟)) , (14)

где 2 ≤ 𝑟 ≤ 𝑁 , 𝑠1 ≤ 𝑠1 < . . . < 𝑠𝑟 ≤ 𝑠𝑁 . Каждый из этих наборов — это на-
бор точек, с высокой точностью расположенных на отдельной элементарной
компоненте вида (9), то есть 𝑉𝑗 ≈ 𝑉 (𝑠𝑗). Для приближенного построения
самой этой компоненты останется построить по этим точкам какой-либо
сплайн.

Напомним, что описанный выше алгоритм гарантированно находит
все гладкие элементарные компоненты вида (9) кривой 𝐴, если сетка 𝑠1 <
. . . < 𝑠𝑁 выбрана такой, что каждая из этих компонент содержит хотя бы
одну точку вида (𝑠𝑘, 𝑉 𝑘

𝑗 ) и во всех таких точках равенство (8) не выполня-
ется. Учитывая, что число элементарных компонент конечно и число точек
кривой 𝐴, в которых равенство (8) выполняется, также конечно, эти условия
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несложно удовлетворить, выбирая достаточно мелкую сетку по 𝑠 и немного
сдвигая узел 𝑠𝑘, если в точке (𝑠𝑘, 𝑉 𝑘

𝑗 ) выполняется равенство (8).

4. Анализ устойчивости

Для исследования устойчивости заданного стационарного состояния 𝑈 мо-
дели (2) при фиксированных значениях параметров запишем решение вбли-
зи этого стационарного состояния в виде 𝑈(𝑡) = 𝑈 + 𝜀𝑈 ′(𝑡) + 𝑂(𝜀2), где 𝜀
— малый по абсолютной величине параметр. Подставляя это решение в (2)
и требуя, чтобы полученные равенства выполнялись при всех сколь угодно
малых значениях 𝜀, для функции 𝑈 ′(𝑡) получим следующую систему линей-
ных дифференциальных уравнений:

𝑑𝑈 ′

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝐿0𝑈

′(𝑡) + 𝐿𝜏𝑈
′(𝑡− 𝜏) + 𝐿𝜏𝐴𝑈

′(𝑡− 𝜏𝐴), (15)

где

𝐿0 =
𝜕𝐹

𝜕𝑈(𝑡)
(𝑈,𝑈, 𝑈), 𝐿𝜏 =

𝜕𝐹

𝜕𝑈(𝑡− 𝜏)
(𝑈,𝑈, 𝑈), 𝐿𝜏𝐴 =

𝜕𝐹

𝜕𝑈(𝑡− 𝜏𝐴)
(𝑈,𝑈, 𝑈)

являются постоянными квадратными матрицами порядка 4.
Стационарное состояние 𝑈 является асимптотически устойчивым, ес-

ли любое решение системы (15) вида

𝑈 ′(𝑡) = ̃︀𝑈𝑒𝜆𝑡, (16)

где 𝜆 — число, а ̃︀𝑈 — постоянный четырех компонентный ненулевой вектор,
монотонно убывает при 𝑡 → ∞, то есть когда вещественная часть любого та-
кого 𝜆 является отрицательной. Подставив (16) в (15), получим следующую
нелинейную проблему собственных значений:

𝐴(𝜆)̃︀𝑈 = 0, (17)

где 𝐴(𝜆) = 𝜆𝐼−𝐿0−𝑒−𝜆𝜏𝐿𝜏−𝑒−𝜆𝜏𝐴𝐿𝜏𝐴, а 𝐼 означает единичную матрицу чет-
вертого порядка. Таким образом, исследование асимптотической устойчиво-
сти стационарного состояния 𝑈 сводится к решению нелинейной проблемы
собственных значений (17) и проверки, что все найденные собственные зна-
чения лежат строго в левой полуплоскости.

Алгоритмы, позволяющие решить полную нелинейную проблему соб-
ственных значений вида (17), неизвестны. Более того, эта проблема имеет,
вообще говоря, бесконечное число собственных значений. Поэтому мы будем
аппроксимировать эту проблему рациональной проблемой собственных зна-
чений, которая, в свою очередь, легко сводится к полиномиальной. Ведущие
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собственные значения полиномиальной проблемы позволят вычислить при-
ближенные ведущие собственные значения исходной проблемы (17), кото-
рые затем можно уточнить, используя какой-нибудь из локальных методов
ньютоновского типа.

Введем новый спектральный параметр 𝜇 = 𝑒𝛿𝜆, где 𝛿 — заданное доста-
точно малое положительное число. Воспользовавшись формулой, аппрокси-
мирующей первую производную в неявной схеме второго порядка BDF2 [22],
получим следующую аппроксимацию параметра 𝜆:

𝜆 =
1.5− 2𝜇−1 + 0.5𝜇−2

𝛿
+𝑂(𝛿2).

Нелинейную проблему (17) будем аппроксимировать следующей рациональ-
ной проблемой:(︂

1.5− 2𝜇−1 + 0.5𝜇−2

𝛿
𝐼 − 𝐿0 − 𝜇−𝑚𝐿𝜏 − 𝜇−𝑚𝐴𝐿𝜏𝐴

)︂ ̃︀𝑈 = 0, (18)

где 𝑚 = [𝜏/𝛿], 𝑚𝐴 = [𝜏𝐴/𝛿]. Отметим, что наряду с величиной 𝛿 исполь-
зованная аппроксимация спектрального параметра 𝜆 является параметром
алгоритма. При необходимости можно использовать аппроксимацию более
высокого порядка точности. Что касается аппроксимации задержек 𝜏 ≈ 𝑚𝛿

и 𝜏𝐴 ≈ 𝑚𝐴𝛿, которые также использовались для построения аппроксиманта
(18), то учитывая, что в моделях вирусных инфекций небольшая вариация
задержек не должна оказывать существенного влияния на динамику (если
система не находится в малой окрестности точки бифуркации по данному
параметру), погрешности этих аппроксимаций не так существенны.

Умножим уравнение (18) на 𝜇𝑚𝐴. Полученное уравнение можно пре-
образовать к следующей полиномиальной проблеме:

(𝜇𝑚𝐴 − 𝜇𝑚𝐴−1𝐶1 − 𝜇𝑚𝐴−2𝐶2 − 𝜇𝑚𝐴−𝑚𝐶𝑚 − 𝐶𝑚𝐴
)̃︀𝑈 = 0,

где
𝐶1 = 2(1.5𝐼 − 𝛿𝐿0)

−1, 𝐶2 = −0.5(1.5𝐼 − 𝛿𝐿0)
−1,

𝐶𝑚 = (1.5𝐼 − 𝛿𝐿0)
−1𝛿𝐿𝜏 , 𝐶𝑚𝐴

= (1.5𝐼 − 𝛿𝐿0)
−1𝛿𝐿𝜏𝐴.

Дополним эту проблему тождествами 𝜇𝑗 ̃︀𝑈 = 𝜇𝑗 ̃︀𝑈 , 𝑗 = 0, . . . ,𝑚𝐴 − 1.
Полученную таким образом систему из 𝑚𝐴 уравнений можно записать в
виде:

𝜇 ̃︀𝑋 = 𝑀 ̃︀𝑋,

где

̃︀𝑋 =

⎛⎜⎝ ̃︀𝑋1
...̃︀𝑋𝑚𝐴

⎞⎟⎠ , 𝑀 =

⎛⎝ 𝑀11 · · · 𝑀1𝑚𝐴... ...
𝑀𝑚𝐴1 · · · 𝑀𝑚𝐴𝑚𝐴

⎞⎠ . (19)
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Здесь ̃︀𝑋𝑖 = 𝜇𝑚𝐴−𝑖 ̃︀𝑈 , а матрица 𝑀 является блочной, блочного порядка 𝑚𝐴

с блоками порядка 4. Все блоки этой матрицы нулевые, кроме поддиаго-
нальных блоков 𝑀𝑗+1,𝑗 = 𝐼 (𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝐴 − 1) и четырех блоков 𝑀11 = 𝐶1,
𝑀12 = 𝐶2, 𝑀1𝑚 = 𝐶𝑚 и 𝑀1𝑚𝐴

= 𝐶𝑚𝐴
, стоящих в первой блочной строке.

Таким образом мы свели приближенное решение нелинейной пробле-
мы собственных значений (17) к вычислению собственных значений мат-
рицы 𝑀 . Для вычисления этих собственных значений можно использовать
стандартный QR-алгоритм [23]. Приближенные собственные значения про-
блемы (17) выражаются через собственные значения матрицы 𝑀 следую-
щим образом: 𝜆 = ln(𝜇)/𝛿.

Для анализа устойчивости стационарного состояния необходимо най-
ти собственное значение проблемы (17) с максимальной вещественной ча-
стью. Описанный выше алгоритм позволяет найти приближенные собствен-
ные значения проблемы (17). Для повышения надежности мы будем отби-
рать из них определенное число ведущих (с максимальными вещественными
частями) и уточнять каждое из них методом последовательных линейных
проблем [24], который заключается в следующем итерационном процессе:

𝜆𝑗+1 = 𝜆𝑗 − 𝜈𝑗.

Здесь 𝑗 — номер итерации, а 𝜈𝑗 — минимальное по абсолютной величине
собственное значение линейного матричного пучка 𝜈𝐵(𝜆𝑗)− 𝐴(𝜆𝑗), где

𝐵(𝜆) =
𝑑𝐴

𝑑𝜆
(𝜆) = 𝐼 + 𝜏𝑒−𝜆𝜏𝐿𝜏 + 𝜏𝐴𝑒

−𝜆𝜏𝐴𝐿𝜏𝐴.

В заключение отметим, что порядок матрицы 𝑀 в (19) обратно про-
порционален величине 𝛿 и пропорционален числу уравнений рассматрива-
емой модели. Если он окажется слишком большим для того, чтобы можно
было за разумное время решить полную проблему собственных значений
с этой матрицей (более 104 для современного ноутбука), то можно огра-
ничиться решением частичной проблемы собственных значений, вычисляя
для надежности десятка полтора максимальных по абсолютной величине
собственных значений матрицы 𝑀 .

5. Демонстрация работы алгоритмов

Продемонстрируем работу алгоритмов вычисления стационарных состоя-
ний модели (1) и исследования их устойчивости при значениях парамет-
ров, заданных в таблице 5 из работы [5], за исключением параметра 𝑏𝑝 =
7.73·10−4, который будем варьировать в диапазоне от 10−5 до 10−3. Точность
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𝜌 вычисления стационарных состояний при фиксированных значениях па-
раметров выберем равной 10−14, а число узлов сетки 𝑁 по варьируемому
параметру — равным 100. Величину 𝛿 выберем равной 10−2, что приведет к
матрице 𝑀 порядка 2240.
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Рис. 2: Стационарные состояния (I — черным, II — красным, III — зеленым, IV — синим)
и их устойчивость (сплошная линия) и неустойчивость (пунктирная линия) как функции
параметра 𝑏𝑝.

В результате работы алгоритмов, описанных в разделах 3, было найде-
но четыре различных набора вида (14). Элементарные компоненты, постро-
енные по этим наборам, изображены в левой верхней части рис. 2. Сплошны-
ми линиями обозначены устойчивые стационарные состояния, пунктирными
— неустойчивые. Устойчивость для каждого набора исследовалась отдельно
при каждом 𝑠𝑘. Видно, что при 10−5 ≤ 𝑏𝑝 ≤ 𝑏*𝑝 ≈ 6.7 · 10−4 имеется четыре
стационарных состояния: c 𝑉 = 0, 𝑉 ≈ 102, 𝑉 ≈ 107 и 𝑉 = 𝑉 * ≈ 4.82 · 107,
которые в дальнейшем будем называть состояниями I, II, III и IV соответ-
ственно. В точке (𝑏*𝑝, 𝑉

*) с точностью до погрешности вычислений выпол-
няется равенство (8). Поэтому в интервале 𝑏*𝑝 < 𝑏𝑝 ≤ 10−3 остаются только
состояния I, II.
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Рис. 3 иллюстрирует изменение ведущих собственных значений в каж-
дом из стационарных состояний при варьировании параметра. На нем изоб-
ражены 15—16 ведущих (с наибольшими вещественными частями) собствен-
ных значений при 𝑏𝑝 = 10−5, 5.1 · 10−4 и 10−3 для стационарных состояний
I, II и при 𝑏𝑝 = 10−5, 3.5 · 10−4, 6.7 · 10−4 для стационарных состояний III,
IV. Маркеры «x», «+» и «o» обозначают собственные значения при первом,
втором и третьем значениях параметра. Видно, что в состоянии I имеется
лишь четыре различных собственных значения. Эти кратные собственные
значения не меняются при варьировании параметра. Действительная часть
самого правого из этих собственных значений больше нуля, и поэтому со-
стояние I не является асимптотически устойчивым при всех рассмотренных
значениях параметра.
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Рис. 3: Изменение ведущих собственных значений в состояниях I, II, III и IV при варьи-
ровании параметра.

В состоянии II четыре крайних правых собственных значения мало ме-
няются при варьировании параметра. Остальные собственные значения при
увеличении значения параметра смещаются влево. Действительная часть
крайнего правого собственного значения больше нуля, и поэтому состояние
II также не является асимптотически устойчивым при всех рассмотренных
значениях параметра.
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В состоянии III собственные значения в целом смещаются влево при
увеличении значения параметра, но при этом действительная часть край-
него правого собственного значения остается больше нуля, поэтому это ста-
ционарное состояние также не является асимптотически устойчивым.

В состоянии IV при увеличении значения параметра собственные зна-
чения сначала смещаются влево, а потом вправо. При начальном значении
параметра 𝑏𝑝 действительная часть крайнего правого собственного значения
меньше нуля. При увеличении значения параметра это собственное значе-
ние не меняется, но второе собственное значение смещается вправо, и при
𝑏𝑝 ≈ 6 · 10−4 оно становится крайним правым. Более того, при 𝑏𝑝 = 6.7 · 10−4

это собственное значение уже лежит в правой полуплоскости. Таким обра-
зом, состояние IV является устойчивым при всех рассмотренных значениях
параметра, кроме последнего. Отметим, что при последнем значении пара-
метра собственные значения в состояниях III, IV визуально совпадают, как
и сами эти состояния.

6. Анализ бистабильности

В разделе 5 был рассмотрен случай, когда только одно из четырех ста-
ционарных состояний является устойчивым, причем это состояние с самой
высокой вирусной нагрузкой. Для систем, описывающих динамику вирус-
ных инфекций, важным, с точки зрения реализации описанной в разделе 1
стратегии управления системой, является определение областей в простран-
стве параметров модели, где у системы есть как минимум два устойчивых
стационарных состояния.

Вычислив стационарные состояния при значениях параметров, задан-
ных в таблице 5 из работы [5], за исключением параметра 𝛽 = 3.35, который
мы варьировали в диапазоне от 10−3 до 5, и исследовав устойчивость этих
состояний, мы получили результат, изображенный на рис. 4. Из этого рисун-
ка видно, что у системы при указанных значениях параметров существует
четыре стационарных состояния c 𝑉 = 0, 𝑉 ≈ 1.3 · 102, 𝑉 ≈ 2.3 · 107 и
𝑉 ≈ 4.82 · 107, которые, как и раньше, будем нумеровать I, II, III и IV
соответственно. Также из этого рисунка видно, что состояние IV является
устойчивым при любом значении параметра в интервале варьирования, а
состояние II является устойчивым в интервале 10−3 ≤ 𝛽 < 𝛽* ≈ 1.718. То
есть при значениях параметров, заданных в таблице 5 из работы [5], и лю-
бом значении параметра 𝛽, удовлетворяющем неравенству 10−3 ≤ 𝛽 < 𝛽* у
системы есть два устойчивых стационарных состояния.
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Рис. 4: Стационарные состояния (I — черным, II — красным, III — зеленым, IV — синим)
и их устойчивость (сплошная линия) и неустойчивость (пунктирная линия) как функции
параметра 𝛽.

Поскольку бистабильность является важным свойством функциони-
рования физиологических систем с нормальной регуляцией, важно иссле-
довать возможность перевода системы, которая обладает свойством моно-
стабильности, в режим бистабильного функционирования. Одним из воз-
можных подходов является изменение параметров регуляторных процессов.
Разработанные методы позволяют осуществить поиск и реализацию подоб-
ных параметрических сдвигов. В качестве примера рассмотрим значения
параметров из области моностабильности (рис.2). Путем последовательно-
го уменьшения 𝛽 (как показано на рис. 5) система может быть переведе-
на в область параметров с бистабильным режимом функционирования. На
этом рисунке изображена переменная 𝑉 в стационарных состояниях с пара-
метрами, которые использовались для построения рис. 2, за исключением
параметра 𝛽, который варьировался.

Таким образом, выявлено важное свойство данной нелинейной моде-
ли, которое состоит в возможности управления моно- и бистабильностью
системы и в существовании монотонного режима перевода системы в пара-
метрическую подобласть с двумя устойчивыми положениями равновесия.
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При этом возможность трассировки возникающего второго устойчивого по-
ложения равновесия позволяет перейти к задаче определения необходимого
параметрического сдвига системы, который обеспечивал бы заданные целе-
вые характеристики нового стационарного состояния. В случае сценария,
изображенного на рис. 5, если речь идет о необходимости максимального
снижения вирусной нагрузки, результаты выполненного численного анали-
за показывают, что для этого необходимо рассматривать вариант сдвига в
пространстве параметров (с учетом возможных ограничений), изображен-
ный на рис. 5D.

0 5 10

10
-4

0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

0 5 10

10
-4

0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

0 5 10

10
-4

0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

0 5 10

10
-4

0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

A B

C D

Рис. 5: Переменная 𝑉 в стационарных состояниях при следующих значениях параметра
𝛽: 1.72 (A), 1.69 (B), 1.671 (C), 1.67 (D)

7. Заключение

В данной работе предложены численные алгоритмы поиска и анализа устой-
чивости стационарных состояний нелинейных математических моделей с за-
паздывающим аргументом. Данный класс моделей широко используется в
задачах математической иммунологии для исследования закономерностей
развития инфекционных заболеваний. На примере модели эксперименталь-
ной вирусной инфекции, вызванной ВЛХМ, описана технология исчерпыва-
ющего анализа стационарных состояний в фазовом пространстве системы с
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запаздыванием. Эта технология позволяет установить зависимость от пара-
метров модели наличия свойства моно- либо бистабильности, что является
критически важным с точки зрения понимания кинетических принципов
регуляции поведения системы и динамики соответствующей инфекции.

Показано, что в пространстве параметров модели могут существо-
вать области моностабильнотси и бистабильности. Путем параметрического
сдвига процессов в системе вирус-организм хозяина инфекция может быть
переведена из одного режима динамики в другой. Перевод системы в об-
ласть бистабильности позволяет решать задачу управления фенотипом за-
болевания путем оптимального возмущения неблагоприятного варианта ди-
намики. В случае, когда система не может быть переведена в бистабильный
параметрический режим с наличием благоприятного стационарного состоя-
ния, стратегия управления такой системой предполагает использование ме-
тодов построения продолжительных во времени управляющих воздействий
для стабилизации системы по обратной связи или в рамках программно-
го управления системой на основе принципа максимума Понтрягина, что
является существенно более сложной задачей.

Предложенная нами технология анализа бистабильности позволяет
— прояснить механизмы формирования различных режимов динами-

ки вирусных заболевания человека (ВИЧ, гепатит B) и животных (инфек-
ция вирусами ВЛХМ),

— идентифицировать новые потенциальные мишени на уровне иммуно-
физиологических процессов,

— осуществить разработку эффективных управляющих воздействий
на инфекционные заболевания в рамках фенотипически- или индивидуально-
ориентированных комбинированных методов терапии.

Эта технология реализована в среде MATLAB и является универсаль-
ной для моделей с запаздыванием, используемых в математической имму-
нологии, за исключением описанного в разделе 3.1 способа вычисления всех
стационарных состояний при фиксированных значениях параметров. На-
пример, в отличие от рассмотренной в данной работе более простой модели
ВЛХМ, для представленной в работах [2, 25] модели гепатита B вычисление
всех стационарных состояний при фиксированных значениях параметров
сводится к решению не одного скалярного уравнения относительно вирус-
ной нагрузки, а к решению системы из двух скалярных уравнений относи-
тельно двух из переменных модели и требует совместного использования
алгоритма из раздела 3.1 и алгоритма трассировки, описанного в разделе
3.2. Методы же трассировки стационарных состояний по параметрам моде-
ли и исследования их устойчивости никаких модификаций не требуют.
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