
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 134 за 2019 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

Шильков А.В.

Осреднение уравнения
переноса нейтронов по

энергии методом лебеговых
моментов

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:   Шильков А.В. Осреднение уравнения
переноса нейтронов по энергии методом лебеговых моментов // Препринты ИПМ
им. М.В.Келдыша. 2019. № 134. 44 с. http://doi.org/10.20948/prepr-2019-134 
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3976
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3976
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3976
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3976
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3976
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3976
http://doi.org/10.20948/prepr-2019-134
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2019-134


О р д е н а  Л е н и н а  

ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ 

имени М.В.Келдыша 

Р о с с и й с к о й  а к а д е м и и  н а у к  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

А.В. Шильков 

 

Осреднение уравнения переноса нейтронов 

по энергии 

методом лебеговых моментов 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Москва — 2019



Шильков А.В. 

Осреднение уравнения переноса нейтронов по энергии методом лебе-

говых моментов 

Разработан метод лебеговых моментов для моделирования эффектов об-

ращения резонансов, резонансной самоэкранировки, блок-эффекта в спектрах 

нейтронов протяженных неоднородных объектов – ядерных реакторов, защит 

от излучений, установок для исследования свойств вещества. Метод использует 

более точную процедуру осреднения по энергии нейтронов, чем осреднение в 

группы. Основные составляющие метода: выделение резонансной структуры 

нейтронных сечений с помощью разбиения шкалы энергий на ряд множеств – 

носителей резонансов; выполнение лебеговского осреднения сечений и тока 

нейтронов в пределах носителей; разложение тока нейтронов в ряд по базисным 

функциям, зависящим от величины нейтронных сечений. Для расчета коэффи-

циентов разложения (лебеговых моментов) могут применяться известные мето-

ды решения уравнения переноса нейтронов – Sn-метод, метод сферических 

гармоник, метод Монте-Карло. 

Ключевые слова: ядерные реакторы, нейтронная диагностика, спектр нейтро-

нов, резонансная самоэкранировка, уравнение переноса нейтронов 

Исследование выполнено при поддержке Российского фонда 

фундаментальных исследований, проект № 18-01-00857-а. 
 

Alexander  Victorovich  Shilkov 

Averaging of the neutron transport equation over energy by the Lebesgue 

moment method 

The method of Lebesgue moments for simulating the reversal of resonances, 

resonance self-shielding, and block effect in the neutron spectra of extended hetero-

geneous objects, such as nuclear reactors, radiation shielding, and installations for 

studying the properties of matter, is developed. The method uses a more accurate av-

eraging procedure over neutron energy than the group averaging. The main compo-

nents of the method are the refinement of the resonance structure of neutron cross 

sections by dividing the energy scale into a series of sets called carriers of resonanc-

es, Lebesgue averaging of cross sections and neutron flux within carriers, and the ex-

pansion of the neutron flux in a series in basis functions that depend on the magnitude 

of the neutron cross sections. The expansion coefficients (the so-called Lebesgue 

moments) can be calculated by any available method for solving the neutron transport 

equation (the Sn method, the spherical harmonics method, and the Monte Carlo 

method). 

Key words: nuclear reactors, neutron diagnostics, neutron spectrum, resonance self-

shielding, neutron transport equation 
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Обозначения величин 

A Атомный номер ядра; с. 10 

C Индекс компонента; с. 16 

c Реакции захвата нейтрона, приводящие к α,β,γ-распаду 

ядра без испускания мгновенных нейтронов; с. 10 

E Энергия нейтрона; [эВ]; с. 8 

( )kE m , 1,2,...k   Граничные точки лебегова множества ( , )g m ; с. 21 

el Процесс упругого рассеяния нейтрона; с. 10, 12 

( )F E  Безразмерный весовой спектр; с. 23 

f Реакции деления ядра; с. 10 

g Индекс носителя резонансов g ; с. 17 

ΩΩ  Косинус угла между направлениями полета частиц; с.8 

( )x  Функция Хевисайда; с. 15 

( )r E , ( )g m  Симметричный профиль резонанса, [1 эВ]; с. 12, 32 

i Индекс декартовых координат; с. 8 

in Реакции неупругого рассеяния нейтрона; с. 10 
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gK  Относительная ширина носителя резонансов; с. 17 

gL  Размерный параметр, имеющий порядок размера объ-

екта; с. 33 

  Постоянная спонтанного распада предшественников 

запаздывающих нейтронов в группе τ, [1 сек] ; с. 9 

( )m S  Мера лебегова множества, [эВ]; с. 21 

( , )AN tr  Концентрация нуклида A, 3[см ] ; с. 10 

( , )CN tr  Концентрация компонента C, 3[см ] ; с. 16 

,n m n  Реакции рассеяния ( 1m  ) и умножения ( 2,3m  ) 

нейтронов; с. 10 

( , , )E t r , ( )A E , ( )C E ; 

( , , )g m t r , , ( )C g m  

Кратность (число) предшественников запаздывающих 

нейтронов в группе «τ» на выходе реакций деления; 

с. 9, 10, 17, 26, 29 

( , , )x E t r , ( )x
A E , ( )x

C E ; 

( , , )x
g m t r , , ( )x

C g m  

Кратность (число) мгновенных нейтронов на выходе 

реакций «x»; с. 8, 10, 17, 26, 29 

( )nP  , 0,1,2,...n   Система многочленов, ортогональных на интервале 

1 1    ; с. 14, 32, 36 

( , )P t
r  Концентрация предшественников запаздывающих 

нейтронов, 3[см ] ; с. 9 

( , , , )x
gQ m tΩ r  Скорость прихода мгновенных нейтронов реакций «x» 

в лебегово множество ( , )E g m , 
3 1[см сек ] 

; 

с. 27, 35 

( )xq   Источник мгновенных нейтронов реакций «x», или 

скорость прихода мгновенных нейтронов реакций «x» 

в пучок нейтронов ( , , , )E t Ω r , 
1 3 1[эВ см сек ]  

; с. 8 

( )x
gq   Лебегов источник мгновенных нейтронов реакций «x», 

или скорость прихода мгновенных нейтронов реакций 

«x» в пучок нейтронов ( , , , )m t Ω r , 
1 3 1[эВ см сек ]  

; 

с. 27, 28, 35 



5 

( )extq  , 

( )ext
gq   

Источник сторонних нейтронов, 1 3 1[эВ см сек ]   ; 

с. 8, 29  

( , , , )rq E tΩ r , 

( , , , )r
gq m tΩ r  

Независимый источник нейтронов, 1 3 1[эВ см сек ]   ; 

с. 8, 29 

r Индекс резонанса; с. 12 

( )   Весовая функция системы многочленов, с. 32, 36 

( ) ( )tS E S E , ( )t
СS E ; 

( ) ( , )tS m S g m  

Среднее полное макроскопическое нейтронное сече-

ние, [1 см]; с. 18, 23 

0gS  и gS , 

0 ( ), ( )g gS S E S m S   

Минимум и максимум среднего полного сечения на 

носителе резонансов gE ; с. 21 

s Реакции, приводящие к появлению мгновенных 

нейтронов; с. 8, 10 

( , , )t E t r ; ( )t
A E  ( )t

C E ; 

( , , )t
g m t r , , ( )t

C g m  

Полное нейтронное сечение, 1[см ] , 2[см ] ; 

с. 8, 10, 12, 17, 26, 29 

( , , )x E t r ; ( )x
A E , ( )x

C E ; 

( , , )x
g m t r , , ( )x

C g m  

Сечение некоторой реакции или группы реакций «x», 
1[см ]

, 
2[см ] ; с. 8, 10, 12, 17, 26, 29 

( , )T tr  Температура вещества, [эВ] ; с. 15, 30 

t Время; с. 8 

0 t T   Характерный для задачи интервал времени; с. 16 

t Символ полного нейтронного сечения; с. 8, 10 

  Группа предшественников запаздывающих нейтронов;  

с. 8, 10 

u  Скорость движения вещества, [см/сек]; с. 9, 11 

v  Модуль скорости нейтрона, [см/сек]; с. 8 

( , , , )E t Ω r  Ток нейтронов, 
1 2 1[эВ см сек ]  

; с. 8 
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( , , , )ent E t Ω r  Ток сторонних нейтронов через внешнюю границу 

объекта, 1 2 1[эВ см сек ]   ; с. 9 

0 ( , , )
f

W E E t r , 

,0 ( )
f
Aw E E  ; 

,0 ( , , )
f

h gW m m t
  r , 

, ,0 ( )
f

C h gw m m
   

Спектр нейтронов деления, [1 эВ]; с. 14, 17, 28, 29 

( , , , )xW E E t  r , 

, ( , )x x
A Cw w E E  ; 

( , , , )x
h gW m m t   r , 

, ( , )x
C h gw m m    

Индикатриса испускания мгновенных нейтронов в ре-

акциях «x», [1 эВ]; с. 8, 10, 17, 28, 29 

x, y, z Реакция или группа реакций; с. 10 

( )r E , ( )g m  Антисимметричный профиль резонанса, [1 эВ]; 

с. 12, 32 

( , , )E t r , ( )A E , 

( , , )g m t r , , ( )C g m  

Спектр запаздывающих нейтронов, [1 эВ]; 

с. 8, 10, 29 

( ) ( , )n
g t Ω,r  Лебегов момент n-го порядка тока нейтронов, 

1 2 1[эВ см сек ]  
; с. 32 

( , , , )g m t Ω r  Лебегов ток нейтронов, 
1 2 1[эВ см сек ]  

; с. 23 

( , , , )ent
g m t Ω r  Лебегов ток сторонних нейтронов через внешнюю 

границу объекта, 
1 2 1[эВ см сек ]  

; с. 29 

Ω , 1Ω  Направление полета частицы; с. 8 

g  Носитель резонансов; с. 17 

( , ) gg m    Лебегово множество; с. 21 
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Введение 
Цель статьи состоит в изложении метода лебеговых моментов, 

предназначенного для моделирования полей нейтронов в неоднородных 

гетерогенных объектах, в том числе резонансной самоэкранировки тока 

нейтронов в глубине зон, содержащих однородный материал, и блок-эффекта – 

уменьшения самоэкранировки вблизи границ зон, содержащих разные 

материалы. Метод имеет три важные составляющие: 

(1) выделение резонансной структуры нейтронных сечений с помощью 

разбиения шкалы энергий 0 E    на носители резонансов – аналоги групп, 

которые могут состоять не из одного, а из серии более мелких интервалов; 

(2) лебеговское осреднение уравнения переноса нейтронов по энергии в 

пределах носителей резонансов; 

(3) разложение тока нейтронов по базисным функциям, зависящим от 

величины нейтронного сечения. 

Будет показано, что разбиение энергий нейтронов на носители резонансов 

позволяет приближенно разделить переменные E  и ( , )tr , от которых зависят 

нейтронные сечения и ток нейтронов. Лебегово осреднение монотонизирует 

сечения и ток с помощью замены энергии нейтронов на новую переменную – 

меру лебеговых множеств. Множества строятся независимо внутри носителей 

резонансов. Выигрыш от объединения энергетических точек в одну расчетную 

точку примерно равен числу резонансов на носителе и может достигать двух 

порядков. Разложение тока нейтронов по базисным функциям спектра задает 

оптимальную конечную сетку расчетных точек, описывающую эволюцию поля 

нейтронов в объекте с минимальной (в определенном смысле) ошибкой. Кроме 

того, разложение позволяет приближенно восстанавливать спектр нейтронов, 

утерянный в результате лебеговского осреднения. Название лебеговы моменты 

обозначает зависимость базисных функций разложения от величины полного 

сечения взаимодействия нейтронов с веществом. 

Процедура лебеговского осреднения (второй пункт выше) имеет 

дискретных родственников – метод суммы экспонент для аппроксимации 

функций пропускания [1], метод подгрупп [2]-[4], «probability table» метод [5], 

«multiband» метод [6], [7]. В отличие от перечисленных, в методе лебеговского 

осреднения [8]-[10] вначале выполняется процедура выделения носителей 

резонансов, а затем выполняется переход от интегрирования функций по 

Риману к интегрированию по Лебегу. Получаемое в результате осредненное 

уравнение переноса частиц зависит от непрерывной лебеговой переменной. Но 

еще более важно то, что уравнение является «сквозным» для объекта, в котором 

нейтронные сечения могут иметь разрывы в пространстве. Уравнение не требу-

ет постановки дополнительных граничных условий (в дополнение к условиям 

на внешних границах), описывающих переходы нейтронов между подгруппами 

материалов на границах раздела материалов в целях сохранения непрерывности 
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тока нейтронов через границы. Наличие подобных условий сильно снижает 

эффективность, например, метода подгрупп. Лебегово осреднение излагалось в 

предыдущих статьях автора [8]-[10] одновременно для переноса фотонов и 

нейтронов. Автор счел возможным привести в тексте вариант метода, который 

адаптирован к задачам переноса нейтронов и скорректирован для использова-

ния в методе моментов. Ряд вопросов, например осреднение 

дифференциальных сечений нейтронов, рассмотрен более подробно. 

Эффективность метода в задачах переноса фотонов подтверждена расчетами 

(см. [11], [12] и цит. статьи). Схематичное изложение метода лебеговых 

моментов для переноса фотонов и нейтронов дано в [13]. 

В задачах переноса фотонов дискретными и полудискретными 

родственниками метода лебеговского осреднения являются метод суммы 

экспонент [14]-[16], «k-distribution» метод [17]-[19], «correlated-k-distribution» 

метод [20]-[24]. Более полная библиография дана в [11]. Как и метод подгрупп, 

методы требуют постановки внутренних условий на границах, разделяющих 

различные материалы объекта. Для фотонов существуют и другие методы 

монотонизации сечений [25]-[28]. В [25] получено уравнение переноса для 

периодической зависимости сечений от частоты. В [26] и независимо в [27] 

предложена замена переменных, связывающая один из косинусов направления 

полета и сечение фотона. В результате коэффициенты осредненного уравнения 

становятся монотонными функциями новой переменной, а размерность задачи 

понижается на единицу. (Отметим, что замена схемы интегрирования функций 

по Риману на схему Лебега не меняет размерность задачи.) К сожалению, метод 

неприменим в задачах, где есть рассеяние частиц, и имеет ограничения по 

пространственной симметрии задачи. 

Основные уравнения. В работе обсуждается вопрос — как решать 

линейное уравнение Больцмана для тока нейтронов 

 
1
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Здесь ( , , , )E t Ω r  – ток нейтронов в единице объема-энергии-телесного угла в 

момент времени t ; Ω  ( 1Ω ) – направлении полета, v  – модуль скорости 

нейтрона; ( , , )t E t r  [1 см] – полное макроскопическое сечение взаимодействия 
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с веществом для нейтрона с энергией E  [эВ] ; ( )sq   – источник мгновенных 

нейтронов или скорость «мгновенного» появления нейтронов в пучке нейтро-

нов ( , , , )E t Ω r . Мгновенные нейтроны рождаются в реакциях «s» 

взаимодействия первичного нейтрона ( , , , )E t Ω r  с нуклидами вещества; 

( , , )s E t r  – полное макроскопическое сечение реакций «s», приводящих к по-

явлению мгновенных нейтронов, ( , , )s E t r  – кратность (число) мгновенных 

нейтронов на выходе реакций безотносительно их энергий и направлений 

полета; ( , , , )sW E E t  r  [1 эВ] – индикатриса реакций «s» (нормированное 

дифференциальное сечение), ΩΩ  ( 1 1    ) – косинус угла между 

направлениями полета первичного нейтрона и мгновенных нейтронов; ( )extq   

– источник сторонних нейтронов, включающий независимый (от  ) 

источник/сток нейтронов ( , , , )rq E tΩ r  и источник запаздывающих нейтронов 

4P     . Запаздывающие нейтроны испускают некоторые осколки 

деления, называемые предшественниками запаздывающих нейтронов;   – 

номер группы предшественников, ( , , )E t r  [1 эВ] – спектр запаздывающих 

нейтронов,   [1 сек]  – средняя постоянная спонтанного распада предше-

ственников группы τ. Изменения концентраций предшественников ( , )P t
r  

3[см ]  описываются системой транспортных уравнений 

 

4 0

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , )f
i

i

u P t d E t E t E t dE
t r


  



  
       

  
 r Ω r r Ω r , (2) 

где ( , , ) 1E t r  – кратность (число) предшественников в группе «τ» на выходе 

реакций деления, u  – скорость движения вещества. 

Ограничения. Уравнения (1)-(2) решаются совместно с начальными 

условиями и граничными условиями, накладываемыми на пучки нейтронов, 

движущиеся от внешней границы   вглубь объекта 0Ωn : 

0
0

( , , , ) ( , , , ) ( ) ( , , , )entE t E t G E t d  




        
  nΩ

nΩ

Ω r Ω r Ω Ω Ω r Ω , (3) 

где n  – вектор внешней нормали к границе, ( , , , )ent E t Ω r  – ток сторонних 

нейтронов, прошедших сквозь границу извне, ( , , , )G E tΩ Ω r  – эффективное 

сечение отражения нейтронов от границы. 

Суммирование сечений. Макросечение некоторой реакции или группы 
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реакций «x» будем обозначать заглавной буквой x , микросечение в расчете на 

один нуклид с атомным номером «A» – малой буквой x
A  2[см ] , ( , )AN tr  3[см ]  

– концентрация нуклидов. Полное сечение ( , , )t E t r  и сечения выхода продук-

тов реакций есть следующие суммы 

 ( , , ) ( , , ) ( , , )t c sE t E t E t  r r r , (4) 

 
,

( , , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ) ( )
yc c y

A A A A
A y y A

E t N t E E t N t E        r r r r , 

 
,

11 1
( , , ) ( , , ) ( , ) ( )

( )( , , ) ( , , )

s x x
A Axs x

x x A A

E t E t N t E
EE t E t

         
          

           
 r r r

r r
 

    
3 3

, ,

1 1

11 1 1
( , ) ( ) ( )

( )

ff n m n n m n
A A Aff

m A mA

N t E E
m mE

 

 

          
               

           
  r , 

 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( )
ff

A A AE t E t N t E E     r r r , 

где c , c
A  – сечения реакций захвата нейтрона, приводящих к гибели нейтрона 

в результате α,β,γ-распада составного ядра; s , s
A  – сечения реакций, приво-

дящих к испусканию мгновенных нейтронов; f , 
f
A  – сечения реакций 

деления ядра; ,1n n el in     и ,1n n el in
A AA

     ( 1m  ) – сечения упругого 

(el) и неупругого (in) рассеяния нейтронов; ,n m n , ,n m n
A

  ( 2,3m  ) – сечения 

реакций умножения нейтронов; ( , , )x E t r , ( )x
A E  – кратности мгновенных 

нейтронов на выходе реакций , , ,...x s f m n  ; ( , , )E t r , ( )A E  – кратности 

предшественников запаздывающих нейтронов в группе τ на выходе реакций 

деления x f . Аналогично суммируются дифференциальные сечения 

 ( , , ) ( , , ) ( , , , )s s sE t E t W E E t      r r r  (5) 

 
,

( , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , ) ( ) ( , ) ...x x x x x x
A A A A

x x A

E t E t W E E t N t E w E E               r r r r , 
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 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
ff

A A AA
A

E t E t E t N t E E E        r r r r . 

Здесь ( , , , )xW E E t  r , ( , )x
Aw E E   ( ΩΩ ) – индикатрисы группы 

реакций x; ( , , )E t r , ( )A E  – спектры запаздывающих нейтронов. Все 

индикатрисы и спектры нормированы на единицу 

 

1 1

0 1 0 1

( , , , ) ( , ) 1x x
AdE W E E t d dE w E E d

 

 

           r , (6) 

 ( , , ) ( ) 1AE t dE E dE     r . 

Концентрации нуклидов. Если нам требуется рассматривать изменения 

концентраций нуклидов ( , )AN tr  в пространстве-времени, то (1)-(3) 

дополняются связанной системой уравнений ядерных реакций 

    
,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )z z z
i A A A B A B A B A B

i z B

u R t N t S t N t
t r

  

  
             

r r r r , (7) 

 
,

z
A A B

z B

   ,            
,

( , ) ( , )z
A A B

z B

R t R tr r , 

 

4 0

1( , )
( ) ( , , , )

( )( , )

z
B A z

B Azz
B AB A

R t
d E E t dE

ES t








      
     

     
 

r
Ω Ω r

r
. 

Здесь z
B A  – постоянная спонтанного распада нуклида B с образованием 

нуклида A в реакции «z»; ( )z
B A E  – сечение соответствующей вынужденной 

реакции; z
B A  и ( )z

B A E  – кратности нуклидов A на выходе реакций, u  – 

скорость движения вещества. 

Зависимость сечений ( )x
A E , , , , , ,...x t s f m n el   от энергии содержит 

множество резонансов, возникающих при совпадении энергии нейтрона с 

разностью энергий квантовых состояний составного ядра. Вблизи резонансов 

сечения резко возрастают по величине, порой на несколько порядков. Область 

резонансов для тяжелых ядер простирается от энергий ~ 0.5эВ  до энергий 

3~1КэВ 10 эВ , а для легких и средних ядер до энергий 6~1МэВ 10 эВ . Число 

резонансов каждого ядра обычно велико, а резонансы узки. В тяжелых ядрах 
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ширины узких резонансов имеют порядок ~1эВ , в средних и легких ядрах – 

~1КэВ. Для средних ядер кроме узких резонансов иногда наблюдаются 

средние резонансы с ширинами ~10 100КэВ  и гигантские резонансы с 

ширинами до 1МэВ. С увеличением энергии расстояние между резонансами 

уменьшается и сравнивается с их шириной вблизи верхней границы области. 

Этот участок называется областью неразрешенных резонансов. Рис. 1 

демонстрирует различие в положении области резонансов для некоторых ядер. 

Измерение параметров резонансов составляет предмет множества исследо-

ваний. Результаты оцениваются (см., например, [29]-[31]) и публикуются в 

библиотеках ядерных данных [32]. Наиболее полные библиотеки: ENDF (Evalu-

ated Nuclear Data Files) [33], РОСФОНД (РОСсийская библиотека Файлов 

Оцененных Нейтронных Данных) [34], JEF (Joined European Files) [35], JENDL 

(Japanies Evaluated Nuclear Data Library) [36]. Пояснение данных, формул и 

компьютерных программ, выполняющих реконструкцию сечений, можно найти 

в описаниях библиотек и в [31], [37]-[39]. 

Представление (формулы) сечений через экспериментально определяемые 

параметры резонансов дает теория ядерных реакций при низких энергиях 
2E mc . Теория достаточно полно освещена в учебниках и монографиях. Для 

представления сечений применяются формулы Брейта–Вигнера, Рича–Мура, 

Адлер–Адлера. Приведем формулы полного сечения t
A , сечения упругого рас-

сеяния el
A  и сечений неупругих реакций x

A  ( ,x t el ) в одноуровневом 

приближении Брейта–Вигнера 

2 2

,

( )cos2 ( )sin 2( ) ( )
4

( ) , ,0( )

t p
r l r lA el

lJ lJ r xx
r l J r r rA

E EE E
n g

E x t elE

              
         

            
 , (8) 

 ( ) ( ) ( )el t x
A A A

x el

E E E


     ,        
2 2

,

( ) 4 sinp
lJ lJ l

l J

E n g    , 

2 2

( ) 1

( ) [ ]

r r

r rr r

E

E E EE E

    
   

      
,     

( ) 1

( ) 0

r

r

E
dE

E

   
   

   
 ,       el x

r r r

x el

     . 

Здесь r  – номер резонанса, квантовое число l  – угловой момент налетающего 

нейтрона, J  – полный спин составного ядра; ( )p E  – сечение потенциального 

рассеяния, ( )r E  и ( )r E  – симметричный и антисимметричный профили 

резонанса; 2 E   ( [ 1]m A A   ) – длина волны де-Бройля, ( )lJn E  – 

вероятность реализации канала столкновения ( , )l J , lJg  – спиновой 
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статистический вес. Фазовый сдвиг ( )l E  и полуширины резонанса ( )r E , 

( )el
r E , ( )x

r E  зависят от энергии нейтрона E , канала столкновения и свойств 

ядра. При приближении к резонансной энергии rE E  симметричный профиль 

резонанса ( )r E  меняется быстрее остальных функций. 
 

 

Рис. 1. Полное сечение взаимодействия нейтрона с ядром (в барн, 24 210 см ) 

для ряда элементов. Рисунок заимствован из статьи [29]. 
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Зависимость дифференциальных сечений. Анализ сечений и верифика-

ция экспериментальных данных выполняются с помощью разложений индика-

трис реакций в ряд Фурье по ортогональным на отрезке 1 1    многочленам 

Лежандра ( )nP   ( 0,1,...n  ), где ΩΩ  – косинус угла реакции 

 ,

0

2 1
( , ) ( ) ( )

2

N
x x
A n A n

n

n
w E E P w E E




     ,           ΩΩ , (9) 

 

1

,

1

( ) ( ) ( , )x x
A n n Aw E E P w E E d



       ,         , 0

0

( )x
A n nw E E dE



    , 

 0( ) 1P   ,  1( )P  ,  
2

2

3 1
( )

2
P

 
  ,…       

1

1

2
( ) ( )

2 1
n m mnP P d

n


    
 , 

,
x
A nw  – коэффициенты разложения. 

Индикатриса реакций деления нуклидов тория, урана и трансурановых 

элементов ( , )
f
Aw E E   ( x f ) слабо зависит от  и энергии первичного 

нейтрона E  и имеет сильную зависимость от энергии мгновенных нейтронов 

E . Коэффициент разложения нулевого порядка ,0 ( )
f
Aw E E   называется спек-

тром мгновенных нейтронов деления. Нейтроны рождаются с энергиями 

0.5 10МэВE  , которые лежат значительно выше области резонансов. 

Средняя энергия спектра нейтронов деления 235U равна 2МэВE  . Все 

спектры нормированы на единицу 

   
,0

0

( , ) ( ) ( )
( , , )

( , ) ( )

f f
A A Af

f
A A

N t E w E E
W E E t

N t E

  
 







r
r

r
,      0

0

( ) 1
f

W E E dE



   . 

Индикатриса упругого рассеяния нейтронов ( , )el
Aw E E   ( x el ) – это 

функция с ограниченным носителем. Она сильно зависит от разности энергий 

E E  . Зависимость от ΩΩ  существенна только при рассеянии на легких 

ядрах. Оценочную формулу можно получить из законов сохранения энергии-

импульса в предположении изотропии рассеяния в системе центра масс 

нейтрона и ядра (см., [40, с.262]). При переходе в систему наблюдателя 

возникает жесткая зависимость между потерей энергии нейтроном и углом 

рассеяния e
A  в системе наблюдателя, выражаемая δ-функцией 
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(1 | |)

( , ) ( )el el
A A

A

w E E
E

  
    


,              [ ]10 эвE T t , (10) 

 
1, 0

( )
0, 0

x
x

x

 
   

 
,    

2

4

[ 1]
A

A

A
 


,      

1 2 1 2
1 1

( , )
2 2

el
A

A E A E
E E

E E

    
        

, 

 ,

( )
( ) ( ) ( )

el
el n A
A n A

A

P
w E E E E E E E

E


         


,          ( )A AE E    . 

( )A E  – ширина носителя индикатрисы (ступеньки замедления). 

Зависимость сечений от координат. Микросечения ( )x
A E  

( , , , , , ,...x t s c f m n el  ) зависят от координат ( , )tr  через температуру вещества 

( , )T tr . Эта зависимость в списке аргументов не указана. Тепловое движение 

атомов и молекул приводит к уширению узких резонансов. Соответственно, в 

формулах (8) (и аналогичных) выполняется свертка профилей резонансов 

( )r E , ( )r E  с быстроспадающим распределением Гаусса. Если температура 

не превышает 10эВ , то искажения затрагивают ядра узких резонансов в 

пределах доплеровской ширины, оставляя неизменными крылья. Зависимость 

от температуры «почти всюду» является слабой. 

В отличие от микросечений, макроскопические сечения ( , , )x E t r  

( , , , , , ,...x t s c f m n el  ) могут сильно зависеть от координат ( , )tr . Объект, в 

котором движутся нейтроны, обычно состоит из пространственных зон, 

заполненных материалами, имеющими разный состав нуклидов. Концентрации 

нуклидов ( , )AN tr  могут испытывать разрыв на границах между зонами, 

например обращаться в ноль. Также концентрации нуклидов могут меняться в 

пространстве-времени в пределах одного материала. Например, в топливных 

элементах ядерного реактора со временем происходит неоднородное выгорание 

235U вследствие эффекта самоэкранировки. 

Обращение резонансов. Рассмотрим гетерогенный объект. Пусть на 

границах между зонами ток нейтронов ( , , , )E t Ω r  меняется с изменением E 

сравнительно медленно. В глубине зоны, заполненной однородным 

материалом, решение уравнения (1) асимптотически стремится к стационарной 

точке уравнения – режиму, в котором выполняется баланс между скоростью 

ухода и скоростью прихода нейтронов в пучок:  

 0 0( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ~ ( ) ( , , )t tE t E t q E t F E E t     Ω r r r r . (11) 

Скорость прихода нейтронов 0( )q   относительно медленно меняется по 
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энергии E  в сравнении с функцией большой и резкой вариации ( )t E . 

Поэтому в глубине зоны ток нейтронов ( , , , )E t Ω r  изрезан глубокими 

провалами – «обращенными резонансами» вблизи резонансных энергий rE E . 

Провалы приводят к снижению скоростей реакций ( ) ( )x E E dE  , в том числе 

реакций деления. Эффект называется резонансной самоэкранировкой поля 

нейтронов. Схожий эффект – «выедание» спектра в резонансах, наблюдается 

при распространении излучения граничного источника вглубь объекта. 

Характер зависимостей индикатрисы деления и индикатрисы упругого 

рассеяния (10) от энергии нейтронов E позволяет оценить E-зависимость 

функционала 0( ) ~ ( )q F E  (см. [40, с.277]). Синтетический спектр ( )F E  в 

первом приближении («узких» резонансов, приближении Вигнера) есть 

некоторая сшивка спектра нейтронов деления, спектра Ферми ~1 E  и спектра 

области термализации нейтронов. В задачах расчета защиты и нейтронной 

диагностики спектр нейтронов деления заменяется спектром граничного 

источника ent , если объект не содержит делящихся нуклидов. «Широкие» 

резонансы с шириной, превышающей ширину носителя индикатрисы рассеяния 

(см. (10)), могут вносить мелкомасштабные возмущения в синтетический 

спектр ( )F E . Возмущения можно найти аналитически или с помощью 

вспомогательного численного расчета. В комплексе программ NJOY [37], [38] 

расчет выполняется программой Flux calculator. 

Асимптотический спектр 0  применяется для подготовки групповых 

констант [7], [37]-[41] методом Бондаренко [42]. Константы используются в 

расчетах переноса нейтронов в многогрупповом приближении [43]-[46]. 

1. Разделение переменных. Носители резонансов 
Вне области резонансов, где нейтронные сечения – медленно меняющиеся 

функции энергии, будем пользоваться групповым осреднением сечений и мно-

гогрупповым описанием переноса нейтронов. В области резонансов будем 

выполнять более точное осреднение. Уменьшим размерность задачи, объединив 

нуклиды в несколько компонентов. 

Компонентом «С » будем называть совокупность нуклидов, концентрации 

которых меняются подобно друг другу в пределах объекта 

 
( , )

const
( , )

A

C

N t

N t


r

r
,   ( , ) ( , )C A

A C

N t N t


 r r ,        ( )V tr ,  0 t T  . (12) 

Здесь CN  – концентрация компонента, ( )V t  – объем объекта, 0 t T   – 

характерный для задачи интервал времени. Если в некоторых зонах объекта 

концентрации нуклидов удовлетворяют (12), а в остальных зонах концентрации 
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близки к нулю, то нуклиды составляют компонент. В компоненты 

объединяются нуклиды, не участвующие в ядерных превращениях. Это легкие 

нуклиды замедлителей нейтронов, нуклиды конструкционных материалов 

(бетон, сталь,…). Также, в компоненты объединяются осколки деления и 

трансурановые нуклиды, возникающие в цепочках ядерных реакций в 

«подобных» пропорциях от нулевой или малой концентрации. Основные 

делящиеся нуклиды 233U, 235U, 238U, 239Pu и 232Th рассматриваются как 

отдельные компоненты, если их нельзя отнести к одной из групп (12). 

Нейтронные макросечения в разрезе компонентов имеют вид (4), (5) с заменой 

индекса нуклида «A» на индекс компонента «C» и заменой микросечений 

1, ( ) 1, ( )( , )
( ) ( )

( , )( , ) ( ) ( , ) ( )

x x
C Ax xA

C Ax x x x
CA CC C A A

E EN t
E E

N tw E E E w E E E

        
      

             


r

r
, (13) 

 
( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( , )

f fA
C C A AC A

CA C

N t
E E E E E E

N t

   



      
r

r
. 

Полное макросечение x t  можно записать в виде сумм 

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( , , )t t t t t
C C C C CE t E t M E t N t E M E t     r r r r r , (14) 

 ( , , ) ( , , ) ( , ) ( )t t t
C D A A

D C A C

M E t E t N t E
 

    r r r ,       1 2, ,...C C C  

где ( , , )t
C E t r  есть макросечение компонента «C», ( , , )t

CM E tr  – сечение 

разбавления компонента. 

Носители резонансов. Утверждение 1. Область резонансов можно 

разбить на ряд множеств { , 1,2,..., }g p pE E E p P      , 1 g gg  , называе-

мых носителями резонансов. Носитель резонансов в общем случае состоит из 

нескольких интервалов. Относительная ширина носителя не превышает задан-

ного числа gK  

 1 12[ ] [ ]P P gE E E E K      ,                       1 g gg  . (15) 

(Если (15) не выполнено, то носитель резонансов всегда можно поделить на 

более компактные носители.) В пределах носителя резонансов полное 

макросечение допускает приближенное разделение переменных E  и ( , )tr , 

которое справедливо во всех точках объекта 
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 ( , , ) ( , ) ( ) ( , , )t
g g gE t a t s E b E t  r r r ,       gE , ( )V tr , 0 t T  , (16) 

где , , 0g g ga b s   – неотрицательные функции, ( , , )gb E tr  есть ограниченная 

функция малой вариации по энергии нейтронов E  

 
22[ ( , , ) ( , )] ( , ) ( , )

g g

g g g g gb E t b t dE a t s b t dE

 

    r r r r , (17) 

 ( , ) ( , , )

g g

g gb t b E t dE dE

 

  r r ,         ( )

g g

g gs s E dE dE

 

   . 

Если функция не зависит от энергии ( , , ) ( , )g gb E t b tr r , то имеет место точное 

разделение переменных E  и ( , )tr  на носителе резонансов. 

Существование разбиений со свойствами (16), (17) следует из (14) и 

наличия резонансов. В носитель резонансов ( )g С  компонента C  включаются 

интервалы энергий E , лежащие вблизи сильных резонансов компонента C  и 

не содержащие резонансов других компонентов. Тогда ( )g С  содержит 

резонансы компонента С  и фоновое сечение (крылья резонансов) всех 

остальных компонентов. Формула (16) совпадает с (14) при ( , )g Ca N t r , 

( )t
g Cs E  , ( , , )t

g Cb M E t r , где gb  имеет малые вариации на ( )g С  в любой 

точке объекта ( , )tr  вне зависимости от того, содержит материал компонент C : 

( , ) 0CN t r  или не содержит ( , ) 0CN t r . 

Замечание. Предположение о разделении переменных E  и ( , )tr  во всем 

спектре энергий частиц ( , , ) ( , ) ( )t
g gE t a t s E r r  (0 E   ) в теории переноса 

фотонов называется моделью Милна–Эддингтона. 

Средние сечения. В дальнейшем тексте термином «среднее» сечение мы 

будем называть полное макроскопическое сечение x t , осредненное по 

объему объекта и характерному интервалу времени, если не оговорено иное. 

Среднее полное макросечение ( )tS E  [1 см]  есть сумма средних полных 

макросечений компонентов ( )t
СS E . Средние зависят только от энергии 

нейтрона E  

 

0 ( )

1
( ) ( , ) ( , , ) ( )

( )

T
t t t t

C

CV t

dt
S E K t E t d S E

T V t
       r r r , (18) 
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0 ( )

1
( ) ( , ) ( , ) ( )

( )

T
t t
С C С

V t

dt
S E K t N t E d

T V t
   r r r ,     

0 ( )

1
( , ) 1

( )

T

V t

dt
K t d

T V t
  r r . 

( , )K tr  – весовая функция, выделяющая сечения в областях объекта, если того 

требует специфика задачи. В неспецифичном случае ( , ) 1K t r . 

Алгоритм разбиения области резонансов на носители использует средние 

сечения (18).  

А) Интервал энергий E  включается в носитель резонансов ( )g С , в 

который собираются резонансы компонента С , если на интервале среднее 

макросечение компонента больше среднего макросечения любого другого 

резонансного компонента ( ) ( )t t
С DS E S E , D C  (Рис. 2).  

Б) Если на интервале E  преобладает среднее макросечение компонента, 

не имеющего резонансов, например – замедлителя нейтронов, то интервал E  

включается в ближайший носитель. Компоненты, представленные в объекте в 

малых концентрациях, могут не получить носителей своих резонансов.  

В) Если какой-либо носитель содержит «широкие» резонансы, ширина 

которых превышает ширину индикатрисы рассеяния ( )E  (см. (10)), то он 

разбивается на два: носитель левых крыльев резонансов, состоящий из 

интервалов роста сечения ( )tS E , и носитель правых крыльев резонансов, 

состоящий из интервалов уменьшения сечения. Это позволит учесть 

асимметрию спектра замедляющихся нейтронов, возникающую в крыльях 

широких резонансов. 

Пример. Если объект состоит из зон, заполненных компонентом-

замедлителем, не имеющим резонансов, и резонансным компонентом, имею-

щим «узкие» резонансы, то в соответствие с алгоритмом область резонансов 

будет поделена на обычные группы 1{ }g g gE E E    . Число групп gg I  

зависит от выбора числа gK  в (15). Если объект состоит из зон, заполненных 

замедлителем и резонансными компонентами С  и D , то область резонансов 

разбивается на носители резонансов компонента С  и компонента D  (Рис. 2). 

Общее число носителей gg  не превысит 2I . 

Утверждение 2. На носителе резонансов локальное макросечение любой 

группы реакций «x» в точке ( , )tr  связано со средним по объекту полным 

макросечением ( )tS E  зависимостью, близкой к линейной 

 ( , , ) ( , ) ( ) ( , , )x x t x
g gE t A t S E B E t  r r r ,     gE , ( )V tr , 0 t T  , (19) 

где ( , , )x
gB E tr  есть функция малой вариации по аргументу E  в любой точке 
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объекта. Если в некоторых зонах объекта функция ( , )x
gA tr  равна нулю, то 

макросечение определяется только функцией x
gB . 

Для доказательства утверждения в случае x t  осредним (16) по объекту, 

выразим ( )gs E  через ( )tS E  и подставим в (16). Мы получим (19) с коэффици-

ентами ( , ) ( , )t
g g gA t a t a  r r , ( , , ) ( , , ) ( , )t t

g g g gB E t b E t A t b   r r r . Из формул 

Брейта–Вигнера (8) следует, что микросечение группы реакций «x» и полное 

микросечение связаны зависимостью, близкой к линейной 

( ) ( )x x t x
A A A AE d E e    . Здесь ~x x

Ad    и x
Ae  есть медленно меняющиеся 

функции энергии нейтрона в сравнении с ( )t
A E . Поэтому (19) 

распространяется на любую группу реакций «x». Далее индекс «t» для среднего 

полного макросечения иногда будем опускать: ( ) ( )tS E S E . 

Утверждение 3. В формировании поля нейтронов участвуют все 

материалы и геометрические зоны объекта. На носителе резонансов в любой 

точке объекта ( , )tr  ток нейтронов можно представить в виде функции 

 ( , , , ) ( ) ( ( ), , , ) ( , , , )g gE t F E Z S E t E t      Ω r Ω r Ω r ,     gE ,  (20) 

где ( )g E  и ( )F E  – функции малой вариации по E, ( )F E  – характерный для 

задачи синтетический спектр (см. (11)), 0gZ   есть сложная функция, 

зависящая от энергии нейтронов через среднее по объекту сечение ( )S E . 

Ограничимся рассмотрением стационарной задачи без отражения частиц 

от внешних границ. В более общем случае доказательство проводится 

аналогично. Запишем решение уравнения переноса (1) вдоль характеристики 

оператора переноса в пределах зоны объекта, содержащей однородный 

материал 
 

    ( , ) ( )exp ( , ) ( , )exp ( , )

in in

l l l
t t

in

l l l

E l q E l dl dl E l E l dl



  
               
     

    (21) 

     
( )

1 exp ( , ) ( , )exp ( , )
( , )

in in

l l
t t

int
l l

q
E l dl E l E l dl

E l

    
               

    
    

  . 

Здесь l  и inl  – характеристические координаты точки наблюдения r  и точки 

входа характеристики в зону [ ]in inl l  r r Ω , ( , )inE l  – ток нейтронов на 

границе зоны. Приближенная оценка тока нейтронов справедлива, т.к. в 
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пределах зоны сечение ( , )t E l  меняется непрерывно. Формула (21) дает 

скорость выхода решения на асимптотику стационарного режима (11), который 

устанавливается в глубине зоны бесконечной протяженности. Скорость зависит 

от величины сечения ( , )t E l  при разных энергиях нейтронов. Подставим в (21) 

представление сечения на носителе резонансов в виде (19). Тогда (21) 

приводится к (20), если к (20) приводится ток нейтронов на границе зоны 

( , )inE l . Будем двигаться вдоль характеристики от точки входа в объект, где 

это так. Последовательно вычисляя функции ( , )inE l  в точках пересечения 

границ между зонами объекта, мы всякий раз имеем возможность приводить 

решение (21) к виду (20). 

2. Лебегово осреднение 
В разделе изложено осреднение сечений и тока нейтронов по системе 

лебеговых множеств. Множества строятся независимо в каждом отдельно взя-

том носителе резонансов. От читателя не требуется знаний теории меры и 

интеграла Лебега. Мы воспользуемся лишь формальной конструкцией интегра-

ла, которая подходит для осреднения резонансных сечений. Все функции огра-

ничены, интегрируемы по Риману и по Лебегу, и оба интеграла равны. 
 

 

 

 
Рис. 2. Разбиение спектра на 

носители резонансов 

компонентов C и D. 

 Рис. 3. Фрагмент носителя резонансов g 

состоит из двух интервалов. 

Лебегово множество ( ( ))S m  при 

заданном уровне ( )S m  состоит из 

четырех интервалов. 

Система вложенных множеств. Построим внутри носителя g систему 

множеств (см. Рис. 3), включив в множество ( , )g S  такие энергии E , при 

которых среднее по объекту сечение не превышает уровня S , ( )S E S . 

 ( )kE S
 

 

 ( )kE S  

 
 ( ( ))S m  

 g  

 ( )S E  

 ( )S S m  

 

 ( )g С  

 C   
 D   

 E  

 ( )h D   ( )g С   ( )h D  
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Множество состоит из серии интервалов ( ) ( )k kE S E E S   , 1,2,...k   Левые и 

правые границы интервалов ( )kE S  – это точки с одинаковым средним 

сечением ( )kS S E  или границы носителя резонансов. При увеличении уровня 

S  левые границы могут смещаться только влево, правые границы – только 

вправо. Поэтому имеет место вложение множеств: 0( ) ( ) ( )g gS S S     , 

0g gS S S  , где 0gS  – уровень, при котором множество пусто 0( )gS  , gS  

– уровень, при котором множество совпадает с носителем резонансов g . 

Введем важную для дальнейших построений величину – меру ( )m S  [эВ]  

множества ( , )g S , определяемую с помощью интеграла 

 

( )

( , ) ( )

( ) ( ) ( )
k

k

E S

kg S E S

m S F E dE F E dE





   ,          
0

0 ( ) ,

,

g

g g

m S m

S S S

 

 
 (22) 

 0( ) 0gm S  ,               ( ) ( )

g

g gm m S F E dE



   , 

где ( )F E  – безразмерный весовой спектр, пропорциональный, например, син-

тетическому спектру Вигнера (см. (11)). Если спектр указать затруднительно, то 

полагаем 1F  . Спектр можно уточнять при решении типовых задач. Мера 

меняется от нуля до интеграла от весового спектра по носителю резонансов. В 

случае 1F   мера равна сумме длин интервалов, на которых ( )S E S . 

Замечание. Лебегово осреднение можно выполнять с опорными 

функциями ( , , )S E tr , ( , , )F E tr , зависящими от энергии частиц и координат [8]-

[11]. В задачах переноса нейтронов достаточно рассматривать случай ( )S S E , 

( )F F E . 

Так как мера есть неубывающая функция уровня S, то существует 

неубывающая обратная функция, задающая зависимость уровня от меры 

( )S S m  ( 0 ( )g gS S m S  ). Параметризуем систему множеств ( , )g S  через их 

меру m, выполнив с помощью обратной функции замену переменных 

( , ( )) ( , )g S m g m  . При 0m   лебегово множество пусто (0)  . При 

gm m  множество ( )gm  плотно заполняет носитель резонансов g . Часть 

граничных точек множества ( ( )) ( )k kE S m E m  , 1,2,...k  , – это точки с 

одинаковым средним сечением ( ) ( )kS E S m  . В них 0kE m   , 0kE m   . 

Остальные точки это границы носителя резонансов. В них 0kE m   . 

Дифференцируя (22) по мере m при условии, что она выбрана в качестве 

независимой переменной, получим тождество, выражающее взаимосвязь 
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производных прямой и обратной функций 

 

( )

( )

( ) ( ) 1
k

k

E m

k
k

k kE m

Em
F E dE F E

m m m









   
      

  , (23) 

где: ( ) ( ) ( )k k k
k k k

E E E
F E F E F E

m m m

  
 



   
     

,             0kE

m





,  0kE

m





. 

Суммирование выполняется по граничным точкам kE  с одинаковым средним 

сечением ( ) ( )kS E S m  . Границы носителя резонансов из суммы выпадают, т.к. 

в них 0kE m   . Все слагаемые суммы неотрицательны. 

Лебегов ток нейтронов. Пусть ( , , , )gT m tΩ r  
2 1[см сек ] 

 есть 

кумулятивное (нарастающим итогом) распределение нейтронов на системе 

вложенных множеств, построенной внутри носителя резонансов g: 

 

( )

( , ) ( )

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
k

k

E m

g

kg m E m

T m t E t dE E t dE





    Ω r Ω r Ω r . (24) 

При 0m   распределение равно нулю, при gm m  оно равно интегралу от тока 

нейтронов ( )E  по носителю резонансов g. Лебеговым током нейтронов 

( , , , )g m t Ω r  
1 2 1[эВ см сек ]  

 будем называть плотность распределения 

       

( )

( )

( , , , ) ( , , , ) ( )
k

k

E m
g k

g k

k kE m

T E
m t E t dE E

m m m









   
          

 Ω r Ω r  (25) 

    
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

k k k k k
k k

kk kk k

E E E E E
F E F E

F E m mF E F E

  

 


      
             
  . 

Последнее равенство получено с учетом тождества (23). Как видим, лебегов ток 

( , , , )g m t Ω r  есть среднее отношение тока нейтронов ( , , , )E t Ω r  к весовому 

спектру ( )F E , вычисляемое по совокупности граничных точек лебегова 

множества ( )k kE E m  , 1,2,..k  , в которых среднее макросечение принимает 

одно и то же значение ( ) ( )kS E S m  . Определение корректно, поскольку все 



24 

слагаемые суммы неотрицательны. Зависимость лебегова тока ( )g m  от меры 

m соответствует зависимости тока нейтронов ( )E  от энергии E. 

Суммирование по точкам ( )kE m  с весом | |kE m   не уменьшает число 

независимых аргументов функций. 

Пример. Пусть лебегов ток не зависит от m: 

 

0 0

( , , , ) ( , , , ) ( , , )

m m
g

g g g

T
T m t dm m t dm t m

m


     

 Ω r Ω r Ω r . 

Полагая gm m , мы найдем: ( , , ) ( , , , )g g g gt T m t m Ω r Ω r . Т.е. лебегов ток 

равен отношению интеграла от тока нейтронов на носителе резонансов g  к 

соответствующему интегралу от весового спектра. 

Вычисление интегралов. Важным прикладным свойством интеграла 

Лебега является возможность экономно вычислять интегралы от 

немонотонных, резонансных функций многих переменных 

 

( , )

( , , , ) ( , , ) ( , , , )

g m

I m t Y E t E t dE



 Ω r r Ω r ,         0 gm m  , (26) 

где ( , , ) ( ( ), , )Y E t X S E tr r  есть некоторая заданная сложная функция, 

зависящая от энергии E  через относительно «хорошую» функцию ( )X S  и 

сильно немонотонную функцию ( )S E ;   – ток нейтронов. При gm m  

интегрирование выполняется по носителю резонансов g. Численный расчет 

интегралов (26) по Риману в точках пространства E t  Ω r  приводит к 

большому объему вычислений на подробной неравномерной сетке. Точность 

вычислений зависит от искусства подбора сетки. С другой стороны, если на 

основе функции ( )S E  построить систему лебеговых множеств, то интегралы 

можно представить в виде: 

 

0 ( , ) 0

( ) ( ) ( ( )) ( )

m m
k

k k

kg m

E
I Y E E dE dm X S E E dm

m m





    
          
 

    (27) 

       

0 0

( ( )) ( ) ( ( ), , ) ( , , , )

m m
k

k g

k

E
X S m E dm X S m t m t dm

m





 
     

  r Ω r . 

Функция ( ( ))kX S E  вынесена из суммы, т.к. она принимает одинаковые 
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значения ( ( ))X S m  в точках kE . Уровень ( )S m  есть неубывающая функция m  

вне зависимости от того – один или тысячу резонансов имеет функция ( )S E  на 

носителе g . Функции ( ( ))X S m  и ( )g m  имеют хорошие свойства 

монотонности по аргументу m. Поэтому вычисление интегралов можно 

проводить на редкой сетке с малыми затратами ресурсов. 

Выигрыш от перехода к лебеговым распределениям достигается за счет 

объединения точек с одинаковым макросечением ( ) ( )kS E S m   в одну расчет-

ную точку и монотонизации сечений. Величина выигрыша примерно равна 

числу немонотонностей (резонансов) на носителе. Функции ( )X S , ( )S E  долж-

ны быть известны заранее. Соотношение между вычислением интегралов (26) 

от немонотонных функций по Риману и по Лебегу такое же, как между исполь-

зованием непозиционной и позиционной системы счисления – «яйца можно 

считать поштучно, а можно – десятками». 

Вычислим скорость ухода нейтронов из пучков, энергия которых лежит в 

пределах множества ( , ) gE g m   , и скорости испускания мгновенных 

нейтронов, осколков деления (см. (2)) и нуклидов (см. (7)) в реакциях «x» 

    

( , )

( , , , ) 1
( , , ) ( , , , )

( , , )( , , , )

x
g x

xx
g mg

I m t
E t E t dE

E tJ m t 

      
     

    


Ω r
r Ω r

rΩ r
,      0 gm m  . 

Представим интегралы в форме интегралов Лебега (27) 
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  
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r
. 

Здесь отношения ( ) ( )k kE F E   в граничных точках kE  заменены своим 

средним ( ) ( ) ( )k k gE F E m     , вычисляемым по этим же точкам. Функции 

( , , )x
g m t r  и ( , , )x m t r  называются соответственно лебеговым сечением и лебе-
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говой кратностью выхода частиц в группе реакций «x»: 

    
( )

1, ( , , ) ( , , ) 1, ( , , ) ( , , ) ( )x x x x
g g

m

m t m t E t E t F E dE
m




     

 r r r r  (29) 

                 1, ( , , ) ( , , ) ( )x x k
k k k

k

E
E t E t F E

m





 
    
 r r . 

Лебегово сечение есть среднее сечение, вычисляемое по совокупности 

граничных точек kE , ( ) ( )kS E S m   с весом ( ) | |k kF E E m    .  

В отличие от (27), равенство (28) является приближенным. Вычислим 

ошибку: 
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 
r r

Ω r Ω r
. 

Здесь были использованы представления сечения (19) и тока нейтронов (20) на 

носителе резонансов g в форме разделенных переменных E  и ( , )tr . Слагаемые 

( , ) ( )x
g kA t S E

r , ( ( ), , , )g kZ S E t
Ω r  из суммы выпадают, т.к. они принимают оди-

наковые значения ( , ) ( )x
gA t S mr , ( ( ), , , )gZ S m tΩ r  в точках суммирования kE . 

Ошибка зависит только от функций малой вариации ( )x
g kB E  и ( )g kE . 

Величины ( )x
gB m  и ( )g m  есть средние значения функций, вычисляемые по 

точкам суммирования. 

Для малости ошибки   достаточно выполнения одного из неравенств: 
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F E

D m mE m m t
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              
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Ω r
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( , , ) ( , ) ( ) ( , , )

( , , , ) ( ( ), , , ) ( , , , )

x x x
g g g

g g g

m t A t S m B m t

m t Z S m t m t

       
   

        

r r r

Ω r Ω r Ω r
. 

Здесь ( , )D m B , ( , )D m   – дисперсии распределений ( )x
g kB E , ( )g kE  на 

совокупности граничных точек kE , 1,2,...k   Так как ( )x
gB E , ( )g E  – функции 

малой вариации (следствие разделения переменных на носителе резонансов), то 

оба неравенства (31) выполняются одновременно. Ошибка в вычислении 

скоростей (28) пренебрежимо мала.  

Также ошибка ( , , , )m t Ω r  обращается в ноль, если суммы по «k» содержат 

только одно слагаемое. Это происходит в «коридорах» монотонности 

1( )t
gl glS S E S   , 1,2,...l   Если уменьшать ширину носителей резонансов 

(число gK  в (15)), то наступит момент, когда среднее сечение ( )tS E  станет 

монотонной функцией на всем носителе резонансов, коридоры сольются в один 

коридор, ошибка ( , , , )m t Ω r  обратится в ноль на всем носителе. 

Cкорости прихода нейтронов ( , , , )x
gQ m tΩ r  и ( ) ( )x x

g gq Q m m     в 

множество ( , )E g m  и единичный интервал меры «m» рассчитываются в 

соответствии с общим правилом «осреднения по начальным состояниям 

переходов и суммирования по конечным состояниям». Вначале выполним лебе-

гово суммирование по точкам носителя резонансов ( , ) hE h m   , с 

которого уходят первичные нейтроны; m  (0 hm m  ) – мера вложенных в не-

го множеств. Зависимость величин от ( , )tr  временно опустим: 
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( , )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )x x x x x x
h h h

h m

m m W m E E E W E E F E dE
m




               

  . 

На втором этапе выполним суммирование по граничным точкам множества 

( , )E g m , в которое приходят мгновенные нейтроны: 

( , ) 4 0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )
2

hm
x x x x
g h h h h
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d
q dE m m W m E m dm

m
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Ω
Ω  (33) 

 

4 0

( , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , , )
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x x x
h h h g h

h

d
m t m t W m m t m t dm




          


 

Ω
r r r Ω r . 

Индикатриса реакций ( , , , )x
h gW m m t   r  определяется формулой 

 ( , , ) ( , , ) ( , , , )x x x
h h h gm t m t W m m t      r r r  (34) 

   
2

( , ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( , , , ) ( )x x x

g m h m

dE E t E t W E E t F E dE
m m

 


        

    r r r . 

Она описывает переходы нейтронов вверх и вниз по переменной спектра m  в 

пределах носителя резонансов h g , переходы нейтронов между разными 

носителями h g  и удовлетворяет условию нормировки (сравни с (6)) 

 

1

0 1

( , , , ) 1

gm

x
h g

g

dm W m m t d



       r ,              ΩΩ . (35) 

Ошибка в вычислении скорости прихода нейтронов (33) есть сумма прене-

брежимо малых ошибок вычисления скоростей ухода нейтронов (28). 

Уравнение переноса для лебегова тока нейтронов ( , , , )g m t Ω r  выводится 

интегрированием уравнения (1) по системе вложенных множеств ( , )E g m . 

Интегрирование дает уравнение для кумулятивного распределения (24). Взяв 

производную по мере m, мы получим искомое уравнение 
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1

( , , ) ( , , , ) ( ) ( )t s ext
i g g g g

g i

m t m t q q
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r Ω r
v

. (36) 

Лебеговы сечения x
g , x

g  и скорость прихода нейтронов ( )s
gq   даются 

формулами (29), (33), (34). Величины ( )ext
gq   и gv  – формулами 
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

      
   
      


r r

Ω r Ω r
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0

( , , ) 1
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g

g

m t dm   r . 

Концентрации осколков ( , )P t
r  удовлетворяют транспортным уравнениям 

  

4 0

( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , )

gm

f
i g g g

i g

u P t d m t m t m t dm
t r

  



  
       

  
 r Ω r r Ω r . (38) 

Граничные условия выводятся из условий (3) аналогичным суммированием 

0
0

( , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )ent
g g g gm m G m m d  




        
  nΩ

nΩ

Ω r Ω r Ω Ω Ω r Ω . (39) 

Осреднение уравнений реакций (7) выполняется с помощью (28), (29). 

Обсуждение уравнений (36)-(39) будет проведено позже, вместе с 

обсуждением уравнений метода лебеговых моментов. 

Суммироваие лебеговых сечений. Лебеговы макроскопические сечения 

есть суммы лебеговых микросечений с весом концентраций компонентов, 

аналогичные суммам (4), (5) 
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,

,

, , ,

1, ( )
( , ) ( )

( ) ( , )

x
C h x

C C hx x
x C C h C h g

m
N t m

m w m m

  
   

     
 r , 



30 

 , ,,( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
ff

g g g C C g C gC g
C

m t m t m t N t m m m        r r r r . 

Входящие в (40) сечения вычисляются осреднением нейтронных сечений (8), 

(13) по лебеговым множествам ( , )g m  
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m
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
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  . 

Напомним, что множества ( , )g m  строятся на основе среднего сечения ( )tS E  

(18), вычисляемого для некоторого класса прикладных задач. 

Аналитические формулы лебеговых сечений. Обсудим вопрос хранения 

лебеговых микроскопических сечений (41). Сечения зависят от переменной 

спектра ( , )g m  и относительно слабо – от температуры вещества ( , )T tr . Поэто-

му их можно хранить в файлах библиотеки сечений в виде аналитических 

формул, аналогично способу хранения исходных нейтронных сечений. 

Вследствие выполненного в разделе 1 разбиения шкалы энергий на 

носители резонансов каждый носитель содержит резонансы некоторого 

компонента «C» и фоновое сечение остальных компонентов. Поэтому на 

носителе ( )g C  лебеговы микросечения других компонентов D C  можно 

разложить в быстро сходящиеся ряды Фурье по системе тригонометрических 

или степенных многочленов меры «m». Хранить требуется несколько первых 

коэффициентов разложений. Коэффициенты могут иметь слабую зависимость 

от температуры вещества. 

Получим аналитические формулы для сечений компонента «C» на 

носителе своих резонансов ( )g C . Предположим, что в пределах носителя 
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резонансов и его окрестности резонансы размещены с постоянным шагом d , 

имеют одинаковую силу и полуширины  , x . В теории переноса фотонов 

модель одинаковых резонансов известна как приближение Эльзассера [47] 

 r gE E rd    ,        [ ]ge E E d               g d   . 

Здесь rE  – положение резонанса с индексом «r», gE  – центр носителя резонан-

сов,   – сдвиг, d  – период, e  – безразмерная энергия g  – безразмерная 

полуширина резонансов в окрестности носителя g . 

Выполним в нейтронных сечениях (8) суммирование по резонансам, поль-

зуясь следующими формулами (см., например [48, с.527]) 
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Таким образом, в пределах носителя резонансов gE  
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,

1, , , 4 1, cos2 , sin 2 ,
el

x x
g g g g lJ lJ l l

l J

H p q u n g
d


        . 

Здесь gH  – сила резонансов в единичном интервале энергий, ( )g E  и ( )g E  – 

симметричный и антисимметричный профили резонанса, определяемые на пе-

риоде сечения, gp  и gq  – коэффициенты фазового сдвига, x
gu  – парциальный 

коэффициент реакции «x». Остальные величины пояснены в комментариях (8). 

На периоде d  уравнение ( )t
С E   имеет два корня 1E  и 2E . Мера   
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множества ( , ) { : ( ) }t
Сg E E      равна 2 1[ ]d E E    . Положим 

gd m m  . В этой простой модели для лебеговых сечений можно найти 

аналитические формулы 
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Такие же формулы получаются, если носитель резонансов содержит толь-

ко левые или только правые крылья резонансов (интервалы роста или падения 

сечения ( )t
С E ). Формулы (42) распространяются на общий случай 

произвольных резонансов, если считать параметры ( )p
g m , ( )gp m , ( )gq m , 

( )x
gu m  функциями меры «m», а ( , )g m T , ( , )gh m T  – функциями «m» и темпера-

туры. Также в виде (42) можно представлять сечения отдельных нуклидов A, 

входящих в состав компонента C. Отметим, что формулы справедливы во всей 

области резонансов, включая участок неразрешенных резонансов. 

Для хранения индикатрис , ( , )x
C h gw m m    и кратностей продуктов 

реакций , ( )x
C h m  можно пользоваться табличным представлением данных. 

3. Метод лебеговых моментов 
Численное решение уравнения (36) ищется на некоторой конечной сетке 

переменной нового спектра ( , )ig m , 0,...,i Ng , 1 g gg  . Поставим вопрос 

выбора оптимальной сетки im  при фиксированном общем числе узлов Ng , 

которая передавала бы эволюцию поля нейтронов в объекте с минимальной (в 

определенном смысле) ошибкой. Проблема оптимизации сетки и проблема 

восстановления тока нейтронов в E-пространстве после нахождения лебегова 

тока нейтронов решается методом лебеговых моментов. 

Разложение тока нейтронов. Будем искать решение уравнения переноса 

(36) на множествах ( , ) gg m   , 1 g gg   в виде суммы главной функции 

Ng  и малой поправочной функции Ng  

 ( , , ) ( , , ) ( , , )g Ng Ngm t m t m t    Ω,r Ω,r Ω,r , (43) 
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Главная функция есть отрезок разложения лебегова тока нейтронов ( )g m  в 

ряд по некоторой системе многочленов ( )nP   ( 0,1,...n  ), ортогональных на 

интервале 1 ( ) 1m    ; Ng  – порядок разложения, ( )   – весовая функция 

системы многочленов, nd  – нормировочные множители многочленов. 

Коэффициенты разложения ( ) ( , )n
g t Ω,r  будем называть лебеговыми 

моментами. Аргумент многочленов ( ) ( ( ))m S m    есть сложная функция, ко-

торая монотонно возрастает по аргументу ( )S S m , не убывает в зависимости 

от m и принимает значения (0) 1   , ( ) 1gm   на границах интервала. В 

исходном E-пространстве разложению (43) соответствует следующее 

разложение тока нейтронов на носителе резонансов  
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в чем несложно убедиться, подставив (45) в (25). 

Если подставить выражение (44) в (43) и привести подобные члены, то 

главную часть тока нейтронов Ng  (или Ng ) можно записать в виде линейной 

комбинации экспонент: exp( ( ) )gnS u L , 0 n Ng  , ,u E m . Показатель n  

задает парциальную скорость выбивания нейтронов из пучка, связанную с 

данной экспонентой; ( )S u  ( ,u E m ) – среднее сечение (18); gL L  – 

подбираемый для задачи (класса задач) размерный параметр, имеющий порядок 

размера объекта. Группировка экспонент в многочлены – это способ 

ортогонализации базисных функций. Включение в базис новой экспоненты 
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эквивалентно добавлению в Ng  еще одной гармоники высшего порядка. 

Выбор экспонент в качестве базисных функций продиктован формой решения 

уравнения переноса частиц (21), которая суть сумма некоторых экспонент. 

Также подходящим вариантом базисных функций для описания обращения 

резонансов в спектрах нейтронов является система рациональных функций 

1 [1 ( ) ]ngS u L , 0,1,2,...n  , ,u E m . Для перехода к этой системе достаточно 

выполнить аппроксимацию экспоненты exp( ( ) ) 1 [1 ( ) ]g gS u L S u L   . Тогда 

аргумент многочленов в разложениях (43), (45) заменяется функцией 
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g g g

g g g

S S u S L
u S u

S S S u L

 
    

 
,           

1 ( ) 1,

, .

u

u E m

   


 (46) 

Возможно, существуют и другие удобные системы базисных функций для 

описания эффектов обращения резонансов. Название лебеговы моменты 

отражает зависимость базисных функций разложений (43), (44) и (43), (46) от 

величины сечения взаимодействия нейтронов с веществом. 

Пусть главная часть разложений (43), (45) сходится к току нейтронов в 

точке ( , )tΩ,r  на носителях резонансов gE  при увеличении Ng  и уменьше-

нии ширины носителей gK  (см. (15)), например в норме 2L : 2|| ( )|| 0Ng u  , 

, gu E m  . Скорость сходимости зависит от того, правы ли мы в выборе ба-

зисных функций (44), (46) для описания обращения резонансов, от выбора 

масштабного параметра gL  в этих функциях, от решаемой задачи: материалов и 

геометрии объекта. 

Тогда малая ошибка, допущенная при выводе уравнения переноса (36) для 

лебегова тока нейтронов, по мере сходимости быстро стремится к нулю. В 

самом деле, главная функция разложения ( )Ng E  зависит от энергии E  только 

через среднее макросечение ( )S E . Поэтому дисперсия ( , )NgD m   во втором 

неравенстве (31) стремится к нулю. Это ускоряет итоговую сходимость 

уравнения (36) и уравнения (1) в норме 2L  вследствие одновременного 

выполнения неравенств (31). Скорость сходимости много выше скорости 

сходимости уравнения многогруппового приближения к (1). 

Восстановление спектра нейтронов. Если известны лебеговы моменты 
( ) ( , )n
g t Ω,r  (0 n Ng  , 1 g gg  ), то ток нейтронов внутри объекта в 

приближении 0Ng   восстанавливается по формулам (43), (45) как в ( , )g m -

пространстве, так и в E-пространстве (если требуется). 

Вычисление интегралов. Введение лебеговых моментов приводит к 

появлению дополнительных лебеговых сечений, упрощающих расчеты 

функционалов поля нейтронов – тока нейтронов на носителе резонансов g; 
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скоростей ухода нейтронов с носителя; скоростей появления мгновенных 

нейтронов, предшественников (см. (2)) и нуклидов (см. (7)) в реакциях «x» 
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Здесь ( ) ( ) ( )n n
g g gF F L  – вес лебегова момента порядка n на носителе g, 

( ) ( , )x n
g t r  и ( ) ( , )x n

g t r  – макросечение и выход частиц порядка n в реакциях «x». 

Вес момента нулевого порядка равен интегралу от весового спектра (0)
g gF F . 

Макросечение нулевого порядка 0n   соответствует макросечению 

многогруппового приближения. 

Дифференциальные скорости прихода мгновенных нейтронов 

( , , , )x
gQ m tΩ r , ( )x

Ngq   (32) в множество ( , )E g m  и в единичный интервал 

меры «m» записываются в виде: 
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x x
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где 
( )

( , , , )
x n

h gW m t  r  ( ΩΩ ) – лебегов момент порядка n индикатрисы 

реакций «x» (не путать с угловым моментов индикатрисы, см. (9)). 

Моменты сечений (48), (50) вычисляются через лебеговы микросечения 

компонентов по формулам (40), (41). 

Расчет лебеговых моментов. Моменты распределения можно вычислять, 

следуя их формальному определению (43) с помощью неоптимизированных 

квадратурных формул типа формул прямоугольников, трапеций, и т.д. Кроме 

примитивного способа, применяются два прямых метода расчета моментов. 

Первый метод состоит в формулировке системы уравнений для моментов и ее 

решении. Второй метод использует оптимизированные квадратурные формулы 

типа формул Гаусса. Решение уравнения переноса частиц ищется на конечной 

сетке, состоящей из N+1-го узла квадратурной формулы. Эта сетка является 

оптимальной в том смысле, что предоставляет возможность точно вычислить 

M  ( M N ) степенных моментов, если распределение непрерывно по данной 

переменной, M  – параметр качества формулы. В случае M N  оба метода 

эквивалентны и сетка из N+1-го узла суть необходимое, но не достаточное 

условие для точного расчета моментов распределения частиц в объекте. Для 

расчета лебеговых моментов далее рассматривается вариант квадратурных 

формул. 

Замечание. В теории переноса частиц прямые методы расчета угловых 

моментов распределений частиц по направлениям полета известны 

соответственно как метод сферических гармоник и метод дискретных ординат 

Вика-Чандрасекара, а также – оптимизированный Sn-метод Карлсона (в 

многомерных задачах). 

Квадратурной формулой Гаусса–Кристоффеля называется формула при-

ближенного вычисления интегралов [49] 
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Здесь ( )Y   – интегрируемая функция из некоторого класса функций, ( )   – 

заданная весовая функция, выделяющая особенности поведения функций этого 

класса на участках интервала 1 1    ; i , i  – узлы и веса формулы, ( )iY   – 
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значения интегрируемой функции в узлах. Узлы и веса подобраны так, что 

приближенное равенство (51) переходит в точное равенство, если ( )Y   есть 

произвольный многочлен степени не выше 2 1N  . Узлы i  ( 0,1,...,i N ) есть 

корни уравнения 1( ) 0N iP    , где 1NP   принадлежит системе ортогональных 

многочленов на интервале 1 1     с весом ( )   (см. (43)). Веса i , называе-

мые коэффициентами Кристоффеля, вычисляются как 
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 ,             0,1,...,i N , 

где Na  – коэффициент при старшей степени многочлена NP . 

Рассмотрим разложение (43). Лебегов ток ( )g m  и его главная часть 

( )Ng m  имеют одинаковые моменты ( )n
g , 0 n N  . Так как функция 

( ) ( ) ( )n NgY P m     при 0 n N   есть многочлен степени не выше 2N, то ее 

подстановка в (51) дает точную формулу вычисления моментов: 
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Для того чтобы пользоваться (52), решение ( , , , )g im t Ω r  уравнения 

переноса нейтронов (36) ищется на оптимальной сетке ( )i im m   ( 0,1,...,i N ), 

или на сетке, ее включающей, или на близкой сетке, допускающей 

интерполяцию высокой точности. Скорость прихода нейтронов ( )s
gq   можно 

вычислять по формуле (49) (вместо (33)). 

Для нахождения узлов оптимальной сетки im  обратим (44) и (46) 
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 (53) 
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Пример. Пусть для ортогонализации базисных функций спектра нейтронов 

(44), (46) в разложении (43) используются многочлены Чебышева, 

ортогональные на интервале 1 1     с весом 2 1 2( ) [1 ]    : 
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Узлы, значения многочленов в узлах и веса квадратурной формулы (51): 
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Формула вычисления лебеговых моментов (52) принимает вид: 
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Уравнения (53) для нахождения оптимальной сетки im : 
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Разрешение этих уравнений относительно im  ( 0,1,...,i N ) выполняется на 

этапе подготовки данных для транспортного расчета вместе с подготовкой 

лебеговых макросечений. Макросечения можно вычислять непосредственно по 

файлам библиотек ядерных данных либо по файлам библиотеки лебеговых 

нейтронных микросечений. 

Обсуждение 
В области резонансов нейтронных сечений уравнения многогруппового 

приближения имеют лишь модельное соответствие с исходными уравнениями 

переноса нейтронов (1)-(3), (7) на качественном уровне. В самом деле, 

рассмотрим «точные» групповые константы, осредненные с весом тока 

нейтронов по схеме Римана. Точные групповые константы зависят от 

направления полета нейтронов Ω . Их вариации по Ω  могут достигать десятков 

и сотен процентов, особенно вблизи границ раздела материалов, где ток 
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нейтронов (21) сильно меняется по обоим аргументам E , Ω  (см., например, 

[50]). Групповые константы многогруппового приближения [37], [38], [41] не 

зависят от Ω . Они теряют эту зависимость, т.к. при осреднении истинный ток 

нейтронов заменяется приближенным изотропным весовым спектром. 

Уравнения метода лебеговского осреднения и метода лебеговых моментов 

аппроксимируют исходные уравнения переноса нейтронов (1)-(3), (7) с высокой 

точностью. Лебеговы нейтронные сечения теряют мало информации о 

нейтронных сечениях и имеют точность, сопоставимую с точностью данных в 

библиотеках ядерных данных. Как и исходные нейтронные сечения, они не 

зависят от направления полета нейтронов Ω . 

Осредненные уравнения (36)-(39), (49), (52) описывают такие эффекты в 

спектрах нейтронов, как интерференция потенциального и резонансного 

рассеяния; увеличение выхода нейтронов деления ( )f E  в ядрах резонансов; 

обращение узких и широких резонансов; блок-эффект – уменьшение 

резонансной самоэкранировки нейтронного поля вблизи границ раздела 

материалов; пространственная неоднородность выгорания топлива и 

образования нуклидов в ядерном реакторе. Возможность приближенно 

восстанавливать спектр нейтронов делает метод лебеговых моментов хорошим 

инструментом для численной поддержки изысканий в области нейтронной 

диагностики объектов. 

Сечения уравнений и ток нейтронов имеют высокую монотонность по 

переменной спектра ( , )g m . Уравнения имеют структуру, аналогичную 

структуре исходных уравнений в E-пространстве. Поэтому их численное 

решение можно выполнять на редкой сетке, применяя известные методы 

расчета пространственно-углового распределения нейтронов: прямые методы 

решения уравнения переноса (Sn-метод, метод характеристик), метод 

сферических гармоник и метод Монте-Карло. 

Метод моментов нулевого порядка есть многогрупповое приближение с 

группами – носителями резонансов. Это обеспечивает плавный переход от 

метода моментов 0N   к многогрупповому приближению 0N   при переходе 

через границу области резонансов в область медленной вариации сечений. 

Переходы нейтронов вниз и вверх по переменной m в пределах одного 

носителя резонансов (h g ) и переходы вниз и вверх по индексу носителей 

резонансов требуют выполнения итераций. Эти итерации аналогичны 

итерациям, которые выполняются в области термализации нейтронов при 

использовании многогруппового приближения. В методе лебеговых моментов 

указанные итерации сводятся к нахождению лебеговых моментов. 

Применение метода требует написания компьютерного кода для 

подготовки лебеговых нейтронных сечений. Сечения вычисляются 

осреднением микроскопических сечений по несколько более сложному 

алгоритму, чем алгоритм осреднения в группы. 

Эффект обращения резонансов характерен не только для спектров 
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нейтронов, но и для широких спектральных распределений фотонов, в том 

числе для «собственных» фотонов теплового излучения, испускаемых 

неоднородно нагретым газом или плазмой. Спектр излучения в ядрах линий 

формируется локальными тепловыми источниками, в крыльях линий – 

наиболее горячими источниками объекта вследствие сильной зависимости 

мощности источников от температуры 4~ T . Даже небольшие вариации 

температуры, например в три раза, приводят к сильному обращению линий. 

На момент написания статьи проверка эффективности метода лебеговых 

моментов в численном моделировании задач переноса нейтронов не 

проводилась. Результаты тестовых расчетов на примере задач переноса 

теплового излучения в горячем газе приведены в [13]. 

Решение тестовых задач, в том числе для гетерогенных объектов, показало 

следующее. Разложение (43) быстро сходится к точному решению. В случае 

группировки базисных функций в многочлены Чебышева достаточно 

ограничиться учетом 4 6N    гармоник. Разложение с группировкой в 

многочлены Лежандра сходится несколько медленнее – 6 8N   . Для анализа 

скорости сходимости кроме нормы ошибки оценивалось распределение 

«энергии» по гармоникам разложения 

 

1 1
2 2 ( ) 2

2
01 1
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( ( ), , ) ( ( ), , ) [ ( , )]

N
n

g Ng g

n n

m t d m t d t
d 

         Ω,r Ω,r Ω,r . 

Весьма хорошим свойством метода оказалось то, что скорость сходимости 

слабо зависит от изменений масштабного параметра базисных функций gL  – 

характерного размера объекта, в довольно широком диапазоне. Параметр 

уменьшался и увеличивался относительно некоторого оптимального значения 

до 10 раз. Ошибка и «энергия» хвоста разложения начинали расти только в 

непосредственной близости от границ указанного диапазона. 

Предположим, что для разделения резонансной структуры нейтронных 

сечений область резонансов достаточно разбить на 30 200  носителей 

резонансов – в зависимости от типа решаемых задач и требований к точности. 

Использование в каждом носителе от 4 до 6 лебеговых моментов дает от 100 до 

1000 расчетных точек ( , )g m . В результате решения осредненных уравнений 

может быть достигнута точность описания спектра нейтронов, сопоставимая с 

точностью детальных расчетов методом Монте-Карло и точностью ядерных 

данных. 
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