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О ДИСКРЕТНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ
ВЕРОЯТНОСТНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ *)

Р. М. КОЛПАКОВ

(МОСКВА)

Данная работа представляет обзор результатов, связанных с диск-
ретными преобразованиями независимых вероятностных распределений.
Под дискретным преобразованием вероятностных распределений понима-
ется вероятностное распределение конечной случайной величины, значение
которой является функцией от значений случайных величин с исходными
вероятностными распределениями. Данные преобразования играют важную
роль в структурной теории вероятностных автоматов и вопросах реализации
управляемых генераторов случайных кодов (см. [1, 44]), поскольку задача
реализации таких генераторов фактически заключается в построении неко-
торой случайной величины 𝜁0 с произвольным требуемым распределением
из имеющихся в распоряжении исходных источников случайностей 𝜁1, . . ., 𝜁𝑘
с фиксированными вероятностными распределениями, отличными от требу-
емого распределения. Значение случайной величины 𝜁0, очевидно, должно
быть функцией от значений случайных величин 𝜁1, . . ., 𝜁𝑘. Поэтому построе-
ние величины 𝜁0 состоит в задании функции 𝑓 :Ñ1×. . .×Ñ𝑘−→Ñ0, где Ñ𝑖 —
множество значений случайной величины 𝜁𝑖, 𝑖=0, 1, . . ., 𝑘. Отметим, что ес-
ли случайные величины 𝜁1, . . ., 𝜁𝑘 являются независимыми в совокупности,
вероятностное распределение случайной величины 𝜁0 однозначно опреде-
ляется функцией 𝑓 и вероятностными распределениями величин 𝜁1, . . ., 𝜁𝑘.
Поэтому в этом случае мы можем говорить о том, что вероятностное распре-
деление величины 𝜁0 порождается множеством вероятностных распреде-
лений величин 𝜁1, . . ., 𝜁𝑘 посредством функции 𝑓 . Соответственно мы гово-
рим, что вероятностное распределение порождается множеством вероят-
ностных распределений, если это распределение порождается данным мно-
жеством посредством какой-либо подходящей функции.

При исследовании данного порождения вероятностных распределений
мы в первую очередь сталкиваемся с проблемой выразимости, т. е. про-
блемой, заключающейся в том, чтобы выяснить, порождается ли задан-
ное вероятностное распределение заданным множеством исходных вероят-
ностных распределений. Принципиальная трудность этой проблемы состо-
ит, очевидно, в невозможности непосредственного описания произвольных
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множеств вероятностных распределений, поскольку даже в случае распре-
делений случайных величин, принимающих только два значения (бинарных
вероятностных распределений), мощность множества всех таких распреде-
лений равна континууму. Поэтому естественным подходом в исследовании
проблемы выразимости является рассмотрение этой проблемы для не бо-
лее чем счетных подмножеств вероятностных распределений, всюду плот-
ных на множестве всех вероятностных распределений. В случае распре-
делений конечных случайных величин (конечных распределений) наиболее
подходящим примером такого подмножества представляется множество 𝑆𝑄
всевозможных конечных распределений, состоящих из рациональных веро-
ятностей. В этом случае мы имеем проблему выразимости для распреде-
лений из 𝑆𝑄, т. е. проблему определения порождаемости заданного веро-
ятностного распределения заданным множеством исходных вероятностных
распределений из 𝑆𝑄. Для произвольного непустого множества � различ-
ных простых чисел во множестве 𝑆𝑄 естественным образом выделяется
подмножество 𝑆𝐺[�] всевозможных распределений вероятностей, предста-
вимых дробями, все простые делители знаменателей которых принадлежат
множеству �.

Другой важной проблемой, тесно связанной с проблемой выразимости,
является проблема описания всех множеств распределений из 𝑆𝑄, замкну-
тых относительно рассматриваемого порождения распределений. Простей-
шим примером таких замкнутых множеств представляют упомянутые вы-
ше множества 𝑆𝐺[�]. Отметим, что с практической точки зрения среди
множеств вероятностных распределений наибольший интерес представля-
ют конечно-порожденные множества, т. е. множества, порождаемые свои-
ми конечными подмножествами.

Важным частным случаем конечных вероятностных распределений яв-
ляются бинарные вероятностные распределения. Поскольку бинарное веро-
ятностное распределение однозначно определяется какой-либо одной из ве-
роятностей этого распределения, мы имеем взаимно-однозначное соответ-
ствие между бинарными распределениями и числами из сегмента [0; 1]. По-
этому для удобства вместо бинарных распределений рассматриваются соот-
ветствующие этим распределениям числа. В таком случае множеству всех
бинарных распределений из 𝑆𝑄 соответствует множество 𝑃𝑄 всех рацио-
нальных чисел из сегмента [0; 1], а множеству всех бинарных распределений
из 𝑆𝐺[�] соответствует множество 𝐺[�] всех чисел из 𝑃𝑄, представимых
дробями, знаменатели которых являются произведениями степеней чисел
из множества �. Введенное выше понятие порождения вероятностных рас-
пределений из 𝑆𝑄 в этом случае естественным образом трансформируется
в понятие порождения рациональных чисел из 𝑃𝑄. Изучение порождения
чисел из 𝑃𝑄 было начато Р.Схиртладзе в работе [31], в которой уста-

новлено, что множество 𝐺[{2}] порождается одним числом
1

2
, и показано

таким образом, что это множество является конечно-порожденным. Им же
в [33] доказан аналогичный результат для множества 𝐺[{3}]. Ф.Салимовым
в [26] получено, что для любого конечного �, содержащего числа 2 или 3,
существуют двухэлементные подмножества множества 𝐺[�], порождаю-
щие это множество. Им же в [29] установлена конечная порожденность
множеств 𝐺[�] для любого конечного �, и таким образом показано, что
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множество 𝐺[�] является конечно-порожденным тогда и только тогда, ко-
гда � конечно.

Мы даем для любого множества чисел из 𝑃𝑄 явное описание всех чи-
сел, порождаемых этим множеством, и тем самым получаем полное реше-
ние проблемы выразимости для бинарных распределений из 𝑆𝑄. Для этого
введем ряд вспомогательных понятий и обозначений.

Для натурального 𝑛 через I(𝑛) обозначим множество всех простых
делителей числа 𝑛. Для множества натуральных чисел 𝑇 через 𝑇>𝑘 обозна-
чается подмножество всех чисел из 𝑇 , больших числа 𝑘, и через |𝑇 | обо-
значается мощность множества 𝑇 . Если множество 𝑇 конечно, через ‖𝑇‖
обозначается произведение всех чисел множества 𝑇 . Для пустого множест-
ва полагаем ‖�○‖= 1. Множество натуральных чисел, больших 1, называ-
ется разделимым, если оно содержит меньше двух чисел либо все его чис-
ла попарно просты. Множество натуральных чисел называется взаимно
простым с натуральным числом 𝑛, если любое число из этого множества
взаимно просто с 𝑛. Пустое множество считается взаимно простым с лю-
бым натуральным числом. Непустое разделимое множество 𝐵 называется
делителем разделимого множества 𝐴, если для любого числа 𝑏 из 𝐵 мно-
жество 𝐴 содержит число, кратное числу 𝑏. Пустое множество считается
делителем любого разделимого множества. Кроме того, далее мы использу-
ем следующие обозначения:

N—множество натуральных чисел;

Z+ —множество целых неотрицательных чисел;

(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—наибольший общий делитель чисел 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛;

|𝐴|—число элементов множества 𝐴.

Пусть 𝐴1, . . ., 𝐴𝑠 —конечные разделимые множества. Наибольшим об-
щим делителем (𝐴1, . . ., 𝐴𝑠) этих множеств называется множество

{𝑎 | 𝑎= (𝑎1, 𝑎2, . . ., 𝑎𝑠)> 1, 𝑎𝑖 ∈𝐴𝑖, 𝑖= 1, 2, . . ., 𝑠},

состоящее из отличных от 1 наибольших общих делителей всевозможных
выборок из 𝑠 чисел по одному числу из каждого множества 𝐴1, . . ., 𝐴𝑠. Если
хотя бы одно из множеств 𝐴1, . . ., 𝐴𝑠 является пустым, то (𝐴1, . . ., 𝐴𝑠)=�○.

Понятие наибольшего общего делителя можно также ввести для
бесконечного числа конечных разделимых множеств. Пусть 𝐴1, 𝐴2, . . .—
конечные разделимые множества. Тогда наибольшим общим делителем
(𝐴1, 𝐴2, . . .) этих множеств называется множество

{𝑎 | 𝑎 > 1, 𝑎= (𝑎1, 𝑎2, . . .), 𝑎𝑖 ∈𝐴𝑖, 𝑖= 1, 2, . . .},

состоящее из всех тех чисел из N>1, которые являются наибольшими общи-
ми делителями бесконечных выборок чисел из множеств 𝐴1, 𝐴2, . . . по одно-
му числу из каждого множества. Если хотя бы одно из множеств 𝐴1, 𝐴2, . . .
пусто, то (𝐴1, 𝐴2, . . .)=�○.

Пусть 𝐻 —множество чисел из 𝑃𝑄. Число 𝑎∈ [0; 1] порождается мно-
жеством 𝐻, если существует булева функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑘) такая, что для
некоторых 𝜌1, . . ., 𝜌𝑘 из 𝐻 выполняется соотношение

𝑎=
∑︀

(𝜎1,...,𝜎𝑘)∈{0,1}𝑘
(𝜌1)𝜎1

· . . . · (𝜌𝑘)𝜎𝑘
𝑓(𝜎1, . . ., 𝜎𝑘),
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где

(𝜌)𝜎 =

{︃
𝜌, если 𝜎 = 1;

1− 𝜌, если 𝜎 = 0.

Через ⟨𝐻⟩ обозначается замыкание множества 𝐻, т. e. множество всех
чисел, порождаемых множеством 𝐻. Множество 𝐴 ⊆ [0; 1] порождается
множеством 𝐻, если 𝐴 ⊆ ⟨𝐻⟩. Множество 𝐻 называется замкнутым,
если 𝐻 = ⟨𝐻⟩.

Пусть 𝑡1, 𝑡2 —взаимно простые натуральные числа, �—произвольное
непустое множество различных простых чисел, взаимно простых с 𝑡1 и 𝑡2.
Через 𝐺[�; 𝑡1 :𝑡2] обозначается следующее подмножество множества 𝐺[�]:

𝐺[�; 𝑡1 : 𝑡2] =

{︃
𝑎=

𝑚

𝑛

⃒⃒⃒
⃒⃒ 06 𝑎6 1, 𝑚 ∈ Z+, 𝑛 ∈N>1, I(𝑛)⊆�,

𝑚≡ 0 (mod 𝑡1), 𝑚≡ 𝑛 (mod 𝑡2)

}︃
.

Пусть 𝑇 —конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно
простых с множеством �. Через 𝐺[�; 𝑇 ] обозначается следующее подмно-
жество множества 𝐺[�]:

𝐺[�; 𝑇 ] =
⋃︀

𝑇 ′⊆𝑇

𝐺[�; ‖𝑇 ′‖ : ‖𝑇 ∖ 𝑇 ′‖],

где объединение берется по всем (в том числе и несобственным) подмно-
жествам 𝑇 ′ множества 𝑇 . В случае 𝑇 =�○ полагаем 𝐺[�;�○] =𝐺[�]. Можно
показать, что любое множество 𝐺[�; 𝑇 ] является замкнутым.

Обозначим через 𝐺 совокупность всех множеств 𝐺[�; 𝑇 ]. Отношение
включения между любыми множествами из 𝐺 определяется следующим об-
разом. Пусть 𝐺[�1; 𝑇1], 𝐺[�2; 𝑇2]—два множества из𝐺. Тогда

1. 𝐺[�1; 𝑇1] ⊆ 𝐺[�2; 𝑇2] тогда и только тогда, когда �1 ⊆�2 и 𝑇>2
2 явля-

ется делителем множества 𝑇1;

2. 𝐺[�1; 𝑇1] =𝐺[�2; 𝑇2] тогда и только тогда, когда �1 =�2 и 𝑇>2
1 = 𝑇>2

2 .

Без ограничения общности в качестве чисел из множества 𝑃𝑄 можно

рассматривать только несократимые дроби из интервала (0; 1). Пусть
𝑙

𝑛
—

произвольная несократимая дробь из этого интервала. Тогда множест-
во {𝑙, 𝑛− 𝑙}>2 является разделимым множеством, взаимно простым с чис-
лом 𝑛. Поэтому можно рассмотреть множество 𝐺[I(𝑛); {𝑙, 𝑛−𝑙}>2].

Т е о р е м а 1. Для любой несократимой дроби
𝑙

𝑛
из интервала (0; 1)

выполняется соотношение⟨{︁
𝑙

𝑛

}︁⟩
=𝐺[I(𝑛); {𝑙, 𝑛− 𝑙}>2].

Теорему 1 можно обобщить на случай произвольных конечных подмно-

жеств множества 𝑃𝑄. Пусть 𝐻 =
{︁
𝑚1

𝑛1
, . . .,

𝑚𝑠

𝑛𝑠

}︁
— произвольное конечное

множество несократимых дробей из интервала (0; 1). Положим

𝑇 (𝐻) =

{︃ (︀
{𝑚1, 𝑛1 −𝑚1}

>1, . . ., {𝑚𝑠, 𝑛𝑠 −𝑚𝑠}
>1
)︀
, если 𝑠> 2;

{𝑚1, 𝑛1 −𝑚1}
>1, если 𝑠= 1;
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и �(𝐻) =
𝑠⋃︀

𝑖=1

I(𝑛𝑖). Можно показать, что множество 𝑇 (𝐻) является разде-

лимым и взаимно простым с любым числом из �(𝐻). Поэтому можно рас-
смотреть множество 𝐺[�(𝐻); 𝑇 (𝐻)>2].

Т е о р е м а 2. Для любого конечного множества 𝐻 несократимых
дробей из интервала (0; 1) выполняется соотношение

⟨𝐻⟩=𝐺[�(𝐻); 𝑇 (𝐻)>2].

Из теоремы 2 вытекает следующий критерий порождаемости множест-
ва 𝐺[�], где � конечно, заданным конечным подмножеством.

Т е о р е м а 3. Пусть �—произвольное конечное множество раз-

личных простых чисел, 𝐻 =
{︁
𝑚1

𝑛1
, . . .,

𝑚𝑠

𝑛𝑠

}︁
—конечное множество несок-

ратимых дробей из 𝐺[�], 𝑑 =
(︀
𝑚1(𝑛1 −𝑚1), . . ., 𝑚𝑠(𝑛𝑠 −𝑚𝑠)

)︀
при 𝑠 > 2

и 𝑑 =𝑚1(𝑛1 −𝑚1) при 𝑠 = 1. Для того чтобы ⟨𝐻⟩ = 𝐺[�], необходимо
и достаточно выполнение следующих двух условий:

а) для любого 𝑝 ∈ � во множестве {𝑛1, . . ., 𝑛𝑠} найдется число,
кратное 𝑝;

б) 𝑑6 2.

Теорема 2 позволяет также предложить эффективный алгоритм реше-
ния задачи выразимости в 𝑃𝑄. Пусть множество 𝐻 состоит из 𝑠 несо-
кратимых дробей

𝑚1

𝑛1
, . . .,

𝑚𝑠

𝑛𝑠
из интервала (0; 1). Обозначим через Ë𝐻 ве-

личину max(𝑚1, . . ., 𝑚𝑠, 𝑛1 −𝑚1, . . ., 𝑛𝑠 −𝑚𝑠). Пусть число 𝑎 также задано
некоторой несократимой дробью

𝑚

𝑛
(если 𝑎 /∈ 𝑃𝑄, то, очевидно, 𝑎 /∈ ⟨𝐻⟩).

Положим 𝜂𝑎 = 𝑛. На основании теоремы 2 проверка соотношения 𝑎 ∈ ⟨𝐻⟩
требует выполнения не более 𝑂

(︀
𝑠 log Ë𝐻 + log log 𝜂𝑎

)︀
арифметических опе-

раций. Таким образом, получаем, что задача выразимости в 𝑃𝑄 разрешима
за полиномиальное время.

Теорема 2 может быть модифицирована для случая замыканий произ-

вольных бесконечных множеств чисел из 𝑃𝑄. Пусть 𝐻 =
{︁
𝑚1

𝑛1
,
𝑚2

𝑛2
, . . .

}︁
—

бесконечное множество несократимых дробей из интервала (0; 1). Тогда
положим

𝑇 (𝐻) =
(︀
{𝑚1, 𝑛1 −𝑚1}

>1, {𝑚2, 𝑛2 −𝑚2}
>1, . . .

)︀
,

и �(𝐻) =
∞⋃︀
𝑖=1

I(𝑛𝑖). В таком случае множество 𝑇 (𝐻) также является разде-

лимым и взаимно простым с любым числом из �(𝐻). Поэтому снова можно
рассмотреть множество 𝐺[�(𝐻); 𝑇 (𝐻)>2].

Т е о р е м а 4. Для любого бесконечного множества 𝐻 несократи-
мых дробей из интервала (0; 1) выполняется соотношение

⟨𝐻⟩=𝐺[�(𝐻); 𝑇 (𝐻)>2].

Таким образом, теоремы 2 и 4 дают полное решение проблемы вырази-
мости для чисел из 𝑃𝑄.

Ряд исследований также был посвящен вопросам описания замкнутых
множеств чисел из 𝑃𝑄 и выяснения структуры диаграммы включений для
этих множеств. Ф.Салимовым в [29] доказано, что в случае бинарных рас-
пределений для любого множества � различных простых чисел и любого
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числа 𝑝 из � множество 𝐺[� ∖ {𝑝}] является предполным (замкнутое мно-
жество 𝐴 называется предполным классом в множестве 𝐵, если 𝐴 ⊂ 𝐵
и не существует замкнутого множества 𝐶 такого, что 𝐴⊂𝐶 ⊂𝐵) замкну-
тым классом в множестве 𝐺[�]. Таким образом, была установлена струк-
тура диаграммы включений для множеств 𝐺[�]. Кроме того, в [29] было
показано, что существуют замкнутые множества бинарных распределений
из 𝑆𝑄, отличные от множеств 𝐺[�].

Отметим, что любой из замкнутых классов чисел из 𝑃𝑄 является замы-
канием некоторого своего подмножества (например, самого этого класса).
Поэтому из теорем 2 и 4 следует, что любой замкнутый класс чисел из 𝑃𝑄
является элементом множества 𝐺. Таким образом, 𝐺—множество всех
замкнутых подмножеств множества 𝑃𝑄. Можно показать, что любое за-
мкнутое множество чисел из 𝑃𝑄 имеет базис (порождающее подмноже-
ство некоторого множества называется базисом, если любое собственное
подмножество этого подмножества не является порождающим для данного
множества). Кроме того, для каждого замкнутого множества чисел из 𝑃𝑄
можно дать следующее описание всех его предполных классов. Для случая
множества 𝐺[�] мы полагаем

𝑆0[�] =

⎧⎨
⎩

⋃︀
𝑝∈�

{𝐺[� ∖ {𝑝}]}, если |�|> 1;

�○, если |�|= 1.

Через P обозначаем множество всех простых чисел.

У т в е р ж д е н и е 1. Пусть 𝑆 — множество всех предполных клас-

сов в множестве 𝐺[�]. Тогда
1. Если � содержит число 2, то

𝑆 = 𝑆0[�] ∪
⋃︀

𝑡∈P∖�
{𝐺[�; {𝑡}]};

2. Если � не содержит числа 2, то

𝑆 = 𝑆0[�] ∪ {𝐺[�; {4}]} ∪
⋃︀

𝑡∈P∖(�∪{2})
{𝐺[�; {𝑡}]}.

Для случая множества 𝐺[�; 𝑇 ], где 𝑇 ={𝑡1, . . ., 𝑡𝑞}, 𝑞>1, мы полагаем

𝑆0[�; 𝑇 ] =

⎧⎨
⎩

⋃︀
𝑝∈�

{𝐺[� ∖ {𝑝}; 𝑇 ]}, если |�|> 1;

�○, если |�|= 1;

𝑆1[�; 𝑇 ] =
⋃︀

𝑟∈I(‖𝑇 ‖)

{𝐺[�; 𝑇 ∪ {𝑡(𝑟) · 𝑟} ∖ {𝑡(𝑟)}]},

где через 𝑡(𝑟) обозначается единственное число из 𝑇 , кратное 𝑟, и

𝑆2[�; 𝑇 ] =
⋃︀

16𝑖<𝑗6𝑞

{{𝐺[�; 𝑇 ∪ {𝑡𝑖𝑡𝑗} ∖ {𝑡𝑖, 𝑡𝑗}]}.
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У т в е р ж д е н и е 2. Пусть 𝑆—множество всех предполных клас-
сов в множестве 𝐺[�; 𝑇 ], где 𝑇 непусто. Тогда

1. Если либо �, либо I(‖𝑇‖) содержит число 2, то

𝑆 = 𝑆0[�; 𝑇 ] ∪
⋃︀

𝑡∈P∖(�∪I(‖𝑇 ‖))

{𝐺[�; 𝑇 ∪ {𝑡}]} ∪ 𝑆1[�; 𝑇 ] ∪ 𝑆2[�; 𝑇 ];

2. Если ни �, ни I(‖𝑇‖) не содержит числа 2, то

𝑆 = 𝑆0[�; 𝑇 ] ∪ {𝐺[�; 𝑇 ∪ {4}]} ∪
⋃︀

𝑡∈P∖(�∪I(‖𝑇 ‖)∪{2})

{𝐺[�; 𝑇 ∪ {𝑡}]}∪

∪
⋃︀
𝑡∈𝑇

{𝐺[�; 𝑇 ∪ {2𝑡} ∖ {𝑡}]} ∪ 𝑆1[�; 𝑇 ] ∪ 𝑆2[�; 𝑇 ].

Таким образом, в каждом из замкнутых подмножеств множества 𝑃𝑄
имеется счетное число предполных классов.

Обозначим через 𝐺𝑓𝑖𝑛 подмножество множества 𝐺, состоящее из всех
множеств 𝐺[�; 𝑇 ] таких, что � конечно. Можно показать, что замкнутое
подмножество множества 𝑃𝑄 является конечно-порожденным тогда и толь-
ко тогда, когда это подмножество является элементом множества 𝐺𝑓𝑖𝑛.
Таким образом, 𝐺𝑓𝑖𝑛 является множеством всех конечно-порожденных
замкнутых подмножеств множества 𝑃𝑄. Более того, можно доказать, что
любое множество 𝐺[�, 𝑇 ] из 𝐺𝑓𝑖𝑛 порождается некоторым своим подмно-
жеством, содержащим не более |𝑇 |+2 чисел.

Рассмотрим теперь случай произвольных распределений из 𝑆𝑄. Заме-
тим, что каждому конечному вероятностному распределению может быть
сопоставлен вектор вероятностей этого распределения. Отметим, что этот
вектор является стохастическим, т. е. все его компоненты неотрицатель-
ны и их сумма равна 1. Таким образом, без ограничения общности вероят-
ностные распределения из 𝑆𝑄 могут рассматриваться как стохастические
векторы, все компоненты которых являются рациональными числами. Слу-
чай произвольных распределений из 𝑆𝑄 исследовался ранее Ф.Салимовым
в работах [27, 28, 30]. В [27] им было показано, что все множества 𝑆𝐺[�],
где � конечно, порождаются одноэлементными подмножествами, и тем са-
мым установлено, что множество 𝑆𝐺[�] является конечно-порожденным
тогда и только тогда, когда � конечно. Им же в [28] доказано, что для любо-
го множества � различных простых чисел и любого числа 𝑝 из � множест-
во 𝑆𝐺[� ∖ {𝑝}] является предполным классом в множестве 𝑆𝐺[�]. Таким
образом, диаграмма включений для множеств 𝑆𝐺[�] полностью совпадает
с диаграммой включений для множеств 𝐺[�]. Кроме того, в [28] было найде-
но дополнительное семейство замкнутых множеств распределений из 𝑆𝑄,
являющихся предполными классами в множествах 𝑆𝐺[�], и показано таким
образом, что в каждом множестве 𝑆𝐺[�] имеется по крайней мере счетное
число предполных классов. Из полученных нами результатов вытекает, что
никаких других предполных классов, кроме найденных в [28], в множест-
вах 𝑆𝐺[�] не существует, т. е. что в [28] были в действительности найдены
все предполные классы в множествах 𝑆𝐺[�].

Результаты, полученные нами для бинарных распределений, могут быть
также обобщены на случай произвольных распределений из 𝑆𝑄. В част-
ности, для любого множества распределений из 𝑆𝑄 мы даем явное описа-
ние всех распределений, порождаемых этим множеством. Для этого допол-
нительно введем ряд вспомогательных понятий и обозначений.
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Пусть D1, . . .,D𝑘 —стохастические векторы размерности ℎ1, . . ., ℎ𝑘

соответственно. Через D[𝑗] будем обозначать 𝑗-ю компоненту сто-
хастического вектора D. Обозначим через Ñ(D1, . . .,D𝑘) множество
{0, 1, . . ., ℎ1−1}× . . .×{0, 1, . . ., ℎ𝑘−1}. Для любого непустого подмножест-
ва 𝐸 этого множества положим

𝑃𝐸(D1, . . .,D𝑘) =
∑︀

(𝜎1;...;𝜎𝑘)∈𝐸

D1[𝜎1 + 1] · . . . ·D𝑘[𝜎𝑘 + 1].

В случае 𝐸 = �○ полагаем 𝑃�○(D1, . . .,D𝑘) = 0. Для функции
𝑓 : Ñ(D1, . . .,D𝑘) −→ {0, 1, . . ., ℎ − 1} будем обозначать через N𝑖(𝑓),
где 𝑖 = 0, 1, . . ., ℎ − 1, множество всех наборов из Ñ(D1, . . .,D𝑘), на кото-
рых функция 𝑓 принимает значение 𝑖. Пусть 𝐻 —множество различных
стохастических векторов. Стохастический вектор D размерности ℎ порож-
дается множеством 𝐻, если для некоторых D1, . . .,D𝑘 из 𝐻 найдется функ-
ция 𝑓 :Ñ(D1, . . .,D𝑘)−→{0, 1, . . ., ℎ−1} такая, что

D[𝑗] =𝑃N𝑗−1(𝑓)(D1, . . .,D𝑘), 𝑗 = 1, . . ., ℎ.

Через ⟨𝐻⟩ обозначается замыкание множества 𝐻, т. e. множество всех сто-
хастических векторов, порождаемых множеством 𝐻. Множество 𝐻 назы-
вается замкнутым, если ⟨𝐻⟩=𝐻. Множество 𝐴 стохастических векторов
порождается множеством 𝐻, если 𝐴⊆⟨𝐻⟩.

Пусть �—произвольное непустое множество различных простых чи-
сел, 𝑇 —конечное разделимое множество натуральных чисел, взаимно
простых со множеством �. Обозначим через 𝑆𝐺[�; 𝑇 ] следующее подмно-
жество множества 𝑆𝐺[�]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(𝑑1; . . .; 𝑑ℎ)

⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑑𝑖 =
𝑚𝑖

𝑛
, 𝑚𝑖 ∈ Z+, 𝑖= 1, . . ., ℎ, 𝑛∈N, I(𝑛)⊆�,

ℎ∑︀
𝑖=1

𝑑𝑖 = 1, ∃𝑇1, . . ., 𝑇ℎ−1, 𝑇 ⊇ 𝑇1 ⊇ 𝑇2 ⊇ . . .⊇ 𝑇ℎ−1,

𝑖∑︀
𝑗=1

𝑚𝑗 ≡ 0 (mod ‖𝑇𝑖‖), 𝑖= 1, . . ., ℎ− 1,

𝑖∑︀
𝑗=1

𝑚𝑗 ≡ 𝑛 (mod ‖𝑇 ∖ 𝑇𝑖‖), 𝑖= 1, . . ., ℎ− 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
,

при этом рассматриваемые здесь подмножества 𝑇1. . ., 𝑇ℎ−1 множества 𝑇 мо-
гут быть несобственными. В случае 𝑇 =�○ полагаем 𝑆𝐺[�;�○]=𝑆𝐺[�]. Мож-
но показать, что любое множество 𝑆𝐺[�; 𝑇 ] является замкнутым.

Через 𝑆𝐺 обозначим совокупность всех множеств 𝑆𝐺[�; 𝑇 ]. Отноше-
ние включения между любыми множествами из 𝑆𝐺 определяется следую-
щим образом. Пусть 𝑆𝐺[�′; 𝑇 ′], 𝑆𝐺[�′′; 𝑇 ′′]— два множества из 𝑆𝐺. Тогда

1. 𝑆𝐺[�′; 𝑇 ′]⊆𝑆𝐺[�′′; 𝑇 ′′] тогда и только тогда, когда �′⊆�′′ и 𝑇 ′′ явля-
ется делителем множества 𝑇 ′;

2. 𝑆𝐺[�′; 𝑇 ′] = 𝑆𝐺[�′′; 𝑇 ′′] тогда и только тогда, когда �′ =�′′ и 𝑇 ′ = 𝑇 ′′.

Отметим, что в общем случае диаграмма включений для замкнутых
множеств бинарных распределений из 𝑆𝑄 является сужением диаграммы
включений для замкнутых множеств произвольных распределений из 𝑆𝑄.
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Заметим, что для решения задачи выразимости в множестве 𝑆𝑄 без
ограничения общности можно рассматривать только замыкания множеств,
состоящих из позитивных векторов, т. е. векторов, все компоненты которых
отличны от чисел 0 и 1. Рассмотрим сначала простейший случай замыкания
множества, состоящего из одного двумерного позитивного вектора D∈𝑆𝑄.

Без ограничения общности можно полагать, что D=
(︁
1−

𝑙

𝑛
;
𝑙

𝑛

)︁
, где 𝑙, 𝑛∈N,

(𝑙, 𝑛) = 1. Положим 𝑇 (D) = {𝑙, 𝑛− 𝑙}>1 и �(D) =I(𝑛). Множество 𝑇 (D) яв-
ляется разделимым и взаимно простым с любым числом из �(D), поэто-
му мы можем рассмотреть множество 𝑆𝐺[𝑇 (D); 𝑇 (D)]. Можно доказать,
что ⟨{D}⟩= 𝑆𝐺[�(D); 𝑇 (D)]. Данное соотношение можно обобщить на слу-
чай замыканий произвольных одноэлементных множеств векторов из 𝑆𝑄.
Для этого рассматривается произвольный позитивный вектор D=(𝑑1; . . .; 𝑑𝑡)
из 𝑆𝑄, где 𝑡> 3. Без ограничения общности можно предполагать, что ком-
поненты вектора D представлены дробями, приведенными к наименьше-
му общему знаменателю 𝑛, т. е. 𝑑𝑖 =

𝑚𝑖

𝑛
, где 𝑖= 1, . . ., 𝑡 и (𝑚1, . . ., 𝑚𝑡) = 1.

Для 𝑗 =1, . . ., 𝑡 обозначим через 𝑙𝑗 наибольший общий делитель всех чисел
𝑚1, . . ., 𝑚𝑡, кроме числа 𝑚𝑗. Положим 𝑇 (D) = {𝑙1, . . ., 𝑙𝑡}

>1 и �(D) = I(𝑛).
Тогда, как и для случая двумерного вектора, множество 𝑇 (D) является раз-
делимым и взаимно простым с любым числом из �(D). Поэтому мы снова
можем рассмотреть множество 𝑆𝐺[𝑇 (D); 𝑇 (D)]. Можно доказать, что в этом
случае также выполняется равенство ⟨{D}⟩= 𝑆𝐺[�(D); 𝑇 (D)]. Таким обра-
зом, имеет место

Т е о р е м а 5. Для любого позитивного вектора D из 𝑆𝑄 справед-
ливо соотношение ⟨{D}⟩=𝑆𝐺[�(D); 𝑇 (D)].

Рассмотрим теперь случай замыканий конечных множеств двумерных
векторов. Пусть 𝑀 ={D1, . . .,D𝑠}—произвольное конечное множество дву-
мерных позитивных векторов из 𝑆𝑄. Как и для случая одноэлементного
множества, мы полагаем

D𝑖 =
(︁
1−

𝑚𝑖

𝑛𝑖
;
𝑚𝑖

𝑛𝑖

)︁
,

где 𝑚𝑖, 𝑛𝑖∈N, (𝑚𝑖, 𝑛𝑖)=1, 𝑖=1, . . ., 𝑠. Положим

𝑇 (𝑀) =

{︃ (︀
𝑇 (D1), . . ., 𝑇 (D𝑠)

)︀
, если 𝑠> 2;

𝑇 (D1), если 𝑠= 1.

и �(𝑀) =
𝑠⋃︀

𝑖=1

I(𝑛𝑖). Отметим, что множество 𝑇 (𝑀) является раздели-

мым и взаимно простым с любым числом из �(𝑀). Рассмотрим мно-
жество 𝑆𝐺

[︀
�(𝑀); 𝑇 (𝑀)

]︀
. Можно доказать, что ⟨𝑀⟩ = 𝑆𝐺[�(𝑀); 𝑇 (𝑀)].

Данное соотношение также можно обобщить на случай замыка-
ний конечных множеств векторов из 𝑆𝑄 произвольной размерности.
Пусть 𝑀 = {D1, . . .,D𝑠}—произвольное конечное множество позитивных
стохастических векторов из 𝑆𝑄 размерности ℎ1, . . ., ℎ𝑠 соответственно. Как
и для случая одноэлементного множества, мы полагаем, что каждый век-
тор D𝑖 представлен в виде

D𝑖 =

(︂
𝑚(𝑖)

1

𝑛𝑖
; . . .;

𝑚(𝑖)
ℎ𝑖

𝑛𝑖

)︂
,
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где (𝑚(𝑖)
1 , . . ., 𝑚(𝑖)

ℎ𝑖
) = 1. Положим 𝑇 (𝑀) = (𝑇 (D1), . . ., 𝑇 (D𝑠)) в случае 𝑠> 2

и 𝑇 (𝑀) = 𝑇 (D1) в случае 𝑠 = 1. Положим также �(𝑀) =
𝑠⋃︀

𝑖=1

I(𝑛𝑖). Мож-

но показать, что множество 𝑇 (𝑀) является разделимым и взаимно прос-
тым с любым числом из �(𝑀). Поэтому можно рассмотреть множест-
во 𝑆𝐺

[︀
�(𝑀); 𝑇 (𝑀)

]︀
, для которого справедлива

Т е о р е м а 6. Для любого конечного множества 𝑀 позитив-
ных стохастических векторов из 𝑆𝑄 выполняется соотноше-
ние ⟨𝑀⟩=𝑆𝐺

[︀
�(𝑀); 𝑇 (𝑀)

]︀
.

На основании теоремы 6 можно предложить эффективный алгоритм
решения задачи выразимости в 𝑆𝑄. Пусть множество 𝑀 состоит из пози-
тивных векторов D1, . . .,D𝑠 размерности ℎ1, . . ., ℎ𝑠 соответственно. Предпо-
лагается, что все компоненты этих векторов изначально заданы несократи-
мыми дробями. Пусть компоненты вектора D𝑖 заданы несократимыми дро-
бями, знаменателями которых являются числа 𝑛(𝑖)

1 , . . ., 𝑛(𝑖)
ℎ𝑖
, 𝑖= 1, . . ., 𝑠. По-

ложим 𝜂𝑀 =max
𝑖,𝑗

𝑛(𝑖)
𝑗 , ℎ𝑀 =max

𝑖
ℎ𝑖 и Í𝑀 =

𝑠∑︀
𝑖=1

ℎ𝑖. Отметим, что если D /∈𝑆𝑄,

то, очевидно, D /∈ ⟨𝑀⟩. Поэтому можно предполагать, что D ∈ 𝑆𝑄. Пусть
вектор D имеет размерность ℎ и все компоненты этого вектора заданы несо-
кратимыми дробями, знаменателями которых являются числа 𝑛(0)

1 , . . ., 𝑛(0)
ℎ .

Положим 𝜂D =max
𝑗

𝑛(0)
𝑗 . Тогда проверка соотношения D ∈ ⟨𝑀⟩ с помощью

теоремы 6 требует выполнения не более 𝑂
(︀
(Í𝑀 + ℎ)ℎ𝑀 log 𝜂𝑀 + log log 𝜂D

)︀
арифметических операций. Таким образом, задача выразимости в 𝑆𝑄 раз-
решима за полиномиальное время.

Теорема 6 может быть модифицирована для случая замыканий
произвольных бесконечных множеств стохастических векторов из 𝑆𝑄.
Пусть 𝑀 = {D1,D2, . . .}—бесконечное множество позитивных векторов
из 𝑆𝑄. Тогда мы также можем рассмотреть множество 𝑆𝐺

[︀
�(𝑀); 𝑇 (𝑀)

]︀
,

где 𝑇 (𝑀)=(𝑇 (D1), 𝑇 (D2), . . .) и �(𝑀)=
∞⋃︀
𝑖=1

I(𝑛𝑖).

Т е о р е м а 7. Для каждого бесконечного множества 𝑀 позитив-
ных векторов из 𝑆𝑄 выполняется равенство ⟨𝑀⟩=𝑆𝐺

[︀
�(𝑀); 𝑇 (𝑀)

]︀
.

Поскольку любой из замкнутых классов векторов из 𝑆𝑄 является замы-
канием некоторого своего подмножества (например, самого этого класса),
из теорем 6 и 7 следует, что любой замкнутый класс векторов из 𝑆𝑄 яв-
ляется элементом множества 𝑆𝐺. Таким образом, множество 𝑆𝐺 является
множеством всех замкнутых подмножеств множества 𝑆𝑄. Можно показать,
что любое замкнутое множество векторов из 𝑆𝑄 имеет базис. Кроме того,
для каждого замкнутого множества векторов из 𝑆𝑄 можно дать описание
всех его предполных классов. Для множеств 𝑆𝐺[�] все предполные классы
описываются следующим образом.

У т в е р ж д е н и е 3. Совокупностью всех предполных классов
в множестве 𝑆𝐺[�] является множество

𝑆0[�] ∪
⋃︀

𝑡∈P∖�
{𝑆𝐺[�; {𝑡}]},

где

𝑆0[�] =

⎧⎨
⎩

⋃︀
𝑝∈�

{𝑆𝐺[� ∖ {𝑝}]}, если |�|> 1;

�○, если |�|= 1.
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В случае множества 𝑆𝐺[�; 𝑇 ], где 𝑇 непусто, для каждого числа 𝑟
из I(‖𝑇‖) мы обозначаем через 𝑡(𝑟) единственное число из 𝑇 , кратное 𝑟.
В таком случае имеем

У т в е р ж д е н и е 4. Совокупностью всех предполных классов
во множестве 𝑆𝐺[�, 𝑇 ], где 𝑇 ={𝑡1, . . ., 𝑡𝑞}, 𝑞>1, является множество

𝑆0[�; 𝑇 ] ∪
⋃︀

𝑡∈P∖(�∪I(‖𝑇 ‖))

{𝑆𝐺[�; 𝑇 ∪ {𝑡}]}∪

∪
⋃︀

𝑟∈I(‖𝑇 ‖)

{𝑆𝐺[�; 𝑇 ∪ {𝑡(𝑟) · 𝑟} ∖ {𝑡(𝑟)}]} ∪
⋃︀

16𝑖<𝑗6𝑞

{{𝑆𝐺[�; 𝑇 ∪ {𝑡𝑖𝑡𝑗} ∖ {𝑡𝑖, 𝑡𝑗}]},

где

𝑆0[�; 𝑇 ] =

⎧⎨
⎩

⋃︀
𝑝∈�

{𝑆𝐺[� ∖ {𝑝}; 𝑇 ]}, если |�|> 1;

�○, если |�|= 1,

Из утверждений 3 и 4 вытекает, что в каждом из замкнутых подмно-
жеств множества 𝑆𝑄 имеется счетное число предполных классов.

Через 𝑆𝐺𝑓𝑖𝑛 мы обозначаем подмножество множества 𝑆𝐺, состоящее
из всех множеств 𝑆𝐺[�; 𝑇 ] таких, что � конечно. Можно доказать, что замк-
нутое подмножество множества 𝑆𝑄 является конечно-порожденным тог-
да и только тогда, когда это подмножество является элементом множест-
ва 𝑆𝐺𝑓𝑖𝑛. Таким образом, 𝑆𝐺𝑓𝑖𝑛 является множеством всех конечно-
порожденных замкнутых подмножеств множества 𝑆𝑄. Кроме того, для каж-
дого множества 𝑆𝐺[�, 𝑇 ] из 𝑆𝐺𝑓𝑖𝑛 можно непосредственно предъявить од-
ноэлементное подмножество, порождающее это множество.

Следует отметить, что в ряде работ рассматривалось порождение веро-
ятностных распределений с наложенными на него дополнительными огра-
ничениями. Одним из таких ограничений является ограничение на класс
функций, используемых для порождения распределений. Например, в [31]
рассматривалось порождение бинарных распределений в классе 𝐹ппкс
всех булевых функций, реализуемых бесповторными формулами над ба-
зисом {&,∨} (отметим, что 𝐹ппкс можно также определить как класс
всех булевых функций, реализуемых бесповторными параллельно-последо-
вательными контактными схемами). Было показано, что множества 𝐺[{2}]

и 𝐺[{3}] порождаются в данном классе подмножествами
{︁
1

2

}︁
и
{︁
1

3
,
2

3

}︁
соот-

ветственно. В [4] было показано, что в классе 𝐹ппкс конечно-порожденным
является любое множество 𝐺[�], где � конечно и содержит по крайней мере
два числа. Остается открытым вопрос о конечной порожденности в клас-
се 𝐹ппкс множеств 𝐺[{𝑝}], где 𝑝—простое число, большее 3. Ряд результа-
тов, связанных с порождением бинарных распределений в более широком
классе 𝐹кс всех булевых функций, реализуемых бесповторными контактны-
ми схемами, получен в [5]. В частности, доказана конечная порожденность
в 𝐹кс множеств 𝐺[{5}] и 𝐺[{7}]. Кроме того, приведен пример множества,
не являющегося конечно-порожденным в 𝐹ппкс, но конечно-порожденного
в 𝐹кс. Из этих результатов вытекает, что в плане своих выразительных воз-
можностей класс 𝐹ппкс является более слабым, чем 𝐹кс. Представляется
интересным выявление классов булевых функций, сопоставимых по выра-
зительности с классом всех булевых функций. Таким классом может ока-
заться класс всех монотонных булевых функций, поскольку для некоторых
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конечных систем бинарных распределений замыкания этих систем относи-
тельно порождения в классе всех монотонных булевых функций совпадают
с их замыканиями относительно порождения в классе всех булевых функ-
ций [8].

Другим естественным ограничением, которое может быть наложено
на порождение вероятностных распределений, является ограничение на чис-
ло исходных случайных величин. Для справедливости изложенных выше
результатов предполагается, что для порождения распределений можно ис-
пользовать неограниченное число независимых копий случайных величин
с вероятностными распределениями из исходного множества распределе-
ний. Если ограничить возможное число таких копий, то мы имеем зада-
чу оценки сложности порождения вероятностных распределений, где под
сложностью порождения распределения понимается минимальное число ис-
ходных случайных величин, необходимое для порождения данного распре-
деления. Такая сложность, очевидно, существенным образом зависит от ис-
ходного множества распределений. В работах [5–7,9,10,31,33,37] был полу-
чен ряд оценок сложности порождения бинарных распределений из 𝑆𝑄 как
в классах 𝐹ппкс и 𝐹кс, так и в классе всех булевых функций. В частности,
в [31,33] было установлено, что при 𝑘=2 (𝑘=3) сложность порождения чис-
ла 𝑚/𝑘𝑛 подмножеством {1/2} ({1/3, 2/3}) в классе 𝐹ппкс равна 𝑛. В [37]
была вычислена сложность порождения в классе всех булевых функций
бинарных распределений 𝑘-ично-рациональных вероятностей системами чи-

сел
{︁

1

𝑘
,
2

𝑘
, . . .,

𝑘− 1

𝑘

}︁
для любого натурального 𝑘 > 3. В [6,7] были получены

оценки сложности порождения в классе 𝐹ппкс чисел из множеств 𝐺[�], где
� конечно и содержит по крайней мере два числа, конечными порождающи-
ми подмножествами этих множеств. Эти результаты были усилены в [9]: при
условии, что � конечно и содержит по крайней мере два числа, для любого
𝜀 > 0 было непосредственно предъявлено конечное порождающее подмно-
жество множества 𝐺[�] такое, что сложность порождения в классе 𝐹ппкс
любого числа

𝑚

𝑛
из 𝐺[�] этим подмножеством не превосходит 1 + 𝜀 log 𝑛.

В [5] были получены оценки сложности порождения в классе 𝐹кс чисел
из множеств 𝐺[{5}] и 𝐺[{7}] порождающими эти множества конечными
подмножествами. В [10] найдена асимптотика сложности порождения би-
нарных распределений в классе всех булевых функций одноэлементными
множествами бинарных распределений из 𝑆𝑄. Однако в общем случае за-
дача оценки сложности порождения вероятностных распределений из 𝑆𝑄
остается нерешенной даже для класса всех булевых функций. Отметим,
что используемые для получения изложенных выше результатов методы
порождения вероятностных распределений являются экономными в плане
использования исходных случайных величин и поэтому могут оказаться по-
лезными для решения данной проблемы. Другим сложностным аспектом
порождения вероятностных распределений, изучавшимся ранее в литера-
туре [3, 24], является минимальная сложность схемной реализации функ-
ций, применяемых для порождения этих распределений. В частности, в [3]
решена задача оптимального синтеза детерминированного преобразователя
в базисе {&,∨, }, генерирующего значения 0 и 1 с вероятностью, завися-
щей от некоторого управляющего параметра, и дан анализ точности данного
преобразования. В [24] получена асимптотика функции Шеннона для слож-
ности схемной реализации в произвольном конечном базисе для исходного
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множества бинарных распределений, состоящего из единственного распре-
деления (1−𝑝; 𝑝), в случае, если 𝑝 является трансцендентным. Для случая,
когда 𝑝 не является трансцендентным, в данной работе получены точные
по порядку верхние оценки исследуемой функции Шеннона.

Тесно связанной с задачей оценки сложности порождения вероятност-
ных распределений является задача приближенного порождения вероят-
ностных распределений, заключающаяся в том, чтобы из заданного числа
исходных случайных величин с заданными распределениями построить слу-
чайную величину с распределением, наиболее близким к требуемому веро-
ятностному распределению. Интересные результаты, касающиеся прибли-
женного порождения распределений, получены Р. Схиртладзе и Н. Нурмее-
вым в работах [23,32]. В частности, в [23] найдены точные значения макси-
мальной погрешности реализации бинарных случайных величин булевыми
функциями с заданным числом переменных исходя из множества, состоя-
щего ровно из одного бинарного распределения. Важной задачей, близкой
по тематике к рассматриваемым вопросам, является также задача о ми-
нимальном имплицирующем векторе [22]. Под имплицирующим вектором
для стохастической матрицы понимается набор коэффициентов выпукло-
го разложения этой матрицы на вырожденные (состоящие только из ну-
лей и единиц) стохастические матрицы того же размера. Минимальным
имплицирующим вектором для стохастической матрицы называется импли-
цирующий вектор минимальной длины. В [2] отмечена NP-полнота задачи
нахождения минимального имплицирующего вектора. В [22] получены близ-
кие друг к другу верхние и нижние оценки функций Шеннона от размера
матрицы для иерархии различных классов стохастических матриц.

Отметим, что в данной работе мы рассматриваем порождение распре-
делений посредством функций, все значения которых являются значения-
ми реализуемых ими случайных величин. Такое порождение можно назвать
синхронным. Начиная с середины прошлого века в ряде работ [25,34,36,40]
рассматривалось порождение распределений посредством функций, кото-
рые, кроме значений реализуемых случайных величин, принимают также
«неопределенное» значение. «Неопределенное» значение функции означает,
что мы не можем получить значение реализуемой случайной величины
на данном наборе значений исходных случайных величин и поэтому надо
использовать новую порцию исходных случайных величин для повторной
попытки реализации требуемой случайной величины. Поскольку в таком
случае требуемая случайная величина может быть получена с некоторой
задержкой, пропорциональной числу повторных попыток ее реализации,
в отличие от рассматриваемого синхронного порождения такое порожде-
ние можно назвать асинхронным. Первый простейший метод асинхрон-
ного преобразования последовательности независимых бинарных случай-
ных величин, имеющих некоторое фиксированное распределение, в после-
довательность независимых бинарных случайных величин, принимающих
оба значения с вероятностью 1/2, был предложен в [40]. В [25, 34] пред-
ложены более эффективные реализации данного метода. Асинхронное по-
рождение распределений является практичным в случае, если реализуется
большая серия случайных величин и допускается неограниченно большая
задержка в реализации между двумя последовательными случайными ве-
личинами из этой серии. В противном случае такой подход к порождению



18 Р. М. КОЛПАКОВ

распределений является неприемлемым. Одним из возможных путей устра-
нения этого недостатка асинхронного порождения представляется комбини-
рование асинхронного порождения с синхронным порождением, заключаю-
щееся в том, чтобы в случае достаточно большой задержки при реализа-
ции случайной величины применять синхронное порождение, т. е. функцию,
не принимающую «неопределенное» значение.

Еще раз отметим, что в данной работе все исходные случайные величи-
ны, используемые для порождения распределений, предполагаются незави-
симыми в совокупности. Н. Нисаном и Д. Зукерманом в [42] было показано,
что для приближенного порождения распределений с произвольной точно-
стью могут также использоваться исходные случайные величины, не являю-
щиеся независимыми. Функции, применяемые в таком случае, называются
экстракторами. В последние годы за рубежом проводились активные ис-
следования экстракторов (см., например, [41,43–45]). Существенным недо-
статком экстракторов является их сравнительно высокая сложность: экс-
тракторы требуют большого числа исходных случайных величин и, соот-
ветственно, большой оказывается также сложность вычисления значений
экстрактора.
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