
ИПМ им. М.В. Келдыша РАН ∙ Электронная библиотека
Математические вопросы кибернетики ∙ Выпуск 19

Я. В. Акулов

О классах булевых
функций, выразимых

относительно
расширенной
суперпозиции

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:
Акулов Я. В. О классах булевых функций, вы-
разимых относительно расширенной суперпози-
ции // Математические вопросы кибернетики.
Вып. 19. — М.: ФИЗМАТЛИТ, 2019. — С. 123–198. URL:
http://library.keldysh.ru/mvk.asp?id=2019-123

http://keldysh.ru
http://library.keldysh.ru
http://library.keldysh.ru/mvk/
http://library.keldysh.ru/prep_qf.asp?acode=1&pqf_PublicationTypeID=11&pqf_from_pubYear=2019&pqf_to_pubYear=2019
http://library.keldysh.ru/mvk.asp?id=2019-123


О КЛАССАХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ, ВЫРАЗИМЫХ
ОТНОСИТЕЛЬНО РАСШИРЕННОЙ СУПЕРПОЗИЦИИ

Я. В. АКУЛОВ

(МОСКВА)

Оглавление

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
§ 1. Определения и основные свойства операции расширенной суперпозиции . . . . . . . 130

1.1. Основные определения и обозначения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
1.2. Операция расширенной суперпозиции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
1.3. Свойства операции расширенной суперпозиции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

§ 2. Критерий выразимости функций в терминах расширенной суперпозиции . . . . . . . 136
2.1. Формулировка и доказательство критерия выразимости . . . . . . . . . . . . . . . 136
2.2. Критерии согласованности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

§ 3. Критерий универсальной разложимости классов булевых функций . . . . . . . . . . 146
3.1. Вспомогательные утверждения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
3.2. Формулировка и доказательство критерия универсальной разложимости . . . . . 150

§ 4. P-пополнения замкнутых классов булевых функций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
4.1. Вспомогательные определения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
4.2. Базовые P-пополнения классов 𝐿, 𝑈01 и 𝑆𝑈 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
4.3. Базовые P-пополнения класса 𝑀01 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
4.4. Базовые P-пополнения класса 𝑇0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
4.5. Базовые P-пополнения классов вида 𝑂𝑚 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
4.6. Базовые P-пополнения класса 𝐾01 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
4.7. Базовые P-пополнения класса 𝑆 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
4.8. Теорема о множестве базовых P-пополнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
4.9. Теорема о множестве P-пополнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
4.10. Отличие некоторых P-пополнений от замкнутых классов . . . . . . . . . . . . . 177

§ 5. Вопросы полноты для 𝑃2 и предполных классов булевых функций . . . . . . . . . . 178
5.1. Вспомогательные утверждения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
5.2. Полнота в классе 𝑃2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
5.3. Полнота в классе 𝑇1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
5.4. Полнота в классе 𝑆 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
5.5. Полнота в классе 𝑀 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
5.6. Полнота в классе 𝐿 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

Литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

c○ Я. В. Акулов, 2019



124 Я. В. АКУЛОВ

Введение

Данная работа относится к математической теории функциональных
систем—одному из основных разделов дискретной математики и матема-
тической кибернетики. В ней рассматривается задача о реализации буле-
вых функций формулами специального вида. Вводится понятие операции
расширенной суперпозиции. Исследуются вопросы выразимости и полноты
в терминах рассматриваемой операции.

В теории функциональных систем важное место занимают задачи клас-
сификации функций в соответствии с различными свойствами этих функ-
ций. Исследование свойств функций позволяет объединить эти функции
в отдельные классы и зачастую помогает получить более полное понима-
ние структуры функциональных множеств и на основе полученной класси-
фикации выделить некоторый более общий подход, применимый к другим
задачам теории дискретных функций.

Описание и изучение множеств функций, замкнутых относительно
операции суперпозиции, является одним из наиболее известных подходов
к решению задач классификационного характера. Классический результат
в этой области—описание множества всех классов булевых функций, замк-
нутых относительно операции суперпозиции. Это описание было получено
Э.Постом [46,47] в 1920 году. Как показал Пост, мощность множества клас-
сов булевых функций, замкнутых относительно операции суперпозиции, яв-
ляется счетной. Ю.И.Янов и А.А.Мучник [43] установили, что в 𝑘-значной
логике при 𝑘> 3 существуют примеры замкнутых классов, не имеющих ба-
зиса, а также классов со счетным базисом. Отсюда, в частности, следует,
что множество всех замкнутых классов 𝑘-значной логики при 𝑘 > 3 имеет
континуальную мощность, что значительно затрудняет исследование.

В связи с указанными трудностями в изучении классов функций
𝑘-значной логики в научной литературе были предложены несколько под-
ходов, позволяющих в некоторой степени избегать эти трудности. Один
из таких подходов заключается в рассмотрении различных усилений опе-
рации суперпозиции, позволяющих получить более просто устроенную ре-
шетку классов функций 𝑘-значной логики, замкнутых относительно данных
усилений.

Другой подход состоит в изучении различных фрагментов решетки
замкнутых классов в 𝑃𝑘, в частности фрагментов, состоящих из всех замк-
нутых классов, содержащих в качестве подмножества некоторый задан-
ный замкнутый класс (такой фрагмент обычно называют надрешеткой этого
класса).

Перечислим работы, относящиеся к первому направлению иссле-
дований.

В работах С.С.Марченкова [16–18] и Нгуен Ван Хоа [26–28] иссле-
дуется 𝑆-замыкание, в котором наряду с операцией суперпозиции приме-
няется операция перехода к двойственным функциям относительно фикси-
рованной группы подстановок. Другими словами, 𝑆-замкнутый класс для
каждой принадлежащей ему функции содержит также всякую двойствен-
ную ей относительно указанной группы подстановок функцию. Таким об-
разом, авторами изучается структура решетки замкнутых классов функций
𝑘-значной логики при отождествлении похожих, в определенном смысле,
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функций. В частности, для симметрической группы множества 𝐸𝑘 в этих ра-
ботах установлено, что множество 𝑆-замкнутых классов функций 𝑘-значной
логики для любого 𝑘> 3 конечно.

В работе А.В.Кузнецова [11] вводятся понятия параметрической вы-
разимости и параметрического замыкания. В этой работе получено опи-
сание параметрически замкнутых классов булевых функций. В работе
А.Ф.Данильченко [5] показано, что при 𝑘 = 3 множество параметриче-
ски замкнутых классов функций 𝑘-значной логики конечно, а в работе
C.Барриса и Р.Уилларда [45] аналогичное утверждение доказано для 𝑘>3.

В работах Ю.В. Голункова и О.В.Андреевой [2,4], В.Д.Соловьева [31]
и В.А. Тайманова [32, 33] изучаются вопросы полноты функционально-
предикатных систем с операциями замыкания программного типа. Каждая
операция программного типа определяется своим множеством предикатов.
В работах В.А. Тайманова показано, что в зависимости от свойств указан-
ных множеств предикатов мощность множества замкнутых классов может
быть конечной, счетной или равняться мощности континуума.

В работах А.В.Кузнецова [11], О.М.Касим-Заде [6, 8, 10], Е.А.Орехо-
вой [30] и Е.В.Михайлец [21,22] рассматриваются классы функций, допус-
кающих неявное представление над некоторой системой функций.

В работах О.С. Тарасовой [34–36] исследуются классы 𝑘-значной логи-
ки, 𝑘> 2, замкнутые относительно операций суперпозиции и перестановки
с множеством наборов специального вида.

В ряде работ рассматривается классификация функций многознач-
ной логики, не связанная с замыканием относительно суперпозиции, по-
средством введения классов функций, инвариантных относительно иных
операций.

В частности, в работах С.В.Яблонского [39,40], О.М.Касим-Заде [7,9]
и Г. Г.Аманжаева [1] рассматриваются классы, инвариантные относитель-
но подстановки некоторого множества функций одной переменной. В рабо-
тах Ю.В.Кузнецова [12, 13] рассматриваются классы, инвариантные отно-
сительно отождествления переменных.

Необходимо отметить, что существуют также подходы к классифика-
ции функций 𝑘-значной логики на основе их свойств. Так, например, ра-
ботах Нгуена Ван Хоа [23–25] изучается подход, состоящий в разбиении
множества замкнутых классов функций 𝑘-значной логики на классы эквива-
лентности, где отношения эквивалентности определяются свойствами вхо-
дящих в них функций.

Дополнительный обзор результатов, полученных в этом направлении,
содержится, например, в [35].

Теперь отметим работы, относящиеся ко второму направлению иссле-
дований.

В работе Г.А.Бурле [3] описана надрешетка класса 𝑈𝑘 всех функций
𝑘-значной логики от одной переменной, и показано, что эта надрешетка
содержит конечное число замкнутых классов. В работе И.Розенберга [48]
описаны все минимальные классы в 𝑃𝑘, содержащие все селекторные функ-
ции, и показано, что при фиксированном 𝑘 их конечное число. В работе
А.А.Нечаева [29] описаны все предполные классы, содержащие класс по-
линомов. В работе С.С.Марченкова [19] были описаны все классы в 𝑃𝑘,
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содержащие дуальный дискриминатор, т. е. функцию вида

𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

⎧⎨
⎩
𝑥, если 𝑥= 𝑦,

𝑧, если 𝑥 ̸= 𝑦.

В работе К.Бейкера и А.Пиксли [44] показано, что множество таких клас-
сов при фиксированном 𝑘 конечно. В работе В.Б.Ларионова [14] исследу-
ются надрешетки замкнутых классов, состоящих из самодвойственных или
монотонных функций 𝑘-значной логики.

Отметим, что даже в случае такого узкого класса, как 𝑈𝑘, надрешет-
ка этого класса является конечной и очень просто устроенной. Тем самым
рассмотрение надрешеток замкнутых классов в значительной части случаев
представляет собой чрезмерное упрощение задачи описания структуры ре-
шетки замкнутых классов в 𝑃𝑘. Поэтому представляет интерес выработка
новых подходов к изучению решетки классов в 𝑃𝑘, являющихся в неко-
тором смысле промежуточными между подходом, связанным с изучением
отдельных надрешеток в 𝑃𝑘, и непосредственным изучением всей решетки
замкнутых классов функций 𝑘-значной логики.

В качестве одного из таких подходов в настоящей работе предлагается
некоторое обобщение операции суперпозиции. Для корректного обоснова-
ния данного обобщения заметим, что задачу описания надрешетки некоторо-
го фиксированного класса 𝐹 функций 𝑘-значной логики можно переформу-
лировать следующим образом. Вместо стандартной операции суперпозиции
для функций 𝑘-значной логики мы можем рассмотреть модифицированную
операцию суперпозиции, в которой при реализации функций формулами
допускаются помимо функциональных символов функций из исходного по-
рождающего функционального множества функциональные символы любых
функций из 𝐹 . Тогда надрешетка класса 𝐹 в точности совпадает с решет-
кой функциональных классов, замкнутых относительно данной модифици-
рованной операции суперпозиции. Естественным ослаблением рассмотрен-
ной модифицированной операции суперпозиции является реализация функ-
ций формулами, в которых любые функции из 𝐹 могут применяться только
к содержащимся в формуле переменных.

Настоящая работа посвящена исследованию различных вопросов, свя-
занных с реализацией функций такими формулами. Таким образом, в данной
работе исследуется подход, представляющий из себя комбинацию описан-
ных выше методов изучения усилений операции суперпозиции и методов
изучения надрешеток замкнутых классов функций 𝑘-значной логики. Иссле-
дуется операция суперпозиции, состоящая в реализации функций формула-
ми над некоторым исходным функциональным множеством A, в которых
в качестве исходных элементарных подформул рассматриваются не сим-
волы переменных, а формулы, реализующие любые функции из некоторого
функционального множества 𝐹 . Такая операция называется в работе опера-
цией расширенной суперпозиции, а множество всех функций, реализуемых
данными формулами, называется пополнением A относительно 𝐹 . Отметим,
что при фиксированном 𝐹 такой оператор пополнения не всегда обладает
всеми свойствами замыкания. В работе изучаются пополнения замкнутых
классов булевых функций относительно функциональных множеств опреде-
ленного типа. Для рассматриваемых функциональных систем исследуются
вопросы выразимости и полноты.
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Текст статьи состоит из введения, пяти параграфов и списка литера-
туры. Утверждения нумеруются тройками чисел, где первое число обознача-
ет номер параграфа, второе—номер пункта внутри параграфа, а третье—
номер утверждения внутри пункта. Во введении принята отдельная нумера-
ция теорем, после номера каждой теоремы в скобках указан номер, который
соответствующее утверждение имеет в тексте статьи.

В § 1 даются необходимые определения, вводится операция расширен-
ной суперпозиции и доказывается ряд свойств этой операции. В частности,
даны следующие определения.

Пусть 𝐹 —множество булевых функций, содержащее все селекторные
функции и замкнутое относительно операций введения несущественных пе-
ременных и переименования переменных (включая отождествление). Будем
называть такие множества инвариантными классами. Пусть 𝐹 —инвари-
антный класс булевых функций, A—некоторое множество булевых функ-
ций. Пару таких множеств (𝐹,A) будем называть типом булевых функций.
Определим понятие формулы над типом 𝑈=(𝐹,A) индуктивно.

1. Выражение 𝑔(𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , . . ., 𝑥𝑖𝑛), где 𝑔 ∈ 𝐹 ; 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛 —символы пере-
менных, 𝑛> 1, является формулой над 𝑈 . Такие формулы будем называть
тривиальными.

2. Пусть Ï1, . . .,Ï𝑛 —формулы над 𝑈 , 𝑛 > 1, а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈A. Вы-
ражение Ï вида 𝑓(Ï1, . . .,Ï𝑛) является формулой над 𝑈 . Будем назы-
вать Ï1, . . .,Ï𝑛 подформулами формулы Ï. Формулу Ï и все подформулы
формул Ï1, . . .,Ï𝑛 будем также называть подформулами формулы Ï.

Пусть (𝐹,A)—произвольный тип булевых функций. Пополнением си-
стемы A относительно класса 𝐹 назовем множество всех булевых функ-
ций, реализуемых нетривиальными формулами над типом (𝐹,A) (обозначе-
ние [A]𝐹 ). Пусть 𝐵—замкнутый класс булевых функций. Тип (𝐹,A) назы-
вается полным в 𝐵, если [A]𝐹 =𝐵.

В § 2 исследуется вопрос выразимости булевых функций в терминах
расширенной суперпозиции. Для заданной булевой функции 𝑓 и заданного
инвариантного класса 𝐹 вводится понятие декомпозиции функции 𝑓 отно-
сительно класса 𝐹 . Вводится также понятие частичной функции, согласо-
ванной с заданным замкнутым классом булевых функций. Для замкнутого
класса 𝐴 и инвариантного класса 𝐹 показывается, что булева функция при-
надлежит пополнению [𝐴]𝐹 тогда и только тогда, когда ее декомпозиция от-
носительно инвариантного класса 𝐹 является согласованной с классом 𝐴.
Приводятся критерии согласованности частичных функций с замкнутыми
классами булевых функций. Рассматриваемые в параграфе понятия вводят-
ся следующим образом.

Пусть 𝑅⊆𝐸𝑛, где 𝐸 = {0, 1}, 𝑛> 1. Пусть 𝑟(𝑛) —отображение из мно-
жества 𝑅 в 𝐸, которое задается функцией 𝑟(𝑛)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), где 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 —
набор переменных. Функцию 𝑟(𝑛)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем называть 𝑛-местной ча-
стичной булевой функцией, определенной на множестве 𝑅. Если ̃︀𝛼∈𝐸𝑛∖𝑅,
то будем говорить, что функция не определена на наборе ̃︀𝛼.

Пусть 𝑛>1, 𝑅⊆𝐸𝑛, 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—частичная булева функция, опреде-
ленная на множестве 𝑅. Будем говорить, что булева функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
доопределяет частичную функцию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), если для любого набо-
ра ̃︀𝛼 ∈ 𝑅 выполнено равенство 𝑓(̃︀𝛼) = 𝑟(̃︀𝛼). Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем
называть доопределением частичной функции 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).



128 Я. В. АКУЛОВ

Пусть 𝐴—замкнутый класс булевых функций, 𝑛, 𝑘 > 1. Рассмотрим
множество 𝑅 ⊆ 𝐸𝑛 и частичную функцию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), определенную на
множестве 𝑅. Функцию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем называть согласованной с замк-
нутым классом 𝐴, если существует такое доопределение 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) функ-
ции 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), что 𝑓 ∈𝐴.

Пусть 𝑛> 1, ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—булева функция, 𝐹 —инвариантный класс
булевых функций, 𝐹 (𝑛) = {𝑓1, . . ., 𝑓𝑙}, 𝑙 > 1. Рассмотрим множества 𝐸𝑛 =

= {̃︀𝛾1, ̃︀𝛾2, . . ., ̃︀𝛾2𝑛}, 𝑅= {̃︀𝛿1, . . ., ̃︀𝛿2𝑛}, где ̃︀𝛿𝑖 =(𝑓1(̃︀𝛾𝑖), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛾𝑖))∈𝐸𝑙, 𝑖=1, . . .
. . ., 2𝑛, и частичную функцию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙), определенную на множест-

ве 𝑅, и такую, что 𝑟(̃︀𝛿𝑖) = ℎ(̃︀𝛾𝑖) для всех 𝑖 = 1, . . ., 2𝑛. Назовем функ-
цию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) декомпозицией функции ℎ относительно инвариантного
класса 𝐹 .

Основным результатом параграфа 2 является

Т е о р е м а 1 (2.1.1). Пусть 𝐴—замкнутый класс булевых функ-
ций, 𝐹 —инвариантный класс, ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2, 𝑛 > 1. Тогда ℎ ∈ [𝐴]𝐹 ,
если и только если декомпозиция функции ℎ относительно 𝐹 является
согласованной с классом 𝐴.

В § 3 исследуется вопрос о представлении пополнений замкнутых клас-
сов в виде пересечения конечного числа других пополнений. Пусть 𝐴—
замкнутый класс булевых функций. Будем называть 𝐴 разложимым, если
существуют такие отличные от 𝐴 замкнутые классы 𝐵1, . . ., 𝐵𝑘, 𝑘 > 2, что
𝐴=𝐵1 ∩ . . . ∩𝐵𝑘. Будем называть 𝐴 универсально разложимым, если су-
ществуют такие отличные от 𝐴 замкнутые классы 𝐶1,. . . ,𝐶𝑚, 𝑚>2, что для
произвольного инвариантного класса 𝐹 выполняется соотношение

[𝐴]𝐹 = [𝐶1]𝐹 ∩ . . .∩ [𝐶𝑚]𝐹 .

Обозначим через 𝑀𝑈 класс монотонных булевых функций, существен-
но зависящих не более чем от одной переменной. Основным результатом
параграфа 3 является

Т е о р е м а 2 (3.2.1). Произвольный замкнутый класс булевых
функций, отличный от класса 𝑀𝑈 , универсально разложим тогда
и только тогда, когда он разложим. Класс 𝑀𝑈 является разложимым,
но не является универсально разложимым.

Эта теорема используется в дальнейшем в других параграфах статьи.
Она позволяет сводить исследование пополнений всех замкнутых классов
булевых функций к исследованию пополнений сравнительно небольшого
подмножества замкнутых классов.

В § 4 исследуются пополнения замкнутых классов булевых функций
относительно других замкнутых классов. Вводится понятие P-пополнения:
пополнение [𝐴]𝐹 называется P-пополнением, если 𝐴 и 𝐹 являются замкну-
тыми классами, содержащими неконстантные функции. Приводится полное
описание множества всех P-пополнений. Здесь и далее обозначения для
замкнутых классов взяты согласно работам А.Б.Угольникова [37,38].

Положим

A= {𝑀01, 𝐿, 𝐾01, 𝑇0, 𝑂
𝑚, 𝑆, 𝑆𝑈, 𝑈01},

F= {𝑀01, 𝐿, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿01, 𝑆𝐿, 𝐾01, 𝐷01, 𝑆𝑈, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑚,

𝑂𝑚
0 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚, 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝐼𝑚

1 , 𝑆, 𝑆𝑀, 𝑆01},
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где 𝑚 = 2, 3, . . .,∞. Рассмотрим всевозможные типы (𝐹, 𝐴) такие, что
𝐴 ∈A, 𝐹 ∈F. Соответствующие им пополнения [𝐴]𝐹 будем называть ба-

зовыми P-пополнениями.
Пусть 𝐴 ⊆ 𝑃2. Обозначим через 𝐴* множество всех функций 𝑔 ∈ 𝑃2

таких, что 𝑔*∈𝐴, а через 𝐴 множество всех функций 𝑔∈𝑃2 таких, что 𝑔∈𝐴.
Обозначим через 𝐴(𝑛), где 𝑛 > 1, множество всех функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
от 𝑛 переменных, содержащихся в множестве 𝐴.

Положим ̂︁P2=F и ̂︁P2=
⋃︀
𝐴∈𝐼

{𝐴∪𝐴}, где

𝐼 = {𝑇01, 𝐾01, 𝐷01, 𝐿01, 𝑀01, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 , 𝑆𝑀},

𝑚=2, 3, . . .,∞.
Пусть 𝐹 —замкнутый класс булевых функций. Обозначим через 𝐺𝑚

𝐹

(𝑚=2, 3, . . .,∞) множество всех булевых функций 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1, удо-
влетворяющих следующему условию: для любого 𝑞, 16 𝑞 6𝑚, и для лю-
бых 𝑞 наборов, на которых функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) принимает нулевое зна-
чение, существует функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , также принимающая на этих

наборах нулевое значение. Обозначим через ̂︀G множество, состоящее из
классов 𝐺𝑚

𝐿01
, 𝐺𝑚

𝐿1
, 𝐺𝑚

𝑆𝐿, 𝐺
𝑚
𝑆𝑈 , 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Пусть 𝐴—замкнутый класс булевых функций. Будем обозначать через
𝑙(𝐴) множество всех булевых функций ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) таких, что существует
функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐴 такая, что ℎ6𝑔. Будем обозначать через 𝑏(𝐴) мно-
жество всех булевых функций ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) таких, что существует функция
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐴 такая, что ℎ> 𝑔. Несложно видеть, что 𝑏(𝐴) = 𝑙(𝐴)*. Обо-

значим через ̂︀S множество, состоящее из классов 𝑙(𝑆), 𝑙(𝑆01), 𝑙(𝑆𝑀), 𝑏(𝑆),
𝑏(𝑆01), 𝑏(𝑆𝑀).

Обозначим через 𝐴𝑆 множество всех таких функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝑛> 1, что для любых двух противоположных наборов ̃︀𝛼 и ̃︀𝛼 длины 𝑛 выпол-

няется соотношение 𝑓(̃︀𝛼)=𝑓(̃︀𝛼). Положим ̂︀Z={𝑆∪𝐴𝑆}.
Пусть 𝐴—замкнутый класс. Обозначим через 𝐾(𝐴) множество

всех функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛 > 1, представимых в виде 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
= 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)& . . . &𝑔𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑘 > 1, где 𝑔𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐴, 1 6 𝑖 6 𝑘.
Положим

̂︀L= {𝐾(𝑆𝑈), 𝐾(𝐿), 𝐾(𝐿0), 𝐾(𝐿1), 𝐾(𝐿01), 𝐾(𝑆𝐿)}.

Т е о р е м а 3 (4.8.1). Множество 𝐺 булевых функций является

базовым P-пополнением тогда и только тогда, когда выполняется со-

отношение

𝐺 ∈ ̂︀S ∪ ̂︀Z∪ ̂︀G ∪ ̂︀L ∪̂︁P2 ∪
̂︀P2.

В этом параграфе также показывается, что всякое P-пополнение мож-
но получить из базовых P-пополнений при помощи операций пересечения,
добавления констант и двойственности. На основе этих соображений при-
водится полное описание P-пополнений.

Обозначим через P2 множество всех неконстантных замкнутых клас-
сов, а также классов получающихся из них добавлением констант. Обо-
значим через P2 множество всех таких классов булевых функций 𝐴, что
существует замкнутый класс булевых функций 𝐵 такой, что 𝐴 = 𝐵 ∪ 𝐵,
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а также классов, получающихся из этих классов одновременным добавле-
нием обеих констант. Обозначим через G множество, состоящее из классов,

содержащихся в ̂︀G, а также классов
𝑇0 ∩𝐺𝑚

𝐿01
, (𝑇0 ∩𝐺𝑚

𝐿01
)∪ {1}, 𝑇01 ∩𝐺2

𝐿01
∩𝐻2

𝐿01
, 𝐺2

𝑆𝐿 ∩𝐻2
𝑆𝐿, 𝐺

2
𝑆𝑈 ∩𝐻2

𝑆𝑈 ,

𝑚=2, 3, . . .,∞, и двойственных к перечисленным. Обозначим через S мно-

жество, состоящее из классов, содержащихся в классе ̂︀S, классов 𝑇1∩𝑙(𝑆01),
𝑇1 ∩ 𝑙(𝑆𝑀), 𝑀01 ∩ 𝑙(𝑆𝑀), классов, получающихся из них добавлением кон-
стант, а также классов, двойственных перечисленным. Обозначим через
Z множество, состоящее из классов 𝑆∪𝐴𝑆, 𝑇0∩(𝑆∪𝐴𝑆), 𝑇1∩(𝑆∪𝐴𝑆), а также
двойственных к перечисленным. Обозначим через L множество, состоящее

из классов, содержащихся в множестве ̂︀L, классов, получающихся из них
добавлением констант, а также классов, двойственных к перечисленным.

Основным результатом параграфа 4 является следующая теорема.

Т е о р е м а 4 (4.9.15). Множество 𝐺 булевых функций является

P-пополнением тогда и только тогда, когда выполняется соотношение

𝐺 ∈S ∪ Z ∪G ∪ L ∪P2 ∪P2.

В § 5 рассматриваются вопросы полноты операции расширенной супер-
позиции. Рассматриваемая задача состоит в том, что для данных замкнутых
классов 𝐴 и 𝐵, где 𝐴⊆𝐵 необходимо найти семейство всех таких инва-
риантных классов 𝐹 ⊆ 𝐵, что [𝐴]𝐹 = 𝐵. Данное семейство инвариантных
классов обозначается через R(𝐴, 𝐵). В параграфе 5 описаны все семей-
ства R(𝐴, 𝐵) такие, что 𝐵 = 𝑃2, 𝐿, 𝑇0, 𝑇1, 𝑆, 𝑀 , а 𝐴—замкнутый класс
такой, что 𝐴⊆𝐵.

Основные результаты работы получены под руководством А.Б.Уголь-
никова.

§ 1. Определения и основные свойства
операции расширенной суперпозиции

1.1. Основные определения и обозначения. Обозначим че-
рез 𝑃2 множество всех булевых функций. Пусть 𝐹 ⊆ 𝑃2. Обозначим через
𝐹 (𝑛) множество всех функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из множества 𝐹 , где 𝑛 > 1.
Положим 𝐸 = {0, 1}. Обозначим через 𝐸𝑛 множество всех наборов ̃︀𝛼 =
= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) таких, что 𝛼1, . . ., 𝛼𝑛 ∈𝐸, 𝑛> 1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1,—
булева функция. Переменную 𝑥𝑖, 16 𝑖6 𝑛, будем называть существенной
для функции 𝑓 , если найдутся 𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 𝛼𝑖+1, . . ., 𝛼𝑛∈𝐸 такие, что

𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 0, 𝛼𝑖+1, . . ., 𝛼𝑛) ̸= 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 1, 𝛼𝑖+1, . . ., 𝛼𝑛).

В этом случае будем говорить, что функция 𝑓 существенно зависит

от переменной 𝑥𝑖. В противном случае переменную 𝑥𝑖 будем называть несу-
щественной и будем говорить, что функция 𝑓 не зависит существенно

от переменной 𝑥𝑖. Функции будем называть равными, если одну из них
можно получить из другой путем добавления и удаления несущественных
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переменных. Пусть ̃︀𝛼=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)∈𝐸
𝑛, ̃︀𝛽=(𝛽1, . . ., 𝛽𝑛)∈𝐸

𝑛, 𝑛>1. Набор ̃︀𝛽
не превосходит набора ̃︀𝛼 (обозначение ̃︀𝛼> ̃︀𝛽), если для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑛,
выполнено неравенство 𝛼𝑖 > 𝛽𝑖. Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1, будем назы-

вать монотонной, если для любых двух наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛 таких, что ̃︀𝛼> ̃︀𝛽,
выполняется соотношение 𝑓(̃︀𝛼)>𝑓(̃︀𝛽). Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃2 будем на-
зывать селекторной, если существует такой номер 𝑖, 16 𝑖6 𝑛, что для лю-
бого набора ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) из 𝐸

𝑛 выполняется равенство 𝑓(̃︀𝛼) =𝛼𝑖. Будем
обозначать эту функцию через 𝑒(𝑛)𝑖 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) или через 𝑥𝑖. Будем называть
функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃2 константой 0 (соответственно константой 1),
если она принимает значение 0 (соответственно 1) на всех наборах из 𝐸𝑛,
𝑛>1, и обозначать через 0 (соответственно через 1).

Функцию 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) будем называть двойственной к функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) (обозначение 𝑓 *(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)). Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) бу-
дем называть самодвойственной, если 𝑓 = 𝑓 *. Пусть 𝐵 ⊆ 𝑃2. Обозначим
через 𝐵* множество всех функций 𝑔 ∈ 𝑃2 таких, что 𝑔* ∈𝐵, а через 𝐵—
множество всех функций 𝑔 ∈ 𝑃2 таких, что 𝑔 ∈𝐵. Будем называть отобра-
жение 𝜙 :𝐵→𝐵* операцией двойственности.

Пусть 𝐴—множество булевых функций. Дадим индуктивное опреде-
ление формулы над 𝐴.

1. Выражение 𝑥𝑖, где 𝑥𝑖 —символ переменной, является формулой
над 𝐴. Такие формулы будем называть тривиальными.

2. Пусть Ï1, . . .,Ï𝑛 —формулы над 𝐴, 𝑛> 1, а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐴. Выра-
жение Ï вида 𝑓(Ï1, . . .,Ï𝑛) является формулой над 𝐴. Будем назы-
вать Ï1, . . .,Ï𝑛 подформулами формулы Ï. Формулу Ï и все подформулы
формул Ï1, . . .,Ï𝑛 будем также называть подформулами формулы Ï.

Произвольная формула естественным образом задает некоторую буле-
ву функцию. Будем говорить, что формула реализует эту функцию. Фор-
мулу É, реализующую некоторую функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) 𝑛> 1, будем так-
же обозначать через É(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Способ реализации булевых функций
нетривиальными формулами указанного вида будем называть операцией
суперпозиции. Формулы называются эквивалентными, если они реализу-
ют равные функции. Множество всех булевых функций, реализуемых с по-
мощью операции суперпозиции над множеством 𝐴, будем называть замы-
канием 𝐴 относительно операции суперпозиции и обозначать через [𝐴].
Множество 𝐴 называется замкнутым относительно операции суперпо-
зиции, если 𝐴= [𝐴].

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃2, 𝑛>1. Согласно теореме Жегалкина, функция 𝑓
может быть представлена в виде 𝐾1+ . . .+𝐾𝑟, где 𝐾1, . . ., 𝐾𝑟,— различные
выражения вида 𝑥𝑗1𝑥𝑗2 . . . 𝑥𝑗𝑙 , 0 или 1, 1 6 𝑗1 < 𝑗2 < . . . < 𝑗𝑙 6 𝑛, 1 6 𝑙 6 𝑛.
Такую формулу будем называть полиномом Жегалкина функции 𝑓 , а вы-
ражения 𝐾1, . . ., 𝐾𝑟 —мономами. Из соображений двойственности следует
также, что 𝑓 может быть представлена в виде𝐷1+. . .+𝐷𝑟, где𝐷1, . . ., 𝐷𝑟,—
различные выражения вида 𝑥𝑗1∨𝑥𝑗2∨. . .∨𝑥𝑗𝑙 , 0 или 1, 16 𝑗1<𝑗2<. . .<𝑗𝑙6𝑛,
16 𝑙6𝑛. Такую формулу будем называть дизъюнктивным полиномом Же-
галкина функции 𝑓 , а выражения𝐷1, . . ., 𝐷𝑟 дизъюнктивными мономами.

Будем называть количество различных переменных в произвольном мо-
номе рангом этого монома. Будем называть наибольший ранг мономов, вхо-
дящих в полином Жегалкина произвольной булевой функции, рангом этой
функции.
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Пусть 𝑚> 2. Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) удовлетворяет
условию < 0𝑚 > (соответственно < 1𝑚 >), если любые 𝑚 наборов, на кото-
рых 𝑓 равна 0 (соответственно 1), имеют общую нулевую (соответственно
единичную) компоненту. Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) удовле-
творяет условию <0∞> (соответственно <1∞>), если все наборы, на кото-
рых 𝑓 равна 0 (соответственно 1), имеют общую нулевую (соответственно
единичную) компоненту.

Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем называть линейной, если выполняется ра-
венство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑥𝑛,

конъюнкцией, если

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑥0&(𝑐1 ∨ 𝑥1)& . . .&(𝑐𝑛 ∨ 𝑥𝑛),

и дизъюнкцией, если

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑐0 ∨ 𝑐1𝑥1 ∨ . . .∨ 𝑐𝑛𝑥𝑛,

где 𝑐𝑖 ∈{0, 1}, 𝑖=1, . . ., 𝑛.
Следуя работам [37, 38], перечислим некоторые множества булевых

функций: 𝑇1 —множество всех функций, сохраняющих константу 1; 𝑇0 —
множество всех функций, сохраняющих константу 0; 𝑆—множество всех
самодвойственных функций; 𝑀 —множество всех монотонных функций;
𝐿—множество всех линейных функций; 𝐾—множество всех конъюнкций;
𝐷—множество всех дизъюнкций; 𝑂𝑚 —множество всех функций, удовле-
творяющих условию < 0𝑚 >, 𝑚= 2, . . .,∞; 𝐼𝑚 —множество всех функций,
удовлетворяющих условию <1𝑚>,𝑚=2, . . .,∞; 𝑈 —множество всех функ-
ций, существенно зависящих не более чем от одной переменной; 𝐶—мно-
жество всех функций, не имеющих существенных переменных. Нетрудно
показать, что все перечисленные множества булевых функций являются за-
мкнутыми классами относительно операций суперпозиции и введения несу-
щественных переменных (см, например, [38,41,42]). Будем называеть замк-
нутый класс 𝐴 неконстантным, если 𝐴 ̸⊆𝐶.

Положим 𝑇01 = 𝑇0 ∩ 𝑇1. Обозначим через 𝑀1, 𝐿1, 𝐾1, 𝐷1, 𝑈1, 𝐶1, 𝐼
𝑚
1 пе-

ресечения 𝑇1 с классами 𝑀, 𝐿, 𝐾, 𝐷, 𝑈, 𝐶, 𝐼𝑚 соответственно, через 𝑀0, 𝐿0,
𝐾0, 𝐷0, 𝑈0, 𝐶0, 𝑂

𝑚
0 пересечения 𝑇0 с классами 𝑀 , 𝐿, 𝐾, 𝐷, 𝑈 , 𝐶, 𝑂𝑚 соот-

ветственно, через 𝑆01, 𝑀01, 𝐿01, 𝐾01, 𝐷01, 𝑈01 пересечения 𝑇01 с классами 𝑆,
𝑀 , 𝐿, 𝐾, 𝐷, 𝑈 соответственно, через 𝑀𝑂𝑚, 𝑀𝐼𝑚, 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚
1 , 𝑀𝑈 пере-

сечения 𝑀 с классами 𝑂𝑚, 𝐼𝑚, 𝑂𝑚
0 , 𝐼

𝑚
1 , 𝑈 соответственно, 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Положим 𝑆𝑀 =𝑆∩𝑀 , 𝑆𝐿=𝑆∩𝐿, 𝑆𝑈 =𝑆∩𝑈 .
Диаграмму вложенности замкнутых классов см. на рисунке.
1.2. Операция расширенной суперпозиции. Пусть 𝐹 —множест-

во булевых функций, содержащее все селекторные функции и замкнутое
относительно операций введения несущественных переменных и переиме-
нования переменных (включая отождествление). Будем называть такие мно-
жества инвариантными классами. Поскольку равенство функций полага-
ется с точностью до добавления и удаления фиктивных переменных, то опе-
рацию введения несущественных переменных в определении инвариантно-
го класса можно опустить. Очевидно, что всякий замкнутый класс буле-
вых функций, отличный от классов 𝐶, 𝐶0 и 𝐶1, является инвариантным.
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Диаграмма Поста

Необходимо подчеркнуть, что данное понятие инвариантного класса отли-
чается от понятия инвариантного класса, введенного С.В.Яблонским (см.,
например, [39, 40]). Отметим также, что инвариантный класс в описанном
выше смысле является инвариантным классом в терминах, введенных в ра-
ботах [12,13].

Пусть 𝐹 —инвариантный класс булевых функций, A—некоторое мно-
жество булевых функций. Пару таких множеств (𝐹,A) будем называть ти-
пом булевых функций. Определим понятие формулы над типом 𝑈 =(𝐹,A)
индуктивно.

1. Выражение 𝑔(𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , . . ., 𝑥𝑖𝑛), где 𝑔 ∈ 𝐹 ; 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛 —символы пере-
менных, 𝑛> 1, является формулой над 𝑈 . Такие формулы будем называть
тривиальными.
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2. Пусть Ï1, . . .,Ï𝑛 —формулы над 𝑈 , 𝑛 > 1, а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈A. Вы-
ражение Ï вида 𝑓(Ï1, . . .,Ï𝑛) является формулой над 𝑈 . Будем назы-
вать Ï1, . . .,Ï𝑛 подформулами формулы Ï. Формулу Ï и все подформулы
формул Ï1, . . .,Ï𝑛 будем также называть подформулами формулы Ï.

Заметим, что всякая формула над типом (𝐹,A) является формулой над
множеством 𝐹 ∪A и поэтому реализует некоторую булеву функцию. Способ
реализации булевых функций нетривиальными формулами указанного вида
будем называть операцией расширенной суперпозиции.

Пусть (𝐹,A)—произвольный тип булевых функций. Пополнением си-
стемы A относительно класса 𝐹 назовем множество всех булевых функ-
ций, реализуемых нетривиальными формулами над типом (𝐹,A) (обозна-
чение [A]𝐹 ). Отметим, что если 𝐹 состоит только из селекторных функ-
ций, то [A]𝐹 = [A], поскольку в этом случае операция расширенной супер-
позиции совпадает с операцией суперпозиции. Таким образом, операция
расширенной суперпозиции является обобщением операции суперпозиции.
Пусть 𝐵—замкнутый класс булевых функций. Будем называть тип (𝐹, 𝐴)
полным в 𝐵, если [𝐴]𝐹 =𝐵.

1.3. Свойства операции расширенной суперпозиции. Отметим
следующие свойства расширенной суперпозиции.

Л е м м а 1.3.1. Для любого типа (𝐹,A) выполнено равенство
[A]𝐹 = [𝐴]𝐹 , где 𝐴= [A].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношение [A]𝐹 ⊆ [𝐴]𝐹 очевидно. Докажем
обратное включение [A]𝐹 ⊇ [𝐴]𝐹 . Рассмотрим некоторую формулу É над
типом (𝐹, 𝐴). Построим формулу над типом (𝐹,A), эквивалентную форму-
ле É. Будем преобразовывать формулу É следующим образом. Тривиаль-
ные формулы над (𝐹, 𝐴) являются также тривиальными формулами над
(𝐹,A). Пусть в É есть подформула вида 𝑔(Ï1, . . .,Ï𝑛), 𝑛 > 1, такая, что
𝑔 ∈ 𝐴, 𝑔 ̸∈ A и Ï1, . . .,Ï𝑛 —формулы над (𝐹,A). Докажем, что можно за-
менить эту подформулу на эквивалентную ей формулу над типом (𝐹,A).
Пусть Ð(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—формула над A, реализующая функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
Заметим, что формула 𝑔(Ï1, . . .,Ï𝑛) эквивалентна формуле Ð(Ï1, . . .,Ï𝑛),
причем формула Ð(Ï1, . . .,Ï𝑛) является формулой над типом (𝐹,A). Та-
ким образом, начиная от тривиальных формул, будем заменять в фор-
муле É подформулы над типом (𝐹, 𝐴) на эквивалентные им подформу-
лы над типом (𝐹,A). В конце этого процесса получим некоторую форму-
лу É′ над (𝐹,A), эквивалентную формуле É. Следовательно, любая функ-
ция из [𝐴]𝐹 может быть реализована формулой над типом (𝐹,A). Значит,
[A]𝐹 ⊇ [𝐴]𝐹 . Лемма доказана.

Из леммы 1.3.1 следует, что, при исследовании пополнений систем бу-
левых функций достаточно рассматривать только пополнения замкнутых
классов. В дальнейшем при рассмотрении какого-либо типа (𝐹, 𝐴) будем
подразумевать, что 𝐴—замкнутый класс.

Л е м м а 1.3.2. Пусть (𝐹,A)—произвольный тип булевых функций,
𝐴 = [A]. Пусть ℎ(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) ∈ [A]𝐹 , 𝑛 > 1. Тогда существуют функ-
ция 𝑔(𝑦1, . . ., 𝑦𝑘), 𝑘>1, принадлежащая замкнутому классу 𝐴, и попарно
различные функции 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), принадлежа-
щие классу 𝐹 такие, что выполняется равенство

ℎ(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим формулу É(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) над ти-
пом (𝐹,A), реализующую функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Пусть 𝑓(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑘)—
некоторая тривиальная подформула формулы É(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), где 𝑖1, . . ., 𝑖𝑘 ∈
∈{1, . . ., 𝑛}. Пусть она реализует некоторую функцию 𝑓 ′(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из 𝐹 (𝑛)
(с точностью до несущественных переменных). Обозначим через 𝑇 мно-
жество всех функций, реализуемых тривиальными подформулами форму-
лы É. Пусть

𝑇 = {𝑓 ′
1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓

′
𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)},

где 𝑘>1. Сопоставим каждой функции 𝑓 ′
𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑇 переменную 𝑦𝑖, где

𝑖= 1, . . ., 𝑘. Получим набор переменных 𝑦1, . . ., 𝑦𝑘. Заменим в формуле É
каждое вхождение тривиальной подформулы, реализующей функцию 𝑓 ′

𝑖,
на переменную 𝑦𝑖 для всех 16 𝑖6 𝑘. Обозначим полученную формулу че-
рез É′(𝑦1, . . ., 𝑦𝑘). Очевидно, что É

′ —формула над A, реализующую некото-
рую функцию 𝑔(𝑦1, . . ., 𝑦𝑘) из 𝐴. Подставим в эту функцию вместо каждой
переменной 𝑦𝑖 соответствующую ей функцию 𝑓 ′

𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) для всех 16𝑖6𝑛.
Получим формулу

𝑔(𝑓 ′
1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓

′
𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)).

Очевидно, что эта формула эквивалентна формуле É. Поэтому она реали-
зует функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Лемма доказана.

Л е м м а 1.3.3. Для произвольного типа (𝐹,A) выполняется равен-
ство [A]𝐹 = ([A*]𝐹 *)*.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 —инвариантный класс, A—множест-
во булевых функций. Заметим, что тогда 𝐹 * является инвариантным клас-
сом. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ [A]𝐹 . Согласно лемме 1.3.2 функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
реализуется некоторой формулой над типом (𝐹,A) вида

𝑔(𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)),

𝑘> 1. Тогда формула

𝑔*(𝑓 *
1 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓

*
𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)) = 𝑔(𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)),

над типом (𝐹 *,A*) реализует функцию, двойственную к ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Сле-
довательно,

[A]𝐹 ⊆ ([A*]𝐹 *)*.

Обратное включение доказывается аналогично. Лемма доказана.

Л е м м а 1.3.4. Пусть 𝐴 и 𝐵—замкнутые классы такие, что 𝐴=

=𝐵 ∪ ̃︀𝐶, где ̃︀𝐶 ∈ {𝐶, 𝐶0, 𝐶1}, а 𝐹 —инвариантный класс. Тогда выполня-

ется равенство [𝐴]𝐹 =[𝐵]𝐹 ∪ ̃︀𝐶.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ℎ(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) ∈ [𝐴]𝐹 , 𝑛 > 1. Тогда из

леммы 1.3.2 следует, что существуют функция 𝑔(𝑦1, . . ., 𝑦𝑘)∈𝐴, 𝑘> 1, и по-
парно различные функции 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 та-
кие, что

ℎ(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑓1(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)).
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Тогда либо 𝑔 ∈𝐵, либо 𝑔 ∈ ̃︀𝐶. Если 𝑔 ∈𝐵, то несложно видеть, что ℎ∈ [𝐵]𝐹 .
Если 𝑔—константная функция, то ℎ также является константной функ-

цией, равной 𝑔, т. е. ℎ ∈ ̃︀𝐶. Таким образом, выполняется соотношение

[𝐴]𝐹 ⊆ [𝐵]𝐹 ∪ ̃︀𝐶. С другой стороны, несложно видеть, что [𝐵]𝐹 ⊆ [𝐴]𝐹
и ̃︀𝐶⊆ [𝐴]𝐹 , т. е. [𝐵]𝐹 ∪ ̃︀𝐶⊆ [𝐴]𝐹 . Лемма доказана.

Л е м м а 1.3.5. Пусть 𝐴—замкнутый класс, 𝐹 —инвариантный

класс. Пусть ̃︀𝐶∈{𝐶, 𝐶0, 𝐶1}. Тогда выполняются равенства

[𝐴]𝐹∪ ̃︀𝐶 = [𝐴 ∪ ̃︀𝐶]𝐹∪ ̃︀𝐶 = [𝐴 ∪ ̃︀𝐶]𝐹 .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что 𝐹 ∪ ̃︀𝐶 является инвариантным

классом. Очевидно, что любая формула над типом (𝐹 ∪ ̃︀𝐶, 𝐴) эквивалент-

на некоторой формуле над типом (𝐹, 𝐴 ∪ ̃︀𝐶), и наоборот. Отсюда следует
утверждение леммы.

Следующие три леммы очевидны.

Л е м м а 1.3.6. Пусть 𝐴—неконстантный замкнутый класс, 𝐹 —
замкнутый класс такой, что 𝐴 ⊆ 𝐹 . Тогда выполняется равенство
[𝐴]𝐹 = 𝐹 .

Л е м м а 1.3.7. Пусть 𝐴—замкнутый класс, 𝐹 —инвариантный
класс такой, что 𝐹 ⊆𝐴. Тогда выполняется равенство [𝐴]𝐹 =𝐴.

Л е м м а 1.3.8. Пусть 𝐴—замкнутый класс, 𝐹 —инвариантный
класс. Тогда пополнение [𝐴]𝐹 является инвариантным классом.

§ 2. Критерий выразимости функций
в терминах расширенной суперпозиции

2.1. Формулировка и доказательство критерия выразимости.
Для изучения расширенной суперпозиции полезен критерий, согласно ко-
торому можно определить принадлежит ли та или иная функция некоторо-
му пополнению. В этом параграфе рассматривается и доказывается такой
критерий.

Пусть 𝑅 ⊆ 𝐸𝑛, 𝑛 > 1, 𝑟(𝑛) —отображение из множества 𝑅 в 𝐸.
Пусть 𝑟(𝑛)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, задающая это
отображение. Отметим, что 𝑅—область определения, 𝐸—область зна-
чений функции 𝑟(𝑛)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Функцию 𝑟(𝑛)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем называть
𝑛-местной частичной булевой функцией, определенной на множестве 𝑅.
Если набор ̃︀𝛼 таков, что ̃︀𝛼∈𝐸𝑛 и ̃︀𝛼 ̸∈𝑅, то будем говорить, что функция не
определена на наборе ̃︀𝛼.

Пусть 𝑛> 1, 𝑅⊆𝐸𝑛, 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—частичная булева функция, опре-
деленная на множестве 𝑅. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—булева функция такая, что
для любого набора ̃︀𝛼∈𝑅 выполнено равенство 𝑓(̃︀𝛼)= 𝑟(̃︀𝛼). Будем говорить,
что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) доопределяет частичную функцию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем называть доопределяющей функцией или до-
определением частичной функции 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Пусть 𝐴—замкнутый класс булевых функций, 𝑛, 𝑘 > 1. Пусть 𝑅—
некоторое подмножество множества 𝐸𝑛. Пусть 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—частичная
булева функция, определенная на множестве 𝑅. Функцию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) бу-
дем называть согласованной с замкнутым классом 𝐴, если существует такое
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доопределение 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) функции 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), что 𝑓 ∈𝐴. Такую функ-
цию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем называть доопределением 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) в классе 𝐴.

Пусть 𝐹 —инвариантный класс. Рассмотрим множество 𝐹 (𝑛) =
= {𝑓 ′

1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓
′
𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)}, 𝑙 > 1. Упорядочим функции из этого

множества следующим образом. Пусть 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥1, . . ., 𝑓𝑛(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=
= 𝑥𝑛. Если 𝑥 ∈ 𝐹 , то положим 𝑚 = 2𝑛 и 𝑓𝑛+1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑥1, . . .
. . ., 𝑓2𝑛(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛. Иначе положим 𝑚 = 𝑛. Пусть 𝑓𝑚+1, . . ., 𝑓𝑙 —все
остальные функции из множества 𝐹 (𝑛), упорядоченные в лексикографи-
ческом порядке наборов значений этих функций на всевозможных набо-
рах значений их переменных, также взятых в лексикографическом порядке.

Обозначим через ̂︀𝐹 (𝑛) упорядоченный набор (𝑓1, . . ., 𝑓𝑙).
Пусть 𝑛> 1, ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—булева функция, 𝐹 —инвариантный класс

булевых функций, ̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1, . . ., 𝑓𝑙), 𝑙 > 1. Пусть 𝐸𝑛 = {̃︀𝛾1, ̃︀𝛾2, . . ., ̃︀𝛾2𝑛}.

Рассмотрим множество 𝑅 = {̃︀𝛿1, . . ., ̃︀𝛿2𝑛}, где ̃︀𝛿𝑖 = (𝑓1(̃︀𝛾𝑖), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛾𝑖)) ∈ 𝐸𝑙,
𝑖 = 1, . . ., 2𝑛, и частичную функцию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙), определенную на мно-

жестве 𝑅, и такую, что 𝑟(̃︀𝛿𝑖) = ℎ(̃︀𝛾𝑖) для всех 𝑖= 1, . . ., 2𝑛. Назовем функ-
цию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) декомпозицией функции ℎ относительно инвариантного
класса 𝐹 и будем обозначать ее через 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙). Будем обозначать
область определения функции 𝑟𝐹 (ℎ) через 𝑅𝐹 (ℎ).

Докажем следующую теорему, в которой формулируется критерий вы-
разимости функций в терминах расширенной суперпозиции.

Т е о р е м а 2.1.1. Пусть 𝐴—замкнутый класс, 𝐹 —инвариантный
класс булевых функций, ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2, 𝑛> 1. Тогда ℎ ∈ [𝐴]𝐹 , если и
только если декомпозиция функции ℎ относительно 𝐹 является согла-
сованной с классом 𝐴.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ [𝐴]𝐹 , ̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1, . . ., 𝑓𝑙),
𝑙 > 1. Согласно лемме 1.3.2 существует функция 𝑔(𝑦1, . . ., 𝑦𝑘) ∈ 𝐴, 𝑘 > 1

и различные функции 𝑓𝑖1 , . . ., 𝑓𝑖𝑘 ∈ ̂︀𝐹 (𝑛) такие, что формула
𝑔(𝑓𝑖1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑖𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)),

реализует функцию ℎ. Очевидно, 𝑘 6 𝑙. Рассмотрим булеву функ-
цию 𝜆(𝑧1, . . ., 𝑧𝑙), которая получается из 𝑔 переименованием перемен-
ных 𝑦1, . . ., 𝑦𝑘 в 𝑧𝑖1 , . . ., 𝑧𝑖𝑘 и, если 𝑘 < 𝑙, введением 𝑙 − 𝑘 оставшихся фик-
тивных переменных. Очевидно, что 𝜆 ∈𝐴. Заметим, что для любых набо-
ров 𝛼1, . . ., 𝛼𝑙 ∈𝐸 и 𝛽1 . . . 𝛽𝑘 ∈𝐸 таких, что 𝛼𝑖1 = 𝛽1, . . ., 𝛼𝑖𝑘 = 𝛽𝑘, выполнено
равенство 𝜆(𝛼1, . . ., 𝛼𝑙)=𝑔(𝛽1, . . ., 𝛽𝑘). Рассмотрим формулу

𝜆(𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)).

Она также реализует функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и является формулой над ти-

пом (𝐹, 𝐴). Пусть ̃︀𝛿 = (𝑓1(̃︀𝛾), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛾))—произвольный набор из области
определения функции 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙), где ̃︀𝛾 ∈ 𝐸𝑛. Согласно определению де-
композиции функции ℎ относительно 𝐹 выполняются следующие равенства:

𝜆(̃︀𝛿) = 𝜆(𝑓1(̃︀𝛾), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛾)) = ℎ(̃︀𝛾) = 𝑟𝐹 (ℎ)(̃︀𝛿).
Следовательно, функция 𝜆 является доопределением частичной функ-

ции 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) в классе 𝐴, и, таким образом, функция 𝑟𝐹 (ℎ) согласо-
вана с классом 𝐴.
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Докажем утверждение леммы в другую сторону. Пусть функ-
ция 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) согласована с классом 𝐴. Пусть 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙)—доопре-
деление функции 𝑟𝐹 (ℎ) в классе 𝐴. Согласно определению декомпозиции
формула над типом (𝐹, 𝐴)

𝑔(𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛))

реализует функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Лемма доказана.

Л е м м а 2.1.2. Пусть 𝐴 и 𝐵—замкнутые классы, 𝐶=𝐴∩𝐵. Пусть
𝑛> 1. Если частичная функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) согласована с классом 𝐶,
то она согласована с классами 𝐴 и 𝐵.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим доопределение 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ча-
стичной функции 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) в классе 𝐶. Поскольку 𝐶 =𝐴 ∩𝐵, то 𝑓 ∈𝐴
и 𝑓 ∈𝐵. Отсюда следует, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) также является доопре-
делением функции 𝑟 в классах 𝐴 и 𝐵, что и требовалось доказать.

2.2. Критерии согласованности. Как следует из теоремы 2.1.1,
принадлежность функции некоторому пополнению можно свести к вопро-
су о согласованности частичной функции с некоторым замкнутым клас-
сом. Поэтому полезно рассмотреть следующие критерии согласованности
частичных функций с замкнутыми классами булевых функций.

У т в е р ж д е н и е 2.2.1. Пусть 𝑅⊆ 𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-
стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом 𝑀 тогда и только тогда, когда для

любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈ 𝑅 таких, что ̃︀𝛼 > ̃︀𝛽, выполняется неравенство

𝑟(̃︀𝛼)> 𝑟(̃︀𝛽).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть частичная функция 𝑟 удовлетворяет

данному условию, т. е. для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈ 𝑅 таких, что ̃︀𝛼 > ̃︀𝛽,
выполняется неравенство 𝑟(̃︀𝛼) > 𝑟(̃︀𝛽). Построим функцию, доопределяю-
щую функции 𝑟 в классе 𝑀 . Пусть ̃︀𝛼 ∈ 𝑅, ̃︀𝛼 ̸= (0, . . ., 0), и 𝛼𝑗1 , . . ., 𝛼𝑗𝑝 —
все единичные компоненты набора ̃︀𝛼, где 𝑝 > 1. Рассмотрим функцию

𝑔̃︀𝛼(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥𝑗1& . . .&𝑥𝑗𝑝 . Сопоставим каждому ненулевому набору ̃︀𝛼∈𝑅

функцию 𝑔̃︀𝛼. Кроме того, сопоставим нулевому набору ̃︀0=(0, . . ., 0) длины 𝑛

функцию 𝑔̃︀0=1. Рассмотрим следующую функцию:

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
⋁︀

̃︀𝛼∈𝑅|𝑟(̃︀𝛼)=1

𝑔̃︀𝛼.

Очевидно, что функция ℎ монотонна. На каждом наборе ̃︀𝛼 ∈𝑅 таком, что

𝑟(̃︀𝛼) = 1, функция ℎ принимает единичное значение, так как 𝑔̃︀𝛼(̃︀𝛼) = 1.
Предположим, что на некотором наборе ̃︀𝛼 ∈𝑅 таком, что 𝑟(̃︀𝛼) = 0, функ-

ция ℎ принимает единичное значение. Тогда найдется набор ̃︀𝛽 ∈𝑅 такой,

что 𝑔̃︀𝛽(̃︀𝛼) = 1. Очевидно, что тогда ̃︀𝛼 > ̃︀𝛽. Это неравенство противоречит
условию утверждения. Следовательно, функция ℎ является доопределением
частичной функции 𝑟 в классе 𝑀 . Поэтому функция 𝑟 согласована с клас-
сом 𝑀 .

Пусть частичная функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) согласована с классом 𝑀 . Пред-
положим, что 𝑟 не удовлетворяет условию утверждения, т. е. существу-
ют наборы ̃︀𝛼𝑖 и ̃︀𝛼𝑗, 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑘, такие, что ̃︀𝛼𝑖 > ̃︀𝛼𝑗 и 𝑟(̃︀𝛼𝑖) < 𝑟(̃︀𝛼𝑗). Тогда
по определению монотонной функции любое доопределение частной функ-
ции 𝑟 не будет являться монотонным, откуда следует, что не существует
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доопределения 𝑟 в классе 𝑀 . Получено противоречие. Следовательно, пред-
положение неверно. Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 2.2.2. Пусть 𝑅⊆ 𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-
стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом 𝑆 тогда и только тогда, когда

для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких, что ̃︀𝛼= ̃︀𝛽, выполняется равенство

𝑟(̃︀𝛼) = 𝑟(̃︀𝛽).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть частичная функция 𝑟 удовлетворяет

условию утверждения, т. е. для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких, что ̃︀𝛼= ̃︀𝛽,
выполняется равенство 𝑟(̃︀𝛼) = 𝑟(̃︀𝛽). Построим доопределение функции 𝑟
в классе 𝑆. Рассмотрим множество доопределяющих функций частичной
функции 𝑟. Обозначим это множество через 𝐹1. Рассмотрим подмножество
множества 𝐹1, содержащее все функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹1, удовлетворяю-

щие условию: если для некоторого набора ̃︀𝛼𝑖 ∈ 𝑅 набор ̃︀𝛼𝑖 не принадле-

жит 𝑅, то функция 𝑓 удовлетворяет соотношению 𝑓(̃︀𝛼𝑖)= 𝑟(̃︀𝛼𝑖). Обозначим
это множество через 𝐹2. Очевидно, что 𝐹2 ̸=∅. Рассмотрим подмножество
множества 𝐹2, содержащее все функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹2, удовлетворяю-

щие следующему условию: для любой пары наборов ̃︀𝛾 и ̃︀𝛿 таких, что вы-

полняется соотношение ̃︀𝛾 = ̃︀𝛿, и ни один из них не лежит в множестве 𝑅,

функция 𝑓 удовлетворяет соотношению 𝑓(̃︀𝛾) = 𝑓(̃︀𝛿). Обозначим это мно-
жество через 𝐹3. Заметим, что 𝐹3 ̸=∅. Рассмотрим произвольную функцию
из множества 𝐹3. Эта функция, очевидно, будет самодвойственной и, следо-
вательно, искомым доопределением функции 𝑟 в классе 𝑆.

Пусть частичная функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) согласована с 𝑆. Предположим,
что она не удовлетворяет условию утверждения, т. е. существуют такие

наборы ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈ 𝑅, что ̃︀𝛼 = ̃︀𝛽, и выполняется равенство 𝑟(̃︀𝛼) = 𝑟(̃︀𝛽). Тогда
любое доопределение частной функции 𝑟 не является самодвойственной
функцией, что противоречит согласованности 𝑟 с классом 𝑆. Утверждение
доказано.

Л е м м а 2.2.3. Пусть 𝐹 —инвариантный класс и 1 ∈ [𝑆]𝐹 . Тогда
𝐹 содержит по крайней мере одну из функций 0, 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество 𝐹 (1)={𝑓1(𝑥), . . ., 𝑓𝑙(𝑥)},
𝑙 > 1. Рассмотрим функцию ℎ(𝑥), тождественно равную единице. Тогда
ℎ ∈ [𝑆]𝐹 . Рассмотрим декомпозицию функции ℎ относительно 𝐹 , обозна-
чим ее через 𝑟(𝑦1, . . ., 𝑦𝑙). Согласно теореме 2.1.1 частичная функция 𝑟
согласована с классом 𝑆. Рассмотрим наборы ̃︀𝛼 = (𝑓1(0), 𝑓2(0), . . ., 𝑓𝑙(0))

и ̃︀𝛽 = (𝑓1(1), 𝑓2(1), . . ., 𝑓𝑙(1)) из области определения функции 𝑟. Тогда вы-

полняются равенства 𝑟(̃︀𝛼) = ℎ(0) = 1 и 𝑟(̃︀𝛽) = ℎ(1) = 1. Следовательно, со-

гласно утверждению 2.2.2 наборы ̃︀𝛼 и ̃︀𝛽 не являются противоположными.
Отсюда следует, что существует такое 𝑘, 16 𝑘6 𝑙, что 𝑓𝑘(0)= 𝑓𝑘(1). Следо-
вательно, выполняется одно из двух равенств 𝑓𝑘(𝑥) = 1 и 𝑓𝑘(𝑥) = 0, откуда
следует требуемое утверждение. Лемма доказана.

У т в е р ж д е н и е 2.2.4. Пусть 𝑅⊆𝐸𝑛, 𝑛> 1, 26𝑚6∞, а 𝑟(𝑥1, . . .
. . ., 𝑥𝑛)—частичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция
𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является согласованной с классом 𝑂𝑚 тогда и только тог-
да, когда для любого 𝑞, 16 𝑞6𝑚, и любых 𝑞 наборов ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑞 ∈𝑅 таких,
что 𝑟(̃︀𝛼1)= . . .=𝑟(̃︀𝛼𝑞)=0, найдется такое 𝑗, 16𝑗6𝑛, что 𝛼1

𝑗= . . .=𝛼𝑞
𝑗=0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для любого 𝑞 6 𝑚 и любых 𝑞 набо-
ров ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑞 ∈ 𝑅 таких, что 𝑟(̃︀𝛼1) = . . . = 𝑟(̃︀𝛼𝑞) = 0, найдется такое 𝑗
(16 𝑗6𝑛), что 𝛼1

𝑗 = . . .=𝛼𝑞
𝑗 =0. Построим доопределение функции 𝑟 в клас-

се 𝑂𝑚. Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), доопределяющую функцию 𝑟
таким образом, что для любого набора ̃︀𝛾 ̸∈ 𝑅 выполняется соотношение
𝑓(̃︀𝛾) = 1. Согласно определению класса 𝑂𝑚 функция 𝑓 принадлежит этому
классу и, следовательно, является искомым доопределением в классе 𝑂𝑚.

Пусть функция 𝑟 является согласованной с классом 𝑂𝑚. Пусть
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—доопределение функции 𝑟 в этом классе. Тогда 𝑓 ∈𝑂𝑚. По-
этому для любого 𝑞 6 𝑚 и любых 𝑞 наборов ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑞 ∈ 𝑅 таких, что
𝑟(̃︀𝛼1) = . . . = 𝑟(̃︀𝛼𝑞) = 0, найдется такое 𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑛, что 𝛼1

𝑗 = . . . = 𝛼𝑞
𝑗 = 0.

Утверждение доказано.
Аналогично доказываются следующие утверждения.

У т в е р ж д е н и е 2.2.5. Пусть 𝑅 ⊆ 𝐸𝑛, 𝑛 > 1, 2 6 𝑚 6 ∞, а

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—частичная функция, определенная на множестве 𝑅.
Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является согласованной с классом 𝐼𝑚 тогда

и только тогда, когда для любого 𝑞6𝑚 и любых 𝑞 наборов ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑞 ∈𝑅
таких, что 𝑟(̃︀𝛼1) = . . . = 𝑟(̃︀𝛼𝑞) = 1, найдется такое 𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑛, что
𝛼1

𝑗 = . . .=𝛼𝑞
𝑗 =1.

У т в е р ж д е н и е 2.2.6. Пусть 𝑅⊆ 𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-

стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом 𝑇0 тогда и только тогда, когда

выполняется условие: если ̃︀𝛼 ∈ 𝑅 и ̃︀𝛼 является нулевым набором,

то 𝑟(̃︀𝛼) = 0.

У т в е р ж д е н и е 2.2.7. Пусть 𝑅⊆ 𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-

стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом 𝑇1 тогда и только тогда, когда

выполняется условие: если ̃︀𝛼 ∈ 𝑅 и ̃︀𝛼 является единичным набором,

то 𝑟(̃︀𝛼) = 1.

У т в е р ж д е н и е 2.2.8. Пусть 𝑅⊆ 𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-

стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом 𝑇01 тогда и только тогда, когда вы-

полняется условие: если ̃︀𝛼∈𝑅 и ̃︀𝛼=(𝑐, 𝑐, . . ., 𝑐), где 𝑐∈{0, 1}, то 𝑟(̃︀𝛼)=𝑐.

С л е д с т в и е 2.2.9. Для любого инвариантного класса 𝐹 выпол-

нено равенство

[𝑇01]𝐹 = [𝑇1]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—булева функция, 𝑛> 1.
Из утверждений 2.2.6, 2.2.7, 2.2.8 следует, что условие согласованности
декомпозиции функции ℎ относительно 𝐹 с классом 𝑇01 эквивалентно од-
новременному выполнению услов ий согласованности с классами 𝑇0 и 𝑇1.
Применяя теорему 2.1.1, получаем, что булева функция принадлежит [𝑇01]𝐹
тогда и только тогда, когда она принадлежит одновременно классам [𝑇1]𝐹
и [𝑇0]𝐹 . Следствие доказано.

Л е м м а 2.2.10. Пусть 𝐹 —инвариантный класс такой, что

1∈ [𝑇0]𝐹 . Тогда 𝐹 содержит по крайней мере одну из функций 1, 𝑥.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество ̂︀𝐹 (1)={𝑓1(𝑥), . . ., 𝑓𝑙(𝑥)},
𝑙 > 1. Рассмотрим функцию ℎ(𝑥) = 1. Согласно условию леммы выполня-
ется соотношение ℎ ∈ [𝑇0]𝐹 . Пусть 𝑟(𝑦1, . . ., 𝑦𝑙)—декомпозиция функции ℎ
относительно 𝐹 . Согласно теореме 2.1.1 частичная функция 𝑟 согласова-
на с классом 𝑇0. Рассмотрим набор ̃︀𝛼= (𝑓1(0), 𝑓2(0), . . ., 𝑓𝑙(0)) из области
определения функции 𝑟. Тогда выполняется соотношение 𝑟(̃︀𝛼) = ℎ(0) = 1.
Следовательно, согласно утверждению 2.2.6 набор ̃︀𝛼 отличен от нулевого.
Поэтому существует такое 𝑘, 16 𝑘6 𝑙, что 𝑓𝑘(0)=1. Следовательно, выпол-
няется одно из двух равенств 𝑓𝑘(𝑥)=1, 𝑓𝑘(𝑥)=𝑥, откуда следует требуемое
утверждение. Лемма доказана.

Л е м м а 2.2.11. Пусть 𝐹 —инвариантный класс, 𝑚∈ {2, 3, . . .,∞}.
Пусть выполняется соотношение 0∈ [𝑂𝑚]𝐹 . Тогда 0∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ̂︀𝐹 (1)={𝑓1(𝑥1), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1)}, 𝑙>1. Рассмот-
рим функцию ℎ(𝑥), тождественно равную нулю. Тогда ℎ ∈ [𝑂𝑚]𝐹 . Рассмот-
рим декомпозицию 𝑟(𝑦1, . . ., 𝑦𝑙) функции ℎ относительно 𝐹 . Согласно теоре-
ме 2.1.1 частичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑂𝑚. Рассмотрим набо-

ры ̃︀𝛼= (𝑓1(0), 𝑓2(0), . . ., 𝑓𝑙(0)) и ̃︀𝛽 = (𝑓1(1), 𝑓2(1), . . ., 𝑓𝑙(1)) из области опре-

деления функции 𝑟. Тогда 𝑟(̃︀𝛼)=ℎ(0)=0, 𝑟(̃︀𝛽)=ℎ(1)=0. Согласно утверж-

дению 2.2.4 наборы ̃︀𝛼 и ̃︀𝛽 имеют общую нулевую компоненту. Поэтому
существует такое 𝑘, 16𝑘6 𝑙, что 𝑓𝑘(0)=𝑓𝑘(1)=0. Лемма доказана.

У т в е р ж д е н и е 2.2.12. Пусть 𝑅⊆𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-

стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом 𝑀1 тогда и только тогда, когда она

является согласованной с классами 𝑀 и 𝑇1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) согласована с клас-
сами 𝑀 и 𝑇1, и выполняются соответствующие условия согласованности.
Построим доопределение функции 𝑟 в классе 𝑀1. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—
доопределение функции 𝑟 в классе 𝑀 . Если выполняется равенство
ℎ(1, . . ., 1) = 1, то ℎ является искомым доопределением в классе 𝑇1. Пусть
выполняется равенство ℎ(1, . . ., 1) = 0. Согласно утверждению 2.2.7 еди-
ничный набор не входит в область определения функции 𝑟. Поскольку
функция ℎ монотонна, то она является нулевой. Рассмотрим функцию
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑥1& . . .&𝑥𝑛. Она принимает те же значения, что функция ℎ,
на всех наборах, кроме единичного. Поскольку единичный набор не входит
в область определения функции 𝑟, то функция 𝑔 является ее доопределени-
ем в классе𝑀1. Следовательно, функция 𝑟 согласована с классом𝑀1.

В обратную сторону утверждение следует из леммы 2.1.2. Утверждение
доказано.

Аналогично доказываются следующие утверждения.

У т в е р ж д е н и е 2.2.13. Пусть 𝑅⊆𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-

стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом 𝑀0 тогда и только тогда, когда она

является согласованной с классами 𝑀 и 𝑇0.

У т в е р ж д е н и е 2.2.14. Пусть 𝑅⊆𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-

стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом𝑀01 тогда и только тогда, когда она

является согласованной с классами 𝑀 , 𝑇0 и 𝑇1.
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С л е д с т в и е 2.2.15. Для любого инвариантного класса 𝐹 выпол-

нены равенства

[𝑀1]𝐹 = [𝑀 ]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 ,

[𝑀0]𝐹 = [𝑀 ]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 ,

[𝑀01]𝐹 = [𝑀 ]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 .

У т в е р ж д е н и е 2.2.16. Пусть 𝑅 ⊆ 𝐸𝑛, 𝑛 > 1, 2 6 𝑚 6 ∞,

а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—частичная функция, определенная на множестве 𝑅.
Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является согласованной с классом 𝑂𝑚

0 тогда

и только тогда, когда она является согласованной с классами 𝑂𝑚 и 𝑇0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть частичная функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) согласо-
вана с классами 𝑂𝑚 и 𝑇0, и выполняются соответствующие условия согла-
сованности. Построим доопределение функции 𝑟 в классе 𝑂𝑚

0 . Рассмотрим
множество доопределяющих функций частичной функции 𝑟. Обозначим это
множество через 𝐹1. Рассмотрим подмножество множества 𝐹1, содержащее
все функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹1 такие, что 𝑓(0, . . ., 0) = 0. Обозначим это
множество через 𝐹2. Из утверждения 2.2.6 следует, что если существует
набор ̃︀𝛼∈𝑅 такой, что ̃︀𝛼= (0, . . ., 0), то 𝑟(̃︀𝛼) = 0. Следовательно, множест-
во 𝐹2 не пусто. Рассмотрим подмножество множества 𝐹2, содержащее все
функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹2, принимающие на всех наборах, отличных от ну-
левого и не принадлежащих множеству 𝑅, единичное значение. Обозначим
это множество через 𝐹3. Заметим, что существует ровно одно доопределе-
ние, удовлетворяющее этим свойствам, т. е. множество 𝐹3 состоит из одной
функции. Обозначим эту функцию через 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Согласно утвержде-
нию 2.2.4 любые 𝑞 наборов, где 𝑞 6𝑚, на которых функция 𝑓 принима-
ет нулевое значение, имеют общую нулевую компоненту. Следовательно,
функция 𝑓 ∈ 𝑂𝑚

0 , т. е. 𝑓 является искомым доопределением в классе 𝑂𝑚
0 ,

откуда следует требуемое утверждение.
В обратную сторону утверждение следует из леммы 2.1.2. Утверждение

доказано.

С л е д с т в и е 2.2.17. Пусть 26𝑚6∞. Для любого инвариантного

класса 𝐹 выполнено равенство

[𝑂𝑚
0 ]𝐹 = [𝑂𝑚]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 .

У т в е р ж д е н и е 2.2.18. Пусть 𝑅 ⊆ 𝐸𝑛, 𝑛 > 1, 2 6 𝑚 6 ∞,

а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—частичная функция, определенная на множестве 𝑅.
Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является согласованной с классом 𝑀𝑂𝑚 тогда

и только тогда, когда она является согласованной с классами 𝑂𝑚 и𝑀 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть частичная функция 𝑟 является согла-
сованной с классами 𝑂𝑚 и 𝑀 , и выполняются соответствующие условия
согласованности. Построим доопределение функции 𝑟 в классе 𝑀𝑂𝑚. Рас-
смотрим множество 𝐹1 доопределяющих функций частичной функции 𝑟.
Рассмотрим множество � всех наборов ̃︀𝛾 длины 𝑛, удовлетворяющих усло-
вию: существует набор ̃︀𝛼∈𝑅 такой, что 𝑟(̃︀𝛼)=0 и ̃︀𝛾6 ̃︀𝛼. Рассмотрим подмно-
жество 𝐹2 множества 𝐹1, содержащее все функции 𝑓 ∈𝐹1 такие, что 𝑓(̃︀𝛾)=0
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для всех наборов ̃︀𝛾 ∈ �. Согласно условию согласованности с классом𝑀 для

любых двух наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких, что ̃︀𝛼> ̃︀𝛽, выполняется соотношение

𝑟(̃︀𝛼)> 𝑟(̃︀𝛽). Отсюда следует, что множество � не содержит набора ̃︀𝛿 ∈𝑅,

такого, что 𝑟(̃︀𝛿) = 1. Следовательно, 𝐹2 ̸=∅. Рассмотрим подмножество 𝐹3

множества 𝐹2, содержащее все функции 𝑓 ∈ 𝐹2, принимающие на всех набо-
рах, не принадлежащих множеству 𝑅 ∪ �, единичное значение. Заметим, что
существует ровно одно доопределение, удовлетворяющее этим свойствам,
т. е. множество 𝐹3 состоит из одной функции. Обозначим эту функцию через
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Докажем, что 𝑓 ∈𝑀𝑂𝑚.

Докажем, что 𝑓 ∈𝑀 . Пусть ̃︀𝛿1 и ̃︀𝛿2 —различные наборы длины 𝑛 такие,

что ̃︀𝛿1 > ̃︀𝛿2. Докажем, что 𝑓(̃︀𝛿1) > 𝑓(̃︀𝛿2). Предположим противное. Пусть

𝑓(̃︀𝛿1) = 0, 𝑓(̃︀𝛿2) = 1. Тогда в силу согласованности функции 𝑟 с классом 𝑀
хотя бы один из этих наборов не принадлежит множеству 𝑅. Возможны три
различных случая.

Пусть ̃︀𝛿1 ∈𝑅, ̃︀𝛿2 ̸∈𝑅. Тогда ̃︀𝛿2 ̸∈ �, поскольку для любого набора ̃︀𝛾 ∈ �

выполнено 𝑓(̃︀𝛾) = 0. Набор ̃︀𝛿2 принадлежит множеству � по определению

этого множества, поскольку ̃︀𝛿1 ∈ 𝑅, ̃︀𝛿1 > ̃︀𝛿2, 𝑓(̃︀𝛿1) = 0. Получили проти-
воречие.

Пусть ̃︀𝛿1 ̸∈𝑅, ̃︀𝛿2∈𝑅. Тогда ̃︀𝛿1∈�, поскольку для любого набора ̃︀𝛾 ̸∈𝑅 ∪ �

выполнено 𝑓(̃︀𝛾)=1. Поскольку ̃︀𝛿1∈�, то существует такое ̃︀𝛼∈𝑅, что 𝑟(̃︀𝛼)=0

и ̃︀𝛿1 6 ̃︀𝛼. Заметим, что ̃︀𝛼 > ̃︀𝛿1 > ̃︀𝛿2, 𝑓(̃︀𝛼) = 0, 𝑓(̃︀𝛿2) = 1. Поэтому соглас-
но утверждению 2.2.1 функция 𝑟 не согласована с классом 𝑀 , поскольку

̃︀𝛼, ̃︀𝛿2 ∈𝑅. Получили противоречие.

Пусть ̃︀𝛿1 ̸∈𝑅, ̃︀𝛿2 ̸∈𝑅. Тогда ̃︀𝛿1∈�, поскольку для любого набора ̃︀𝛾 ̸∈𝑅 ∪ �

выполнено 𝑓(̃︀𝛾)=1, а ̃︀𝛿2 ̸∈�, поскольку 𝑓(̃︀𝛾)=0 для любого набора ̃︀𝛾∈�. Рас-
смотрим набор ̃︀𝛼∈𝑅 такой, что 𝑟(̃︀𝛼) = 0 и ̃︀𝛿1 6 ̃︀𝛼. Такой набор существует,
поскольку 𝛿1∈�. Тогда 𝛿26𝛿16𝛼. Поэтому 𝛿2∈�. Получили противоречие.

Следовательно, предположение не верно, и 𝑓 ∈𝑀 .

Докажем, что 𝑓 ∈ 𝑂𝑚. Рассмотрим различные наборы ̃︀𝛿1, . . ., ̃︀𝛿𝑞 дли-

ны 𝑛 такие, что 𝑓(̃︀𝛿1) = . . .= 𝑓(̃︀𝛿𝑞) = 0, 𝑞 6𝑚. Заметим, что ̃︀𝛿𝑖 ∈𝑅 ∪ � для
любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑞. Тогда по определению множества � существуют такие
наборы ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑞 ∈𝑅, что для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑞, выполняются соотношения

̃︀𝛼𝑖> ̃︀𝛿𝑖 и 𝑓(̃︀𝛼𝑖)= 𝑟(̃︀𝛼𝑖)=0. Тогда согласно критерию согласованности с клас-
сом 𝑂𝑚 наборы ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑞 имеют общую нулевую компоненту. Поскольку

для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑞 выполнено ̃︀𝛼𝑖 > ̃︀𝛿𝑖, то наборы ̃︀𝛿1, . . ., ̃︀𝛿𝑞 также имеют
общую нулевую компоненту. Следовательно, 𝑓 ∈𝑂𝑚.

Таким образом, 𝑓 ∈𝑀𝑂𝑚, т. е. 𝑓 является искомым доопределением.
В обратную сторону утверждение следует из леммы 2.1.2. Утверждение

доказано.

С л е д с т в и е 2.2.19. Для любого инвариантного класса 𝐹 выпол-
нено равенство

[𝑀𝑂𝑚]𝐹 = [𝑂𝑚]𝐹 ∩ [𝑀 ]𝐹 .

У т в е р ж д е н и е 2.2.20. Пусть 𝑅⊆𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-
стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
является согласованной с классом 𝑆01 тогда и только тогда, когда она
является согласованной с классами 𝑆 и 𝑇01.



144 Я. В. АКУЛОВ

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть частичная функция 𝑟 является согласо-
ванной с классами 𝑆 и 𝑇01 и выполняются соответствующие условия со-
гласованности. Построим доопределение функции 𝑟 в классе 𝑆01. Рассмот-
рим множество доопределяющих функций частичной функции 𝑟. Обозначим
это множество через 𝐹1. Очевидно, что 𝐹1 ̸=∅. Рассмотрим подмножество
множества 𝐹1, содержащее все функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹1, принимающие
на нулевом и единичном наборах нулевое и единичное значение соответ-
ственно. Обозначим это множество через 𝐹2. Заметим, что согласно усло-
вию согласованности с классом 𝑇01 (утверждение 2.2.8), если существует
такое ̃︀𝛼 ∈ 𝑅, что ̃︀𝛼 = (𝑐, . . ., 𝑐) ∈ 𝑅, 𝑐 ∈ {0, 1}, то 𝑟(̃︀𝛼) = 𝑐. Следовательно,
𝐹2 ̸= ∅. Рассмотрим подмножество множества 𝐹2, содержащее все функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹2, удовлетворяющие следующему условию: если для на-
бора ̃︀𝛾 длины 𝑛, отличного от нулевого и единичного, выполняются соотно-

шения ̃︀𝛾∈𝑅 и ̃︀𝛾 ̸∈𝑅, то 𝑓(̃︀𝛾)=𝑓(̃︀𝛾), и если для набора ̃︀𝛿=(𝛿1, . . ., 𝛿𝑛), отлич-

ного от нулевого и единичного, выполняются соотношения ̃︀𝛿 ̸∈𝑅 и ̃︀𝛿 ̸∈𝑅,

то 𝑓(̃︀𝛿) = 𝛿1. Обозначим это множество через 𝐹3. Очевидно, 𝐹3 ̸=∅. Рас-
смотрим произвольную функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹3. Несложно видеть, что
функция 𝑓 принадлежит классу 𝑆01, т. е. 𝑓 является искомым дополнением
функции 𝑟 в классе 𝑆01, откуда следует требуемое утверждение.

В обратную сторону утверждение следует из леммы 2.1.2. Утверждение
доказано.

С л е д с т в и е 2.2.21. Для любого инвариантного класса 𝐹 выпол-
нено равенство

[𝑆01]𝐹 = [𝑆]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 .

У т в е р ж д е н и е 2.2.22. Пусть 𝑅⊆𝐸𝑛, 𝑛> 1, а 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—ча-
стичная функция, определенная на множестве 𝑅. Функция 𝑟 является
согласованной с классом 𝑆𝑀 тогда и только тогда, когда она является
согласованной с классами 𝑀 , 𝑂2 и 𝐼2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть частичная функция 𝑟 является согласо-
ванной с классами 𝑀 , 𝑂2 и 𝐼2 и выполняются соответствующие условия
согласованности. Построим доопределение функции 𝑟 в классе 𝑆𝑀 . Рас-
смотрим множество доопределяющих функций частичной функции 𝑟. Обо-
значим это множество через 𝐹1. Очевидно, что 𝐹1 ̸= ∅. Пусть ̃︀𝛾—набор
длины 𝑛 такой, что существует набор ̃︀𝛼∈𝑅 такой, что ̃︀𝛾> ̃︀𝛼, 𝑟(̃︀𝛼)=1. Мно-
жество всех таких наборов обозначим через �1. Заметим, что это множество
может быть пустым. Рассмотрим подмножество 𝐹2 множества 𝐹1, содержа-
щее все функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹1, удовлетворяющие следующему условию:
для любого набора ̃︀𝛾 ∈ �1 выполняется соотношение 𝑓(̃︀𝛾) = 1. В силу согла-

сованности функции 𝑟 с классом 𝑀 для любых двух наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких,

что ̃︀𝛼> ̃︀𝛽, для произвольной функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹1 выполняется соотно-

шение 𝑓(̃︀𝛼)> 𝑓(̃︀𝛽). Следовательно, 𝐹2 ̸=∅. Пусть ̃︀𝛾—набор длины 𝑛 такой,
что существует набор ̃︀𝛼∈𝑅 такой, что ̃︀𝛾 6 ̃︀𝛼, 𝑓(̃︀𝛼) = 0. Множество всех та-
ких наборов обозначим через �0. Рассмотрим подмножество множества 𝐹2,
содержащее все функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹2, удовлетворяющие следующе-
му условию: для любого набора ̃︀𝛾 ∈ �0 выполняется соотношение 𝑓(̃︀𝛾) = 0.
Обозначим это множество через 𝐹3. Аналогично доказывается, что 𝐹3 ̸=∅.
Несложно видеть, что 𝑅∈�0∪�1, �0∩�1=∅.
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Докажем, что в множестве �0 нет двух противоположных наборов.

Предположим противное. Пусть существует такой набор ̃︀𝛾 ∈ �0, что ̃︀𝛾 ∈ �0.

Согласно определению множества �0 существуют такие наборы ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈ 𝑅,

что ̃︀𝛼> ̃︀𝛾, ̃︀𝛽> ̃︀𝛾, 𝑟(̃︀𝛼) = 𝑟(̃︀𝛽) = 0. Несложно видеть, что поскольку наборы ̃︀𝛾
и ̃︀𝛾 не имеют общей нулевой компоненты, то и наборы ̃︀𝛼 и ̃︀𝛽 не имеют об-
щей нулевой компоненты. Следовательно, функция 𝑟 не согласована с клас-
сом 𝑂2. Получили противоречие, следовательно, в множестве �0 нет двух
противоположных наборов. Аналогично доказывается, что в множестве �1

нет двух противоположных наборов.

Пусть �0 —множество всех таких наборов ̃︀𝛿, что существует такой на-

бор ̃︀𝛾 ∈ �0, что ̃︀𝛿= ̃︀𝛾. Аналогично определим множество �1. Из доказанного

ранее следует, что �0 ∩ �0 =∅, �1 ∩ �1 =∅. Поскольку выполняется соотно-
шение �0∩�1=∅, то также верно соотношение �0∩�1=∅.

Рассмотрим подмножество множества 𝐹3, содержащее все функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹3, удовлетворяющие следующему условию: на всех на-

борах из �0 функция 𝑓 принимает единичное значение, а на всех наборах

из �1 —нулевое значение. Обозначим это множество через 𝐹4. Из соотно-

шений �0∩�1=∅, �0∩�1=∅, �0∩�0=∅, �1∩�1=∅ следует, что 𝐹4 ̸=∅.
Докажем, что для любых наборов ̃︀𝛾 и ̃︀𝛿 таких, что выполняются соот-

ношения ̃︀𝛾 ∈ �1∪�0 и ̃︀𝛿> ̃︀𝛾, выполняется соотношение ̃︀𝛿 ∈ �1∪�0. Действи-
тельно, если ̃︀𝛾 ∈�1, то это утверждение выполняется согласно определению

множества �1. Если ̃︀𝛾∈�0, то выполняются соотношения ̃︀𝛾∈�0, ̃︀𝛿6̃︀𝛾, откуда,
согласно определению класса �0, следует, что ̃︀𝛿 ∈ �0, т. е. ̃︀𝛿 ∈ �0. Аналогично

доказывается, что для любых наборов ̃︀𝛾 и ̃︀𝛿 таких, что выполняются соотно-
шения ̃︀𝛾∈�0∪�1 и ̃︀𝛿6̃︀𝛾, выполняется соотношение ̃︀𝛿∈�0∪�1.

Рассмотрим множество Ë = 𝐸𝑛 ∖ (�1 ∪ �0 ∪ �1 ∪ �0). Несложно видеть,

что для любого набора ̃︀𝛼 ∈ Ë выполняется соотношение ̃︀𝛼 ∈ Ë. Обозначим
через Ë1 множество всех наборов из множества Ë, в которых более

𝑛

2
еди-

ничных компонент либо ровно
𝑛

2
единичных компонент и первая компонента

равна 1. Положим Ë0=Ë∖Ë1. Очевидно, что если ̃︀𝛼 ∈ Ë0, то ̃︀𝛼∈Ë1.
Рассмотрим подмножество множества 𝐹4, содержащее все функ-

ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹4, удовлетворяющие следующему условию: на каждом
наборе из Ë1 функция 𝑓 принимает единичное значение, а на каждом наборе
из Ë0 —нулевое значение. Обозначим это множество через 𝐹5. Очевидно,
что 𝐹5 ̸=∅. Рассмотрим произвольную функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹5.

Докажем, что функция 𝑓 является монотонной. Предположим против-
ное. Тогда существуют такие два набора ̃︀𝛾0 и ̃︀𝛾1, что выполняются соотноше-
ния ̃︀𝛾0 > ̃︀𝛾1, 𝑓(̃︀𝛾0) = 0, 𝑓(̃︀𝛾1) = 1. Согласно доказанному ранее выполняется

соотношение ̃︀𝛾1 ̸∈ �1 ∪ �0, поскольку иначе бы выполнялось соотношение̃︀𝛾0 ∈ �1 ∪ �0, т. е. 𝑓(̃︀𝛾0) = 1 (т. к. 𝑓 ∈ 𝐹4). Аналогично доказывается, что вы-
полняется соотношение ̃︀𝛾0 ̸∈ �0∪�1. Отсюда следует, что ̃︀𝛾0 ∈Ë0, ̃︀𝛾1 ∈Ë1. Но
тогда либо ̃︀𝛾1 содержит больше единичных компонент, чем ̃︀𝛾0, либо первая
компонента ̃︀𝛾1 является единичной, а первая компонента ̃︀𝛾0 является нуле-
вой. Следовательно, соотношение ̃︀𝛾0>̃︀𝛾1 не верно. Получили противоречие.
Следовательно, предположение неверно и функция 𝑓 является монотонной.

Докажем, что функция 𝑓 является самодвойственной. Предположим
противное. Тогда существуют такие два набора ̃︀𝛾0 и ̃︀𝛾1, что выполняются
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соотношения ̃︀𝛾0 = ̃︀𝛾1, 𝑓(̃︀𝛾0) = 𝑓(̃︀𝛾1). Не умаляя общности, будем полагать,

что 𝑓(̃︀𝛾0) = 𝑓(̃︀𝛾1) =1. Тогда заметим, что либо ̃︀𝛾1 ∈�1∪�0, либо ̃︀𝛾1 ∈Ë1. От-
сюда следует, что либо ̃︀𝛾0 ∈ �0 ∪ �1, либо ̃︀𝛾0 ∈Ë0. Следовательно, 𝑓(̃︀𝛾1) = 0.
Получили противоречие. Следовательно, предположение неверно и функ-
ция 𝑓 является самодвойственной.

Таким образом доказано, что функция 𝑓 принадлежит классу 𝑆𝑀 , т. е.
функция 𝑓 является искомым дополнением в этом классе, откуда следует
требуемое утверждение.

В обратную сторону утверждение следует из леммы 2.1.2. Утверждение
доказано.

С л е д с т в и е 2.2.23. Для любого инвариантного класса 𝐹 выпол-

нено равенство [𝑆𝑀 ]𝐹 =[𝑀 ]𝐹 ∩[𝑂
2]𝐹 ∩[𝐼

2]𝐹 .

§ 3. Критерий универсальной
разложимости классов булевых функций

3.1. Вспомогательные утверждения. Пусть 𝐴—замкнутый класс
булевых функций. Будем называть 𝐴 разложимым, если существуют такие
отличные от 𝐴 замкнутые классы 𝐵1, . . ., 𝐵𝑘, 𝑘 > 2, что 𝐴=𝐵1 ∩ . . . ∩𝐵𝑘.
Будем называть 𝐴 универсально разложимым, если существуют такие от-
личные от 𝐴 замкнутые классы 𝐶1,. . . ,𝐶𝑚, 𝑚> 2, что для произвольного
инвариантного класса 𝐹 выполняется соотношение

[𝐴]𝐹 = [𝐶1]𝐹 ∩ . . .∩ [𝐶𝑚]𝐹 .

В данном параграфе показывается, что произвольный замкнутый класс бу-
левых функций, отличный от класса 𝑀𝑈 , универсально разложим тогда
и только тогда, когда он разложим.

У т в е р ж д е н и е 3.1.1. Для любого инвариантного класса 𝐹 вы-

полнено равенство

[𝐿0]𝐹 = [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что соотношение [𝐿0]𝐹 ⊆ [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹
следует из теоремы 2.1.1 и леммы 2.1.2.

Докажем соотношение [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 ⊆ [𝐿0]𝐹 .
Пусть 𝐹 ⊆𝑇0. Тогда имеет место равенство [𝑇0]𝐹 =𝑇0. Рассмотрим про-

извольную функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛 > 1, из множества [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 . За-
метим, что ℎ∈ [𝑇0]𝐹 =𝑇0. Из соотношения ℎ∈ [𝐿]𝐹 следует, что существуют
такие функции 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , 𝑘 > 1, что имеет место
равенство

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + . . .+ 𝑓𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝑐,

где 𝑐 ∈ {0, 1}. Поскольку ℎ, 𝑓1, . . ., 𝑓𝑘 ∈ 𝑇0, то очевидно, что 𝑐= 0. Отсюда
следует, что ℎ∈ [𝐿0]𝐹 .

Пусть 𝐹 ̸⊆𝑇0. Рассмотрим произвольную функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛 > 1,
из множества [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 . Докажем соотношение ℎ∈ [𝐿0]𝐹 . Предположим
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противное. Пусть соотношение ℎ ∈ [𝐿0]𝐹 не выполняется. Тогда из соот-
ношения ℎ∈ [𝐿]𝐹 следует, что существуют такие функции 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . .
. . ., 𝑓𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 , 𝑘>1, что имеет место равенство

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + . . .+ 𝑓𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 1.

Из соотношения 𝐹 ̸⊆ 𝑇0 следует, что существует функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 ,
для которой выполняется равенство 𝑓(0, . . ., 0) = 1. Рассмотрим функ-
цию 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥, . . ., 𝑥). Заметим, что 𝑔 ∈ 𝐹 и 𝑔(0) = 1. Отсюда следует, что
либо 1∈𝐹 , либо 𝑥∈𝐹 .

Пусть 1∈𝐹 . Тогда существует функция 𝑓𝑘+1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 , тождествен-
но равная единице. Тогда имеет место равенство ℎ= 𝑓1+ . . .+𝑓𝑘+𝑓𝑘+1. От-
сюда следует, что ℎ∈ [𝐿0]𝐹 . Получено противоречие.

Пусть 𝑥 ∈ 𝐹 . Тогда существует функция 𝑓𝑘+1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 такая, что
𝑓𝑘+1 = 𝑥1. Согласно определению инвариантного класса существует функ-
ция 𝑓𝑘+2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 такая, что 𝑓𝑘+2 = 𝑥1. Тогда имеет место равенство
ℎ= 𝑓1 + . . .+ 𝑓𝑘 + 𝑓𝑘+1 + 𝑓𝑘+2. Отсюда следует, что ℎ∈ [𝐿0]𝐹 . Получено про-
тиворечие.

Следовательно, предположение неверно и имеет место соотношение
ℎ∈ [𝐿0]𝐹 . Таким образом, имеет место соотношение [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 ⊆ [𝐿0]𝐹 .
Утверждение доказано.

Следующее утверждение очевидным образом следует из утвержде-
ния 3.1.1 и соображений двойственности.

С л е д с т в и е 3.1.2. Для любого инвариантного класса 𝐹 выпол-

нено равенство [𝐿1]𝐹 =[𝐿]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 .

У т в е р ж д е н и е 3.1.3. Для любого инвариантного класса 𝐹 вы-

полнено равенство

[𝐿01]𝐹 = [𝐿0]𝐹 ∩ [𝐿1]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношение [𝐿01]𝐹 ⊆ [𝐿0]𝐹 ∩ [𝐿1]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹
следует из теоремы 2.1.1 и леммы 2.1.2.

Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ [𝐿0]𝐹 ∩ [𝐿1]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹 , 𝑛> 1. Докажем, что ℎ ∈ [𝐿01]𝐹 .
Предположим противное. Пусть ℎ ̸∈ [𝐿01]𝐹 . Тогда из соотношений ℎ∈ [𝐿0]𝐹
и ℎ ̸∈ [𝐿01]𝐹 следует существование таких функций 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . .
. . ., 𝑓2𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , 𝑘> 0, что

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + . . .+ 𝑓2𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Из соотношений ℎ ∈ [𝐿1]𝐹 , ℎ ̸∈ [𝐿01]𝐹 следует существование таких функ-
ций 𝑓 ′

1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓
′
2𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 , 𝑚>0, что

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 ′
1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + . . .+ 𝑓 ′

2𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 1,

Пусть существует такая функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 , что верно равенство
𝑓(0, . . ., 0) = 𝑓(1, . . ., 1). Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥, . . ., 𝑥). Заметим,
что 𝑔 ∈ 𝐹 и 𝑔 ∈ {0, 1}. Значит, 𝐹 содержит либо функцию 𝑓2𝑘+1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
тождественно равную нулю, либо функцию 𝑓 ′

2𝑚+1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), тождествен-
но равную единице. Поэтому либо ℎ = 𝑓1 + . . . + 𝑓2𝑘 + 𝑓2𝑘+1, либо
ℎ=𝑓 ′

1 + . . . + 𝑓 ′
2𝑚 + 𝑓 ′

2𝑚+1. Следовательно, ℎ∈ [𝐿01]𝐹 .
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Пусть для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 выполняется равенство
𝑓(0, . . ., 0)= 𝑓(1, . . ., 1). Тогда

ℎ(0, . . ., 0) = 𝑓1(0, . . ., 0) + . . .+ 𝑓2𝑘(0, . . ., 0) =

= (𝑓1(1, . . ., 1) + 1) + . . .+ (𝑓2𝑘(1, . . ., 1) + 1) =

= 𝑓1(1, . . ., 1) + . . .+ 𝑓2𝑘(1, . . ., 1) = ℎ(1, . . ., 1).

Таким образом, ℎ(0, . . ., 0) = ℎ(1, . . ., 1). Из соотношения ℎ ∈ [𝑆]𝐹 сле-
дует, что существуют такая функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝑆, 𝑚> 1, и такие функ-
ции 𝑟1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑟𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 , что ℎ=𝑔(𝑟1, . . ., 𝑟𝑚). Тогда

ℎ(0, . . ., 0) = 𝑔(𝑟1(0, . . ., 0), . . ., 𝑟𝑚(0, . . ., 0)) =

= 𝑔(𝑟1(1, . . ., 1), . . ., 𝑟𝑚(1, . . ., 1)) =

= 𝑔(𝑟1(1, . . ., 1), . . ., 𝑟𝑚(1, . . ., 1)) = ℎ(1, . . ., 1),

что противоречит доказанному ранее равенству. Следовательно, предполо-
жение неверно и выполняется соотношение ℎ∈ [𝐿01]𝐹 .

У т в е р ж д е н и е 3.1.4. Для любого инвариантного класса 𝐹 вы-
полнено равенство

[𝑆𝐿]𝐹 = [𝐿]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что соотношение [𝑆𝐿]𝐹 ⊆ [𝐿]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹
следует из теоремы 2.1.1 и леммы 2.1.2.

Докажем соотношение [𝐿]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹 ⊆ [𝑆𝐿]𝐹 . Рассмотрим произвольную
функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛>1, из множества [𝐿]𝐹 ∩[𝑆]𝐹 . Докажем, что выпол-
няется соотношение ℎ ∈ [𝑆𝐿]𝐹 . Предположим противное. Пусть ℎ ̸∈ [𝑆𝐿]𝐹 .
Из соотношений ℎ∈ [𝐿]𝐹 и ℎ ̸∈ [𝑆𝐿]𝐹 следует, что существуют такие функ-
ции 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓2𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 , 𝑘>0, что имеет место равенство

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + . . .+ 𝑓2𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝑐,

где 𝑐∈ {0, 1}.
Пусть существует такая функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 , что выполняется ра-

венство 𝑓(0, . . ., 0)=𝑓(1, . . ., 1). Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥)=𝑓(𝑥, . . ., 𝑥). За-
метим, что 𝑔∈𝐹 и 𝑔∈{0, 1}. Значит, существует функция 𝑓2𝑘+1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈
∈ 𝐹 , тождественно равная нулю или единице. Отсюда следует, что имеет
место равенство ℎ=𝑓1+. . .+𝑓2𝑘+𝑓2𝑘+1+(𝑐+𝑐′). Следовательно, ℎ∈ [𝑆𝐿]𝐹 .

Пусть для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 выполняется равенство
𝑓(0, . . ., 0)=𝑓(1, . . ., 1). Тогда выполняются равенства

ℎ(0, . . ., 0) = 𝑓1(0, . . ., 0) + . . .+ 𝑓2𝑘(0, . . ., 0) + 𝑐=

= (𝑓1(1, . . ., 1) + 1) + . . .+ (𝑓2𝑘(1, . . ., 1) + 1) + 𝑐=

= 𝑓1(1, . . ., 1) + . . .+ 𝑓2𝑘(1, . . ., 1) + 𝑐= ℎ(1, . . ., 1).

Таким образом, ℎ(0, . . ., 0) = ℎ(1, . . ., 1). Из соотношения ℎ ∈ [𝑆]𝐹 сле-
дует, что существуют такая функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ 𝑆, 𝑚 > 1, и такие
функции 𝑟1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑟𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , что выполняется равенство
ℎ=𝑔(𝑟1, . . ., 𝑟𝑚). Имеют место следующие равенства:

ℎ(0, . . ., 0) = 𝑔(𝑟1(0, . . ., 0), . . ., 𝑟𝑚(0, . . ., 0)) =

= 𝑔(𝑟1(1, . . ., 1), . . ., 𝑟𝑚(1, . . ., 1)) =

= 𝑔(𝑟1(1, . . ., 1), . . ., 𝑟𝑚(1, . . ., 1)) = ℎ(1, . . ., 1),
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что противоречит доказанному ранее равенству ℎ(0, . . ., 0)=ℎ(1, . . ., 1). Сле-
довательно, предположение неверно и выполняется соотношение ℎ∈ [𝑆𝐿]𝐹 .
Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 3.1.5. Для любого инвариантного класса 𝐹 вы-

полнены равенства [𝐷0]𝐹 =[𝑇0]𝐹∩[𝐷]𝐹 , [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 =[𝑇0]𝐹∩[𝑀𝑂𝑚]𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношение [𝐷0]𝐹 ⊆ [𝑇0]𝐹 ∩ [𝐷]𝐹 следует
из теоремы 2.1.1 и леммы 2.1.2.

Докажем соотношение [𝑇0]𝐹 ∩ [𝐷]𝐹 ⊆ [𝐷0]𝐹 . Пусть 1∈𝐹 . Тогда, соглас-
но лемме 1.3.5, выполняются равенства [𝐷0]𝐹 = [𝐷0 ∪ 𝐶1]𝐹 = [𝐷]𝐹 , откуда
следует требуемое соотношение.

Пусть 1 ̸∈ 𝐹 . Предположим, что [𝑇0]𝐹 ∩ [𝐷]𝐹 ̸⊆ [𝐷0]𝐹 . Следова-
тельно, [𝐷0]𝐹 ̸= [𝐷]𝐹 . Из леммы 1.3.4 следует равенство [𝐷]𝐹 = [𝐷0]𝐹 ∪𝐶1.
Поскольку [𝐷0]𝐹 ̸= [𝐷]𝐹 , то 𝐶1 ̸⊆ [𝐷0]𝐹 . Значит, 𝐶1 ⊆ [𝑇0]𝐹 . Отсюда и из
соотношения 1 ̸∈ 𝐹 , согласно лемме 2.2.10, следует, что 𝑥 ∈ 𝐹 . Неслож-
но видеть, что 𝑥 ∨ 𝑥= 1 ∈ [𝐷0]𝐹 . Получили противоречие. Следовательно,
[𝑇0]𝐹 ∩ [𝐷]𝐹 ⊆ [𝐷0]𝐹 .

Равенство [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 = [𝑇0]𝐹 ∩ [𝑀𝑂𝑚]𝐹 доказывается аналогично равен-

ству [𝐷0]𝐹 = [𝑇0]𝐹 ∩ [𝐷]𝐹 заменой классов 𝐷0 и 𝐷 на классы 𝑀𝑂𝑚
0 и 𝑀𝑂𝑚

соответственно.

У т в е р ж д е н и е 3.1.6. Для любого инвариантного класса 𝐹 вы-

полнено равенство [𝑆𝑈 ]𝐹 =[𝑆]𝐹 ∩ [𝑈 ]𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношение [𝑆𝑈 ]𝐹 ⊆ [𝑆]𝐹 ∩ [𝑈 ]𝐹 следует из
теоремы 2.1.1 и леммы 2.1.2.

Докажем соотношение [𝑆]𝐹 ∩ [𝑈 ]𝐹 ⊆ [𝑆𝑈 ]𝐹 . Пусть ̃︀𝐶 ∈{𝐶0, 𝐶1} и ̃︀𝐶⊆𝐹 .
Заметим, что в этом случае, согласно лемме 1.3.5, выполняются равенства

[𝑆𝑈 ]𝐹 =[𝑆𝑈∪ ̃︀𝐶]𝐹 =[𝑈 ]𝐹 , откуда следует требуемое соотношение.
Пусть 1 ̸∈ 𝐹 и 0 ̸∈ 𝐹 . Предположим, что [𝑆]𝐹 ∩ [𝑈 ]𝐹 ̸⊆ [𝑆𝑈 ]𝐹 . Тогда

[𝑆𝑈 ]𝐹 ̸= [𝑈 ]𝐹 . Из леммы 1.3.4 следует равенство [𝑈 ]𝐹 = [𝑆𝑈 ]𝐹 ∪ 𝐶. Пос-
кольку [𝑆]𝐹 ∩ [𝑈 ]𝐹 ̸⊆ [𝑆𝑈 ]𝐹 , то либо 0 ̸∈ [𝑆𝑈 ]𝐹 и 0 ∈ [𝑆]𝐹 ∩ [𝑈 ]𝐹 , либо
1 ̸∈ [𝑆𝑈 ]𝐹 и 1∈ [𝑆]𝐹∩[𝑈 ]𝐹 . Не умаляя общности будем считать, что 1 ̸∈ [𝑆𝑈 ]𝐹
и 1∈ [𝑆]𝐹∩[𝑈 ]𝐹 . Значит, 1∈ [𝑆]𝐹 . Отсюда, согласно лемме 2.2.3, следует, что
0∈𝐹 или 1∈𝐹 . Получили противоречие. Следовательно, [𝑆]𝐹∩[𝑈 ]𝐹 ⊆ [𝑆𝑈 ]𝐹 .

У т в е р ж д е н и е 3.1.7. Пусть 𝐴 и 𝐵—замкнутые классы такие,

что 𝐴 ̸=𝐵 и для некоторого 𝑚 ∈ {2, . . .,∞} имеет место 𝐴=𝐵 ∩𝑂𝑚,

𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐶0 (такими парами классов, в частности, являются 𝐷1 и 𝐷,
𝐷01 и 𝐷0, 𝑈1 и 𝑀𝑈 , 𝑈01 и 𝑈0, 𝐶1 и 𝐶). Тогда для любого инвариантного

класса 𝐹 выполнено равенство [𝐴]𝐹 =[𝐵]𝐹 ∩[𝑂
𝑚]𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Соотношение [𝐴]𝐹 ⊆ [𝑂𝑚]𝐹 ∩ [𝐵]𝐹 следует из
теоремы 2.1.1 и леммы 2.1.2.

Докажем соотношение [𝑂𝑚]𝐹 ∩[𝐵]𝐹 ⊆ [𝐴]𝐹 . Пусть 0∈𝐹 . Тогда согласно
лемме 1.3.5 выполняются равенства [𝐴]𝐹 = [𝐴∪𝐶0]𝐹 = [𝐵]𝐹 , откуда следует
требуемое соотношение.

Пусть 0 ̸∈ 𝐹 . Предположим, что [𝑂𝑚]𝐹 ∩ [𝐵]𝐹 ̸⊆ [𝐴]𝐹 . Следовательно,
[𝐴]𝐹 ̸= [𝐵]𝐹 . Из леммы 1.3.4 следует равенство [𝐵]𝐹 = [𝐴]𝐹 ∪ 𝐶0. Пос-
кольку [𝐴]𝐹 ̸= [𝐵]𝐹 , то 0 ̸∈ [𝐴]𝐹 . Значит, 0 ∈ [𝑂𝑚]𝐹 . Отсюда согласно лем-
ме 2.2.11 следует, что 0 ∈ 𝐹 . Получили противоречие. Следовательно,
[𝑂𝑚]𝐹 ∩ [𝐵]𝐹 ⊆ [𝐴]𝐹 .
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С л е д с т в и е 3.1.8. Для любого инвариантного класса 𝐹 выпол-

нены равенства

[𝐷1]𝐹 = [𝐷]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 , [𝐷01]𝐹 = [𝐷0]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 ,

[𝑈1]𝐹 = [𝑀𝑈 ]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 , [𝑈01]𝐹 = [𝑈0]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 ,

[𝐶1]𝐹 = [𝐶]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что имеют место соотношения 𝐷1 =
=𝐷∩𝑂2, 𝐷=𝐷1∪𝐶0. Из утверждения 3.1.7 следует, что [𝐷1]𝐹 =[𝐷]𝐹∩[𝑂

2]𝐹 .
Остальные равенства доказываются аналогично.

3.2. Формулировка и доказательство критерия универсальной
разложимости.

Т е о р е м а 3.2.1. Произвольный замкнутый класс булевых функ-

ций, отличный от класса 𝑀𝑈 , универсально разложим тогда и только

тогда, когда он разложим. Класс 𝑀𝑈 является разложимым, но не яв-

ляется универсально разложимым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐴—универсально разложимый замкну-
тый класс булевых функций. Тогда существуют такие отличные от 𝐴 замк-
нутые классы 𝐶1,. . . ,𝐶𝑚, 𝑚> 2, что для произвольного инвариантного клас-
са 𝐹 выполняется соотношение [𝐴]𝐹 = [𝐶1]𝐹 ∩ . . .∩ [𝐶𝑚]𝐹 . Из этого соотно-
шения для класса 𝐹 , состоящего только из селекторых функций, следует
равенство 𝐴=𝐶1∩ . . .∩𝐶𝑚, из которого вытекает, что любой универсально
разложимый класс разложим.

Докажем, что любой разложимый класс, отличный от класса𝑀𝑈 , явля-
ется универсально разложимый. Пусть 𝐴—разложимый замкнутый класс.
Нетрудно показать (см., например, [38,41,46]), что множество разложимых
замкнутых классов булевых функций, отличных от класса 𝑀𝑈 , исчерпыва-
ется следующим списком:

1) 𝑀1, 𝑀01, 𝑇01;

2) 𝑀𝑂𝑚, 𝑂𝑚
0 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑚= 2, 3, . . .,∞;

3) 𝑆01, 𝑆𝑀 ;

4) 𝐿0, 𝐿01, 𝑆𝐿;

5) 𝐷1, 𝐷0, 𝐷01, 𝑈1, 𝑈01, 𝐶1, 𝑆𝑈 ;

6) 𝑀0, 𝑀𝐼𝑚, 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝐼𝑚

1 , 𝐾1, 𝐾0, 𝐾01, 𝐿1, 𝑈0, 𝐶0, 𝑚= 2, 3, . . .,∞.

Пусть 𝐴—один из классов первой группы. Тогда утверждение теоремы
следует из следствия 2.2.9, если 𝐴=𝑇01, и из следствия 2.2.15, если 𝐴=𝑀1

или 𝐴=𝑀01.
Пусть 𝐴—один из классов второй группы. Тогда утверждение теоре-

мы следует из следствия 2.2.17, если 𝐴 = 𝑂𝑚
0 , из следствия 2.2.19, если

𝐴=𝑀𝑂𝑚 и из утверждения 3.1.5, если 𝐴=𝑀𝑂𝑚
0 (26𝑚6∞).

Пусть 𝐴—один из классов третьей группы. Тогда утверждение теоре-
мы следует из следствия 2.2.21, если 𝐴= 𝑆01, и из следствия 2.2.23, если
𝐴= 𝑆𝑀 .
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Пусть 𝐴—один из классов четвертой группы. Тогда утверждение тео-
ремы следует из утверждения 3.1.1, если 𝐴=𝐿0, из утверждения 3.1.4, если
𝐴=𝑆𝐿, и из утверждения 3.1.3, если 𝐴=𝐿01.

Пусть 𝐴—один из классов пятой группы. Тогда утверждение теоремы
следует из утверждения 3.1.5, если 𝐴 =𝐷0, из утверждения 3.1.6, если
𝐴=𝑆𝑈 , и из следствия 3.1.8, если 𝐴∈{𝐷1, 𝐷01, 𝑈1, 𝑈01, 𝐶1}.

Пусть 𝐴—один из классов шестой группы. Тогда утверждение теоремы
следует из доказанных ранее случаев и принципа двойственности.

Докажем теперь, что класс 𝑀𝑈 не является универсально разложи-
мым. Пусть 𝐹 —множество всех булевых функций, получаемых из функ-
ций 0, 1, 𝑥, 𝑥+1, 𝑥→𝑦, 𝑥+𝑦, 𝑥&𝑦, 𝑥&𝑦 операциями введения несуществен-
ных переменных и переименования переменных (включая отождествление).
Очевидно, что 𝐹 является инвариантным классом. Пусть ℎ(𝑥, 𝑦)=𝑥+𝑦+1.
Заметим, что [𝑀𝑈 ]𝐹 =𝐹 . Поэтому ℎ ̸∈ [𝑀𝑈 ]𝐹 . Докажем, что для любого за-
мкнутого класса 𝐴 такого, что 𝑀𝑈 ⊂𝐴, имеет место соотношение ℎ∈ [𝐴]𝐹 .
Докажем это утверждение для классов 𝑈 , 𝐾 и 𝐷. Заметим, что имеют место
соотношения

ℎ(𝑥, 𝑦) = (𝑥+ 𝑦) + 1= (𝑥→ 𝑦)&(𝑦→ 𝑥) = (𝑥&𝑦)∨ (𝑥&𝑦).

Поэтому ℎ ∈ [𝑈 ]𝐹 , ℎ ∈ [𝐾]𝐹 , ℎ ∈ [𝐷]𝐹 . Заметим, что для любого замкну-
того класса 𝐴 такого, что 𝑀𝑈 ⊂ 𝐴, выполняется одно из соотноше-
ний [𝑈 ]𝐹 ⊆ [𝐴]𝐹 , [𝐾]𝐹 ⊆ [𝐴]𝐹 , [𝐷]𝐹 ⊆ [𝐴]𝐹 , откуда следует, что ℎ ∈ [𝐴]𝐹 .
Таким образом, не существует таких отличных от 𝑀𝑈 замкнутых классов
𝐶1,. . . ,𝐶𝑚, 𝑚> 2, что для произвольного инвариантного класса 𝐹 выполня-
ется соотношение [𝑀𝑈 ]𝐹 =[𝐶1]𝐹 ∩ . . .∩[𝐶𝑚]𝐹 . Следовательно, класс 𝑀𝑈 не
является универсально разложимым. Теорема доказана.

Таким образом, справедлива следующая лемма о пополнениях разло-
жимых замкнутых классов.

Л е м м а 3.2.2. Для любого инвариантного класса 𝐹 выполнены
следующие утверждения.

1. Для любого замкнутого класса 𝐴∈{𝑇1, 𝑂
𝑚, 𝑀𝑂𝑚, 𝑀,𝑀1, 𝐿, 𝐷} выпол-

няется равенство
[𝐴 ∩ 𝑇0]𝐹 = [𝐴]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 .

2. Для любого замкнутого класса 𝐴∈ {𝑂𝑚, 𝑇0, 𝑇01} выполняется равен-
ство

[𝐴 ∩𝑀 ]𝐹 = [𝐴]𝐹 ∩ [𝑀 ]𝐹 .

3. Справедливы следующие равенства:

[𝑆𝑀 ]𝐹 = [𝑀𝑂2]𝐹 ∩ [𝑀𝐼2]𝐹 ,

[𝑆01]𝐹 = [𝑆]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 ,

[𝐿01]𝐹 = [𝐿0]𝐹 ∩ [𝐿1]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹 ,

[𝑆𝐿]𝐹 = [𝑆]𝐹 ∩ [𝐿]𝐹 , [𝑆𝑈 ]𝐹 = [𝑆]𝐹 ∩ [𝑈 ]𝐹 ,

[𝐷1]𝐹 = [𝐷]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 , [𝐷01]𝐹 = [𝐷0]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 ,

[𝑈1]𝐹 = [𝑀𝑈 ]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 , [𝑈01]𝐹 = [𝑈0]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 ,

[𝐶1]𝐹 = [𝐶]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 .
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§ 4. P-пополнения замкнутых классов булевых функций

В этом параграфе рассматривается специальный случай операции рас-
ширенной суперпозиции относительно инвариантных классов, являющихся
замкнутыми классами. Получено полное описание множеств булевых функ-
ций, являющихся пополнениями относительно замкнутых классов.

Будем называть тип булевых функций (𝐹, 𝐴) P-типом, если 𝐴—замк-
нутый класс, содержащий неконстантные функции, а 𝐹 —замкнутый класс.
Для всякого замкнутого класса 𝐴, содержащего неконстантные функции,
все множества [𝐴]𝐹 такие, что (𝐹, 𝐴) является P-типом, будем называть
P-пополнениями класса 𝐴 или просто P-пополнениями.

Согласно теореме 3.2.1 для любого замкнутого класса 𝐴, отличного от
универсально неразложимых классов

𝑃2, 𝐾, 𝐷, 𝐿,𝑀, 𝑇0, 𝑇1, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚, 𝑆, 𝑀𝑈, 𝑈,

𝑚= 2, . . .,∞, существуют такие отличные от 𝐴 замкнутые классы 𝐶1, . . .
. . ., 𝐶𝑚, 𝑚 > 2, что для произвольного инвариантного класса 𝐹 выполня-
ется соотношение [𝐴]𝐹 = [𝐶1]𝐹 ∩ . . . ∩ [𝐶𝑚]𝐹 . Таким образом, произволь-
ное P-пополнение можно получить путем пересечения P-пополнений ука-
занных классов. Заметим, что согласно лемме 1.3.3 для любого замкнуто-
го класса 𝐴 и любого инвариантного класса 𝐹 выполняется соотношение
[𝐴]𝐹 =([𝐴*]𝐹 *)*. Таким образом, P-пополнения классов 𝐷, 𝑇1 и 𝐼𝑚 являются
двойственными к некоторым P-пополнениям классов 𝐾, 𝑇0 и 𝑂𝑚 соответ-
ственно. Таким образом, произвольное P-пополнение может быть получено
путем операций пересечения и двойственности изP-пополнений классов

𝑃2, 𝐾, 𝐿,𝑀, 𝑇0, 𝑂
𝑚, 𝑆, 𝑀𝑈, 𝑈.

Согласно лемме 1.3.4 для любого инвариантного класса 𝐹 выполняются
соотношения

[𝐾]𝐹 = [𝐾01]𝐹 ∪ {0, 1}, [𝑀 ]𝐹 = [𝑀01]𝐹 ∪ {0, 1},

[𝑀𝑈 ]𝐹 = [𝑈01]𝐹 ∪ {0, 1}, [𝑈 ]𝐹 = [𝑆𝑈 ]𝐹 ∪ {0, 1}.

Следовательно, произволноеP-пополнение может быть получено путем опе-
раций пересечения, двойственности и добавления констант из P-пополне-
ний классов

𝑃2, 𝐾01, 𝐿,𝑀01, 𝑇0, 𝑂
𝑚, 𝑆, 𝑈01, 𝑆𝑈,

где 𝑚=2, . . .,∞. Эти замкнутые классы будем называть основными, а мно-
жество основных классов будем обозначать через A.

Пусть 𝐹1 —замкнутый класс такой, что существует такой замкнутый

класс 𝐹2, что 𝐹1=𝐹2∪ ̃︀𝐶, где ̃︀𝐶 ∈{𝐶, 𝐶0, 𝐶1} (например, 𝐾 и 𝐾01). Множест-
во всех замкнутых классов, не обладающих таким свойством обозначим че-
рез F. Согласно лемме 1.3.5 для любого замкнутого класса 𝐴 выполняется

соотношение [𝐴]𝐹1
=[[𝐴∪ ̃︀𝐶]]𝐹2

. Таким образом, произвольноеP-пополнение,
являющееся пополнением относительно класса 𝐹1, является пополнением
относительно класса 𝐹2. Заметим, что

F= {𝑃2, 𝑀01, 𝐿, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿01, 𝑆𝐿, 𝐾01, 𝐷01, 𝑆𝑈, 𝑈01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑚,

𝑂𝑚
0 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚, 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝐼𝑚

1 , 𝑆, 𝑆𝑀, 𝑆01, где 𝑚= 2, 3, . . .,∞}.



О КЛАССАХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ, ВЫРАЗИМЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО РАСШИРЕННОЙ СУПЕРПОЗИЦИИ 153

Рассмотрим всевозможные P-типы (𝐹, 𝐴) такие, что 𝐴 ∈A, 𝐹 ∈F. Соот-
ветствующие им P-пополнения [𝐴]𝐹 будем называть базовыми P-попол-
нениями. Из приведенных выше рассуждений следует, что произвольное
P-пополнение можно получить из базовых P-пополнений с помощью опе-
раций пересечения, добавления констант и двойственности. В связи с этим
основная часть этого параграфа посвящена описанию множества базовых
P-пополнений. В пп. 4.2–4.7 для каждого замкнутого класса из множест-
ва A приводится описание множества его базовых P-пополнений. На основе
этих пунктов в п. 4.8 приводится полное описание множества всех базовых
P-пополнений.

4.1. Вспомогательные определения. Определим следующие се-
мейства множеств булевых функций. В дальнейшем они будут использова-
ны для описания множества всех базовых P-пополнений.

Положим ̂︁P2 =F,
̂︁P2 =

⋃︀
𝐴∈𝐼

{𝐴 ∪𝐴},

где

𝐼 = {𝑇01, 𝐾01, 𝐷01, 𝐿01, 𝑀01, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 ,

𝑀𝑂𝑚
0 , 𝐼𝑚

1 , 𝑆𝑀, где 𝑚= 2, 3, . . .,∞}.

Пусть 𝐹 —замкнутый класс булевых функций. Обозначим через 𝐺𝑚
𝐹

(𝑚=2, 3, . . .,∞) множество всех булевых функций 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1, удо-
влетворяющих следующему условию: для любого 𝑞, 16 𝑞 6𝑚, и для лю-
бых 𝑞 наборов, на которых функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) принимает нулевое зна-
чение, существует функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , также принимающая на этих
наборах нулевое значение. Обозначим через 𝐻𝑚

𝐹 (𝑚=2, 3, . . .,∞) множест-
во всех булевых функций 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛 > 1, удовлетворяющих следую-
щему условию: для любого 𝑞, 1 6 𝑞 6𝑚, и для любых 𝑞 наборов, на ко-
торых функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) принимает единичное значение, существует
функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 , также принимающая на этих наборах единичное
значение. Очевидно, что 𝐻𝑚

𝐹 =(𝐺𝑚
𝐹 *)*. Положим

̂︀G= {𝐺𝑚
𝐿01

, 𝐺𝑚
𝐿1
, 𝐺𝑚

𝑆𝐿, 𝐺
𝑚
𝑆𝑈 , где 𝑚= 2, 3, . . .,∞}.

Пусть 𝐴—замкнутый класс булевых функций. Будем обозначать че-
рез 𝑙(𝐴) множество всех булевых функций ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) таких, что суще-
ствует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐴 такая, что ℎ 6 𝑔. Будем обозначать че-
рез 𝑏(𝐴) множество всех булевых функций ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) таких, что суще-
ствует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐴 такая, что ℎ > 𝑔. Несложно видеть, что
𝑏(𝐴) = 𝑙(𝐴*)*. Положим

̂︀S= {𝑙(𝑆), 𝑙(𝑆01), 𝑙(𝑆𝑀), 𝑏(𝑆), 𝑏(𝑆01), 𝑏(𝑆𝑀)}.

Обозначим через 𝐴𝑆 множество всех таких функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝑛> 1, что для любых двух противоположных наборов ̃︀𝛼 и ̃︀𝛼 длины 𝑛 вы-

полняется соотношение 𝑓(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼). Функции из множества 𝐴𝑆 будем на-
зывать антисамодвойственными. Положим 𝐴𝑆0 =𝐴𝑆 ∩ 𝑇0, 𝐴𝑆1 =𝐴𝑆 ∩ 𝑇1.
Положим ̂︀Z= {𝑆 ∪𝐴𝑆}.
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Пусть 𝐴—замкнутый класс. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—булева функция,
и она представима в виде 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)& . . . &𝑔𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝑘> 1, где 𝑔𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐴, 16 𝑖6 𝑘. Обозначим через 𝐾(𝐴)—множество
всех функций, представимых в таком виде. Положим

̂︀L= {𝐾(𝑆𝑈), 𝐾(𝐿), 𝐾(𝐿0), 𝐾(𝐿1), 𝐾(𝐿01), 𝐾(𝑆𝐿)}.

4.2. Базовые P-пополнения классов 𝐿, 𝑈01 и 𝑆𝑈 .
У т в е р ж д е н и е 4.2.1. Пусть 𝐹 —такой инвариантный класс,

что либо𝐾01⊆𝐹 , либо𝐷01⊆𝐹 . Тогда выполняется равенство [𝐿]𝐹 =𝑃2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐾01 ⊆ 𝐹 . Очевидно, что любой полином
Жегалкина может быть выражен как формула над типом (𝐹, 𝐿). Следова-
тельно, [𝐿]𝐹 = 𝑃2. Равенство [𝐿]𝐹 = 𝑃2 для класса 𝐹 такого, что 𝐷01 ⊆ 𝐹 ,
доказывается аналогично с использованием дизъюнктивного полинома Же-
галкина. Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.2.2. Имеет место соотношение [𝐿]𝑆𝑀=𝑆 ∪𝐴𝑆.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что [𝐿]𝑆𝑀 ⊆ 𝑆 ∪𝐴𝑆. Любая форму-
ла над типом (𝑆𝑀, 𝐿) представляет сумму нескольких самодвойственных
функций и, возможно, единицы. Очевидно, что сумма нечетного числа само-
двойственных функций является самодвойственной функцией, а четного—
антисамодвойственной функцией. Значит, [𝐿]𝑆𝑀 ⊆𝑆∪𝐴𝑆.

Докажем, что 𝐴𝑆⊆ [𝐿]𝑆𝑀 . Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—антисамодвойственная
функция, отличная от константной и принимающая нулевое значение на ну-
левом и единичном наборах. Пусть ̃︀𝜎1, . . ., ̃︀𝜎𝑘, 𝑘>1,—все наборы с нулевой
первой компонентой, на которых функция ℎ принимает единичное значение.
Пусть ℎ

̃︀𝜎𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 16 𝑖6𝑘,—антисамодвойственная функция, принима-

ющая единичное значение на наборах ̃︀𝜎𝑖 и ̃︀𝜎𝑖 и нулевое значение на всех
остальных наборах. Заметим, что имеет место равенство

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ𝜎1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + . . .+ ℎ𝜎𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Следовательно, достаточно доказать, что каждая из функций ℎ𝜎𝑖 может быть
представлена в виде суммы функций из класса 𝑆𝑀 .

Рассмотрим функцию ℎ
̃︀𝜎, где ̃︀𝜎 = (𝜎1, . . ., 𝜎𝑛)—некоторый набор из

множества {̃︀𝜎1, . . ., ̃︀𝜎𝑘}. Определим следующие множества наборов: 𝐴1 =

={̃︀𝛽∈𝐸𝑛|̃︀𝛽>̃︀𝜎}, 𝐴2={̃︀𝛽∈𝐸𝑛|̃︀𝛽<̃︀𝜎}, 𝐴3={̃︀𝛽∈𝐸𝑛|̃︀𝛽>̃︀𝜎}, 𝐴4={̃︀𝛽∈𝐸𝑛|̃︀𝛽<̃︀𝜎}.
Несложно видеть, что имеет место соотношение (𝐴1 ∪𝐴3) ∩ (𝐴2 ∪𝐴4) =∅.
Определим функцию 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) следующим образом. Пусть 𝑓1 принимает
единичное значение на наборе ̃︀𝜎 и на наборах из множеств 𝐴1 и 𝐴3. Пусть
она принимает нулевое значение на наборе ̃︀𝜎 и наборах из множеств 𝐴2

и 𝐴4. Пусть она принимает значение, равное первой компоненте набора
на остальных наборах. Определим функцию 𝑓2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Пусть 𝑓2(̃︀𝜎) = 1,

𝑓2(̃︀𝜎) = 0, а на остальных наборах функция 𝑓2 принимает те же значения,
что и 𝑓1. Несложно видеть, что ℎ

̃︀𝜎 = 𝑓1+𝑓2.
Докажем, что 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑆𝑀 . Самодвойственность функций 𝑓1 и 𝑓2 оче-

видна. Докажем, что функция 𝑓1 монотонна. Пусть ̃︀𝛼1 = (𝛼1
1, . . ., 𝛼

1
𝑛),̃︀𝛼2 = (𝛼2

1, . . ., 𝛼
2
𝑛) ∈𝐸𝑛, ̃︀𝛼1 > ̃︀𝛼2. Докажем, что 𝑓1(̃︀𝛼1)> 𝑓1(̃︀𝛼2). Предположим

противное. Пусть 𝑓1(̃︀𝛼1)=0, 𝑓1(̃︀𝛼2)=1. Заметим, что для набора ̃︀𝛼1 выполня-

ется ровно одно из следующих соотношений: ̃︀𝛼1 ̸∈𝐴1∪𝐴2∪𝐴3∪𝐴4∪{̃︀𝜎}∪{̃︀𝜎},
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̃︀𝛼1 ∈𝐴2 ∪ {̃︀𝜎} и ̃︀𝛼1 ∈𝐴4. Для набора ̃︀𝛼2 выполняется ровно одно из следую-

щих соотношений: ̃︀𝛼2 ̸∈𝐴1∪𝐴2∪𝐴3∪𝐴4∪{̃︀𝜎}∪{̃︀𝜎}, ̃︀𝛼2 ∈𝐴3∪{̃︀𝜎} и ̃︀𝛼2 ∈𝐴1.
Рассмотрим следующие возможные случаи.

Пусть ̃︀𝛼1 и ̃︀𝛼2 не принадлежат множеству 𝐴1 ∪𝐴2 ∪𝐴3 ∪𝐴4 ∪{̃︀𝜎}∪{̃︀𝜎}.
Тогда 𝑓1(̃︀𝛼1)=𝛼1

1>𝛼2
1=𝑓1(̃︀𝛼2). Получили противоречие.

Пусть ̃︀𝛼1 ∈ 𝐴2 ∪ {̃︀𝜎}. Тогда ̃︀𝜎 > ̃︀𝛼1 > ̃︀𝛼2. Следовательно, ̃︀𝛼2 ∈ 𝐴2, т. е.
𝑓1(̃︀𝛼1)= 𝑓1(̃︀𝛼2)=0. Получили противоречие.

Аналогично получаем противоречие для оставшихся случаев ̃︀𝛼1 ∈ 𝐴4,̃︀𝛼2 ∈𝐴3∪{̃︀𝜎}, ̃︀𝛼2 ∈𝐴1. Следовательно, предположение неверно и функция 𝑓1
монотонна. Аналогично доказывается, что функция 𝑓2 монотонна. Таким
образом, функция ℎ

̃︀𝜎 может быть представлена в виде суммы двух функций
из множества 𝑆𝑀 . Следовательно, из представления

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ
̃︀𝜎1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + . . .+ ℎ

̃︀𝜎𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)

получаем, что выполнено соотношение ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ [𝐿]𝑆𝑀 .
Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—антисамодвойственная функция, отличная от кон-

стантной и принимающая единичное значение на нулевом и единичном
наборах. Как было показано ранее, для антисамодвойственной функции
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)+1 выполнено соотношение 𝑔 ∈ [𝐿]𝑆𝑀 . Посколь-
ку при этом ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)+1, то несложно видеть, что также
выполнено соотношение ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ [𝐿]𝑆𝑀 . Для антисамодвойственных
функций, тождественно равных нулю или единице, соотношение выполнено,
поскольку они принадлежат классу 𝐿. Следовательно, 𝐴𝑆⊆ [𝐿]𝑆𝑀 .

Докажем, что 𝑆⊆ [𝐿]𝑆𝑀 . Рассмотрим произвольную самодвойственную
функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1. Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)= 𝑥1. Заме-
тим, что 𝑓 ∈𝑆𝑀 . Рассмотрим функцию

𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Рассмотрим два произвольных противоположных набора ̃︀𝛼, ̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛. Выпол-
няются равенства

𝑔(̃︀𝛼) = ℎ(̃︀𝛼) + 𝑓(̃︀𝛼) = (ℎ(̃︀𝛼) + 1) + (𝑓(̃︀𝛼) + 1) = ℎ(̃︀𝛼) + 𝑓(̃︀𝛼) = 𝑔(̃︀𝛼).
Следовательно, 𝑔—антисамодвойственная функция и, согласно доказанно-
му ранее, может быть выражена некоторой формулой Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) над ти-
пом (𝑆𝑀, 𝐿). Тогда имеет место соотношение

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Отсюда следует, что функция ℎ также может быть выражена формулой
над типом (𝑆𝑀, 𝐿). Таким образом, выполняется соотношение 𝑆 ⊆ [𝐿]𝑆𝑀 .
Значит, 𝑆∪𝐴𝑆⊆ [𝐿]𝑆𝑀 . Утверждение доказано.

С л е д с т в и е 4.2.3. Имеют место соотношения

[𝐿]𝑆 = 𝑆 ∪𝐴𝑆, [𝐿]𝑆01
= 𝑆 ∪𝐴𝑆.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что 𝐿, 𝑆, 𝑆01 ⊆ 𝑆 ∪ 𝐴𝑆, 𝑆𝑀 ⊆ 𝑆,
и 𝑆𝑀 ⊆ 𝑆01. Из этих соотношений и равенства [𝐿]𝑆𝑀 = 𝑆 ∪ 𝐴𝑆 следуют
требуемые соотношения.

Л е м м а 4.2.4. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-
жества F выполняются следующие соотношения.
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1. Если 𝐹 ∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}, то [𝐿]𝐹 = 𝑆 ∪𝐴𝑆.

2. Если 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝐾01, 𝐷01, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚
1 }, где

𝑚= 2, 3, . . .,∞, то [𝐿]𝐹 = 𝑃2.

3. Если 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈, 𝑈01}, то [𝐿]𝐹 =𝐿.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈F. Рассмотрим следующие случаи.

1. Пусть 𝐹 ∈{𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}. Тогда [𝐿]𝐹 =𝑆∪𝐴𝑆∈̂︀Z согласно утверждению
4.2.2 и следствию из него.

2. Пусть 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝐾01, 𝐷01, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚
1 },

где𝑚=2, 3, . . .,∞. Тогда [𝐿]𝐹 =𝑃2 согласно утверждению 4.2.1.

3. Пусть 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}. Тогда [𝐿]𝐹 =𝐿∈̂︁P2 согласно лем-
ме 1.3.7.

Лемма доказана.

С л е д с т в и е 4.2.5. Для произвольного замкнутого класса 𝐹

из множества F выполняется соотношение [𝐿]𝐹 ∈̂︁P2∪̂︀Z.
Доказательство следующих двух лемм очевидно.

Л е м м а 4.2.6. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝑆𝑈 ]𝐹 ∈
̂︁P2∪̂︁P2.

Л е м м а 4.2.7. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝑈01]𝐹 ∈̂︁P2.

Таким образом, получено описание всех базовых P-пополнений клас-
сов 𝐿, 𝑆𝑈 и 𝑈01.

4.3. Базовые P-пополнения класса𝑀01.
У т в е р ж д е н и е 4.3.1. Имеют место соотношения

[𝑀01]𝐿01
= 𝑇01, [𝑀01]𝐿0

= 𝑇0, [𝑀01]𝐿1
= 𝑇1, [𝑀01]𝑆01

= 𝑇01.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем равенство [𝑀01]𝐿01
= 𝑇01. Заметим,

что [𝑀01]𝐿01
⊆ 𝑇01. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1,— произвольная булева функ-

ция, принадлежащая классу 𝑇01. Докажем, что выполняется соотношение
ℎ∈ [𝑀01]𝐿01

. Положим

̂︀𝐿01(𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐿01
(ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐿01
(ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼

̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Докажем, что все наборы, отличные от нулевого и единичного, в мно-
жестве 𝑅 попарно не сравнимы. Предположим противное. Пусть су-

ществуют такие наборы ̃︀𝛿, ̃︀𝛾 ∈ 𝐸𝑛, что наборы 𝛼̃︀𝛿 = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿)),
𝛼̃︀𝛾 =(𝑓1(̃︀𝛾), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛾)) различны, отличны от нулевого и единичного наборов,

и выполняется соотношение 𝛼̃︀𝛿 >𝛼̃︀𝛾 . Тогда существует такое 𝑖, 16 𝑖6𝑛, что

𝛼̃︀𝛿𝑖 =𝑓𝑖(̃︀𝛿)=1, 𝛼̃︀𝛾𝑖 =𝑓𝑖(̃︀𝛾)=0. Поскольку наборы 𝛼̃︀𝛿 и 𝛼̃︀𝛾 отличны от нулевого
и единичного, то существуют такие 𝑘, 𝑗, 16𝑘, 𝑗6𝑛, что

𝛼
̃︀𝛿
𝑗 = 𝑓𝑗(̃︀𝛿) = 0, 𝛼̃︀𝛾𝑗 = 𝑓𝑗(̃︀𝛾) = 0,

𝛼
̃︀𝛿
𝑘 = 𝑓𝑘(̃︀𝛿) = 1, 𝛼̃︀𝛾𝑘 = 𝑓𝑘(̃︀𝛾) = 1.
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Заметим, что существует такое 𝑚, 16𝑚6 𝑙, что 𝑓𝑚 = 𝑓𝑖 + 𝑓𝑗 + 𝑓𝑘, посколь-

ку 𝑓𝑖, 𝑓𝑗, 𝑓𝑘, 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ∈ 𝐿01. Тогда 𝛼̃︀𝛿𝑚 = 𝛼̃︀𝛿𝑖 + 𝛼̃︀𝛿𝑗 + 𝛼̃︀𝛿𝑘, 𝛼
̃︀𝛾
𝑚 = 𝛼̃︀𝛾𝑖 + 𝛼̃︀𝛾𝑗 + 𝛼̃︀𝛾𝑘 ,

откуда следует, что 𝛼̃︀𝛿𝑚=0, 𝛼̃︀𝛾𝑚=1. Следовательно, наборы 𝛼̃︀𝛿 и 𝛼̃︀𝛾 не срав-
нимы. Получено противоречие. Значит, все наборы из области определения
функции 𝑟, отличные от нулевого и единичного, попарно не сравнимы. При
этом несложно видеть, что нулевой и единичный наборы входят в область
определения функции 𝑟.

Из теоремы 2.1.1 и утверждений 2.2.1, 2.2.6, 2.2.7, 2.2.14 следует, что
функция ℎ принадлежит множеству [𝑀01]𝐿01

тогда и только тогда, когда на
нулевом наборе функция 𝑟 не определена или принимает нулевое значение,
на единичном наборе функция 𝑟 не определена или принимает единичное

значение, а также для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽∈𝑅 таких, что ̃︀𝛼> ̃︀𝛽, выполняется
неравенство 𝑟(̃︀𝛼)> 𝑟(̃︀𝛽). Как было показано, функция 𝑟 на нулевом и еди-
ничном наборе принимает нулевое и единичное значения соответственно,
и никакие два набора из области определения функции 𝑟, отличных от нуле-
вого и единичного, не сравнимы. Следовательно, выполняется соотношение
ℎ∈ [𝑀01]𝐿01

. Таким образом, верно равенство [𝑀01]𝐿01
=𝑇01.

Равенство [𝑀01]𝑆01
= 𝑇01 следует из равенства [𝑀01]𝐿01

= 𝑇01, поскольку
𝐿01 ⊆ 𝑆01. Равенство [𝑀01]𝐿0

= 𝑇0 доказывается аналогично с учетом того
факта, что декомпозиция произвольной функции ℎ ∈ 𝑇0 относительно клас-
са 𝐿0 принимает нулевое значение на нулевом наборе и не определена на
единичном наборе. Равенство [𝑀01]𝐿1

= 𝑇1 следует из принципа двойствен-
ности. Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.3.2. Имеют место соотношения

[𝑀01]𝑂𝑚 = 𝑇1, [𝑀01]𝑂𝑚
0
= 𝑇01, [𝑀01]𝐼𝑚 = 𝑇0, [𝑀01]𝐼𝑚

1
= 𝑇01,

где 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞}. Докажем, что
[𝑀01]𝑂𝑚 = 𝑇1. Очевидно, что выполняется соотношение [𝑀01]𝑂𝑚 ⊆ 𝑇1. До-
кажем, что 𝑇1 ⊆ [𝑀01]𝑂𝑚 . Рассмотрим произвольную функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
из множества 𝑇1, 𝑛>1. Докажем, что ℎ∈ [𝑀01]𝑂𝑚 . Положим

̂︀𝑂𝑚(𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝑂𝑚(ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝑂𝑚(ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Рассмотрим набор ̃︀1(𝑛) (единичный набор длины 𝑛). Заметим, что набор ̃︀𝛼̃︀1(𝑛)

является единичным, т. к. 𝑂𝑚⊆𝑇1. При этом 𝑟(̃︀𝛼̃︀1(𝑛)

)=ℎ(̃︀1(𝑛))=1.
Докажем, что любые два различных набора, отличных от единичного,

из множества 𝑅 не сравнимы. Предположим противное. Пусть существу-

ют такие наборы 𝛿, 𝛾 ∈𝐸𝑛, что ̃︀𝛼̃︀𝛿 > ̃︀𝛼̃︀𝛾 , и набор ̃︀𝛼̃︀𝛿 отличен от единичного.

Тогда очевидно, что 𝛿>𝛾. Поскольку набор ̃︀𝛼̃︀1(𝑛)

является единичным, то на-

бор 𝛿 отличен от ̃︀1(𝑛). Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), равную единице
на всех наборах из 𝐸𝑛, кроме 𝛿. Поскольку набор 𝛿 отличен от единичного,
то 𝑓 ∈𝑂𝑚(𝑛) согласно определению класса 𝑂𝑚. Следовательно, существует

такое 16 𝑖6 𝑙, что 𝑓𝑖(𝛿)< 𝑓𝑖(𝛾). Отсюда следует, что 𝛼̃︀𝛿𝑖 = 0 и 𝛼̃︀𝛾𝑖 = 1. По-
лучено противоречие. Значит, любые два различных набора, отличных от
единичного, из множества 𝑅 не сравнимы.
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Заметим, что 1∈𝑂𝑚, откуда следует, что существует такое 1 6 𝑖 6 𝑙,

что выполняется равенство 𝑓𝑖(̃︀𝛿)=1 для любого ̃︀𝛿∈𝐸𝑛. Следовательно, мно-
жество 𝑅 не содержит нулевого набора.

Из утверждений 2.2.1, 2.2.6, 2.2.7, 2.2.14 и теоремы 2.1.1 следует, что
функция ℎ принадлежит множеству [𝑀01]𝑂𝑚 тогда и только тогда, когда на
нулевом наборе функция 𝑟 не определена или принимает нулевое значение,
на единичном наборе функция 𝑟 не определена или принимает единичное

значение, а также для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽∈𝑅 таких, что ̃︀𝛼> ̃︀𝛽, выполняется
неравенство 𝑟(̃︀𝛼)> 𝑟(̃︀𝛽).

Как было показано ранее, функция 𝑟 на единичном наборе принима-
ет единичное значение, а на нулевом наборе не определена. Кроме того,
никакие два различных набора из области определения функции 𝑟, отлич-
ных от единичного, не сравнимы. Следовательно, выполняется соотношение
ℎ∈ [𝑀01]𝑂𝑚 , что и требовалось доказать.

Равенство [𝑀01]𝑂𝑚
0
= 𝑇01 доказывается аналогично с учетом того факта,

что декомпозиция произвольной функции ℎ ∈ 𝑇01 относительно класса 𝑂𝑚
0

принимает нулевое значение на нулевом наборе и единичное значение на
единичном наборе. Равенства [𝑀01]𝐼𝑚 = 𝑇0 и [𝑀01]𝐼𝑚

1
= 𝑇01 следуют из ра-

венств [𝑀01]𝑂𝑚 =𝑇1, [𝑀01]𝑂𝑚
0
=𝑇01 и принципа двойственности. Утверждение

доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.3.3. Имеет место соотношение [𝑀01]𝑆𝑈 =𝑃2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная булева
функция. Докажем, что ℎ∈ [𝑀01]𝑆𝑈 . Положим

̂︂𝑆𝑈(𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝑆𝑈(ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝑆𝑈(ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Докажем, что любые два различных набора из множества 𝑅 несравнимы.
Предположим противное. Пусть существуют такие наборы 𝛿, 𝛾 ∈ 𝐸𝑛,

что ̃︀𝛼̃︀𝛿 > ̃︀𝛼̃︀𝛾 . Значит, существует такое 16 𝑖6𝑛, что выполняются равенства

𝛼̃︀𝛿𝑖 = 𝛿𝑖 =1, 𝛼𝛾
𝑖 = 𝛾𝑖 =0. Отсюда следует, что 𝛼̃︀𝛿𝑛+𝑖 = 𝛿𝑖 =0, 𝛼𝛾

𝑛+𝑖 = 𝛾𝑖 =1. Сле-

довательно, наборы ̃︀𝛼̃︀𝛿 и ̃︀𝛼̃︀𝛾 несравнимы. Получили противоречие. Значит,
любые два различных набора из множества 𝑅 несравнимы. Также неслож-
но видеть, что множество 𝑅 не содержит нулевого и единичного наборов.
Из утверждений 2.2.1, 2.2.6, 2.2.7, 2.2.14 и теоремы 2.1.1 следует, что функ-
ция ℎ принадлежит множеству [𝑀01]𝑆𝑈 , что и требовалось доказать.

В обратную сторону включение очевидно. Утверждение доказано.

С л е д с т в и е 4.3.4. Имеют место соотношения

[𝑀01]𝑆𝐿 = [𝑀01]𝑆 = [𝑀01]𝐿 = 𝑃2,

[𝑇0]𝑆𝐿 = [𝑇0]𝑆 = [𝑇0]𝑆𝑈 = 𝑃2.

Л е м м а 4.3.5. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняются следующие соотношения.

1. Если 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01}, то [𝑀01]𝐹 = 𝐹 .
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2. Если 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝑀𝑂𝑚
0 , 𝑀𝐼𝑚

1 , 𝑆𝑀}, то [𝑀01]𝐹 =𝑀01.

3. [𝑀01]𝐿01
= 𝑇01, [𝑀01]𝐿0

= 𝑇0, [𝑀01]𝐿1
= 𝑇1, [𝑀01]𝑆01

= 𝑇01.

4. Если 𝐹 ∈ {𝐿, 𝑆, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}, то [𝑀01]𝐹 = 𝑃2.

5. [𝑀01]𝑂𝑚 = 𝑇1, [𝑀01]𝑂𝑚
0
= 𝑇01, [𝑀01]𝐼𝑚 = 𝑇0, [𝑀01]𝐼𝑚

1
= 𝑇01.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈F. Рассмотрим следующие случаи.
1. Пусть 𝐹 ∈{𝑃2, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01}. Тогда [𝑀01]𝐹 =𝐹 согласно лемме 1.3.6.
2. Пусть 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚
1 , 𝑆𝑀}. Тогда [𝑀01]𝐹 =𝑀01 согласно

лемме 1.3.7.
3. Пусть 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝑆01}. Тогда утверждение леммы выполняется

согласно утверждению 4.3.1.
4. Пусть 𝐹 ∈ {𝐿, 𝑆, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}. Тогда [𝑀01]𝐹 = 𝑃2 согласно утвержде-

нию 4.3.3 и следствию 4.3.4.
5. Пусть 𝐹 ∈ {𝑂𝑚, 𝐼𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 , где 𝑚= 2, 3, . . .,∞}. Тогда утверждение

леммы выполняется согласно утверждению 4.3.2.
Лемма доказана.

С л е д с т в и е 4.3.6. Для произвольного замкнутого класса 𝐹

из множества F выполняется соотношение [𝑀01]𝐹 ∈̂︁P2.

Таким образом, все базовые P-пополнения класса 𝑀01 являются за-

мкнутыми классами из множества ̂︁P2.
4.4. Базовые P-пополнения класса 𝑇0.

У т в е р ж д е н и е 4.4.1. Имеют место следующие утверждения:

1. Пусть 𝐹 ∈{𝐿1, 𝐿, 𝑇1, 𝑂
𝑚, где 𝑚=2, 3, . . .,∞}. Тогда выполняется ра-

венство [𝑇0]𝐹 = 𝑃2.

2. Пусть 𝐹 ∈{𝐿1, 𝐿0, 𝐿, 𝑇1, 𝑂
𝑚, 𝑇0, 𝐼

𝑚, где 𝑚=2, 3, . . .,∞}. Тогда выпол-
няется равенство [𝑆]𝐹 = 𝑃2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈ {𝐿1, 𝐿, 𝑇1, 𝑂
𝑚, где 𝑚=2, 3, . . .,∞}.

Тогда 1 ∈ 𝐹 . Заметим, что 𝑃2 = [𝑇0 ∪ {1}], так как 𝑇0 —предполный класс.
Кроме того, [𝑇0 ∪{1}] ⊆ [𝑇0]𝐹 . Отсюда следует, что [𝑇0]𝐹 =𝑃2. Аналогично
доказывается второй пункт.

Л е м м а 4.4.2. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняются следующие соотношения.

1. Если

𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝐿01, 𝐿0, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇01, 𝐼
𝑚, 𝑂𝑚

0 ,

𝐼𝑚
1 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚
1 , 𝑆01, 𝑆𝑀, где 𝑚= 2, 3, . . .,∞},

то [𝑇0]𝐹 = 𝑇0.

2. Если 𝐹 ∈{𝑃2, 𝐿1, 𝐿, 𝑇1, 𝑂
𝑚, 𝑆, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈, где 𝑚=2, 3, . . .,∞}, то [𝑇0]𝐹 =𝑃2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈F. Рассмотрим следующие случаи.
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1. Пусть

𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝐿01, 𝐿0, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇01, 𝐼
𝑚, 𝑂𝑚

0 ,

𝐼𝑚
1 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚
1 , 𝑆01, 𝑆𝑀, где 𝑚= 2, 3, . . .,∞}.

Тогда 𝐹 ⊆𝑇0, откуда следует, что [𝑇0]𝐹 =𝑇0 согласно лемме 1.3.7 (один класс
содержит другой).

2. Пусть 𝐹 ∈{𝑃2, 𝐿1, 𝐿, 𝑇1, 𝑂
𝑚, где 𝑚=2, 3, . . .,∞}. Тогда [𝑇0]𝐹 =𝑃2 со-

гласно утверждению 4.4.1 (добавление константы 1 к предполному классу).
3. Пусть 𝐹 ∈{𝑆, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}. Тогда [𝑇0]𝐹 =𝑃2 согласно следствию 4.3.4.
Лемма доказана.

С л е д с т в и е 4.4.3. Для произвольного замкнутого класса 𝐹

из множества F выполняется соотношение [𝑇0]𝐹 ∈̂︁P2.

Таким образом, все базовые P-пополнения класса 𝑇0 являются замкну-

тыми классами из множества ̂︁P2.
4.5. Базовые P-пополнения классов вида 𝑂𝑚.
У т в е р ж д е н и е 4.5.1. Для любого инвариантного класса 𝐹

и любого 𝑚,𝑚=2, 3, . . .,∞, выполнено равенство [𝑂𝑚]𝐹 =𝐺𝑚
𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть𝑚∈{2, 3, . . .,∞}. Рассмотрим произволь-
ную булеву функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛>1. Положим

̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Пусть 𝑔∈ [𝑂𝑚]𝐹 . Докажем, что 𝑔∈𝐺𝑚
𝐹 . Заметим, что согласно теореме 2.1.1

и утверждению 2.2.4 из соотношения 𝑔 ∈ [𝑂𝑚]𝐹 следует, что функция 𝑟
согласована с классом 𝑂𝑚. Рассмотрим произвольное 𝑞, 16 𝑞 6𝑚, и про-

извольные 𝑞 наборов ̃︀𝛼̃︀𝛿1

, . . ., ̃︀𝛼̃︀𝛿𝑞

из множества 𝑅 такие, что для любого 𝑖,
16 𝑖6 𝑞, выполняется соотношение 𝑔(𝛿𝑖)=0. Согласно определению деком-
позиции отсюда следует, что для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑞, выполняется соотноше-

ние 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿𝑖

)=0. Согласно утверждению 2.2.4 существует такое 𝑗, 16 𝑗6 𝑙, что

𝛼̃︀𝛿
𝑞

𝑗 =0, 16 𝑗 6 𝑙. Отсюда следует, что 𝑓𝑗(̃︀𝛿𝑖) = 0, 16 𝑖6 𝑞. Значит, согласно
определению класса 𝐺𝑚

𝐹 выполняется соотношение 𝑔∈𝐺𝑚
𝐹 .

Пусть 𝑔 ∈𝐺𝑚
𝐹 . Докажем, что 𝑔 ∈ [𝑂𝑚]𝐹 . Рассмотрим произвольное 𝑞,

16 𝑞6𝑚, и произвольные 𝑞 наборов ̃︀𝛼̃︀𝛿1

, . . ., ̃︀𝛼̃︀𝛿𝑞

из множества 𝑅 такие, что

для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑞, выполняется соотношение 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿𝑖

)=0. Согласно опре-
делению декомпозиции для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑞, выполняется соотношение
𝑔(𝛿𝑖) = 0. Согласно определению класса 𝐺𝑚

𝐹 отсюда следует, что существу-

ет такое 𝑗, 16 𝑗 6 𝑙, что 𝑓𝑗(̃︀𝛿𝑖) = 0, 16 𝑖6 𝑞. Следовательно, выполняется

соотношение 𝛼̃︀𝛿
𝑖

𝑗 =0, 16 𝑖6 𝑞. Таким образом, согласно утверждению 2.2.4
функция 𝑟 согласована с классом 𝑂𝑚, откуда согласно теореме 2.1.1 следует
соотношение 𝑔∈ [𝑂𝑚]𝐹 . Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.5.2. Имеет место соотношение [𝑂𝑚]𝑀𝑂𝑘
0
=𝑂𝑘,

где 𝑚=2, 3, . . .,∞, 26 𝑘 <𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что [𝑂𝑚]𝑀𝑂𝑘
0
⊆𝑂𝑘. Докажем обрат-

ное соотношение. Рассмотрим произвольную функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑂𝑘,
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𝑛> 1. Докажем, что ℎ ∈𝐺𝑚
𝑀𝑂𝑘

0

. Пусть 𝑞 6𝑚, 𝑞 ∈N. Рассмотрим произволь-

ные 𝑞 наборов ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑞 ∈𝐸𝑛 таких, что ℎ(̃︀𝛼𝑖) = 0, 16 𝑖6 𝑞. Согласно лем-
ме 1.3.6 и утверждению 4.5.1 выполняются равенства [𝑂𝑚]𝑂𝑘 =𝐺𝑚

𝑂𝑘 =𝑂𝑘.
Отсюда следует, что ℎ ∈ 𝐺𝑚

𝑂𝑘 . Следовательно, существует такая функция
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑂𝑘, что 𝑔(̃︀𝛼𝑖)=0, 16 𝑖6𝑞. Рассмотрим функцию 𝑔′(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
принимающую нулевое значение на всех таких наборах ̃︀𝛼, что существует
такое 𝑗, 16 𝑗 6 𝑞, что ̃︀𝛼6 ̃︀𝛼𝑗, и единичное значение на всех остальных на-
борах. Докажем, что 𝑔′ ∈𝑀𝑂𝑘

0 . Очевидно, что выполняются соотношения
𝑔′ ∈ 𝑇0 и 𝑔′ ∈𝑀 . Докажем, что 𝑔′ ∈𝑂𝑘. Рассмотрим произвольные 𝑘 набо-

ров ̃︀𝛽1, . . ., ̃︀𝛽𝑘 ∈𝐸𝑛 таких, что выполнено 𝑔′(̃︀𝛽𝑖) = 0, 16 𝑖6 𝑘. Рассмотрим

такие наборы ̃︀𝛼
̃︀𝛽1 , . . ., ̃︀𝛼

̃︀𝛽𝑘 , что ̃︀𝛽𝑖 6 ̃︀𝛼
̃︀𝛽𝑖 и ̃︀𝛼

̃︀𝛽𝑖 ∈ {̃︀𝛼1, . . .̃︀𝛼𝑚}, 16 𝑖6 𝑘. Эти
наборы имеют общую нулевую компоненту, поскольку функция 𝑔 прини-
мает на них нулевое значение и принадлежит классу 𝑂𝑘. Из соотношения̃︀𝛽𝑖 6 ̃︀𝛼

̃︀𝛽𝑖 , 16 𝑖6 𝑘, следует, что наборы ̃︀𝛽1, . . ., ̃︀𝛽𝑘 также имеют общую нуле-

вую компоненту. Следовательно, выполняется соотношение 𝑔′ ∈𝑂𝑘. Таким
образом, доказано, что для произвольных 𝑚 наборов ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑚 ∈𝐸𝑛 таких,
что ℎ(̃︀𝛼𝑖)= 0, 16 𝑖6𝑚, существует такая функция 𝑔′ ∈𝑀𝑂𝑘

0 , что 𝑔′(̃︀𝛼𝑖)= 0,
16 𝑖6𝑚. Следовательно, ℎ∈𝐺𝑚

𝑀𝑂𝑘
0

=[𝑂𝑚]𝑀𝑂𝑘
0
. Утверждение доказано.

С л е д с т в и е 4.5.3. Имеет место соотношение [𝑂𝑚]𝑂𝑘
0
=𝑂𝑘, где

𝑚=2, 3, . . .,∞, 26 𝑘 <𝑚.

У т в е р ж д е н и е 4.5.4. Имеют место соотношения

[𝑂𝑚]𝐿 = [𝑂𝑚]𝐿0
= [𝑂𝑚]𝑇0

= [𝑂𝑚]𝐼𝑘 = 𝑃2,

где 𝑘=2, 3, . . .,∞, 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑚∈{2, 3, . . .,∞}. Заметим, что согласно
лемме 1.3.5 выполняются соотношения

[𝑂𝑚]𝑈0
= [𝑂𝑚 ∪ {0}]𝑈01

= [𝑂𝑚 ∪ {0}] = 𝑃2,

𝑚= 2, 3, . . .,∞. Поскольку 𝑈0 ⊆ 𝐿, 𝐿0, 𝑇0, 𝐼
𝑘, отсюда следует, что выполня-

ются равенства

[𝑂𝑚]𝐿 = [𝑂𝑚]𝐿0
= [𝑂𝑚]𝑇0

= [𝑂𝑚]𝐼𝑘 = 𝑃2,

где 𝑘=2, 3, . . .,∞, 𝑚=2, 3, . . .,∞. Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.5.5. Имеют место соотношения

[𝑂𝑚]𝐾01
= [𝑂𝑚]𝑀01

= [𝑂𝑚]𝑇01
= [𝑂𝑚]𝐼𝑘

1
= [𝑂𝑚]𝑀𝐼𝑘

1
= 𝑇1,

где 𝑘=2, 3, . . .,∞, 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть𝑚∈{2, 3, . . .,∞}. Докажем, что верно ра-
венство [𝑂𝑚]𝐾01

=𝑇1. Очевидно, что выполняется соотношение [𝑂
𝑚]𝐾01

⊆𝑇1.
Докажем обратное соотношение. Рассмотрим произвольную функцию
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑇1. Докажем, что ℎ∈ [𝑂𝑚]𝐾01

. Положим

̂︀𝐾01(𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐾01
(ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐾01
(ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼

̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.
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Рассмотрим произвольное множество различных наборов ̃︀𝛿1, . . ., ̃︀𝛿𝑘 ∈ 𝐸𝑛,

𝑘> 1, таких, что 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿𝑖

) = 0 для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑘. Заметим, что, если ̃︀𝛿𝑖 —
единичный набор, 16 𝑖6𝑘, то получаем противоречие

0 = 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿𝑖

) = ℎ(1, . . ., 1) = 1,

поскольку ℎ ∈ 𝑇1. Следовательно, для любого 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑘, набор ̃︀𝛿𝑖 отли-

чен от единичного. Докажем, что существует такое 𝑗, 16 𝑗 6 𝑙, что 𝛼̃︀𝛿
𝑖

𝑗 = 0
для любого 1 6 𝑖 6 𝑘. Заметим, что существует такое 𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑙, что
𝑓𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥1& . . .&𝑥𝑛. Поэтому для любого 𝑖, 16 𝑖6𝑘, выполняется ра-

венство 𝛼̃︀𝛿
𝑖

𝑗 = 𝛿𝑖1& . . .&𝛿𝑖𝑛 =0. Из утверждения 2.2.4 следует, что функция 𝑟
согласована с классом 𝑂𝑚. Отсюда согласно теореме 2.1.1 следует, что
ℎ ∈ [𝑂𝑚]𝐾01

, что и требовалось доказать. Поскольку 𝐾01 ⊆𝑀01, 𝑇01, 𝐼
𝑘
1 , 𝑀𝐼𝑘

1 ,
отсюда следуют равенства

[𝑂𝑚]𝑀01
= [𝑂𝑚]𝑇01

= [𝑂𝑚]𝐼𝑘
1
= [𝑂𝑚]𝑀𝐼𝑘

1
= 𝑇1,

где 𝑘=2, 3, . . .,∞, 𝑚=2, 3, . . .,∞. Утверждение доказано.

Л е м м а 4.5.6. Пусть 𝐴—замкнутый класс,𝑚∈{2, 3, . . .,∞}. Тогда
выполняется соотношение 𝑏(𝐴)⊆ [𝑂𝑚]𝐴.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1,—произвольная бу-
лева функция, принадлежащая множеству 𝑏(𝐴). Докажем, что ℎ ∈ [𝑂𝑚]𝐴.

Пусть 16 𝑞 6𝑚 и ̃︀𝛿1, . . ., ̃︀𝛿𝑞 —такие наборы из 𝐸𝑛, что выполняются со-

отношения ℎ(̃︀𝛿𝑖) = 0, 16 𝑖6 𝑞. Согласно определению множества 𝑏(𝐴) су-
ществует такая функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐴, что ℎ> 𝑔. Отсюда следует, что

𝑔(̃︀𝛿𝑖) = 0, 16 𝑖6 𝑞. Тогда согласно утверждению 4.5.1 выполняется соотно-
шение ℎ∈ [𝑂𝑚]𝐴, что и требовалось доказать.

У т в е р ж д е н и е 4.5.7. Имеет место соотношение [𝑂𝑚]𝑆 = 𝑏(𝑆),
где 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞}. Пусть ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝑛 > 1,— произвольная булева функция, принадлежащая множеству 𝑏(𝑆).
Тогда соотношение ℎ1∈ [𝑂

𝑚]𝑆 выполняется согласно утверждению 4.5.6.
Пусть ℎ2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1,— произвольная булева функция такая, что

ℎ2 ∈ [𝑂𝑚]𝑆. Докажем соотношение ℎ2 ∈ 𝑏(𝑆). Пусть ̃︀𝛿1, ̃︀𝛿2 —такие наборы

из 𝐸𝑛, что выполняются соотношения ℎ2(̃︀𝛿𝑖) = 0, 𝑖 = 1, 2. Тогда согласно

утверждению 4.5.1 существует такая функция 𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑆, что 𝑞(̃︀𝛿𝑖)=0,

𝑖=1, 2. Поскольку 𝑞∈𝑆, то наборы ̃︀𝛿1 и ̃︀𝛿2 не являются противоположными.
Отсюда следует, что любые два набора, на которых функция ℎ2 принима-
ет нулевое значение, не являются противоположными. Следовательно, на
любых двух противоположных наборах из области определения функции ℎ2

она принимает либо противоположные значения, либо единичные. Значит,
существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑆 такая, что ℎ2 > 𝑔, что и требовалось
доказать.

Аналогично доказывается

С л е д с т в и е 4.5.8. Имеют место соотношение [𝑂𝑚]𝑆01
= 𝑏(𝑆01),

где 𝑚=2, 3, . . .,∞.

У т в е р ж д е н и е 4.5.9. Имеет место соотношение [𝑂𝑚]𝑆𝑀 =
= 𝑏(𝑆𝑀), где 𝑚=2, 3, . . .,∞.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞}. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝑛> 1,— произвольная булева функция, принадлежащая множеству 𝑏(𝑆𝑀).
Тогда соотношение ℎ∈ [𝑂𝑚]𝑆𝑀 выполняется согласно лемме 4.5.6.

Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1,— произвольная булева функция такая, что
ℎ∈ [𝑂𝑚]𝑆𝑀 . Докажем соотношение ℎ∈ 𝑏(𝑆𝑀). Рассмотрим множество всех
наборов, на которых функция ℎ принимает нулевое значение. Обозначим
это множество через 𝑅. Пусть 𝑅= {̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑘}, 𝑘 > 1. Рассмотрим частич-
ную функцию 𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) с областью определения 𝑅 и такую, что 𝑟(̃︀𝛼𝑖)=0
для всех 𝑖=1, . . ., 𝑘. Согласно утверждениям 2.2.1, 2.2.4, 2.2.5, 2.2.22 функ-
ция 𝑟 согласована с классом 𝑆𝑀 тогда и только тогда, когда выполняются
следующие условия.

1. Для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких, что ̃︀𝛼> ̃︀𝛽, выполняется неравенство
𝑟(̃︀𝛼)> 𝑟(̃︀𝛽).

2. Для любых двух наборов ̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2 ∈𝑅 таких, что 𝑟(̃︀𝛼1)= 𝑟(̃︀𝛼2)=0, найдется
такое 𝑗, 16 𝑗 6 𝑛, что 𝛼1

𝑗 = 𝛼2
𝑗 = 0.

3. Для любых двух наборов ̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2 ∈𝑅 таких, что 𝑟(̃︀𝛼1)= 𝑟(̃︀𝛼2)=1, найдется
такое 𝑗, 16 𝑗 6 𝑛, что 𝛼1

𝑗 = 𝛼2
𝑗 = 1.

Первое и третье условия выполняются, поскольку функция 𝑟 принимает
нулевое значение на всей области определения. Докажем, что выполняется
второе условие. Рассмотрим два произвольных набора ̃︀𝛼1, ̃︀𝛼2 ∈𝑅. Предполо-
жим противное. Пусть наборы ̃︀𝛼1 и ̃︀𝛼2 не имеют общей нулевой компоненты.
Согласно утверждению 4.5.1 существует такая функция 𝑝(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑆𝑀 ,

что выполняются равенства 𝑝(̃︀𝛼1) = 𝑝(̃︀𝛼2) = 0. Рассмотрим набор ̃︀𝛼1. Заме-
тим, что не существует такого 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, что 𝛼1

𝑖 = 0 и 𝛼2
𝑖 = 0. Отсюда

следует, что не существует такого 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑛, что ̃︀𝛼1
𝑖 = 1 и ̃︀𝛼2

𝑖 = 0. Зна-

чит, выполняется соотношение ̃︀𝛼2 > ̃︀𝛼1. В силу монотонности функции 𝑝
выполняется равенство 𝑝(̃︀𝛼1) = 0. Это противоречит самодвойственности
функции 𝑝. Следовательно, предположение неверно и любые два набора из
области определения функции 𝑟 имеют общую нулевую компоненту. Таким
образом, функция 𝑟 согласована с классом 𝑆𝑀 .

Рассмотрим доопределение функции 𝑟 в классе 𝑆𝑀 . Обозначим эту
функцию через 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Заметим, что выполняется неравенство 𝑔 6 ℎ,
поскольку на всех наборах, на которых функция ℎ принимает нулевое зна-
чение, функция 𝑔 также принимает нулевое значение. Следовательно, функ-
ция ℎ принадлежит множеству 𝑏(𝑆𝑀), что и требовалось доказать. Утверж-
дение доказано.

Л е м м а 4.5.10. Пусть𝑚∈{2, 3, . . .,∞}. Для произвольного замкну-
того класса 𝐹 из множестваF выполняются следующие соотношения.

1. Если 𝐹 ∈ {𝐿0, 𝐿, 𝑇0, 𝐼
𝑘}, где 𝑘= 2, 3, . . .,∞, то [𝑂𝑚]𝐹 = 𝑃2.

2. Если 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝑀01, 𝑇01, 𝐼
𝑘
1 , 𝑀𝐼𝑘

1 }, где 𝑘= 2, 3, . . .,∞, то [𝑂𝑚]𝐹 = 𝑇1.

3. Если 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝐿1, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}, то [𝑂𝑚]𝐹 =𝐺𝑚
𝐹 .

4. Если 𝐹 ∈ {𝐷01, 𝑂
𝑘, 𝑂𝑘

0 , 𝑀𝑂𝑘
0 }, где 𝑘>𝑚, то [𝑂𝑚]𝐹 =𝑂𝑚.
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5. Если 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑇1, 𝑂
𝑘}, где 𝑘 <𝑚, то [𝑂𝑚]𝐹 = 𝐹 .

6. Если 𝐹 ∈ {𝑂𝑘
0 , 𝑀𝑂𝑘

0 }, где 𝑘 <𝑚, то [𝑂𝑚]𝐹 =𝑂𝑘.

7. Если 𝐹 ∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}, то [𝑂𝑚]𝐹 = 𝑏(𝐹 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈F. Рассмотрим следующие случаи.
1. Пусть 𝐹 ∈{𝐿0, 𝐿, 𝑇0, 𝐼

𝑘}, где 𝑘=2, 3, . . .,∞. Тогда [𝑂𝑚]𝐹 =𝑃2 согласно
утверждению 4.5.4.

2. Пусть 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝑀01, 𝑇01, 𝐼
𝑘
1 , 𝑀𝐼𝑘

1 }, где 𝑘 = 2, 3, . . .,∞. Тогда
[𝑂𝑚]𝐹 =𝑇1 согласно утверждению 4.5.5.

3. Пусть 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝐿1, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}. Тогда [𝑂𝑚]𝐹 =𝐺𝑚
𝐹 согласно утвержде-

нию 4.5.1.
4. Пусть 𝐹 ∈{𝐷01, 𝑂

𝑘, 𝑂𝑘
0 , 𝑀𝑂𝑘

0 }, где 𝑘>𝑚. Тогда [𝑂𝑚]𝐹 =𝑂𝑚 согласно
лемме 1.3.7.

5. Пусть 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑇1, 𝑂
𝑘}, где 𝑘 < 𝑚. Тогда [𝑂𝑚]𝐹 = 𝐹 согласно лем-

ме 1.3.6.
6. Пусть 𝐹 ∈{𝑂𝑘

0 , 𝑀𝑂𝑘
0 }, где 𝑘<𝑚. Тогда [𝑂𝑚]𝐹 =𝑂𝑘 согласно утверж-

дению 4.5.2 и его следствию.
7. Пусть 𝐹 ∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}. Тогда [𝑂𝑚]𝐹 = 𝑏(𝐹 ) согласно утверждениям

4.5.7 и 4.5.9 и следствиям из них.

С л е д с т в и е 4.5.11. Для произвольного замкнутого класса 𝐹

из множества F выполняется соотношение [𝑂𝑚]𝐹 ∈ ̂︁P2 ∪ ̂︀G ∪ ̂︀S, где
𝑚=2, 3, . . .,∞.

Таким образом, в лемме 4.5.10 получено описание всех базовых
P-пополнений класса 𝑂𝑚.

4.6. Базовые P-пополнения класса𝐾01.
У т в е р ж д е н и е 4.6.1. Имеет место соотношение [𝐾01]𝐷01

=𝑀01.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что [𝐾01]𝐷01
⊆𝑀01. Докажем со-

отношение 𝑀01 ⊆ [𝐾01]𝐷01
. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝑀01. Докажем, что функ-

ция 𝑓 может быть выражена формулой над типом (𝐷01, 𝐾01). Пусть 𝐴 =
={̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑘}⊆𝐸𝑛, 𝑘>1—множество всех наборов, на которых функция 𝑓
принимает нулевое значение. Оно не пусто, поскольку в него входит нуле-

вой набор. Рассмотрим любой такой набор ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛, что выполняется равен-

ство 𝑓(̃︀𝛽) = 1. Такой набор существует, поскольку 𝑓 ̸= 0. В силу монотон-

ности функции 𝑓 для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑘, либо наборы ̃︀𝛽 и ̃︀𝛼𝑖 несравнимы,

либо выполнено неравенство ̃︀𝛽 > ̃︀𝛼𝑖.
Сопоставим каждому из наборов множества 𝐴 некоторую функцию сле-

дующим образом. Набору ̃︀𝛼𝑖 = (𝛼𝑖
1, . . ., 𝛼

𝑖
𝑛), 16 𝑖6 𝑘, сопоставим дизъюнк-

цию 𝑑𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥𝑗1∨. . .∨𝑥𝑗𝑚 , где 𝛼
𝑖
𝑗1
, . . ., 𝛼𝑖

𝑗𝑚
—все нулевые компоненты

набора ̃︀𝛼𝑖. Это возможно, поскольку 𝑓 ̸= 0. Несложно видеть, что каждая
такая дизъюнкция принимает нулевое значение на тех и только тех на-
борах, которые не превосходят набор, сопоставленный этой дизъюнкции.
Поскольку функция 𝑓 монотонна, функция 𝑓 принимает на таких наборах
нулевое значение, т. е. все эти наборы входят в множество 𝐴. Рассмотрим
функцию

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑑1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)& . . .&𝑑𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Заметим, что ℎ ∈ [𝐾01]𝐷01
. Для любого 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑘, выполнено равенство

ℎ(̃︀𝛼𝑖)=0, так как хотя бы одна из дизъюнкций принимает нулевое значение
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на наборе ̃︀𝛼𝑖. На любом наборе длины 𝑛, не принадлежащем множеству 𝐴,
каждая из дизъюнкций принимает единичное значение, откуда следует, что
функция ℎ принимает на этом наборе единичное значение. Таким образом,
функции ℎ и 𝑓 тождественно равны и функция 𝑓 может быть выражена
формулой над типом (𝐷01, 𝐾01), что и требовалось доказать. Утверждение
доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.6.2. Имеют место соотношения

[𝐾01]𝑂𝑚 = 𝑇1, [𝐾01]𝑂𝑚
0
= 𝑇01, [𝐾01]𝑀𝑂𝑚

0
=𝑀01,

где 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞}. Докажем равенство
[𝐾01]𝑂𝑚 = 𝑇1. Очевидно, что выполняется соотношение [𝐾01]𝑂𝑚 ⊆ 𝑇1. Дока-
жем, что 𝑇1 ⊆ [𝐾01]𝑂𝑚 . Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇1. Если ℎ является единичной
функцией, то ℎ ∈ [𝐾01]𝑂𝑚 , поскольку 1 ∈𝑂𝑚. Пусть функция ℎ отлична от
единичной функции. Тогда существует СКНФ функции ℎ вида

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)& . . .&𝑔𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

где 1 6 𝑘 6 2𝑛 − 1. Согласно определению СКНФ каждая из функций 𝑔𝑖,
16 𝑖6 𝑘, принимает нулевое значение ровно на одном наборе. Поскольку
ℎ ∈ 𝑇1, то эти наборы отличны от единичного. Следовательно, 𝑔𝑖 ∈𝑂𝑚, для
любого 𝑖, 16 𝑖6𝑘. Поэтому выполняется соотношение ℎ∈ [𝐾01]𝑂𝑚 , что и тре-
бовалось доказать. Равенства [𝐾01]𝑂𝑚

0
=𝑇01 и [𝐾01]𝑀𝑂𝑚

0
=𝑀01,𝑚=2, 3, . . .,∞,

доказываются аналогично.

У т в е р ж д е н и е 4.6.3. Имеет место соотношение [𝐾01]𝑆= 𝑙(𝑆).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем равенство [𝐾01]𝑆 = 𝑙(𝑆). Соотноше-
ние [𝐾01]𝑆 ⊆ 𝑙(𝑆) выполняется, поскольку согласно следствию из утвержде-
ния 4.5.7 выполняются соотношения [𝐾01]𝑆⊆ [𝐼2]𝑆= 𝑙(𝑆).

Докажем соотношение 𝑙(𝑆) ⊆ [𝐾01]𝑆. Рассмотрим 𝑝(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑙(𝑆).
Пусть 𝑞1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑞𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑚 > 1,— все самодвойственные
функции от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 такие, что 𝑞𝑖 > 𝑝, 16 𝑖6𝑚. Докажем, что

формула 𝑞1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)& . . .&𝑞𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) реализует функцию 𝑝. Пусть ̃︀𝛽=
= (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) ∈ 𝐸𝑛 и 𝑝(̃︀𝛽) = 1. Тогда 𝑞𝑖(̃︀𝛽) = 1 для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑙, откуда

следует, что 𝑞1(̃︀𝛽)& . . .&𝑞𝑙(̃︀𝛽)= 1. Пусть ̃︀𝛽=(𝛽1, . . ., 𝛽𝑛)∈𝐸𝑛 и 𝑝(̃︀𝛽)= 0. До-

кажем, что существует такое 𝑖, 16 𝑖6𝑚, что 𝑞𝑖(̃︀𝛽) = 0. Рассмотрим функ-

цию 𝑞1. Предположим, что 𝑞1(̃︀𝛽) = 1. Рассмотрим функцию 𝑞′(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) та-

кую, что 𝑞′(̃︀𝛽) = 0, 𝑞′(̃︀𝛽) = 1, и такую, что 𝑞′(̃︀𝛼) = 𝑞1(̃︀𝛼) для любого набора ̃︀𝛼
из 𝐸𝑛 такого, что ̃︀𝛼 ̸= ̃︀𝛽, ̃︀𝛽. Заметим, что 𝑞′(̃︀𝛽)=𝑝(̃︀𝛽)=0 и 𝑞′(̃︀𝛽)=1>𝑝(̃︀𝛽). На
остальных наборах функция 𝑞′ совпадает с функцией 𝑞1. Отсюда следует,
что 𝑞′ > 𝑝, т. е. существует такое 𝑖, 16 𝑖6𝑚, что 𝑞′ = 𝑞𝑖. Значит, выпол-

няется равенство 𝑞𝑖(̃︀𝛽) = 0, откуда следует равенство 𝑞1(̃︀𝛽)& . . .&𝑞𝑙(̃︀𝛽) = 0.
Таким образом, формула 𝑞1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)& . . .&𝑞𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является форму-
лой над типом (𝑆, 𝐾01) и реализует функцию 𝑝. Следовательно, выполняется
соотношение 𝑙(𝑆) ⊆ [𝐾01]𝑆. Утверждение доказано.
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Аналогично доказывается

У т в е р ж д е н и е 4.6.4. Имеют место соотношения

[𝐾01]𝑆01
= 𝑙(𝑆01), [𝐾01]𝑆𝑀 = 𝑙(𝑆𝑀).

Следующее утверждение очевидно.

У т в е р ж д е н и е 4.6.5. Для произвольного класса 𝐹 из множества

{𝑆𝑈 , 𝐿, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿01, 𝑆𝐿} имеет место соотношение [𝐾01]𝐹 =𝐾(𝐹 ).

Л е м м а 4.6.6. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняются следующие соотношения.

1. Если 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝐾01, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝐼
𝑚, 𝐼𝑚

1 , 𝑀𝐼𝑚
1 }, где 𝑚 = 2, 3, . . .,∞,

то [𝐾01]𝐹 = 𝐹 .

2. Если 𝐹 ∈ {𝑆𝑈, 𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿, 𝑆𝐿}, то [𝐾01]𝐹 =𝐾(𝐹 ).

3. [𝐾01]𝐷01
=𝑀01.

4. [𝐾01]𝑂𝑚 = 𝑇1, [𝐾01]𝑂𝑚
0
= 𝑇01, [𝐾01]𝑀𝑂𝑚

0
=𝑀01, где 𝑚= 2, 3, . . .,∞.

5. [𝐾01]𝑆 = 𝑙(𝑆), [𝐾01]𝑆01
= 𝑙(𝑆01), [𝐾01]𝑆𝑀 = 𝑙(𝑆𝑀).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈F. Рассмотрим следующие случаи.
1. Пусть 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝐾01, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝐼

𝑚, 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝐼𝑚

1 }, где 𝑚=2, 3, . . .,∞.
Тогда [𝐾01]𝐹 =𝐹 согласно лемме 1.3.6 (один класс содержит другой).

2. Пусть 𝐹 ∈ {𝑆𝑈, 𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿, 𝑆𝐿}. Тогда [𝐾01]𝐹 = 𝐾(𝐹 ) согласно
утверждению 4.6.5.

3. Пусть 𝐹 =𝐷01. Тогда [𝐾01]𝐹 =𝑀01 согласно утверждению 4.6.1.
4. Пусть 𝐹 ∈ {𝑂𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝑀𝑂𝑚
0 }, где 𝑚= 2, 3, . . .,∞. Тогда утверждение

леммы выполняется согласно утверждению 4.6.2.
5. Пусть 𝐹 ∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}. Тогда утверждение леммы выполняется со-

гласно утверждениям 4.6.3 и 4.6.4.
Лемма доказана.

С л е д с т в и е 4.6.7. Для произвольного замкнутого класса 𝐹

из множества F выполняется соотношение [𝐾01]𝐹 ∈̂︁P2∪̂︀L∪ ̂︀S.
Таким образом, в лемме 4.6.6 получено описание всех базовых P-попол-

нений класса 𝐾01.
4.7. Базовые P-пополнения класса 𝑆.
У т в е р ж д е н и е 4.7.1. Имеет место соотношение [𝑆]𝐾01

=𝑇01∪𝑇01.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную булеву функцию
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Положим

̂︀𝐾01(𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐾01
(ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐾01
(ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼

̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Заметим, что согласно теореме 2.1.1 соотношение ℎ ∈ [𝑆]𝐾01
выполняется

тогда и только тогда, когда функция 𝑟 согласована с классом 𝑆. Заметим, что
существует такое 𝑖, 16 𝑖6 𝑙, что 𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥1&. . .&𝑥𝑛. Отсюда следует,
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что у всех наборов из множества 𝑅, кроме единичного, есть общая нуле-
вая компонента. Заметим, что множество 𝑅 содержит нулевой и единичный
наборы, поскольку 𝑓𝑖 ∈𝐾01 для всех 16 𝑖6 𝑙. Значит, множество 𝑅 содер-
жит только два противоположных набора—нулевой и единичный. Следо-
вательно, согласно утверждению 2.2.2 функция 𝑟 согласована с классом 𝑆
тогда и только тогда, когда функция ℎ принимает на нулевом и единичном
наборах противоположные значения, т. е. ℎ ∈ 𝑇01 ∪ 𝑇01, что и требовалось
доказать.

Аналогично доказывается

С л е д с т в и е 4.7.2. Для любого множества

𝐴∈ {[𝑆]𝐷01
, [𝑆]𝑀01

, [𝑆]𝑇01
}

выполняется равенство 𝐴=𝑇01∪𝑇01.

У т в е р ж д е н и е 4.7.3.Имеет место соотношение [𝑆]𝑀𝑂𝑚
0
=𝑇01∪𝑇01,

где 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что выполняется соотношение
𝑆 ⊆ 𝑇01 ∪ 𝑇01, поскольку любая самодвойственная функция принимает про-
тивоположные значения на нулевом и единичном наборах. Очевидно, что
𝑀𝑂𝑚

0 ⊆ 𝑇01 ⊆ 𝑇01 ∪ 𝑇01. Поэтому из соотношения 𝑆 ⊆ 𝑇01 ∪ 𝑇01 следует, что

[𝑆]𝑀𝑂𝑚
0
⊆ 𝑇01 ∪ 𝑇01. Согласно утверждению 4.7.1 выполняется равенство

[𝑆]𝐾01
=𝑇01∪𝑇01. Поскольку 𝐾01⊆𝑀𝑂𝑚

0 , то [𝑆]𝐾01
⊆ [𝑆]𝑀𝑂𝑚

0
. Следовательно,

выполняются соотношения

𝑇01 ∪ 𝑇01 = [𝑆]𝐾01
⊆ [𝑆]𝑀𝑂𝑚

0
⊆ 𝑇01 ∪ 𝑇01.

Следовательно, [𝑆]𝑀𝑂𝑚
0
=𝑇01∪𝑇01.

Аналогично доказывается

С л е д с т в и е 4.7.4. Имеют место соотношения

[𝑆]𝐼𝑚
1
= [𝑆]𝑂𝑚

0
= [𝑆]𝑀𝐼𝑚

1
= 𝑇01 ∪ 𝑇01,

где 𝑚=2, 3, . . .,∞.

Л е м м а 4.7.5. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняются следующие соотношения.

1. Если 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝑇01, 𝑀01}, то [𝑆]𝐹 = 𝑇01 ∪ 𝑇 01.

2. Если 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}, то [𝑆]𝐹 = 𝑆.

3. Если 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿, 𝑇0, 𝑇1, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚}, где 𝑚=2, 3, . . .,∞, то [𝑆]𝐹 =𝑃2.

4. Если 𝐹 ∈ {𝑂𝑚
0 , 𝐼𝑚

1 , 𝑀𝑂𝑚
0 , 𝑀𝐼𝑚

1 }, где 𝑚=2, 3, . . .,∞, то [𝑆]𝐹 = 𝑇01 ∪ 𝑇01.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈F. Рассмотрим следующие случаи.
1. Пусть 𝐹 ∈{𝐾01, 𝐷01, 𝑇01, 𝑀01}. Тогда [𝑆]𝐹 =𝑇01∪𝑇 01 согласно утверж-

дению 4.7.1 и следствию из него.
2. Пусть 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}. Тогда 𝐹 ⊆ 𝑆, откуда следует,

что [𝑆]𝐹 =𝑆 согласно лемме 1.3.7.
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3. Пусть 𝐹 ∈ {𝑃2, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿, 𝑇0, 𝑇1, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚}, где 𝑚 = 2, 3, . . .,∞. Тогда

[𝑆]𝐹 =𝑃2 согласно утверждению 4.4.1.
4. Пусть 𝐹 ∈ {𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚
1 }, где 𝑚 = 2, 3, . . .,∞. Тогда

[𝑆]𝐹 =𝑇01 ∪ 𝑇01 согласно утверждению 4.7.3.
Лемма доказана.

С л е д с т в и е 4.7.6. Для произвольного замкнутого класса 𝐹

из множестваF выполняется соотношение [𝑆]𝐹 ∈{𝑃2, 𝑆, 𝑇01∪𝑇01}⊆̂︁P2∪
̂︀P2.

Таким образом, в лемме 4.7.5 получено описание всех базовых P-попол-
нений класса 𝑆.

4.8. Теорема о множестве базовых P-пополнений.
Т е о р е м а 4.8.1. Множество 𝐺 булевых функций является базо-

вым P-пополнением тогда и только тогда, когда выполняется соот-
ношение

𝐺 ∈ ̂︀S ∪ ̂︀Z ∪ ̂︀G ∪ ̂︀L ∪̂︁P2 ∪
̂︀P2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы следует из лемм 4.2.4,
4.3.5, 4.4.2, 4.5.10, 4.6.6, 4.7.5, 4.2.6, 4.2.7 и их следствий.

Приведенная далее таблица иллюстрирует теорему 4.8.1. В ней указа-
ны все возможные базовые P-пополнения [𝐴]𝐹 , жирным выделены случаи,
когда базовое P-пополнение не является замкнутым классом.

4.9. Теорема о множестве P-пополнений. Обозначим через
P2 множество всех неконстантных замкнутых классов, а также классов, по-
лучающихся из них добавлением констант. Обозначим через P2 множество
всех таких классов булевых функций 𝐴, что существует замкнутый класс
булевых функций 𝐵 такой, что 𝐴=𝐵 ∪𝐵, а также классов, получающихся
из этих классов одновременным добавлением обеих констант. Обозначим

через G множество, состоящее из классов, содержащихся в ̂︀G, а также
классов

𝑇0 ∩𝐺𝑚
𝐿01

, (𝑇0 ∩𝐺𝑚
𝐿01
)∪ {1}, 𝑇01 ∩𝐺2

𝐿01
∩𝐻2

𝐿01
, 𝐺2

𝑆𝐿 ∩𝐻2
𝑆𝐿, 𝐺

2
𝑆𝑈 ∩𝐻2

𝑆𝑈 ,

𝑚=2, 3, . . .,∞, и двойственных к перечисленным. Обозначим через S мно-

жество, состоящее из классов, содержащихся в классе ̂︀S, классов 𝑇1∩𝑙(𝑆01),
𝑇1 ∩ 𝑙(𝑆𝑀), 𝑀01 ∩ 𝑙(𝑆𝑀), классов, получающихся из них добавлением кон-
стант, а также классов, двойственных перечисленным. Обозначим через
Z множество, состоящее из классов 𝑆 ∪ 𝐴𝑆, 𝑇0 ∩ (𝑆 ∪ 𝐴𝑆), 𝑇1 ∩ (𝑆 ∪ 𝐴𝑆),
а также двойственных к перечисленным. Обозначим через L множество, со-

стоящее из классов, содержащихся в множестве ̂︀L, классов, получающихся
из них добавлением констант, а также классов, двойственных к перечис-
ленным.

Пусть ̂︀G= ̂︀S∪̂︀Z∪ ̂︀G∪ ̂︀L∪P2∪P2 и G=S∪Z∪G∪L∪P2∪P2. Заметим,
что из определений классов S, Z,G, L,P2,P2, очевидно, следует следую-
щая лемма.

Л е м м а 4.9.1. Для любого класса 𝐴, принадлежащего множест-
ву G, выполнено соотношение 𝐴* ∈G.

Л е м м а 4.9.2. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-
жества F выполняется соотношение [𝐿0]𝐹 ∈P2∪Z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈F и 𝐹 ̸∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}. Тогда заметим,
что [𝐿]𝐹 ∈P2 и [𝑇0]𝐹 ∈P2 согласно леммам 4.2.4 и 4.4.2. Отсюда следует,
что согласно лемме 3.2.2 выполняются соотношения [𝐿0]𝐹 =[𝐿]𝐹∩[𝑇0]𝐹 ∈P2.
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Т а б л и ц а

𝐹 ∖𝐴 𝐾01 𝐿 𝑀01 𝑇0 𝑂𝑚 𝑆 𝑈01 𝑆𝑈

𝑃2 𝑃2 𝑃2 𝑃2 𝑃2 𝑃2 𝑃2 𝑃2 𝑃2

𝐾01 𝐾01 𝑃2 𝑀01 𝑇0 𝑇1 𝑇01 ∪ 𝑇01 𝐾01 𝐾01 ∪𝐾01

𝐷01 𝑀01 𝑃2 𝑀01 𝑇0 𝑂𝑚 𝑇01 ∪ 𝑇01 𝐷01 𝐷01 ∪𝐷01

𝐿01 𝐾(𝐿01) 𝐿 𝑇01 𝑇0 𝐺𝑚
𝐿01

𝑆 𝐿01 SL

𝐿0 𝐾(𝐿0) 𝐿 𝑇0 𝑇0 𝑃2 𝑃2 𝐿0 𝐿

𝐿1 𝐾(𝐿1) 𝐿 𝑇1 𝑃2 𝐺𝑚
𝐿1

𝑃2 𝐿1 𝐿

𝐿 𝐾(𝐿) 𝐿 𝑃2 𝑃2 𝑃2 𝑃2 𝐿 𝐿

𝑀01 𝑀01 𝑃2 𝑀01 𝑇0 𝑇1 𝑇01 ∪ 𝑇01 𝑀01 𝑀01 ∪𝑀01

𝑇0 𝑇0 𝑃2 𝑇0 𝑇0 𝑃2 𝑃2 𝑇0 𝑃2

𝑇1 𝑇1 𝑃2 𝑇1 𝑃2 𝑇1 𝑃2 𝑇1 𝑃2

𝑇01 𝑇01 𝑃2 𝑇01 𝑇0 𝑇1 𝑇01 ∪ 𝑇01 𝑇01 𝑇01 ∪ 𝑇01

𝑂𝑚 𝑇1 𝑃2 𝑇1 𝑃2 𝑂𝑚 𝑃2 𝑂𝑚 𝑂𝑚 ∪𝑂𝑚

𝐼𝑚 𝐼𝑚 𝑃2 𝑇0 𝑇0 𝑃2 𝑃2 𝐼𝑚 𝐼𝑚 ∪ 𝐼𝑚

𝑂𝑚
0 𝑇01 𝑃2 𝑇01 𝑇0 𝑂𝑚

0 𝑇01 ∪ 𝑇01 𝑂𝑚
0 𝑂𝑚

0
∪𝑂𝑚

0

𝐼𝑚1 𝐼𝑚1 𝑃2 𝑇01 𝑇0 𝑇1 𝑇01 ∪ 𝑇01 𝐼𝑚1 𝐼𝑚
1

∪ 𝐼𝑚
1

𝑀𝑂𝑚
0 𝑀01 𝑃2 𝑀01 𝑇0 𝑀𝑂𝑚

0 𝑇01 ∪ 𝑇01 𝑀𝑂𝑚
0 𝑀𝑂𝑚

0
∪𝑀𝑂𝑚

0

𝑀𝐼𝑚1 𝑀𝐼𝑚1 𝑃2 𝑀01 𝑇0 𝑇1 𝑇01 ∪ 𝑇01 𝑀𝐼𝑚1 𝑀𝐼𝑚
1

∪𝑀𝐼𝑚
1

𝑆 𝑙(𝑆) 𝑆 ∪𝐴𝑆 𝑃2 𝑃2 𝑏(𝑆) 𝑆 𝑆 𝑆

𝑆01 𝑙(𝑆01) 𝑆 ∪𝐴𝑆 𝑇01 𝑇0 𝑏(𝑆01) 𝑆 𝑆01 𝑆

𝑆𝑀 𝑙(𝑆𝑀) 𝑆 ∪𝐴𝑆 𝑀01 𝑇0 𝑏(𝑆𝑀) 𝑆 𝑆𝑀 𝑆𝑀 ∪ 𝑆𝑀

𝑆𝐿 𝐾(𝑆𝐿) 𝐿 𝑃2 𝑃2 𝐺𝑚
𝑆𝐿 𝑆 𝑆𝐿 𝑆𝐿

𝑆𝑈 𝐾(𝑆𝑈) 𝐿 𝑃2 𝑃2 𝐺𝑚
𝑆𝑈 𝑆 𝑆𝑈 𝑆𝑈

𝑈01 𝐾01 𝐿 𝑀01 𝑇0 𝑂𝑚 𝑆 𝑈01 𝑆𝑈

Пусть 𝐹 =𝑆. Тогда согласно лемме 4.4.2 выполняется равенство [𝑇0]𝐹 =
= 𝑃2. Согласно следствию из утверждения 4.2.2 выполняется равенство
[𝐿]𝐹 =𝑆 ∪ 𝐴𝑆. Согласно лемме 3.2.2 выполняются соотношения

[𝐿0]𝐹 = [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 = (𝑆 ∪𝐴𝑆)∩ 𝑃2 = 𝑆 ∪𝐴𝑆.

Следовательно, [𝐿0]𝐹 ∈Z.
Пусть 𝐹 ∈ {𝑆01, 𝑆𝑀}. Согласно лемме 4.4.2 выполняется равенство

[𝑇0]𝐹 = 𝑇0. Согласно утверждению 4.2.2 и следствию из него выполняется
равенство [𝐿]𝐹 =𝑆∪𝐴𝑆. Согласно лемме 3.2.2 выполняются соотношения

[𝐿0]𝐹 = [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 = (𝑆 ∪𝐴𝑆)∩ 𝑇0.

Следовательно, [𝐿0]𝐹 ∈Z. Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.3. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝑆𝐿]𝐹 ∈P2∪P2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ∈{𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿, 𝑇0, 𝑇1, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}.

Заметим, что согласно леммам 4.2.4 и 4.7.5 выполняются соотношения
[𝐿]𝐹 ∈P2 и [𝑆]𝐹 ∈P2. Поэтому согласно лемме 3.2.2 выполняются соот-
ношения [𝑆𝐿]𝐹 =[𝐿]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹 ∈P2.

Пусть 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝑀01, 𝑇01, 𝑂
𝑚
0 , 𝐼𝑚

1 , 𝑀𝑂𝑚
0 , 𝑀𝐼𝑚

1 }. Заметим, что со-
гласно леммам 4.2.4 и 4.7.5 выполняются соотношения [𝐿]𝐹 = 𝑃2 и [𝑆]𝐹 =
=𝑇01∪𝑇 01. Согласно лемме 3.2.2 выполняются соотношения

[𝑆𝐿]𝐹 = [𝑆]𝐹 ∩ [𝐿]𝐹 = 𝑇01 ∪ 𝑇 01.

Следовательно, [𝑆𝐿]𝐹 ∈P2.
Пусть 𝐹 ∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}. Согласно лемме 4.7.5 выполняется равенство

[𝑆]𝐹 = 𝑆. Согласно утверждению 4.2.2 и следствию из него выполняется
равенство [𝐿]𝐹 = 𝑆 ∪𝐴𝑆. Поэтому согласно лемме 3.2.2 выполняются соот-
ношения

[𝑆𝐿]𝐹 = [𝑆]𝐹 ∩ [𝐿]𝐹 = 𝑆.

Следовательно, [𝑆𝐿]𝐹 ∈P2. Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.4. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝐿01]𝐹 ∈P2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 3.2.2 выполняются соотноше-
ния [𝐿01]𝐹 = [𝐿0]𝐹 ∩ [𝐿1]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹 = [𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 ∩ [𝑆]𝐹 . Рассмотрим сле-
дующие случаи.

1. Пусть 𝐹 = 𝑆𝑀 . Тогда согласно леммам 4.2.4, 4.4.2, 4.7.5 и прин-
ципу двойственности выполняются следующие равенства: [𝐿]𝐹 = 𝑆 ∪ 𝐴𝑆,
[𝑇0]𝐹 =𝑇0, [𝑇1]𝐹 =𝑇1, [𝑆]𝐹 =𝑆. Следовательно, [𝐿01]𝐹 =𝑆01.

2. Пусть 𝐹 ∈ {𝑆01, 𝑆}. Тогда [𝐿01]𝐹 ∈ {𝑆01, 𝑆} согласно лемме 1.3.6, пос-
кольку 𝐿01⊆𝑆01⊆𝑆.

3. Пусть 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝑇01, 𝑀01, 𝑂
𝑚
0 , 𝐼𝑚

1 , 𝑀𝑂𝑚
0 , 𝑀𝐼𝑚

1 }. Тогда согласно
леммам 4.2.4, 4.4.2, 4.7.5 и принципу двойственности выполняются сле-
дующие равенства: [𝐿]𝐹 = 𝑃2, [𝑇0]𝐹 = 𝑇0, [𝑇1]𝐹 = 𝑇1, [𝑆]𝐹 = 𝑇01 ∪ 𝑇 01. Следо-
вательно, [𝐿01]𝐹 = 𝑇01.

4. Пусть 𝐹 отличен от вышеперечисленных классов. Тогда согласно
леммам 4.2.4, 4.4.2, 4.7.5 и принципу двойственности [𝐿]𝐹 , [𝑇0]𝐹 , [𝑇1]𝐹 , [𝑆]𝐹
являются замкнутыми классами. Следовательно, [𝐿01]𝐹 ∈P2.

Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.5. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝑇01]𝐹 ∈P2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 3.2.2 выполняется соотноше-
ние [𝑇01]𝐹 = [𝑇0]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 . Согласно лемме 4.4.2 выполняется соотношение
[𝑇0]𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑇0}. Из принципа двойственности следует, что [𝑇1]𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑇1}.
Следовательно, выполняется соотношение

[𝑇01]𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01} ⊆P2.

Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.6. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из

множества F выполняется соотношение [𝑂𝑚
0 ]𝐹 ∈ P2 ∪ S ∪ G, где

𝑚=2, 3, . . .,∞. При этом выполняются следующие соотношения.
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1. Если 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝐿0, 𝐿,𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑘, 𝐼𝑘, 𝑂𝑘

0 , 𝐼
𝑘
1 , 𝑀𝑂𝑘

0 , 𝑀𝐼𝑘
1 }, где

𝑘= 2, 3, . . .,∞, то [𝑂𝑚
0 ]𝐹 ∈P2.

2. Если 𝐹 =𝐿01, то [𝑂𝑚
0 ]𝐹 =𝐺𝑚

𝐿01
∩ 𝑇0.

3. Если 𝐹 =𝐿1, то [𝑂𝑚
0 ]𝐹 =𝐺𝑚

𝐿1
.

4. Если 𝐹 = 𝑆𝐿, то [𝑂𝑚
0 ]𝐹 =𝐺𝑚

𝑆𝐿.

5. Если 𝐹 = 𝑆, то [𝑂𝑚
0 ]𝐹 = 𝑏(𝑆).

6. Если 𝐹 = 𝑆01, то [𝑂𝑚
0 ]𝐹 = 𝑏(𝑆01)∩ 𝑇0.

7. Если 𝐹 = 𝑆𝑀 , то [𝑂𝑚
0 ]𝐹 = 𝑏(𝑆𝑀)∩ 𝑇0.

8. Если 𝐹 = 𝑆𝑈 , то [𝑂𝑚
0 ]𝐹 =𝐺𝑚

𝑆𝑈 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 3.2.2 следует, что [𝑂𝑚
0 ]𝐹 =[𝑂𝑚]𝐹∩[𝑇0]𝐹 .

Рассмотрим следующие случаи.
1. Пусть выполняется соотношение

𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝐿0, 𝐿,𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑘, 𝐼𝑘, 𝑂𝑘

0 , 𝐼
𝑘
1 , 𝑀𝑂𝑘

0 , 𝑀𝐼𝑘
1 },

где 𝑘 = 2, 3, . . .,∞. Заметим, что согласно леммам 4.5.10 и 4.4.2 выполня-
ются соотношения [𝑂𝑚]𝐹 ∈P2 и [𝑇0]𝐹 ∈P2. Поэтому согласно лемме 3.2.2
выполняются соотношения [𝑂𝑚

0 ]𝐹 =[𝑂𝑚]𝐹 ∩[𝑇0]𝐹 ∈P2.
2. Пусть 𝐹 = 𝐿01. Тогда [𝑂𝑚

0 ]𝐹 =𝐺𝑚
𝐿01
∩ 𝑇0 ∈G согласно леммам 4.5.10

и 4.4.2.
3. Пусть 𝐹 =𝐿1. Согласно леммам 4.5.10 и 4.4.2 выполняются соотно-

шения [𝑂𝑚
0 ]𝐹 =𝐺𝑚

𝐿1
∩𝑃2=𝐺𝑚

𝐿1
. Следовательно, [𝑂𝑚

0 ]𝐹 ∈G .
4. Пусть 𝐹 =𝑆𝐿. Согласно леммам 4.5.10 и 4.4.2 выполняются соотно-

шения [𝑂𝑚
0 ]𝐹 =𝐺𝑚

𝑆𝐿∩𝑃2 ∈G.
5. Пусть 𝐹 =𝑆. Тогда [𝑂𝑚

0 ]𝐹 =𝑏(𝑆)∩𝑃2=𝑏(𝑆)∈S согласно леммам 4.5.10
и 4.4.2.

6. Пусть 𝐹 = 𝑆01. Тогда [𝑂
𝑚
0 ]𝐹 = 𝑏(𝑆01)∩ 𝑇0 ∈S согласно леммам 4.5.10

и 4.4.2.
7. Пусть 𝐹 =𝑆𝑀 . Тогда [𝑂𝑚

0 ]𝐹 = 𝑏(𝑆𝑀)∩𝑇0∈S согласно леммам 4.5.10
и 4.4.2.

8. Пусть 𝐹 = 𝑆𝑈 . Тогда [𝑂𝑚
0 ]𝐹 = 𝐺𝑚

𝑆𝑈 ∩ 𝑃2 = 𝐺𝑚
𝑆𝑈 ∈ G согласно лем-

мам 4.5.10 и 4.4.2.
Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.7. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 ∈P2 ∪G ∪S. При этом

выполняются следующие соотношения.

1. Если

𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝐿, 𝐿0, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑘, 𝐼𝑘, 𝑂𝑘

0 , 𝐼
𝑘
1 , 𝑀𝑂𝑘

0 , 𝑀𝐼𝑘
1 },

где 𝑘= 2, 3, . . .,∞, то

[𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑀01, 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑂𝑚, 𝑀𝑂𝑘
0 , 𝑂

𝑘}.
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2. Если 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝐿1, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}, то

[𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 ∈ {𝑇01 ∩𝐺𝑚

𝐿01
= 𝑇0 ∩𝐺𝑚

𝐿01
, 𝑇1 ∩𝐺𝑚

𝐿1
=𝐺𝑚

𝐿1
, 𝐺𝑚

𝑆𝐿, 𝐺
𝑚
𝑆𝑈}.

3. [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑆 = 𝑏(𝑆).

4. [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑆01

= 𝑏(𝑆01) ∩ 𝑇0.

5. [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑆𝑀 = 𝑏(𝑆𝑀)∩𝑀01

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что из соотношения 𝑂𝑚⊆𝑇1 следует,
что [𝑂𝑚]𝐹 ⊆ [𝑇1]𝐹 , поэтому [𝑇1]𝐹 ∩ [𝑂

𝑚]𝐹 = [𝑂𝑚]𝐹 . Следовательно, согласно
лемме 3.2.2 выполняются соотношения

[𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 = [𝑀 ]𝐹 ∩ [𝑂𝑚]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 =

= [𝑀 ]𝐹 ∩ ([𝑇1]𝐹 ∩ [𝑂𝑚]𝐹 )∩ [𝑇0]𝐹 = [𝑀01]𝐹 ∩ [𝑂𝑚]𝐹 .

Рассмотрим следующие случаи.
1. Пусть

𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝐿, 𝐿0, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑘, 𝐼𝑘, 𝑂𝑘

0 , 𝐼
𝑘
1 , 𝑀𝑂𝑘

0 , 𝑀𝐼𝑘
1 }.

Тогда заметим, что согласно леммам 4.3.5 и 4.5.10 выполняются соотно-
шения [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐾01
=𝑀01, [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐷01
=𝑀𝑂𝑚

0 , [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐿 = 𝑃2, [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐿0
= 𝑇0,

[𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑀01

=𝑀01, [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑇0

=𝑇0, [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑇1

=𝑇1, [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑇01

=𝑇1, [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑂𝑘 =𝑂𝑚

(при 𝑘 > 𝑚), [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑂𝑘 = 𝑂𝑘 (при 𝑘 < 𝑚), [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐼𝑘 = 𝑇0, [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑂𝑘

0
= 𝑂𝑚

0

(при 𝑘>𝑚), [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑂𝑘

0
=𝑂𝑘

0 (при 𝑘 <𝑚), [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐼𝑘

1
=𝑇01, [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝑀𝑂𝑘
0
=𝑀𝑂𝑚

0

(при 𝑘 >𝑚), [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝑀𝑂𝑘

0
=𝑀𝑂𝑘

0 (при 𝑘 < 𝑚). Отсюда следует требуемое
утверждение.

2. Пусть 𝐹 ∈{𝐿01, 𝐿1, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}. Согласно утверждению 4.3.1, утвержде-
нию 4.3.3, следствию из него и лемме 4.5.10 выполняется соотношение

[𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 ∈ {𝑇01 ∩𝐺𝑚

𝐿01
= 𝑇0 ∩𝐺𝑚

𝐿01
, 𝑇1 ∩𝐺𝑚

𝐿1
=𝐺𝑚

𝐿1
, 𝐺𝑚

𝑆𝐿, 𝐺
𝑚
𝑆𝑈}.

Следовательно, [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 ∈G.

3. Пусть 𝐹 = 𝑆. Согласно следствию из утверждения 4.3.3 и лем-
ме 4.5.10 выполняется соотношение [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐹 = 𝑏(𝑆) ∩ 𝑃2 = 𝑏(𝑆). Следова-
тельно, [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐹 ∈S.
4. Пусть 𝐹 = 𝑆01. Согласно утверждению 4.3.1 и лемме 4.5.10 вы-

полняется соотношение [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 = 𝑏(𝑆01)∩ 𝑇01 = 𝑏(𝑆01)∩ 𝑇0. Следовательно,

[𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 ∈S.
5. Пусть 𝐹 =𝑆𝑀 . Согласно леммам 1.3.7 и 4.5.10 выполняется соотно-

шение [𝑀𝑂𝑚
0 ]𝐹 =𝑏(𝑆𝑀)∩𝑀01. Следовательно, [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐹 ∈S.
Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.8. Пусть 𝐴∈{𝐷01, 𝐿1, 𝐼
𝑚, 𝑇1, 𝐼

𝑚
1 , 𝑀𝐼𝑚

1 }. Для произволь-
ного замкнутого класса 𝐹 из множества F выполняется соотношение

[𝐴]𝐹 ∈ G.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐴∈ {𝐷01, 𝐿1, 𝐼

𝑚, 𝑇1, 𝐼
𝑚
1 , 𝑀𝐼𝑚

1 }. Заметим,
что выполняется соотношение 𝐴* ∈ {𝐾01, 𝐿0, 𝑂

𝑚, 𝑇0, 𝑂
𝑚
0 , 𝑀𝑂𝑚

0 }. Заметим,
что для произвольного замкнутого класса из множества F в этом множестве
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содержится класс, двойственный к данному. Следовательно, 𝐹 * ∈F. Тогда
согласно леммам 4.6.6, 4.9.2, 4.5.10, 4.4.2, 4.9.7 выполняется соотношение
[𝐴*]𝐹 * ∈G. Значит, из леммы 4.9.1 следует, что [𝐴]𝐹 = ([𝐴*]𝐹 *)* ∈G. Лемма
доказана.

Л е м м а 4.9.9. Пусть выполняется соотношение

𝐴 ∈ {𝐾,𝐾0, 𝐾1, 𝐷, 𝐷0, 𝐷1, 𝑀,𝑀0, 𝑀1, 𝑀𝑈, 𝑈1, 𝑈0}.

Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из множества F выполняется

соотношение [𝐴]𝐹 ∈G.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что существует такой замкнутый

класс 𝐵 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝑀01, 𝑈01} и такое множество константных функций̃︀𝐶 ∈ {𝐶0, 𝐶1, 𝐶}, что 𝐴=𝐵 ∪ ̃︀𝐶. Согласно утверждениям 4.6.7, 4.3.6, 4.2.7
и 4.9.1 выполняется соотношение [𝐵]𝐹 ∈P2∪L∪S. Согласно определениям
классов P2,P2,P2, L,S и лемме 1.3.4 выполняются соотношения

[𝐴]𝐹 = [𝐵]𝐹 ∪ ̃︀𝐶 ∈P2 ∪P2 ∪ L ∪S⊆G.

Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.10. Пусть выполняется соотношение 𝐴∈{𝑀𝑂𝑚, 𝑀𝐼𝑚}.
Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из множества F выполняется

соотношение [𝐴]𝐹 ∈G.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что𝑀𝑂𝑚=𝑀𝑂𝑚

0 ∪{1}. Согласно лем-
ме 1.3.4 выполняется равенство [𝑀𝑂𝑚]𝐹 =[𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐹∪{1}.
1. Пусть

𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝐿, 𝐿0, 𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑘, 𝐼𝑘, 𝑂𝑘

0 , 𝐼
𝑘
1 , 𝑀𝑂𝑘

0 , 𝑀𝐼𝑘
1 },

где 𝑘 = 2, 3, . . .,∞. Тогда согласно лемме 4.9.7 выполняется соотношение
[𝑀𝑂𝑚]𝐹 ∈{𝑃2, 𝑇0∪{1}, 𝑇1, 𝑇01∪{1}, 𝑀1, 𝑀𝑂𝑚, 𝑂𝑚, 𝑀𝑂𝑘, 𝑂𝑘}⊆P2.

2. Пусть 𝐹 ∈{𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}. Тогда согласно лемме 4.9.7 выполняется соот-
ношение [𝑀𝑂𝑚

0 ]𝐹 ∈S, откуда согласно определению множества S следует,
что [𝑀𝑂𝑚]𝐹 ∈S.

3. Пусть 𝐹 ∈{𝐿01, 𝐿1, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}. Тогда согласно лемме 4.9.7 выполняется
соотношение

[𝑀𝑂𝑚]𝐹 ∈ {(𝑇0 ∩𝐺𝑚
𝐿01
)∪ {1}, 𝐺𝑚

𝐿1
∪ {1}, 𝐺𝑚

𝑆𝐿 ∪ {1}, 𝐺
𝑚
𝑆𝑈 ∪ {1}}=

= {(𝑇0 ∩𝐺𝑚
𝐿01
)∪ {1}, 𝐺𝑚

𝐿1
, 𝐺𝑚

𝑆𝐿, 𝐺
𝑚
𝑆𝑈} ⊆G.

Для класса 𝑀𝐼𝑚 утверждение леммы следует из принципа двойствен-
ности. Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.11. Пусть выполняется соотношение 𝐴=𝑈. Для про-

извольного замкнутого класса 𝐹 из множества F выполняется соот-

ношение [𝐴]𝐹 ∈G.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что 𝑈 = 𝑆𝑈 ∪ {0, 1}. Согласно лем-

ме 1.3.4 выполняется равенство [𝑈 ]𝐹 =[𝑆𝑈 ]𝐹 ∪{0, 1}. Согласно лемме 4.2.6

выполняется соотношение [𝑆𝑈 ]𝐹 ∈
̂︁P2 ∪ ̂︁P2. Согласно определениям клас-

совP2 иP2 выполняется соотношение [𝑈 ]𝐹 ∈P2∪P2. Лемма доказана.
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Л е м м а 4.9.12. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝑆𝑀 ]𝐹 ∈P2∪G∪S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 3.2.2 и принципу двойствен-
ности выполняются соотношения

[𝑆𝑀 ]𝐹 = [𝑀 ]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 ∩ [𝐼2]𝐹 =

= [𝑀 ]𝐹 ∩ ([𝑇1]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 )∩ ([𝑇0]𝐹 ∩ [𝐼2]𝐹 ) = [𝑀01]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 ∩ [𝐼2]𝐹 .

Пусть 𝐹 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝐿,𝑀01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂
𝑚, 𝐼𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚
1 }. Из

лемм 4.3.5, 4.5.10 и принципа двойственности следуют соотношения
[𝑀01]𝐹 ∈P2, [𝑂

2]𝐹 ∈P2 и [𝐼2]𝐹 ∈P2. Отсюда следует, что выполняются со-
отношения

[𝑆𝑀 ]𝐹 = [𝑀01]𝐹 ∩ [𝑂2]𝐹 ∩ [𝐼2]𝐹 ∈P2,

что и требовалось доказать.
Пусть 𝐹 ∈ {𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈}. Из утверждения 4.3.1, лемм 4.3.5,

4.5.10 и принципа двойственности следуют соотношения

[𝑆𝑀 ]𝐹 ∈ {𝑇01 ∩𝐺2
𝐿01
∩𝐻2

𝐿01
, 𝑇1 ∩𝐺𝑚

𝐿1
, 𝑇0 ∩𝐻𝑚

𝐿0
, 𝐺2

𝑆𝐿 ∩𝐻2
𝑆𝐿, 𝐺

2
𝑆𝑈 ∩𝐻2

𝑆𝑈} ⊆G,

что и требовалось доказать.
Пусть 𝐹 ∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀}. Тогда [𝑆𝑀 ]𝐹 = 𝐹 ∈P2 согласно лемме 1.3.6.

Лемма доказана.

Л е м м а 4.9.13. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝑆01]𝐹 ∈P2∪P2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 3.2.2 следует, что [𝑆01]𝐹 = [𝑆]𝐹 ∩
∩ [𝑇0]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 . Согласно лемме 4.7.5 выполняется соотношение [𝑆]𝐹 ∈
∈{𝑃2, 𝑆, 𝑇01∪𝑇 01}. Из леммы 4.4.2 и принципа двойственности следует, что
[𝑇0]𝐹 ∈{𝑃2, 𝑇0}, [𝑇1]𝐹 ∈{𝑃2, 𝑇1}. Отсюда несложно видеть, что

[𝑆01]𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑇0, 𝑇01, 𝑆01, 𝑆, 𝑇01 ∪ 𝑇 01} ⊆P2 ∪P2.

Л е м м а 4.9.14. Для произвольного замкнутого класса 𝐹 из мно-

жества F выполняется соотношение [𝑃2]𝐹 =𝑃2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно заметить, что [𝑃2]𝐹 = 𝑃2 ∈P2 ⊆G
согласно лемме 1.3.7.

Сформулируем основной результат.

Т е о р е м а 4.9.15. Множество 𝐺 булевых функций является

P-пополнением тогда и только тогда, когда выполняется соотношение

𝐺 ∈S ∪ Z ∪G ∪ L ∪P2 ∪P2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно данным ранее обозначениям F =
= {𝑃2, 𝑀01, 𝐿, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿01, 𝑆𝐿, 𝐾01, 𝐷01, 𝑆𝑈 , 𝑈01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑂

𝑘, 𝑂𝑘
0 , 𝑀𝑂𝑘

0 ,
𝐼𝑘, 𝐼𝑘

1 , 𝑀𝐼𝑘
1 , 𝑆, 𝑆𝑀 , 𝑆01}, где 𝑘=2, 3, . . .,∞.

Докажем, что, если множество 𝐺 булевых функций является P-попол-
нением, то выполняется соотношение

𝐺 ∈S ∪ Z ∪G ∪ L ∪P2 ∪P2.
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Пусть 𝐴—неконстантный замкнутый класс, 𝐹 —замкнутый класс из мно-
жества F. Докажем, что [𝐴]𝐹 ∈G. Рассмотрим четыре случая.

1. 𝐴 содержит константы 0 и 1, т. е. является одним из следующих
классов:

𝑃2, 𝑀, 𝐿, 𝐾, 𝐷, 𝑈,𝑀𝑈.

Тогда [𝐴]𝐹 ∈ G согласно леммам 4.9.14 (класс 𝑃2), 4.9.9 (клас-
сы 𝑀,𝐾,𝐷, 𝑈,𝑀𝑈) и 4.2.4 (класс 𝐿).

2. 𝐴 содержит 1 и не содержит 0, т. е. является одним из следующих
классов:

𝑇1, 𝑀1, 𝐿1, 𝐾1, 𝐷1, 𝑈1, 𝑂
𝑚, 𝑀𝑂𝑚,

где 𝑚= 2, 3, . . .,∞. Тогда [𝐴]𝐹 ∈G согласно леммам 4.9.8 (классы 𝑇1, 𝐿1),
4.9.9 (классы 𝑀1, 𝐾1, 𝐷1, 𝑈1, 𝑀𝑂𝑚), 4.5.10 (𝑂𝑚).

3. 𝐴 содержит 0 и не содержит 1, т. е. является одним из следующих
классов:

𝑇0, 𝑀0, 𝐿0, 𝐾0, 𝐷0, 𝑈0, 𝐼
𝑚, 𝑀𝐼𝑚,

где 𝑚= 2, 3, . . .,∞. Тогда соотношение [𝐴]𝐹 ∈G следует из аналогичного
соотношения для классов 𝑇1, 𝑀1, 𝐿1, 𝐾1, 𝐷1, 𝑈1, 𝑂

𝑚, 𝑀𝑂𝑚 и принципа
двойственности.

4. 𝐴 не содержит 0 и 1, т. е. является одним из следующих классов:

𝑇01, 𝑆01, 𝑀01, 𝐿01, 𝐾01, 𝐷01, 𝑈01, 𝑆, 𝑆𝑀, 𝑆𝐿, 𝑆𝑈, 𝑂𝑚
0 , 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝐼𝑚
1 , 𝑀𝐼𝑚

1 ,

где 𝑚=2, 3, . . .,∞. Тогда [𝐴]𝐹 ∈G согласно леммам 4.9.5 (класс 𝑇01), 4.9.13
(класс 𝑆01), 4.3.5 (класс 𝑀01), 4.9.4 (класс 𝐿01), 4.6.6 (класс 𝐾01), 4.9.8
(классы 𝐷01, 𝐼

𝑚
1 , 𝑀𝐼𝑚

1 ), 4.2.7 (класс 𝑈01), 4.7.5 (класс 𝑆), 4.9.12 (класс 𝑆𝑀),
4.9.3 (класс 𝑆𝐿), 4.2.6 (класс 𝑆𝑈), 4.9.6 (класс 𝑂𝑚

0 ), 4.9.7 (класс𝑀𝑂𝑚
0 ).

Таким образом, доказано, что для произвольного неконстантного за-
мкнутого класса 𝐴 и замкнутого класса 𝐹 , принадлежащего множеству F,
выполнено соотношение [𝐴]𝐹 ∈G.

Докажем, что [𝐴]𝐹 ∈ G, если 𝐴—неконстантный замкнутый класс,
а 𝐹 —неконстантный замкнутый класс, не принадлежащий множеству F.
Заметим, что множество неконстантных замкнутых классов, не принадле-
жащих множеству F, исчерпывается следующим списком:

𝑃2, 𝑈01, 𝐾, 𝐾0, 𝐾1, 𝐷, 𝐷0, 𝐷1, 𝑀,𝑀0, 𝑀1, 𝑀𝑈, 𝑈1, 𝑈0, 𝑈,𝑀𝑂𝑘, 𝑀𝐼𝑘,

где 𝑘=2, 3, . . .,∞. Рассмотрим следующие три случая.
Пусть 𝐹 =𝑃2. Тогда [𝐴]𝑃2

=𝑃2∈G согласно лемме 1.3.7.
Пусть 𝐹 =𝑈01. Тогда 𝑈01⊆𝐴, поскольку 𝐴—неконстантный замкнутый

класс. Следовательно, [𝐴]𝑈01
=𝐴∈P2⊆G согласно лемме 1.3.6.

Пусть 𝐹 ∈ {𝐾,𝐾0, 𝐾1, 𝐷, 𝐷0, 𝐷1, 𝑀,𝑀0, 𝑀1, 𝑀𝑈, 𝑈1, 𝑈0, 𝑈,𝑀𝑂𝑘, 𝑀𝐼𝑘},
где 𝑘=2, 3, . . .,∞. Тогда существуют такие классы 𝐻 ∈ {𝐾01, 𝐷01, 𝑀01, 𝑈01,

𝑆𝑈 , 𝑀𝑂𝑘
0 , 𝑀𝐼𝑘

1 }, 𝑘 = 2, 3, . . .,∞, и ̃︀𝐶 ∈ {𝐶0, 𝐶1, 𝐶}, что 𝐹 =𝐻 ∪ ̃︀𝐶. Тогда
согласно лемме 1.3.5 [𝐴]𝐹 =[𝐴]𝐻∪ ̃︀𝐶 =[[𝐴∪ ̃︀𝐶]]𝐻 ∈G.

Таким образом, если 𝐴 и 𝐹 —неконстантные замкнутые классы,
то выполняется соотношение [𝐴]𝐹 ∈G. Итак, необходимость доказана.
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Докажем теорему в обратную сторону. Покажем, что для произвольно-
го класса 𝐻 из G существуют такие замкнутые классы 𝐴 и 𝐹 , что 𝐻=[𝐴]𝐹 .
Перечислим всевозможные классы из G, не являющиеся замкнутыми. Со-

гласно определениям множеств P2,S, Z,G и L множество таких классов
исчерпывается следующими списками.

1. Классы 𝑙(𝑆), 𝑙(𝑆01), 𝑙(𝑆𝑀), 𝑇1∩ 𝑙(𝑆01), 𝑇1∩ 𝑙(𝑆𝑀), 𝑀01∩ 𝑙(𝑆𝑀), клас-
сы, получающиеся из них добавлением констант, а также двойственные
к перечисленным. Согласно утверждениям 4.6.3 и 4.6.4 выполняются равен-
ства [𝐾01]𝑆 = 𝑙(𝑆), [𝐾01]𝑆01

= 𝑙(𝑆01), [𝐾01]𝑆𝑀 = 𝑙(𝑆𝑀). Согласно лемме 4.9.6
и принципу двойственности выполняются равенства [𝐼𝑚

1 ]𝑆01
= 𝑇1 ∩ 𝑙(𝑆01),

[𝐼𝑚
1 ]𝑆𝑀 =𝑇1∩ 𝑙(𝑆𝑀). Согласно леммам 1.3.7 и 4.5.10 и принципу двойствен-

ности выполняется равенство [𝑀𝐼𝑚
1 ]𝑆01

=𝑀01∩𝑙(𝑆𝑀). Заметим, что согласно
лемме 1.3.5, заменив в равенствах класс 𝐾01 на 𝐾0, 𝐾1 или 𝐾, а класс 𝐼𝑚

1

на𝑀𝐼𝑚
1 , можно получить классы, получающиеся добавлением констант. За-

менив оба класса 𝐴 и 𝐹 на двойственные им, можно получить оставшиеся
двойственные классы.

2. Классы 𝐾(𝑆𝑈), 𝐾(𝐿), 𝐾(𝐿0), 𝐾(𝐿1), 𝐾(𝐿01), 𝐾(𝑆𝐿), классы, получа-
ющиеся из них добавлением констант, а также двойственные к перечислен-
ным. Согласно утверждению 4.6.5 выполняются равенства [𝐾01]𝑆𝑈 =𝐾(𝑆𝑈),
[𝐾01]𝐿 =𝐾(𝐿), [𝐾01]𝐿0

=𝐾(𝐿0), [𝐾01]𝐿1
=𝐾(𝐿1), [𝐾01]𝐿01

=𝐾(𝐿01), [𝐾01]𝑆𝐿 =
=𝐾(𝑆𝐿). Заметим, что согласно лемме 1.3.5, заменив в равенствах класс
𝐾01 на 𝐾0, 𝐾1 или 𝐾, можно получить классы, получающиеся добавлением
констант. Заменив оба класса 𝐴 и 𝐹 на двойственные им, можно получить
оставшиеся двойственные классы.

3. Классы 𝐺𝑚
𝐿01
, 𝐺𝑚

𝐿1
, 𝐺𝑚

𝑆𝐿, 𝐺
𝑚
𝑆𝑈 , 𝑇0∩𝐺

𝑚
𝐿01
, (𝑇0∩𝐺

𝑚
𝐿01
)∪{1}, 𝑇01∩𝐺

2
𝐿01
∩𝐻2

𝐿01
,

𝐺2
𝑆𝐿 ∩𝐻2

𝑆𝐿, 𝐺
2
𝑆𝑈 ∩𝐻2

𝑆𝑈 , а также классы, двойственные к перечисленным. Со-
гласно утверждению 4.5.1 выполняются равенства [𝑂𝑚]𝐿01

=𝐺𝑚
𝐿01
, [𝑂𝑚]𝐿1

=
=𝐺𝑚

𝐿1
, [𝑂𝑚]𝑆𝐿 =𝐺𝑚

𝑆𝐿, [𝑂
𝑚]𝑆𝑈 =𝐺𝑚

𝑆𝑈 , согласно лемме 4.9.6 выполняется ра-
венство [𝑂𝑚

0 ]𝐿01
= 𝑇0 ∩𝐺𝑚

𝐿01
, согласно лемме 4.9.12 выполняются равенства

[𝑆𝑀 ]𝐿01
= 𝑇01 ∩𝐺2

𝐿01
∩𝐻2

𝐿01
, [𝑆𝑀 ]𝑆𝐿 =𝐺2

𝑆𝐿 ∩𝐻2
𝑆𝐿, [𝑆𝑀 ]𝑆𝑈 =𝐺2

𝑆𝑈 ∩𝐻2
𝑆𝑈 , со-

гласно лемме 4.9.10 выполняется равенство [𝑀𝑂𝑚]𝐿01
= (𝑇0 ∩ 𝐺𝑚

𝐿01
) ∪ {1}.

Заменив оба класса 𝐴 и 𝐹 на двойственные им, можно получить оставши-
еся двойственные классы.

4. Классы 𝑆 ∪ 𝐴𝑆, 𝑇0 ∩ (𝑆 ∪ 𝐴𝑆), 𝑇1 ∩ (𝑆 ∪ 𝐴𝑆). Согласно следствию
из утверждения 4.2.2 выполняется равенство [𝐿]𝑆 = 𝑆 ∪𝐴𝑆, согласно лем-
ме 4.9.2 выполняется равенство [𝐿0]𝑆01

= 𝑇0 ∩ (𝑆 ∪ 𝐴𝑆). Согласно прин-
ципу двойственности и предыдущему равенству выполняется равенство
[𝐿1]𝑆01

= 𝑇1 ∩ (𝑆 ∪𝐴𝑆).

5. Незамкнутые классы из множества P2 (некоторые классы из это-
го множества являются замкнутыми). Рассмотрим произвольный неза-
мкнутый класс 𝐴 ∈P2. Тогда существует такой замкнутый класс 𝐵, что
𝐴=𝐵 ∪𝐵. Очевидно, что выполняются следующие равенства: [𝑆𝑈 ]𝐵 =𝐴,
[𝑈 ]𝐵 =𝐴∪{0, 1}.

6. Незамкнутые классы из множества P2, т. е. незамкнутые классы,
получающиеся из замкнутых добавлением констант. Рассмотрим произволь-
ный незамкнутый класс 𝐴∈P2. Тогда существует такой замкнутый класс 𝐵,

что 𝐴=𝐵 ∪ ̃︀𝐶, где ̃︀𝐶 ∈ {𝐶0, 𝐶1, 𝐶}. Тогда [𝑈01 ∪ ̃︀𝐶]𝐵 = [𝑈01]𝐵 ∪ ̃︀𝐶 =𝐴, при-
чем 𝑈01 ∪ ̃︀𝐶 ∈ {𝑀𝑈, 𝑈0, 𝑈1}. Теорема доказана.
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4.10. Отличие некоторых P-пополнений от замкнутых клас-
сов.

У т в е р ж д е н и е 4.10.1. Множества 𝐾(𝐿), 𝐾(𝐿0), 𝐾(𝐿1), 𝐾(𝐿01),
𝐾(𝑆𝐿), 𝐾(𝑆𝑈) не являются замкнутыми классами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что множество 𝐾(𝐿) не является
замкнутым классом. Заметим, что 𝐿 ⊆𝐾(𝐿) ⊆ 𝑃2. Поскольку 𝐿 является
предполным классом, то достаточно доказать, что 𝐾(𝐿) ̸= 𝐿 и 𝐾(𝐿) ̸= 𝑃2.
Первое неравенство очевидно. Докажем, что 𝐾(𝐿) ̸=𝑃2.

Предположим противное. Тогда 𝑥1 ∨ 𝑥2 ∈ 𝐾(𝐿). Следовательно, су-
ществуют такие линейные функции 𝑓1(𝑥1, 𝑥2), . . ., 𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2), 𝑘 > 2, что
𝑥1 ∨ 𝑥2 = 𝑓1& . . . &𝑓𝑘. Тогда очевидно, что 𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2) > 𝑥1 ∨ 𝑥2, 1 6 𝑖 6 𝑘,
при любых значениях переменных 𝑥1 и 𝑥2. Отсюда следует, что либо
𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 ∨ 𝑥2, либо 𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2) = 1. Поскольку все функции 𝑓𝑖, 16 𝑖6 𝑘,
являются линейными, то 𝑓1 = . . . = 𝑓𝑘 = 1. Значит, 𝑥1 ∨ 𝑥2 = 1. Получено
противоречие. Следовательно, предположение неверно, и 𝐾(𝐿) ̸= 𝑃2, что
и требовалось доказать.

Утверждение для множеств 𝐾(𝐿0), 𝐾(𝐿1), 𝐾(𝐿01), 𝐾(𝑆𝐿), 𝐾(𝑆𝑈) до-
казывается аналогично. Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.10.2. Множества 𝑙(𝑆), 𝑙(𝑆01), 𝑙(𝑆𝑀) не явля-
ются замкнутыми классами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что множество 𝑙(𝑆) не является за-
мкнутым классом. Заметим, что 𝑆 ⊆ 𝑙(𝑆)⊆ 𝑃2. Поскольку 𝑆 является пред-
полным классом, то достаточно доказать, что 𝑙(𝑆) ̸= 𝑆 и 𝑙(𝑆) ̸= 𝑃2. Первое
неравенство очевидно. Докажем, что 𝑙(𝑆) ̸= 𝑃2. Предположим противное.
Тогда 1∈ 𝑙(𝑆). Следовательно, существует такая функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑆,
𝑛> 1, что 16 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Очевидно, что тогда 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 1. Получи-
ли противоречие. Следовательно, предположение неверно, и 𝑙(𝑆) ̸= 𝑃2, что
и требовалось доказать. Утверждение для множеств 𝑙(𝑆01), 𝑙(𝑆𝑀) доказы-
вается аналогично. Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.10.3. Множество 𝑆 ∪𝐴𝑆 не является замкну-
тым классом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что 𝑆 ⊆ 𝑆 ∪𝐴𝑆 ⊆ 𝑃2. Очевидно, что
𝑆∪𝐴𝑆 ̸=𝑆 и 𝑆∪𝐴𝑆 ̸=𝑃2. Поскольку 𝑆 является предполным классом, отсюда
следует, что 𝑆∪𝐴𝑆 не является замкнутым классом. Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 4.10.4. Множества 𝐺𝑚
𝐿01
, 𝐺𝑚

𝐿1
, 𝐺𝑚

𝑆𝐿, 𝐺𝑚
𝑆𝑈 ,

𝑚=2, 3, . . .,∞, не являются замкнутыми классами.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что 𝐺𝑚
𝐿01
, 26𝑚6∞, не является за-

мкнутым классом. Заметим, что 𝑂𝑚 ⊆𝐺𝑚
𝐿01
. Значит, множество 𝐺𝑚

𝐿01
может

быть только одним из следующих замкнутых классов: 𝑂𝑘, 𝑘 6𝑚, 𝑇1, 𝑃2.
Рассмотрим функцию ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), принимающую нулевое значение на на-
борах (1, 1, 0) и (0, 1, 1) и единичное значение на всех остальных наборах.
Положим 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)=𝑥1+𝑥2+𝑥3∈𝐿01. Заметим, что 𝑔(1, 1, 0)= 𝑔(0, 1, 1)=
= 0. Отсюда следует, что ℎ ∈𝐺𝑚

𝐿01
. Очевидно, что ℎ ̸∈ 𝑂𝑘, 𝑘 = 2, 3, . . .,∞.

Следовательно, множество 𝐺𝑚
𝐿01

отлично от классов 𝑂𝑘, 𝑘6𝑚. Рассмотрим
функцию 𝑥1∨𝑥2. Очевидно, что 𝑥1∨𝑥2 ̸∈𝐺

𝑚
𝐿01
, поскольку 𝐿01(2) содержит толь-

ко селекторы. Следовательно, множество 𝐺𝑚
𝐿01

отлично от классов 𝑇1 и 𝑃2.
Таким образом, множество 𝐺𝑚

𝐿01
не является замкнутым классом. Утверж-

дение для множеств 𝐺𝑚
𝐿1
, 𝐺𝑚

𝑆𝐿, 𝐺
𝑚
𝑆𝑈 доказывается аналогично. Утверждение

доказано.
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§ 5. Вопросы полноты для 𝑃2

и предполных классов булевых функций

В данном параграфе рассматривается задача полноты для операции
расширенной суперпозиции. Пусть 𝐴, 𝐵—замкнутые классы, 𝐹 —инвари-
антный класс такие, что выполняются соотношения 𝐴⊆𝐵, 𝐹 ⊆𝐵. Будем
говорить, что тип (𝐹, 𝐴) является полным в классе 𝐵, если выполняется
равенство [𝐴]𝐹 =𝐵. Задача полноты формулируется следующим образом.
При заданных классах 𝐴 и 𝐵 необходимо найти необходимые и достаточные
условия на класс 𝐹 так, чтобы тип (𝐹, 𝐴) был полон в классе 𝐵.

Пусть 𝐴 и 𝐵—замкнутые классы. Семейство всех инвариантных клас-
сов 𝐹 ⊆𝐵 таких, что тип 𝐵 ⊆ [𝐴]𝐹 , будем обозначать через R(𝐴, 𝐵). Если
𝐴⊆𝐵, то очевидно, что R(𝐴, 𝐵)—множество всех инвариантных классов
𝐹 ⊆𝐵 таких, что тип (𝐹, 𝐴) полон в классе 𝐵.

5.1. Вспомогательные утверждения.
Л е м м а 5.1.1. Пусть 𝐴—замкнутый класс, 𝐹 —инвариант-

ный класс, 𝐹 ⊆ 𝐴. Пусть 𝐵, 𝐶 и 𝐷—такие замкнутые классы, что

[𝐵]𝐹 ∩ [𝐶]𝐹 = [𝐷]𝐹 , 𝐶, 𝐷⊆𝐴. Соотношение [𝐷]𝐹 =𝐴 выполняется тогда

и только тогда, когда выполняются соотношения 𝐴⊆ [𝐵]𝐹 и [𝐶]𝐹 =𝐴.

Доказательство леммы очевидно.
Докажем следующие вспомогательные леммы, позволяющие достаточ-

но легко доказать критерии полноты для широких классов случаев.

Л е м м а 5.1.2. Пусть 𝐹 —инвариантный класс такой, что 𝑥 ∈ 𝐹 .
Тогда выполняется соотношение [𝑇0]𝐹 =𝑃2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная булева
функция, 𝑛>1. Докажем, что ℎ∈ [𝑇0]𝐹 . Положим

̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Несложно видеть, что для произвольного набора ̃︀𝛿∈𝐸𝑛 первые 𝑛 компонент

у наборов ̃︀𝛿 и ̃︀𝛼̃︀𝛿 совпадают, откуда следует, что только набор ̃︀𝛼̃︀0 может

быть нулевым, где ̃︀0—нулевой набор длины 𝑛. Докажем, что частичная

функция 𝑟 согласована с классом 𝑇0. Рассмотрим набор ̃︀𝛼̃︀0. Заметим, что
его (𝑛+1)-я компонента этого набора равна 𝑓𝑛+1(0, . . ., 0) = 1. Отсюда сле-
дует, что множество 𝑅 не содержит нулевых наборов. Значит, согласно
лемме 2.2.6 частичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑇0. Следовательно,
согласно теореме 2.1.1 функция ℎ принадлежит множеству [𝑇0]𝐹 . Лемма
доказана.

Л е м м а 5.1.3. Пусть 𝐹 —инвариантный класс такой, что

𝑥∈ [𝑀 ]𝐹 . Тогда выполняется соотношение 𝑥∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим набор функций ̂︀𝐹 (1) = (𝑓1(𝑥), . . .
. . ., 𝑓𝑙(𝑥)), 𝑙 > 1. Рассмотрим функцию ℎ(𝑥) = 𝑥, ℎ ∈ [𝑀 ]𝐹 . Рассмотрим де-
композицию функции ℎ относительно 𝐹 , обозначим ее через 𝑟(𝑦1, . . ., 𝑦𝑙).
Согласно теореме 2.1.1 частичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑀 .

Рассмотрим наборы ̃︀𝛼= (𝑓1(0), 𝑓2(0), . . ., 𝑓𝑙(0)) и ̃︀𝛽 = (𝑓1(1), 𝑓2(1), . . ., 𝑓𝑙(1))
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из области определения функции 𝑟. Тогда выполняются равенства 𝑟(̃︀𝛼) =
= ℎ(0) = 1 и 𝑟(̃︀𝛽) = ℎ(1) = 0. Следовательно, согласно утверждению 2.2.1

не выполняется соотношение ̃︀𝛼6 ̃︀𝛽. Поэтому существует такое 𝑘, 16 𝑘6 𝑙,
что 𝑓𝑘(0)=1 и 𝑓𝑘(1)=0, а значит, выполняется равенство 𝑓𝑘(𝑥)=𝑥, откуда
следует требуемое утверждение. Лемма доказана.

Л е м м а 5.1.4. Пусть 𝐹 —инвариантный класс такой, что 𝑥 ∈ 𝐹 .
Тогда выполняется соотношение [𝑀 ]𝐹 =𝑃2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная булева
функция, 𝑛>1. Докажем, что ℎ∈ [𝑀 ]𝐹 . Положим

̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Несложно видеть, что для произвольного набора ̃︀𝛿∈𝐸𝑛 первые 𝑛 компонент

у наборов ̃︀𝛿 и ̃︀𝛼̃︀𝛿 совпадают. Докажем, что частичная функция 𝑟 согласована

с классом 𝑀 . Предположим, что существуют такие два набора ̃︀𝛼̃︀𝛿1

и ̃︀𝛼̃︀𝛿2

, где̃︀𝛿1, ̃︀𝛿2∈𝐸𝑛, что выполняется неравенство ̃︀𝛼̃︀𝛿1

> ̃︀𝛼̃︀𝛿2

. Тогда существует такое 𝑖,

16 𝑖6𝑛, что ̃︀𝛼̃︀𝛿1

𝑖 =1, ̃︀𝛼̃︀𝛿2

𝑖 =0. Заметим, что выполняются равенства ̃︀𝛼̃︀𝛿1

𝑛+𝑖=0,

̃︀𝛼̃︀𝛿2

𝑛+𝑖=1. Следовательно наборы ̃︀𝛼̃︀𝛿1

и ̃︀𝛼̃︀𝛿2

несравнимы. Получено противоре-
чие. Значит, наборы из множества 𝑅 попарно несравнимы. Значит, согласно
лемме 2.2.1 частичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑀 . Следовательно,
согласно теореме 2.1.1 функция ℎ принадлежит множеству [𝑀 ]𝐹 . Лемма
доказана.

Л е м м а 5.1.5. Пусть 𝐹 —инвариантный класс, 𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞}.
Пусть выполняется соотношение 1 ∈ [𝐼𝑚]𝐹 . Тогда выполняется соот-

ношение 1∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим набор ̂︀𝐹 (1) = (𝑓1(𝑥1), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1)),
𝑙 > 1. Рассмотрим функцию ℎ(𝑥1) = 1. Согласно условию леммы выполня-
ется соотношение ℎ ∈ [𝐼𝑚]𝐹 . Рассмотрим декомпозицию функции ℎ отно-
сительно 𝐹 , обозначим ее через 𝑟(𝑦1, . . ., 𝑦𝑙). Согласно теореме 2.1.1 ча-
стичная функция 𝑟 согласована с классом 𝐼𝑚. Рассмотрим наборы ̃︀𝛼 =

= (𝑓1(0), 𝑓2(0), . . ., 𝑓𝑙(0)) и ̃︀𝛽 = (𝑓1(1), 𝑓2(1), . . ., 𝑓𝑙(1)) из области определе-
ния функции 𝑟. Заметим, что выполняются соотношения 𝑟(̃︀𝛼) = ℎ(0) = 1

и 𝑟(̃︀𝛽)=ℎ(1)=1. Следовательно, согласно утверждению 2.2.5 наборы ̃︀𝛼 и ̃︀𝛽
имеют общую единичную компоненту. Отсюда следует, что существует та-
кое 𝑘, 16𝑘6 𝑙, что 𝑓𝑘(0)=𝑓𝑘(1)=1. Следовательно, выполняется равенство
𝑓𝑘(𝑥)=1, откуда следует требуемое утверждение. Лемма доказана.

Л е м м а 5.1.6. Пусть 𝑛>1, 𝑄⊆𝐸𝑛, 𝑚∈{2, 3, . . .,∞}. Пусть 𝐹 —ин-

вариантный класс. Тогда следующие два утверждения эквивалентны.

1. Для любого 𝑘 6𝑚 и для любых 𝑘 наборов ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑘 ∈𝑄 существует

такая функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝐹 , что 𝑓(̃︀𝛼𝑖) = 0, 𝑖= 1, . . ., 𝑘.

2. Для любой функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) такой, что для любого набора̃︀𝛽 ∈ 𝐸𝑛 ∖ 𝑄 верно равенство 𝑔(̃︀𝛽) = 1, выполняется соотношение

𝑔 ∈ [𝑂𝑚]𝐹 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что из второго утверждения следу-
ет первое. Пусть 𝑘6𝑚 и ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑘 ∈𝑄. Докажем, что существует функция
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из класса 𝐹 такая, что 𝑓(̃︀𝛼𝑖)=0, 16 𝑖6𝑘. Рассмотрим функцию
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), принимающую нулевое значение на всех наборах из множест-
ва 𝑄 и единичное значение на всех наборах из множества 𝐸𝑛 ∖𝑄. Согласно
условию леммы выполняется равенство ℎ∈ [𝑂𝑚]𝐹 . Положим

̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Согласно теореме 2.1.1 частичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑂𝑚.
Рассмотрим наборы

̃︀𝛾1 = (𝑓1(̃︀𝛼1), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛼1)), . . ., ̃︀𝛾𝑘 = (𝑓1(̃︀𝛼𝑘), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛼𝑘))

из области определения функции 𝑟. Заметим, что согласно определению де-
композиции выполняются соотношения 𝑟(̃︀𝛾𝑖)=ℎ(̃︀𝛼𝑖)=0, 16 𝑖6𝑘, поскольку
наборы ̃︀𝛼𝑖 принадлежат 𝑄 для 16 𝑖6 𝑘. Поскольку функция 𝑟 согласована
с классом 𝑂𝑚, то согласно утверждению 2.2.4 наборы ̃︀𝛾1, . . ., ̃︀𝛾𝑘 имеют об-
щую нулевую компоненту. Отсюда следует, что существует такое 𝑝, 16𝑝6 𝑙,
что выполняются равенства 𝑓𝑝(̃︀𝛼𝑖) = 0, 16 𝑖6 𝑘, откуда следует требуемое
утверждение.

Докажем, что из первого утверждения следует второе. Пусть для лю-
бого 𝑘6𝑚 и любых 𝑘 наборов длины 𝑛 из множества 𝑄 существует функ-
ция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из класса 𝐹 , принимающая на этих наборах нулевое значе-

ние. Пусть 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—такая функция, что для любого набора ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛 ∖𝑄

верно равенство 𝑔(̃︀𝛽)=1. Докажем, что 𝑔∈ [𝑂𝑚]𝐹 . Положим

̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (𝑔)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (𝑔) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Докажем, что частичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑂𝑚. Пусть

𝑘6𝑚. Рассмотрим произвольные 𝑘 наборов ̃︀𝛼̃︀𝛿1

, . . ., ̃︀𝛼̃︀𝛿𝑘

, где ̃︀𝛿1, . . ., ̃︀𝛿𝑘 ∈𝐸𝑛,

таких, что 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿𝑖

) = 0, 1 6 𝑖 6 𝑘. Заметим, что выполняется соотношение̃︀𝛿1, . . ., ̃︀𝛿𝑘 ∈𝑄, поскольку 𝑔(̃︀𝛿𝑖) = 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿𝑖

) = 0, 16 𝑖6 𝑘. Значит, согласно усло-

вию существует такая функция 𝑓𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 16𝑗6 𝑙, что 𝑓𝑗(̃︀𝛿𝑖)=0 для всех

𝑖=1, . . ., 𝑘. Следовательно, наборы ̃︀𝛼̃︀𝛿1

, . . ., ̃︀𝛼̃︀𝛿𝑘

имеют общую нулевую ком-
поненту. Отсюда согласно утверждению 2.2.4 следует, что частичная функ-
ция 𝑟 согласована с классом 𝑂𝑚. Следовательно, согласно теореме 2.1.1
функция 𝑔 принадлежит множеству [𝑂𝑚]𝐹 . Лемма доказана.

С л е д с т в и е 5.1.7. Пусть 𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞}, 𝐹 —инвариантный

класс. Тогда равенство [𝑂𝑚]𝐹 = 𝑃2 выполняется тогда и только тог-

да, когда для любого 𝑘 6 𝑚, любого 𝑛 > 1 и для любых 𝑘 набо-

ров ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑘 ∈ 𝐸𝑛 существует функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 такая, что

𝑓(̃︀𝛼𝑖) = 0, 𝑖=1, . . ., 𝑘.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно для каждого 𝑛 > 1 использовать
лемму 5.1.6, положив 𝑄=𝐸𝑛.

Л е м м а 5.1.8. Пусть 𝐹 —инвариантный класс. Пусть для любо-
го 𝑚> 1 в [𝐿]𝐹 содержится функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ранга 𝑚. Тогда для
любого𝑚>1 в 𝐹 содержится функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ранга𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Пусть существует та-
кое 𝑚> 1, что множество 𝐹 не содержит ни одной функции от 𝑚 перемен-
ных ранга 𝑚. Рассмотрим функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈ [𝐿]𝐹 ранга 𝑚. Функция ℎ
может быть выражена формулой над типом (𝐹, 𝐿). Таким образом, выпол-
няется равенство

ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) = 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) + . . .+ 𝑔𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚),

𝑟 > 2, где 𝑔1, . . ., 𝑔𝑟−1 ∈ 𝐹 , и либо 𝑔𝑟 ∈ 𝐹 , либо 𝑔𝑟 = 1. Заметим, что каждая
из функций в этой сумме имеет ранг не более 𝑚− 1, откуда следует, что
их сумма также имеет ранг не более 𝑚−1. Получено противоречие. Следо-
вательно, для любого 𝑚> 1 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐹 ранга 𝑚,
что и требовалось доказать.

Л е м м а 5.1.9. Пусть 𝐹 —инвариантный класс, 𝑘 > 1, 𝜎𝑖 ∈ {0, 1}
для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑘. Пусть 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑘) = 𝑥𝜎1

1 ∨ . . . ∨ 𝑥𝜎𝑘

𝑘 , 𝜎𝑖 ∈ {0, 1} и вы-
полняется соотношение 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑘)∈ [𝐾01]𝐹 . Тогда выполняется соот-
ношение 𝑔 ∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что функция 𝑔 принимает нулевое
значение ровно на одном наборе и единичное значение на всех остальных
наборах из 𝐸𝑘. Согласно лемме 1.3.2 существует формула вида

𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑘)& . . .&𝑓𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑘),

где 𝑓𝑖 ∈ 𝐹 , 𝑚> 1, реализующая функцию 𝑔. На всех 2𝑘 − 1 наборах, на ко-
торых функция 𝑔 принимает единичное значение, функции 𝑓1, . . ., 𝑓𝑚 также
принимают единичное значение. На оставшемся наборе хотя бы одна из
этих функций принимает нулевое значение. Эта функция, очевидно, совпа-
дает с 𝑔. Следовательно, 𝑔∈𝐹 . Утверждение доказано.

Аналогично лемме 5.1.9 доказываются следующие утверждения

Л е м м а 5.1.10. Пусть 𝐹 —инвариантный класс. Пусть 1∈ [𝐾01]𝐹 .
Тогда выполняется соотношение 1∈𝐹 .

Л е м м а 5.1.11. Пусть 𝐹 —инвариантный класс. Пусть 0∈ [𝐾01]𝐹 .
Тогда выполняется соотношение по крайней мере одно из двух соотно-
шений 0∈𝐹 и 𝑥∈𝐹 .

5.2. Полнота в классе 𝑃2. Сформулируем и докажем критерии
полноты типов в классе 𝑃2.

У т в е р ж д е н и е 5.2.1. R(𝑇0, 𝑃2)—семейство всех инвариантных
классов, содержащих 1 или 𝑥.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть [𝑇0]𝐹 =𝑃2 (здесь и далее будем полагать,
что 𝐹 —некоторый инвариантный класс). Тогда выполняется соотношение
1∈ [𝑇0]𝐹 , откуда согласно лемме 2.2.10 следует, что либо 1∈𝐹 , либо 𝑥∈𝐹 ,
что и требовалось доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть 𝑥 ∈ 𝐹 . Тогда
[𝑇0]𝐹 = 𝑃2 согласно лемме 5.1.2. Пусть 1 ∈ 𝐹 . Заметим, что тогда соглас-
но лемме 1.3.5 выполняется равенство [𝑇0]𝐹 = 𝑃2, поскольку 𝑇0 является
предполным классом. Отсюда следует требуемое утверждение.
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У т в е р ж д е н и е 5.2.2. R(𝑆, 𝑃2)—семейство всех инвариантных
классов, содержащих 0 или 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть [𝑆]𝐹 =𝑃2. Тогда выполняется соотноше-
ние 1 ∈ [𝑆]𝐹 , откуда согласно лемме 2.2.3 следует, что либо 1 ∈ 𝐹 , либо
0∈𝐹 , что и требовалось доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть 1∈𝐹 или 0∈𝐹 . За-
метим, что тогда согласно лемме 1.3.5 выполняется равенство [𝑆]𝐹 = 𝑃2,
поскольку 𝑆 является предполным классом. Отсюда следует требуемое
утверждение.

У т в е р ж д е н и е 5.2.3. R(𝑀, 𝑃2)—семейство всех инвариантных
классов, содержащих функцию 𝑥.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть [𝑀 ]𝐹 =𝑃2. Тогда выполняется соотноше-
ние 𝑥∈ [𝑀 ]𝐹 , откуда согласно лемме 5.1.3 следует, что 𝑥∈ 𝐹 , что и требо-
валось доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть 𝑥 ∈ 𝐹 . Тогда
[𝑀 ]𝐹 =𝑃2 согласно лемме 5.1.4. Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 5.2.4. R(𝑂𝑚, 𝑃2), где 𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞},—семей-
ство всех инвариантных классов, содержащих 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из следствия леммы 5.1.6 следует, что соотно-
шение [𝑂𝑚]𝐹 =𝑃2 выполняется тогда и только тогда, когда для любого 𝑛>1,
любого 𝑘6𝑚 и любых 𝑘 наборов длины 𝑛 существует функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
из класса 𝐹 , принимающая на каждом из этих наборов нулевое значение.

Докажем, что это условие эквивалентно условию 0 ∈ 𝐹 . Если 0 ∈ 𝐹 ,
то для любого 𝑛> 1 существует функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из класса 𝐹 , при-
нимающая нулевое значение на всех наборах из множества 𝐸𝑛, откуда
следует требуемое утверждение. Докажем в обратную сторону. Пусть для
любого 𝑛> 1, любого 𝑘6𝑚 и любых 𝑘 наборов длины 𝑛 существует функ-
ция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из класса 𝐹 , принимающая на каждом из этих наборов
нулевое значение. Пусть 𝑛= 1. Рассмотрим наборы (0) и (1). Существует
функция 𝑓(𝑥)∈𝐹 , принимающая на этих наборах нулевое значение, откуда
следует, что 0∈𝐹 . Утверждение доказано.

Обозначим через D множество всех булевых функций, принимающих
нулевое значение ровно на одном наборе.

У т в е р ж д е н и е 5.2.5. R(𝐾01, 𝑃2)—семейство всех инвариант-
ных классов 𝐹 таких, что {1} ∪ D ⊆ 𝐹 . R(𝐾1, 𝑃2)—семейство всех
инвариантных классов 𝐹 таких, что D ⊆ 𝐹 . R(𝐾0, 𝑃2) = R(𝐾01, 𝑃2),
R(𝐾, 𝑃2) =R(𝐾1, 𝑃2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐴 =𝐾01. Пусть {1} ∪ D ⊆ 𝐹 . Заметим,
что множество D является множеством всех функций, представимых в ви-
де 𝑥𝜎1

1 ∨ . . .∨ 𝑥𝜎1

𝑛 , 𝑛> 1, 𝜎𝑖 ∈ {0, 1} для 𝑖= 1, 2, . . ., 𝑛. Таким образом, любая
совершенная конъюнктивная нормальная форма является формулой над ти-
пом (𝐹, 𝐾01). Следовательно, произвольная булева функция, отличная от
единичной, может быть выражена формулой над типом (𝐹, 𝐾01). Единичная
функция выразима формулой над типом (𝐹, 𝐾01), поскольку 1∈𝐹 .

Пусть [𝐾01]𝐹 =𝑃2. Тогда соотношение {1}∪D⊆𝐹 выполняется согласно
леммам 5.1.9 и 5.1.10.

Утверждение для случаев 𝐴 = 𝐾1, 𝐾0, 𝐾 доказывается аналогично.
Таким образом, утверждение доказано.
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У т в е р ж д е н и е 5.2.6. R(𝐿, 𝑃2)—семейство всех инвариант-
ных классов 𝐹 , обладающих следующим свойством: для любого 𝑚> 1
класс 𝐹 содержит некоторую функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ранга𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для любого 𝑚 > 1 существует функ-
ция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐹 ранга𝑚. Докажем, что [𝐿]𝐹 =𝑃2. Индукцией по 𝑛 дока-
жем, что для любого 𝑛> 1 формулами над типом (𝐹, 𝐿) можно реализовать
произвольную булеву функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). При 𝑛 = 1 это утверждение
очевидно. Предположим, что формулами над типом (𝐹, 𝐿) можно реализо-
вать все функции не более чем от 𝑛− 1 переменной, 𝑛> 2. Докажем, что
можно реализовать все функции от 𝑛 переменных. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—
произвольная булева функция. Если 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—константная функция,
то она, очевидно, принадлежит множеству [𝐿]𝐹 . Пусть 𝑓 отлична от кон-
станты. Рассмотрим полином Жегалкина функции 𝑓 . Пусть 𝑀1, . . ., 𝑀𝑘,
𝑘>0,—множество (возможно пустое) всех мономов, содержащихся в этом
полиноме, и имеющих ранг, не превосходящий 𝑛− 1. По предположению
индукции мы можем выразить каждый из этих мономов формулой над ти-
пом (𝐹, 𝐿). Таким образом, для любого 𝑖, 16 𝑖6 𝑘, выполнено равенство
𝑀𝑖=𝑔𝑖

1+. . .+𝑔𝑖
𝑟𝑖
, 𝑟𝑖>1, где 𝑔𝑖

1, . . ., 𝑔
𝑖
𝑟𝑖−1

∈𝐹 , и либо 𝑔𝑖
𝑟𝑖
∈𝐹 , либо 𝑔𝑖

𝑟𝑖
=1. Пусть

в полиноме Жегалкина функции 𝑓 нет монома ранга 𝑛. Тогда очевидно, что
𝑘> 1 и выполняются равенства

𝑓 =𝑀1 + . . .+𝑀𝑘 = 𝑔11 + . . .+ 𝑔1𝑟1
+ . . .+ 𝑔𝑘

1 + . . .+ 𝑔𝑘
𝑟𝑘
.

Отсюда следует, что функция 𝑓 может быть выражена формулой над ти-
пом (𝐹, 𝐿).

Пусть полином Жегалкина функции 𝑓 содержит моном ранга 𝑛,
т. e. моном 𝑥1&𝑥2& . . . &𝑥𝑛. По условию утверждения существует функ-
ция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , полином Жегалкина которой содержит моном ранга
𝑛. Рассмотрим функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)= 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)+𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Очевид-
но, что полином Жегалкина функции ℎ не содержит монома ранга 𝑛, и,
следовательно, функция ℎ может быть реализована некоторой формулой Ï
над типом (𝐹, 𝐿). Заметим, что выполняется равенство 𝑓 =ℎ+𝑔, откуда сле-
дует, что функция 𝑓 может быть реализована формулой над типом (𝐹, 𝐿),
что и требовалось доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть [𝐿]𝐹 =𝑃2. Тогда для
любого 𝑚> 1 существует функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈ [𝐿]𝐹 ранга 𝑚, откуда со-
гласно лемме 5.1.8 следует требуемое утверждение. Утверждение доказано.

С л е д с т в и е 5.2.7. Пусть 𝐹 —инвариантный класс. Пусть для
любого 𝑚> 1 существует функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ранга 𝑚, принадлежа-
щая [𝐿]𝐹 . Тогда выполняется равенство [𝐿]𝐹 =𝑃2.

Имеет место следующая теорема о полноте в классе 𝑃2.

Т е о р е м а 5.2.8. Выполняются следующие утверждения.

1. R(𝑇0, 𝑃2)—семейство всех инвариантных классов, содержащих 1 или
функцию 𝑥.

2. R(𝑆, 𝑃2)—семейство всех инвариантных классов, содержащих 0
или 1.

3. R(𝑀, 𝑃2)—семейство всех инвариантных классов, содержащих
функцию 𝑥.
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4. R(𝑂𝑚, 𝑃2), где 𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞},—семейство всех инвариантных

классов, содержащих 0.

5. R(𝐾01, 𝑃2)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 таких, что

{1}∪D⊆𝐹 . R(𝐾1, 𝑃2)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 та-

ких, что D ⊆ 𝐹 . R(𝐾0, 𝑃2) =R(𝐾01, 𝑃2), R(𝐾, 𝑃2) =R(𝐾1, 𝑃2).

6. R(𝐿, 𝑃2)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 , обладающих сле-
дующим свойством: для любого 𝑚> 1 класс 𝐹 содержит некоторую

функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ранга 𝑚.

7. R(𝑈, 𝑃2)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 таких, что для

любой функции 𝑔∈𝑃2∖{0, 1} множество 𝐹 содержит по крайней мере

одну из функций 𝑔, 𝑔. R(𝑀𝑈, 𝑃2) =R(𝑈1, 𝑃2) =R(𝑈0, 𝑃2) =R(𝑈01, 𝑃2) =
= {𝑃2}.

8. СемействаR(𝑇01, 𝑃2),R(𝑀0, 𝑃2),R(𝑂𝑚
0 , 𝑃2) равны пересечениям семей-

ства R(𝑇0, 𝑃2) с семействами R(𝑇1, 𝑃2), R(𝑀, 𝑃2), R(𝑂𝑚, 𝑃2) соответ-
ственно; семейства R(𝑀𝑂𝑚, 𝑃2), R(𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑃2), R(𝑀01, 𝑃2)—пересе-

чениям семейства R(𝑀, 𝑃2) с семействами R(𝑂𝑚, 𝑃2), R(𝑂𝑚
0 , 𝑃2),

R(𝑇01, 𝑃2) соответственно; семейства R(𝑆01, 𝑃2) и R(𝑆𝑈, 𝑃2)—пере-

сечениям семейства R(𝑆, 𝑃2) с семействами R(𝑇01, 𝑃2) и R(𝑈, 𝑃2) со-
ответственно; семейства R(𝑆𝐿, 𝑃2), R(𝐿0, 𝑃2)—пересечениям семей-

ства R(𝐿, 𝑃2) с семействами R(𝑆, 𝑃2), R(𝑇0, 𝑃2) соответственно.

R(𝐿01, 𝑃2) = R(𝑆, 𝑃2) ∩ R(𝐿0, 𝑃2) ∩ R(𝐿1, 𝑃2), R(𝑆𝑀, 𝑃2) = R(𝑀, 𝑃2) ∩
∩R(𝐼2, 𝑃2)∩R(𝑂2, 𝑃2).

9. Пусть 𝐴 ∈ {𝑇1, 𝑀1, 𝐷01, 𝐷1, 𝐷0, 𝐷, 𝐿1, 𝐼
𝑚, 𝐼𝑚

1 , 𝑀𝐼𝑚, 𝑀𝐼𝑚
1 }, где 𝑚 ∈

∈ {2, . . .,∞}. Тогда R(𝐴, 𝑃2) =R*(𝐴*, 𝑃2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы для пп. 1–6 следует из
утверждений 5.2.1–5.2.6. Утверждение теоремы для п. 7 очевидно. Утверж-
дение теоремы для п. 8 следует из пп. 1–6 и леммы 3.2.2. Утверждение
теоремы для п. 9 следуют из пп. 1–8 и принципа двойственности. Таким
образом, теорема доказана.

5.3. Полнота в классе 𝑇1.
У т в е р ж д е н и е 5.3.1. R(𝑀, 𝑇1)—семейство всех инвариантных

классов 𝐹 ⊆ 𝑇1 таких, что выполняется хотя бы одно из следующих

условий:

1) 𝑥1 + 𝑥2 + 1∈ 𝐹 ;

2) 𝑥1 → 𝑥2 ∈ 𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑇1 ⊆ [𝑀 ]𝐹 . Докажем, что либо
𝑥1+𝑥2+1∈𝐹 , либо 𝑥1→𝑥2∈𝐹 . Пусть ℎ(𝑥1, 𝑥2)=𝑥1+𝑥2+1. Положим

̂︀𝐹 (2) = (𝑓1(𝑥1, 𝑥2)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, 𝑥2)), 𝑙> 2,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.



О КЛАССАХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ, ВЫРАЗИМЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО РАСШИРЕННОЙ СУПЕРПОЗИЦИИ 185

Заметим, что ℎ ∈ [𝑀 ]𝐹 , так как ℎ ∈ 𝑇1. Согласно теореме 2.1.1 ча-
стичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑀 . Рассмотрим наборы ̃︀𝛼 =

= (𝑓1(0, 0), 𝑓2(0, 0), . . ., 𝑓𝑙(0, 0)) ∈ 𝑅 и ̃︀𝛽 = (𝑓1(1, 0), 𝑓2(1, 0), . . ., 𝑓𝑙(1, 0)) ∈ 𝑅.

Тогда 𝑟(̃︀𝛼)=ℎ(0, 0)=1, 𝑟(̃︀𝛽)=ℎ(1, 0)=0. Следовательно, согласно условию

согласованности с классом 𝑀 , либо ̃︀𝛼> ̃︀𝛽, либо эти два набора несравнимы.
Поэтому существует такое 𝑘, 16 𝑘 6 𝑙, что 𝑓𝑘(0, 0)> 𝑓𝑘(1, 0). Значит, вы-
полняются соотношения 𝑓𝑘(0, 0)=1 и 𝑓𝑘(1, 0)=0. Соотношение 𝑓𝑘(1, 1)=1
выполняется, поскольку 𝐹 ⊆ 𝑇1. Значит, либо 𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 + 𝑥2 + 1, либо
𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2)=𝑥1→𝑥2, что и требовалось доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть 𝑥1 + 𝑥2 +1∈𝐹 (слу-
чай 𝑥1→𝑥2 ∈𝐹 рассматривается аналогично). Докажем, что 𝑇1⊆ [𝑀 ]𝐹 . Рас-
смотрим произвольную функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ 𝑇1. Докажем, что ℎ∈ [𝑀 ]𝐹 .
Положим ̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Несложно видеть, что для произвольного набора ̃︀𝛿∈𝐸𝑛 первые 𝑛 компонент

у наборов ̃︀𝛿 и ̃︀𝛼̃︀𝛿 совпадают. Докажем, что частичная функция 𝑟 согласована
с классом 𝑀 . Согласно утверждению 2.2.1 для этого достаточно доказать,

что для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких, что ̃︀𝛼> ̃︀𝛽, выполняется неравенство
𝑟(̃︀𝛼)> 𝑟(̃︀𝛽). Предположим противное, пусть существуют такие наборы ̃︀𝛿 =
= (𝛿1, . . .𝛿𝑛) ∈ 𝐸𝑛, ̃︀𝛾 = (𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) ∈ 𝐸𝑛, что ̃︀𝛼̃︀𝛿 > ̃︀𝛼̃︀𝛾 и 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿) = 0, 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛾) = 1.

Отсюда следует, что ̃︀𝛿 > ̃︀𝛾, поскольку первые 𝑛 компонент у соответствую-
щих друг другу наборов совпадают. Значит, существует такое 𝑖, 16 𝑖6𝑛, что

𝛿𝑖=1, 𝛾𝑖=0. Заметим, что ̃︀𝛿 не является единичным набором, т. к. иначе бы

выполнялось равенство 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿)=ℎ(̃︀𝛿)=1. Следовательно, существует такое 𝑗,
16 𝑗6𝑛, что 𝛿𝑗 =𝛾𝑗 =0. Пусть 𝑓𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥𝑖+𝑥𝑗+1, 𝑛+16𝑘6 𝑙. Тогда

𝛼̃︀𝛿𝑘 = 𝑓𝑘(̃︀𝛿) = 1+ 0+ 1= 0, 𝛼̃︀𝛾𝑘 = 𝑓𝑘(̃︀𝛾) = 0+ 0+ 1= 1. При этом выполняется

соотношение ̃︀𝛼̃︀𝛿 > ̃︀𝛼̃︀𝛾 . Получено противоречие. Следовательно, частичная
функция 𝑟 согласована с классом 𝑀 , т. е. ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ [𝑀 ]𝐹 , что и требо-
валось доказать.

У т в е р ж д е н и е 5.3.2. R(𝑇0, 𝑇1)—семейство всех инвариантных
классов 𝐹 ⊆𝑇1 таких, что 1∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑇1⊆ [𝑇0]𝐹 . Тогда выполняется соотноше-
ние 1 ∈ [𝑇0]𝐹 , откуда согласно лемме 2.2.10 следует, что либо 1 ∈ 𝐹 , либо
𝑥 ∈ 𝐹 . Поскольку 𝐹 ⊆ 𝑇1, то выполняется соотношение 1 ∈ 𝐹 , что и требо-
валось доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть 1∈ 𝐹 . Заметим, что
тогда согласно лемме 1.3.5 выполняется равенство [𝑇0]𝐹 =𝑃2, поскольку 𝑇0

является предполным классом. Отсюда следует требуемое утверждение.

У т в е р ж д е н и е 5.3.3. R(𝐼𝑚, 𝑇1)=R(𝑇0, 𝑇1), где𝑚=2, 3, . . .,∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполняется соотношение 𝑇1 ⊆ [𝐼𝑚]𝐹 ,
𝑚∈{2, 3, . . .,∞}. Тогда 1∈ [𝐼𝑚]𝐹 , откуда согласно лемме 5.1.5 следует, что
1∈𝐹 , что и требовалось доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть 1∈ 𝐹 . Заметим, что
тогда согласно лемме 1.3.5 выполняются равенства [𝐼𝑚]𝐹 = [𝐼𝑚 ∪ {1}]𝐹 =
=[𝑃2]𝐹 =𝑃2, откуда следует требуемое утверждение.
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У т в е р ж д е н и е 5.3.4. R(𝑂𝑚, 𝑇1), где 𝑚=2, 3, . . .,∞,— семейство
всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑇1 таких, что для любого 𝑛> 2, любого
𝑘6𝑚 и любых 𝑘 отличных от единичного наборов длины 𝑛 существует
функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из класса 𝐹 , принимающая на каждом из этих
наборов нулевое значение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑛> 1, 𝑄=𝐸𝑛 ∖ {̃︀1(𝑛)}. Тогда множество
всех функций от 𝑛 переменных, принимающих единичное значение на всех
наборах из множества 𝐸𝑛∖𝑄,— это множество 𝑇1(𝑛). Согласно лемме 5.1.6
следующие два утверждения эквивалентны.

1. Для любого 𝑘6𝑚 и для любых 𝑘 отличных от единичного наборов ̃︀𝛼1, . . .
. . ., ̃︀𝛼𝑘 длины 𝑛 существует функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , принимающая на
каждом из этих наборов нулевое значение.

2. Для любой функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) такой, что 𝑔 ∈ 𝑇1, выполняется соотно-
шение 𝑔 ∈ [𝑂𝑚]𝐹 .

Отсюда непосредственно следует утверждение леммы.

У т в е р ж д е н и е 5.3.5. R(𝑆, 𝑇1)—семейство всех инвариантных
классов 𝐹 ⊆𝑇1 таких, что 1∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑇1 ⊆ [𝑆]𝐹 . Тогда выполняется соотноше-
ние 1∈ [𝑆]𝐹 , откуда согласно лемме 2.2.3 следует, что либо 1∈𝐹 , либо 0∈𝐹 .
Поскольку 𝐹 ⊆ 𝑇1, то выполняется соотношение 1 ∈ 𝐹 , что и требовалось
доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть 1∈𝐹 . Заметим, что
тогда согласно лемме 1.3.5 выполняется равенство [𝑆]𝐹 = 𝑃2, поскольку 𝑆
является предполным классом. Отсюда следует требуемое утверждение.

У т в е р ж д е н и е 5.3.6. R(𝐿1, 𝑇1)—семейство всех инвариант-
ных классов 𝐹 ⊆ 𝑇1 таких, что для любого 𝑚 > 1 существует функ-
ция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐹 ранга 𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 3.2.2 и соотношения 𝐹 ⊆𝑇1 следуют
равенства [𝐿1]𝐹 =[𝐿]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 =[𝐿]𝐹 ∩𝑇1.

Пусть для любого 𝑚>1 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐹 ранга 𝑚.
Докажем, что [𝐿1]𝐹 = 𝑇1. Согласно утверждению 5.2.6 выполняется равен-
ство [𝐿]𝐹 = 𝑃2. Следовательно, [𝐿1]𝐹 = [𝑃2]𝐹 ∩ 𝑇1 = 𝑇1, что и требовалось
доказать.

Докажем утверждение в обратную сторону. Пусть [𝐿1]𝐹 = 𝑇1. Тог-
да [𝐿1]𝐹 = [𝐿]𝐹 ∩ 𝑇1 = 𝑇1, откуда следует, что 𝑇1 ⊆ [𝐿]𝐹 . Следовательно, со-
гласно лемме 5.1.8 для любого 𝑚> 1 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐹
ранга 𝑚, что и требовалось доказать.

У т в е р ж д е н и е 5.3.7. R(𝐿01, 𝑇1)—семейство всех инвариантных
классов 𝐹 ∈R(𝐿1, 𝑇1) таких, что {1}∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для любого 𝑚 > 1 существует функ-
ция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ 𝐹 ранга 𝑚 и {1} ∈ 𝐹 . Тогда согласно лемме 1.3.5 вы-
полняются равенства

[𝐿01]𝐹 = [𝐿01 ∪ {1}]𝐹 = [𝐿1]𝐹 .

Следовательно, согласно утверждению 5.3.6 верно равенство [𝐿01]𝐹 = 𝑇1,
что и требовалось доказать.
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Пусть [𝐿01]𝐹 = 𝑇1. Тогда 𝑇1 = [𝐿01]𝐹 ⊆ [𝐿1]𝐹 . Следовательно, выполня-
ется равенство [𝐿1]𝐹 = 𝑇1, откуда согласно лемме 5.3.6 следует, что для
любого 𝑚> 1 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐹 ранга 𝑚. Докажем, что
1∈𝐹 . Предположим, что 𝐹 ⊆𝑇0. Тогда [𝐿01]𝐹 ⊆𝑇0, что противоречит равен-
ству [𝐿01]𝐹 = 𝑇1. Следовательно, в 𝐹 найдется функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1,
такая, что 𝑔(0, . . ., 0)= 𝑔(1, . . ., 1)= 1. Поскольку 𝐹 —инвариантный класс,
то функция 𝑔′(𝑥) = 𝑔(𝑥, . . ., 𝑥) = 1 принадлежит 𝐹 . Тем самым утверждение
доказано.

У т в е р ж д е н и е 5.3.8. R(𝐾01, 𝑇1)—семейство всех инвариантных
классов 𝐹 ⊆𝑇1 таких, что выполняется соотношение {1}∪(D∩𝑇1)⊆𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть {1}∪(D∩𝑇1)⊆𝐹 . Заметим, что совершен-
ная конъюктивная нормальная форма произвольной функции из класса 𝑇1

является конъюнкцией функций из множества {1}∪(D∩𝑇1). Следовательно,
произвольная функция из множества 𝑇1 может быть выражена формулой
над типом (𝐹, 𝐾01). Следовательно, [𝐾01]𝐹 =𝑇1.

Пусть [𝐾01]𝐹 =𝑇1. Тогда любая функция из множества D∩𝑇1 принадле-
жит [𝐾01]𝐹 , откуда согласно лемме 5.1.9 следует, что D∩𝑇1⊆𝐹 . Аналогично
из леммы 5.1.10 следует, что 1∈𝐹 . Утверждение доказано.

Аналогично доказывается

У т в е р ж д е н и е 5.3.9. R(𝐾1, 𝑇1)—семейство всех инвариантных
классов 𝐹 ⊆𝑇1 таких, что выполняется соотношение D∩𝑇1⊆𝐹 .

Обозначим через K′ множество всех булевых функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
для которых выполнено равенство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = (𝑥𝜎1

1 &𝑥
𝜎2

2 & . . .&𝑥𝜎𝑛

𝑛 )∨ (𝑥1&𝑥2& . . .&𝑥𝑛),

где 𝜎1, . . ., 𝜎𝑛 ∈{0, 1}, 𝑛> 1.

У т в е р ж д е н и е 5.3.10. R(𝐷01, 𝑇1)—семейство всех инвариант-
ных классов 𝐹 ⊆𝑇1 таких, что выполняется соотношениеK

′⊆𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K′⊆𝐹 . Заметим, что совершенная дизъ-
юнктивная нормальная форма реализует функцию из класса 𝑇1 тогда и толь-
ко тогда, когда содержит конъюнкцию 𝑥1&𝑥2& . . .&𝑥𝑛. Таким образом, каж-
дая функция из 𝑇1 может быть представлена как дизъюнкция функций из
множества K′ и, следовательно, как формула над типом (𝐹, 𝐷01). Значит,
[𝐷01]𝐹 = 𝑇1.

Пусть [𝐷01]𝐹 = 𝑇1. Докажем, что K
′ ⊆ 𝐹 . Рассмотрим произвольную

функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈K
′, существенно зависящую от всех переменных,

𝑛 > 1. Заметим, что эта функция принимает единичное значение на еди-
ничном наборе и не более чем на одном отличном от единичного наборе.
Также она принимает нулевое значение на всех остальных наборах из 𝐸𝑛.
Рассмотрим некоторую формулу над типом (𝐹, 𝐷01), реализующую функ-
цию ℎ. Пусть эта формула имеет вид

𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∨ . . .∨ 𝑓𝑘(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

где 𝑓𝑖∈𝐹 , 𝑘>1. На всех наборах, на которых функция ℎ принимает нулевое
значение, функции 𝑓1, . . ., 𝑓𝑘 также принимают нулевое значение. На еди-
ничном наборе все эти функции принимают единичное значение, поскольку
𝐹 ⊆ 𝑇1. Если функция ℎ принимает единичное значение на некотором от-
личном от единичного наборе, то существует функция 𝑓𝑖, 16 𝑖6 𝑘, также
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принимающая на этом наборе единичное значение и соответственно равная
функции ℎ. Если ℎ принимает единичное значение только на единичном
наборе, то, очевидно, все функции ℎ, 𝑓1, . . ., 𝑓𝑘 попарно равны. Таким об-
разом, ℎ ∈ 𝐹 , т. е. класс 𝐹 содержит любую функцию из K′. Утверждение
доказано.

Аналогично доказывается

У т в е р ж д е н и е 5.3.11. R(𝐷1, 𝑇1)=R(𝐷01, 𝑇1).

Имеет место следующая теорема о полноте в классе 𝑇1.

Т е о р е м а 5.3.12. Выполняются следующие утверждения.

1. R(𝑂𝑚, 𝑇1), где 𝑚= 2, 3, . . .,∞,— семейство всех инвариантных клас-

сов 𝐹 ⊆ 𝑇1 таких, что для любого 𝑛 > 2, любого 𝑘 6 𝑚 и лю-

бых 𝑘 наборов длины 𝑛, отличных от единичного, существует функ-

ция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из класса 𝐹 , принимающая на каждом из этих на-

боров нулевое значение.

2. R(𝐿1, 𝑇1)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝑇1 таких, что

для любого 𝑚 > 1 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ 𝐹 ранга 𝑚.
R(𝐿01, 𝑇1)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ∈ R(𝐿1, 𝑇1),
таких, что {1} ∈ 𝐹 .

3. R(𝐾01, 𝑇1)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝑇1 таких,

что выполняется соотношение {1} ∪ (D ∩ 𝑇1)⊆ 𝐹 . R(𝐾1, 𝑇1)—семей-

ство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝑇1 таких, что выполняется

соотношение D∩ 𝑇1 ⊆ 𝐹 .

4. R(𝐷01, 𝑇1)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑇1 таких, что

выполняется соотношение K′ ⊆ 𝐹 . R(𝐷1, 𝑇1) =R(𝐷01, 𝑇1).

5. R(𝑈1, 𝑇1) = 𝑇1 ∖ {1}, R(𝑈01, 𝑇1) = 𝑇1.

6. СемействоR(𝑆𝑀, 𝑇1) равно пересечению семействR(𝑀, 𝑇1),R(𝑂2, 𝑇1)
и R(𝐼2, 𝑇1); семейства R(𝑀01, 𝑇1), R(𝑀𝐼𝑚

1 , 𝑇1), R(𝑀𝑂𝑚, 𝑇1)—пересече-

ниям семейства R(𝑀, 𝑇1) с семействами R(𝑇0, 𝑇1), R(𝐼𝑚, 𝑇1), R(𝑇0, 𝑇1)
соответственно; семейства R(𝑆01, 𝑇1), R(𝑂𝑚

0 , 𝑇1), R(𝑀𝑂𝑚
0 , 𝑇1)—пе-

ресечениям семейства R(𝑇01, 𝑇1) с семействами R(𝑆, 𝑇1), R(𝑂𝑚, 𝑇1),
R(𝑀𝑂𝑚, 𝑇1) соответственно. R(𝐼𝑚

1 , 𝑇1) = R(𝐼𝑚, 𝑇1), R(𝑀1, 𝑇1) =
=R(𝑀, 𝑇1), R(𝑇01, 𝑇1) =R(𝑇0, 𝑇1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы для пп. 1–4 следует из
утверждений 5.3.4, 5.3.6, 5.3.7, 5.3.8, 5.3.9, 5.3.10, 5.3.11. Утверждение тео-
ремы для п. 5 очевидно.

Докажем, что cемейство R(𝑀01, 𝑇1) равно пересечению семей-
ства R(𝑀, 𝑇1) с семейством R(𝑇0, 𝑇1). Согласно лемме 3.2.2 выполняет-
ся соотношение [𝑀01]𝐹 = [𝑀 ]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 ∩ [𝑇1]𝐹 . Следовательно, соотношение
[𝑀01]𝐹 = 𝑇1 выполняется тогда и только тогда, когда выполняются соотно-
шения 𝑇1⊆ [𝑀 ]𝐹 и 𝑇1⊆ [𝑇0]𝐹 , что и требовалось доказать. Аналогично дока-
зываются остальные равенства из п. 6. Теорема доказана.
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5.4. Полнота в классе 𝑆.
У т в е р ж д е н и е 5.4.1. R(𝑆01, 𝑆)—семейство всех инвариантных

классов 𝐹 ⊆𝑆 таких, что 𝑥∈𝐹 . R(𝑆𝑀, 𝑆)=R(𝑆01, 𝑆).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполняется соотношение [𝑆01]𝐹 = 𝑆.
Докажем, что 𝑥 ∈ 𝐹 . Рассмотрим функцию ℎ(𝑥1) = 𝑥1. Заметим, что выпол-
няется соотношение ℎ∈ [𝑆01]𝐹 , так как ℎ∈𝑆. Положим

̂︀𝐹 (1) = (𝑓1(𝑥1), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1)), 𝑙> 1,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Согласно теореме 2.1.1 частичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑆01. Рас-
смотрим набор ̃︀𝛼= (𝑓1(0), . . ., 𝑓𝑙(0)) ∈𝑅. Заметим, что выполняются равен-
ства 𝑟(̃︀𝛼) = ℎ(0) = 1. Следовательно, согласно утверждениям 2.2.8 и 2.2.20
набор ̃︀𝛼 не является нулевым. Значит, существует такое 𝑖, 16 𝑖6 𝑙, что
𝑓𝑖(0) = 1. Поскольку 𝑓𝑖 ∈ 𝑆, то очевидно, что 𝑓𝑖(𝑥1) = 𝑥1, что и требовалось
доказать.

Пусть выполняется соотношение [𝑆𝑀 ]𝐹 = 𝑆. Тогда выполняется соот-
ношение [𝑆01]𝐹 = 𝑆, поскольку 𝑆𝑀 ⊆ 𝑆01. Следовательно, как доказано ра-
нее, 𝑥∈ 𝐹 .

Пусть выполняется соотношение 𝑥∈𝐹 . Докажем, что [𝑆𝑀 ]𝐹 = 𝑆. Рас-
смотрим произвольную функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑆. Докажем, что ℎ∈ [𝑆𝑀 ]𝐹 .
Положим ̂︀𝐹 (𝑛) = (𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)), 𝑙> 𝑛,

𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙) = 𝑟𝐹 (ℎ)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑙),

𝑅=𝑅𝐹 (ℎ) = {̃︀𝛼̃︀𝛿 = (𝛼
̃︀𝛿
1 , . . ., 𝛼

̃︀𝛿
𝑙 ) = (𝑓1(̃︀𝛿), . . ., 𝑓𝑙(̃︀𝛿))|̃︀𝛿 ∈𝐸𝑛}.

Докажем, что частичная функция 𝑟 согласована с классом 𝑆𝑀 . Согласно
утверждению 2.2.22 функция 𝑟 согласована с классом 𝑆𝑀 тогда и толь-
ко тогда, когда она согласована с классами 𝑀 , 𝑂2 и 𝐼2. Значит, согласно
утверждениям 2.2.1, 2.2.4 и 2.2.5 достаточно доказать, что функция 𝑟 удо-
влетворяет следующим трем условиям.

1. Для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких, что ̃︀𝛼> ̃︀𝛽, выполняется неравенство
𝑟(̃︀𝛼)> 𝑟(̃︀𝛽).

2. Для любых двух наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких, что 𝑟(̃︀𝛼) = 𝑟(̃︀𝛽) = 0, найдется
такое 𝑗, 16 𝑗 6 𝑛, что 𝛼𝑗 = 𝛽𝑗 = 0.

3. Для любых двух наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈𝑅 таких, что 𝑟(̃︀𝛼) = 𝑟(̃︀𝛽) = 1, найдется
такое 𝑗, 16 𝑗 6 𝑛, что 𝛼𝑗 = 𝛽𝑗 = 1.

Докажем, что любые два набора из множества 𝑅 несравнимы. Пред-

положим противное. Пусть существуют такие наборы ̃︀𝛿1, ̃︀𝛿2 ∈ 𝐸𝑛, что вы-

полняется соотношение ̃︀𝛼̃︀𝛿1

> ̃︀𝛼̃︀𝛿2

. Тогда, очевидно, ̃︀𝛿1 > ̃︀𝛿2. Следовательно
существует такое 𝑖, 16 𝑖6𝑛, что ̃︀𝛿1𝑖 =1, ̃︀𝛿2𝑖 =0. Поскольку 𝑥𝑖∈𝐹 (𝑛), то суще-

ствует такое 𝑗, 𝑛+16𝑗6 𝑙, что ̃︀𝛼̃︀𝛿1

𝑗 =𝑓𝑗(̃︀𝛿1)=0 и ̃︀𝛼̃︀𝛿2

𝑗 =𝑓𝑗(̃︀𝛿2)=1. Следователь-

но, наборы ̃︀𝛼̃︀𝛿1

и ̃︀𝛼̃︀𝛿2

несравнимы. Получено противоречие. Значит, любые
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два набора из множества 𝑅 несравнимы, откуда следует, что выполняется
первое условие.

Рассмотрим наборы ̃︀𝛿1, ̃︀𝛿2 ∈ 𝐸𝑛 такие, что 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿1

) = 𝑟(̃︀𝛼̃︀𝛿2

) = 0. Отсюда

следует, что ℎ(̃︀𝛿1) = ℎ(̃︀𝛿2) = 0. Поскольку выполняется соотношение ℎ ∈ 𝑆,

то наборы ̃︀𝛿1 и ̃︀𝛿2 не являются противоположными. Отсюда следует, что

существует такое 𝑖, 16 𝑖6𝑛, что ̃︀𝛿1𝑖 = ̃︀𝛿2𝑖 . Если ̃︀𝛿1𝑖 = ̃︀𝛿2𝑖 =0, то наборы ̃︀𝛼̃︀𝛿1

, ̃︀𝛼̃︀𝛿2

имеют общую нулевую компоненту. Если ̃︀𝛿1𝑖 =̃︀𝛿2𝑖 =1, то, поскольку 𝑥𝑖∈𝐹 (𝑛),

существует такое 𝑗, 𝑛+16 𝑗 6 𝑙, что ̃︀𝛼̃︀𝛿1

𝑗 = ̃︀𝛼̃︀𝛿2

𝑗 = ̃︀𝛿1𝑖 =0, т. е. наборы ̃︀𝛼̃︀𝛿1

, ̃︀𝛼̃︀𝛿2

имеют общую нулевую компоненту. Таким образом, выполняется второе
условие.

Аналогично доказывается, что выполняется третье условие.
Таким образом, функция 𝑟 согласована с классом 𝑆𝑀 , откуда согласно

теореме 2.1.1 следует, что выполняется соотношение ℎ∈ [𝑆𝑀 ]𝐹 , что и тре-
бовалось доказать. Следовательно, из соотношения 𝑥∈𝐹 следует равенство
[𝑆𝑀 ]𝐹 = 𝑆, из которого в свою очередь следует равенство [𝑆01]𝐹 = 𝑆, пос-
кольку 𝑆𝑀 ⊆𝑆01. Утверждение доказано.

Пусть 𝑛 > 2. Обозначим через M𝑛 множество всех мономов ви-
да 𝑥𝑖1 . . .𝑥𝑖𝑘 таких, что 16 𝑖1<. . .< 𝑖𝑘 6𝑛, 𝑘>1.

Пусть 𝑀1 = 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝 , 𝑀2 = 𝑥𝑗1 . . . 𝑥𝑗𝑞 —мономы из множества M𝑛. Бу-
дем говорить что моном 𝑀1 является подмономом монома 𝑀2 (обозначение
𝑀1 ▷ 𝑀2), если {𝑖1, . . ., 𝑖𝑝} ⊂ {𝑗1, . . ., 𝑗𝑞} и 𝑝 < 𝑞. Пусть 𝑀 —моном, содер-
жащийся в M𝑛. Обозначим через 𝑠𝑢𝑏(𝑀) сумму всех подмономов моно-
ма 𝑀 , т. е.

𝑠𝑢𝑏(𝑀) =
⨁︁

𝑀 ′∈M𝑛:𝑀 ′▷𝑀

𝑀 ′.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—булева функция, 𝑛> 2. Пусть полином Жегалки-
на функции 𝑓 имеет вид𝑀1 + . . .+𝑀𝑟 + 𝑐, где 𝑟>1, 𝑐∈{0, 1},𝑀1, . . ., 𝑀𝑟 —
некоторые мономы положительного ранга. Пусть 𝑀 —моном, содержа-
щийся в M𝑛. Обозначим через 𝑣(𝑓,𝑀) количество всех таких мономов
в полиноме Жегалкина функции 𝑓 , что 𝑀 является их подмономом,
т. е. 𝑣(𝑓,𝑀) =

∑︀
𝑀 ′∈M𝑛:𝑀▷𝑀 ′

1.

У т в е р ж д е н и е 5.4.2. Пусть 𝑀 = 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝 —моном из множест-
ва M𝑛, 𝑛>2. Тогда выполняется соотношение

𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝 = 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝 + 𝑠𝑢𝑏(𝑀) + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно,

𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝 = (𝑥𝑖1 + 1) . . . (𝑥𝑖𝑝 + 1) =

= 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝 + (𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝−1 + . . .+ 𝑥𝑖2 . . . 𝑥𝑖𝑝 + . . .+ 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑝) + 1=

= 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝 + 𝑠𝑢𝑏(𝑀) + 1.

У т в е р ж д е н и е 5.4.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 3—булева функ-
ция, отличная от константы. Функция 𝑓 является самодвойственной
тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия: чис-
ло мономов положительного ранга в полиноме Жегалкина функции 𝑓
нечетно и для любого монома𝑀 ′∈M𝑛 число 𝑣(𝑓,𝑀 ′) четно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑀1 + . . .+𝑀𝑘 + 𝑐—полином Жегалки-
на функции 𝑓 , где 𝑘 > 1, 𝑀1, . . ., 𝑀𝑘 ∈M𝑛, 𝑐 ∈ {0, 1}. Функция 𝑓 явля-
ется самодвойственной тогда и только тогда, когда выполняется тождество
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Заметим, что согласно утверждению 5.4.2 вы-
полняется равенство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =𝑀1 + . . .+𝑀𝑘 +
∑︀

16𝑖6𝑘

𝑠𝑢𝑏(𝑀𝑖) +
∑︀

16𝑖6𝑘

1 + 1+ 𝑐.

Отсюда следует, что 𝑓 является самодвойственной тогда и только тогда,
когда выполняются следующие равенства:

⨁︀
16𝑖6𝑘

𝑠𝑢𝑏(𝑀𝑖)=0 и
⨁︀

16𝑖6𝑘

1+1=0.

Второе равенство эквивалентно нечетности 𝑘, т. е. нечетности числа моно-
мов положительного ранга в полиноме Жегалкина функции 𝑓 . Несложно
видеть, что выполняются соотношения⨁︁

16𝑖6𝑘

𝑠𝑢𝑏(𝑀𝑖) =
⨁︁
16𝑖6𝑘

⨁︁
𝑀 ′∈M𝑛:𝑀 ′▷𝑀𝑖

𝑀 ′ =
⨁︁
𝑀 ′∈M

𝑣(𝑓,𝑀 ′) ·𝑀 ′.

Выражение
⨁︀

𝑀 ′∈M
𝑣(𝑓,𝑀 ′) ·𝑀 ′ тождественно равно нулю тогда и только

тогда, когда для любого монома 𝑀 ∈M𝑛 число 𝑣(𝑓,𝑀) четно. Утвержде-
ние доказано.

У т в е р ж д е н и е 5.4.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑆, 𝑛> 3. Тогда ранг

функции 𝑓 не превосходит 𝑛−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Пусть в полиноме
Жегалкина функции 𝑓 содержится моном 𝑀1 ранга 𝑛, т. е. 𝑀1 = 𝑥1 . . . 𝑥𝑛.
Пусть 𝑀2 = 𝑥1 . . . 𝑥𝑛−1. Заметим, что 𝑀2 ▷𝑀1, причем, кроме монома 𝑀1, не
существует других таких мономов из M𝑛, что моном 𝑀2 является их подмо-
номом. Поэтому 𝑣(𝑓,𝑀2) = 1, откуда согласно утверждению 5.4.3 следует,
что 𝑓 ̸∈𝑆. Получено противоречие. Следовательно, предположение неверно
и ранг функции 𝑓 не превосходит 𝑛−1. Утверждение доказано.

Введем на множестве переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 порядок ≻ такой, что
𝑥𝑖≻𝑥𝑗, если 𝑖6 𝑗. Произвольный моном 𝑀 =𝑥𝑖1 . . .𝑥𝑖𝑝 , где 16 𝑖1<. . .<𝑖𝑝6𝑛
будем рассматривать как слово 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑝 в алфавите {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}
c порядком ≻. Данное определение порядка ≻ естественным образом
определяет лексикографический порядок на множестве M𝑛. Например,
𝑥1𝑥2𝑥3𝑥6≻𝑥1𝑥2𝑥4𝑥5. Будем говорить, что моном 𝑀1 больше монома 𝑀2, если
𝑀1≻𝑀2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑆, 𝑛> 2,—функция ранга 𝑘, 𝑘> 2. Наиболь-
ший относительно заданного порядка моном ранга 𝑘 из полинома Жегалкина
функции 𝑓 будем называть старшим мономом функции 𝑓 .

У т в е р ж д е н и е 5.4.5. Пусть 𝑛 > 3. Тогда существует функ-

ция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑆 ранга 𝑛−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) такую, что
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=

⨁︀
𝑀∈M𝑛:𝑀 ̸=𝑥1...𝑥𝑛

𝑀 . Пусть 𝑀 ′∈M𝑛. Докажем, что значение 𝑣(𝑓,𝑀 ′) четно.

Если 𝑀 ′=𝑥1 . . .𝑥𝑛, то очевидно, что 𝑣(𝑓,𝑀 ′)=0. Пусть 𝑀 ′ имеет ранг мень-
ше 𝑛. Не умаляя общности, будем считать, что 𝑀 ′ = 𝑥1 . . . 𝑥𝑘, 16 𝑘6 𝑛− 1.
Заметим, что мощность множества мономов из M𝑛 таких, что 𝑀 ′ являет-
ся их подмономом, равна количеству всевозможных непустых подмножеств
множества переменных {𝑥𝑘+1, . . ., 𝑥𝑛}. Следовательно, она равна 2𝑛−𝑘 − 1.
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Все такие мономы, кроме 𝑥1 . . .𝑥𝑛 содержатся в полиноме Жегалкина функ-
ции 𝑓 , откуда следует, что 𝑣(𝑓,𝑀 ′) = 2𝑛−𝑘 − 2. Поэтому согласно утверж-
дению 5.4.3 одна из функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝑥1 является са-
модвойственной и имеет ранг 𝑛−1.

Заметим, что существует 2𝑛−𝑘−1 мономов изM𝑛 таких, что𝑀 ′=𝑥1. . .𝑥𝑘

является их подмономом.

У т в е р ж д е н и е 5.4.6. Пусть 𝐹 —такой инвариантный
класс, что 𝐹 ⊆ 𝑆, и для любого 𝑚 > 2 существует функция
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚+1) ∈ 𝐹 ранга 𝑚. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛 > 3,— самодвой-
ственная функция ранга 𝑘, где 26 𝑘 < 𝑛. Тогда существуют такие
функции 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑔𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , 𝑚 > 1, что одна из функ-
ций 𝑓 +

⨁︀
16𝑖6𝑚

𝑔𝑖, 𝑓 +
⨁︀

16𝑖6𝑚

𝑔𝑖 + 𝑥1 является самодвойственной функцией

ранга не более 𝑘− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑀1, . . ., 𝑀𝑞, 𝑞 > 1,—мономы ранга 𝑘
из полинома Жегалкина функции 𝑓 , упорядоченные в лексикографиче-
ском пордяке так, что 𝑀1 ≻ . . . ≻𝑀𝑝, т. е. 𝑀1 —старший моном. Пусть
𝑀1 = 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑘 , где 16 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑘 6 𝑛. Рассмотрим моном 𝑀 ′ = 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑘−1

.
Заметим, что 𝑀 ′ ▷𝑀1. Значит, 𝑣(𝑓,𝑀

′)> 0. Поскольку согласно утвержде-
нию 5.4.3 число 𝑣(𝑓,𝑀 ′) делится на 2, то существует такое 𝑗, 26 𝑗6 𝑝, что
𝑀 ′▷𝑀𝑗. Поскольку𝑀1≻𝑀𝑗, то𝑀𝑗 имеет вид 𝑥𝑖1 . . .𝑥𝑖𝑘−1

𝑥𝑖𝑘+1 , где 𝑖𝑘<𝑖𝑘+16𝑛.
Согласно условию утверждения существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑘+1)∈𝐹 ран-
га 𝑘. Поскольку множество 𝐹 замкнуто относительно операций переимено-
вания переменных и введения несущественных переменных, то существу-
ет функция 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 ранга 𝑘, существенно зависящая только от
переменных 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑘 , 𝑥𝑖𝑘+1 , и такая, что ее полином Жегалкина содержит
моном𝑀1=𝑥𝑖1 . . .𝑥𝑖𝑘 . Заметим, что моном𝑀1 является ее старшим мономом.

Рассмотрим функцию ℎ1 = 𝑓 + 𝑔1+𝑥1. Поскольку полиномы Жегалкина
функций 𝑓 и 𝑔1 не содержат мономов ранга 𝑘, больших монома 𝑀1 и оба
полинома содержат моном 𝑀1, то все мономы ранга 𝑘 в полиноме Жегал-
кина функции ℎ1 строго меньше монома 𝑀1. Из соотношений 𝑓 ∈ 𝑆, 𝑔1 ∈ 𝑆
и 𝑥1+𝑥2+𝑥3∈𝑆 следует, что ℎ1∈𝑆. Если функция ℎ1 имеет ранг 𝑘, то анало-
гично существует такая функция 𝑔2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), что функция ℎ2=ℎ1+𝑔2+𝑥1

является самодвойственной, имеет ранг не более 𝑘 и ее мономы ранга 𝑘
меньше старшего монома функции ℎ1.

Продолжая данную процедуру, мы построим последовательность функ-
ций ℎ1, . . ., ℎ𝑚 и получим в результате такие функции 𝑔1, . . ., 𝑔𝑚 ∈ 𝐹 , 𝑚> 1
и функцию

ℎ𝑚 = 𝑓 + 𝑔1 + . . .+ 𝑔𝑚 + 𝑥1 + . . .+ 𝑥1⏟  ⏞  
𝑚

,

что функция ℎ𝑚 является самодвойственной и имеет ранг не более 𝑘 − 1.
Действительно, на каждом следующем шаге процедуры наибольший моном
ранга 𝑘 функциии ℎ𝑖, где 2 6 𝑖 6𝑚, будет меньше, чем наибольший мо-
ном ранга 𝑘 функции ℎ𝑖−1. Поскольку различных мономов ранга 𝑘 конеч-
ное число, то после некоторого шага процедуры у полученной в результате
функции ℎ𝑚 в полиноме Жегалкина не останется мономов ранга 𝑘. Оче-
видно, что в зависимости от четности 𝑚 выполнено либо ℎ𝑚 = 𝑓 +

⨁︀
16𝑖6𝑚

𝑔𝑖,
либо ℎ𝑚 = 𝑓 +

⨁︀
16𝑖6𝑚

𝑔𝑖 + 𝑥1. Утверждение доказано.
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Из утверждения 5.4.6 очевидно следует

С л е д с т в и е 5.4.7. Пусть 𝐹 —такой инвариантный класс, что

𝐹 ⊆ 𝑆, и для любого 𝑚 > 2 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚+1) ∈ 𝐹
ранга 𝑚. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛 > 3—самодвойственная функция ран-

га 𝑘, где 26 𝑘 < 𝑛. Тогда существуют такие функции 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . .

. . ., 𝑔𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , 𝑚 > 1, что одна из функций 𝑓 +
∑︀

16𝑖6𝑚

𝑔𝑖
и 𝑓 +

∑︀
16𝑖6𝑚

𝑔𝑖 + 𝑥1 принадлежит классу 𝑆𝐿.

У т в е р ж д е н и е 5.4.8. R(𝑆𝐿, 𝑆)—семейство всех инвариант-

ных классов 𝐹 ⊆ 𝑆 таких, что для любого 𝑚 > 2 существует функ-

ция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚+1)∈𝐹 ранга 𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть [𝑆𝐿]𝐹 = 𝑆. Докажем, что для любого
𝑚> 2 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚+1) ∈ 𝐹 ранга 𝑚. Пусть 𝑚> 2. Со-
гласно утверждению 5.4.5 существует функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚+1)∈𝑆 ранга 𝑚.
Поскольку 𝑓 ∈ [𝑆𝐿]𝐹 , то в 𝐹 существуют такие функции 𝑔1, . . ., 𝑔2𝑘+1, 𝑘> 0,
от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑚+1, что 𝑓 = 𝑔1 + . . .+ 𝑔2𝑘+1 + 𝑐, 𝑐 ∈ {0, 1}. Тогда по
крайней мере одна из функций 𝑔1, . . ., 𝑔2𝑘+1 имеет ранг 𝑚, что и требовалось
доказать.

Пусть для любого 𝑚> 2 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚+1) ∈ 𝐹 ран-
га 𝑚. Докажем, что [𝑆𝐿]𝐹 = 𝑆. Заметим, что любая самодвойственная
функции от одной или двух переменных имеет не более одной существен-
ной переменной, т. е. является функцией отрицания или селектором. Пос-
кольку 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑆𝐿, то 𝑆(1) ∪ 𝑆(2) ⊆ [𝑆𝐿]𝐹 . Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑆, 𝑛 > 3.
Докажем, что 𝑓 ∈ [𝑆𝐿]𝐹 . Согласно утверждению 5.4.7 существуют такие
функции 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑔𝑚(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , 𝑚> 1, что одна из функций
𝑓 +

∑︀
16𝑖6𝑚

𝑔𝑖 и 𝑓 +
∑︀

16𝑖6𝑚

𝑔𝑖 + 𝑥1 принадлежит классу 𝑆𝐿. Пусть, например,

ℎ = 𝑓 +
∑︀

16𝑖6𝑚

𝑔𝑖 ∈ 𝑆𝐿 (случай 𝑓 +
∑︀

16𝑖6𝑚

𝑔𝑖 + 𝑥1 ∈ 𝑆𝐿 рассматривается ана-

логично) и ℎ= 𝑥𝑖1 + . . .+ 𝑥𝑖2𝑟+1 + 𝑐, 16 𝑖1 < . . . < 𝑖2𝑟+1 6 𝑛, 𝑟 > 0, 𝑐 ∈ {0, 1}.
Заметим, что сумма четного числа самодвойственных функций не явля-
ется самодвойственной функцией, откуда следует, что 𝑚 четно. Тогда
𝑓 =

∑︀
16𝑖6𝑚

𝑔𝑖 + 𝑥𝑖1 + . . . + 𝑥𝑖2𝑟+1 + 𝑐, и в этой сумме нечетное число некон-

стантных слагаемых. Поэтому 𝑓 ∈ [𝑆𝐿]𝐹 . Значит, [𝑆𝐿]𝐹 = 𝑆. Утверждение
доказано.

У т в е р ж д е н и е 5.4.9. R(𝐿01, 𝑆)—семейство всех инвариантных

классов 𝐹 ∈R(𝑆𝐿, 𝑆) таких, что 𝑥∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть [𝐿01]𝐹 =𝑆. Тогда очевидно, что [𝑆𝐿]𝐹 =𝑆,
откуда следует, что 𝐹 ∈R(𝑆𝐿, 𝑆). Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥)=𝑥. Поскольку
𝑓(𝑥) ∈ 𝑆 и [𝐿01]𝐹 = 𝑆, то существуют такие функции 𝑔1(𝑥), . . ., 𝑔2𝑘+1(𝑥) ∈ 𝐹 ,
𝑘 > 0, что 𝑓(𝑥) = 𝑔1(𝑥) + . . .+ 𝑔2𝑘+1(𝑥). Для любого 𝑖, 16 𝑖6 2𝑘 + 1, либо
𝑔𝑖(𝑥)=𝑥, либо 𝑔𝑖(𝑥)=𝑥. Если 𝑔𝑖(𝑥)=𝑥 для любого 𝑖, 16 𝑖62𝑘+1, то 𝑓(𝑥)=𝑥,
откуда следует, что хотя бы одна из этих функций равна 𝑥. Значит, 𝑥 ∈ 𝐹 .
Следовательно, 𝐹 ∈R(𝑆𝐿, 𝑆) и 𝑥∈𝐹 , что и требовалось доказать.

Пусть 𝐹 ∈ R(𝑆𝐿, 𝑆) и 𝑥 ∈ 𝐹 . Докажем, что [𝐿01]𝐹 = 𝑆. Поскольку
𝐹 ∈ R(𝑆𝐿, 𝑆), то [𝑆𝐿]𝐹 = 𝑆. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑆, 𝑛 > 1. Докажем,
что ℎ ∈ [𝐿01]𝐹 . Из соотношения ℎ ∈ [𝑆𝐿]𝐹 следует, что существуют та-
кие функции 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑔2𝑘+1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , 𝑘 > 0, и 𝑐 ∈ {0, 1},
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что ℎ = 𝑔1 + . . . + 𝑔2𝑘+1 + 𝑐. Если 𝑐 = 0, то очевидно, что ℎ ∈ [𝐿01]𝐹 .
Пусть 𝑐=1. Положим 𝑔2𝑘+2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥1, 𝑔2𝑘+3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑥1. Поскольку
𝑔2𝑘+2, 𝑔2𝑘+3 ∈𝑆, то выполняется равенство ℎ= 𝑔1+ . . .+𝑔2𝑘+3, откуда следует,
что ℎ∈ [𝐿01]𝐹 . Утверждение доказано.

Следующее утверждение очевидно.

У т в е р ж д е н и е 5.4.10. R(𝑆𝑈, 𝑆)—семейство всех инвариантных

классов 𝐹 ⊆ 𝑆 таких, что для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑆, 𝑛 > 1,
выполнено хотя бы одно из соотношений 𝑓 ∈𝐹 или 𝑓 ∈𝐹 .R(𝑈01, 𝑆)={𝑆}.

Имеет место следующая теорема о полноте в классе 𝑆.

Т е о р е м а 5.4.11. Выполняются следующие утверждения.

1. R(𝑆01, 𝑆)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝑆 таких, что

𝑥∈ 𝐹 . R(𝑆𝑀, 𝑆) =R(𝑆01, 𝑆).

2. R(𝑆𝐿, 𝑆)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝑆 таких, что

для любого 𝑚> 2 существует функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚+1)∈ 𝐹 ранга 𝑚.

3. R(𝐿01, 𝑆)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ∈R(𝑆𝐿, 𝑆) та-
ких, что 𝑥 ∈ 𝐹 .

4. R(𝑆𝑈, 𝑆)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝑆 таких, что

для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑆, 𝑛>1, выполняется хотя бы одно

из соотношений 𝑓 ∈ 𝐹 или 𝑓 ∈ 𝐹 . 𝑅(𝑈01, 𝑆) = {𝑆}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы следует из утвержде-
ний 5.4.1, 5.4.8 и 5.4.9 и 5.4.10.

5.5. Полнота в классе 𝑀 .
У т в е р ж д е н и е 5.5.1. R(𝑀0, 𝑀)—семейство всех инвариант-

ных классов 𝐹 ⊆ 𝑀 таких, что 1 ∈ 𝐹 . R(𝑀1, 𝑀) = (R(𝑀0, 𝑀))*.
R(𝑀01, 𝑀)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑀 таких, что

0, 1∈𝐹 . R(𝑀𝐼𝑚, 𝑀)=R(𝑀0, 𝑀), R(𝑀𝑂𝑚, 𝑀)=R(𝑀1, 𝑀), R(𝑀𝑂𝑚
0 , 𝑀)=

=R(𝑀𝐼𝑚
1 , 𝑀)=R(𝑀01, 𝑀) для 𝑚∈{2, 3, . . .,∞}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение для класса𝑀0. Согласно
лемме 3.2.2 выполняется равенство [𝑀0]𝐹 = [𝑀 ]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 . Следовательно,
соотношение [𝑀0]𝐹 =𝑀 выполняется тогда и только тогда, когда𝑀⊆ [𝑇0]𝐹 .

Пусть𝑀⊆ [𝑇0]𝐹 . Тогда согласно лемме 2.2.10 выполняется хотя бы одно
из соотношений 1∈𝐹 и 𝑥∈𝐹 . Поскольку 𝐹 ⊆𝑀 , то получаем, что 1∈𝐹 .

Пусть 1∈𝐹 . Тогда согласно лемме 1.3.5 [𝑀0]𝐹 =[𝑀0∪{1}]𝐹 =[𝑀 ]𝐹 =𝑀 ,
что и требовалось доказать.

Для классов 𝑀1, 𝑀01 утверждение доказывается аналогично. Для клас-
сов 𝑀𝐼𝑚, 𝑀𝐼𝑚

1 , 𝑀𝑂𝑚, 𝑀𝑂𝑚
1 утверждение доказывается аналогично с ис-

пользованием леммы 5.1.5 и принципа двойственности.

У т в е р ж д е н и е 5.5.2. R(𝐾01, 𝑀)—семейство всех инвариант-

ных классов 𝐹 ⊆ 𝑀 таких, что 𝐷 ⊆ 𝐹 . R(𝐾0, 𝑀)—семейство всех

инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑀 таких, что 𝐷1 ⊆ 𝐹 . R(𝐾1, 𝑀)—семей-

ство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑀 таких, что 𝐷0⊆𝐹 . R(𝐾,𝑀)—
семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑀 таких, что 𝐷01 ⊆ 𝐹 .
R(𝐷01, 𝑀) = R(𝐾01, 𝑀)*, R(𝐷1, 𝑀) = R(𝐾0, 𝑀)*, R(𝐷0, 𝑀) = R(𝐾0, 𝑀)*,
R(𝐷,𝑀) =R(𝐾,𝑀)*.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение для класса 𝐾01. Пусть
𝐷⊆𝐹 . Заметим, что произвольная функция из класса 𝑀 может быть пред-
ставлена в виде конъюнкции функций из класса 𝐷, т. е. может быть выра-
жена формулой над типом (𝐹, 𝐾01). Следовательно, [𝐾01]𝐹 =𝑀 .

Пусть [𝐾01]𝐹 =𝑀 . Заметим, что тогда соотношение 𝐷⊆𝐹 выполняется
согласно леммам 5.1.9, 5.1.10 и 5.1.11.

Утверждение для классов 𝐾0, 𝐾1, 𝐾 доказывается аналогично. Утверж-
дение для классов 𝐷,𝐷0, 𝐷1, 𝐷01 следует из принципов двойственности.
Утверждение доказано.

У т в е р ж д е н и е 5.5.3. R(𝑆𝑀,𝑀)=R(𝑀01, 𝑀).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть [𝑆𝑀 ]𝐹 =𝑀 . Согласно лемме 3.2.2 вы-
полняется равенство [𝑆𝑀 ]𝐹 =[𝑀 ]𝐹 ∩[𝑂

2]𝐹 ∩[𝐼
2]𝐹 . Следовательно 𝑀 ⊆ [𝐼2]𝐹 ,

откуда согласно лемме 5.1.5 следует, что 1∈𝐹 . Из соображений двойствен-
ности также следует, что 0∈𝐹 . Следовательно, 𝐹 ⊆R(𝑆𝑀,𝑀).

Пусть 𝐹 ⊆R(𝑆𝑀,𝑀). Тогда согласно лемме 1.3.5 выполняются равен-
ства [𝑆𝑀 ]𝐹 =[𝑆𝑀∪{0, 1}]𝐹 =[𝑀 ]𝐹 =𝑀 . Утверждение доказано.

Доказательство следующего утверждения очевидно.

У т в е р ж д е н и е 5.5.4. R(𝑈01, 𝑀) = {𝑀}, R(𝑈0, 𝑀) = {𝑀1, 𝑀},
R(𝑈1, 𝑀)={𝑀0, 𝑀}, R(𝑀𝑈,𝑀)={𝑀01, 𝑀0, 𝑀1, 𝑀}.

Т е о р е м а 5.5.5. Выполняются следующие утверждения.

1. R(𝑀0, 𝑀)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑀 таких, что

1 ∈ 𝐹 . R(𝑀1, 𝑀) = (R(𝑀0, 𝑀))*. R(𝑀01, 𝑀)—семейство всех инвари-

антных классов 𝐹 ⊆𝑀 таких, что 0, 1∈ 𝐹 . R(𝑀𝐼𝑚, 𝑀) =R(𝑀0, 𝑀),
R(𝑀𝑂𝑚, 𝑀) =R(𝑀1, 𝑀), R(𝑀𝑂𝑚

0 , 𝑀) =R(𝑀𝐼𝑚
1 , 𝑀) =R(𝑀01, 𝑀) для

𝑚 ∈ {2, 3, . . .,∞}.

2. R(𝐾01, 𝑀)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑀 таких,

что 𝐷⊆𝐹 . R(𝐾0, 𝑀)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝑀
таких, что 𝐷1 ⊆ 𝐹 . R(𝐾1, 𝑀)—семейство всех инвариантных клас-

сов 𝐹 ⊆𝑀 таких, что 𝐷0 ⊆ 𝐹 . R(𝐾,𝑀)—семейство всех инвари-

антных классов 𝐹 ⊆𝑀 таких, что 𝐷01 ⊆ 𝐹 . R(𝐷01, 𝑀) =R(𝐾01, 𝑀)*,
R(𝐷1, 𝑀) =R(𝐾0, 𝑀)*, R(𝐷0, 𝑀) =R(𝐾0, 𝑀)*, R(𝐷,𝑀) =R(𝐾,𝑀)*.

3. R(𝑆𝑀,𝑀) =R(𝑀01, 𝑀).

4. R(𝑈01, 𝑀)={𝑀},R(𝑈0, 𝑀)={𝑀1, 𝑀},R(𝑈1, 𝑀)={𝑀0, 𝑀},R(𝑀𝑈,𝑀)=
= {𝑀01, 𝑀0, 𝑀1, 𝑀}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы следует из утвержде-
ний 5.5.1, 5.5.2, 5.5.3 и 5.5.4.

5.6. Полнота в классе 𝐿.

У т в е р ж д е н и е 5.6.1. R(𝐿0, 𝐿)—семейство всех инвариант-

ных классов 𝐹 ⊆ 𝐿 таких, что 1 ∈ 𝐹 или 𝑥 ∈ 𝐹 . R(𝐿1, 𝐿) = (R(𝐿0, 𝐿))
*.

R(𝐿01, 𝐿)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝐿 таких, что

0, 1∈𝐹 или 𝑥∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение для класса 𝐿0. Пусть
[𝐿0]𝐹 =𝐿. Согласно лемме 3.2.2 выполняется равенство [𝐿0]𝐹 =[𝐿]𝐹 ∩ [𝑇0]𝐹 .
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Следовательно, 𝐿⊆ [𝑇0]𝐹 , откуда согласно лемме 2.2.10 следует, что 1 ∈ 𝐹
или 𝑥∈ 𝐹 .

Пусть 1∈𝐹 или 𝑥∈𝐹 . Тогда равенство [𝐿0]𝐹 =𝐿 очевидно.
Утверждение для класса 𝐿1 следует из принципа двойственности, а для

класса 𝐿01 доказывается аналогично.

У т в е р ж д е н и е 5.6.2. R(𝑆𝐿, 𝐿)—семейство всех инвариантных

классов 𝐹 ⊆𝐿 таких, что 0∈𝐹 или 1∈𝐹 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть [𝑆𝐿]𝐹 =𝐿. Согласно лемме 3.2.2 выпол-
няется равенство [𝑆𝐿]𝐹 =[𝐿]𝐹∩[𝑆]𝐹 . Следовательно 𝐿⊆ [𝑆]𝐹 , откуда соглас-
но лемме 2.2.3 следует, что 0∈𝐹 или 1∈𝐹 .

Пусть 0∈𝐹 или 1∈𝐹 . Тогда равенство [𝑆𝐿]𝐹 =𝐿 очевидно. Утвержде-
ние доказано.

Следующее утверждение очевидно.

У т в е р ж д е н и е 5.6.3. R(𝑆𝑈, 𝐿)—семейство всех инвариант-

ных классов 𝐹 ⊆𝐿, удовлетворяющих следующему условию: для любой

функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐿, 𝑛 > 1, выполняется хотя бы одно из соот-

ношений 𝑓 ∈ 𝐹 и 𝑓 ∈ 𝐹 . R(𝑈, 𝐿)—семейство всех инвариантных клас-

сов 𝐹 ⊆ 𝐿, удовлетворяющих следующему условию: для любой функ-

ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2, 𝑛> 1, отличной от 0 и 1, выполняется хотя бы

одно из соотношений 𝑓 ∈ 𝐹 и 𝑓 ∈ 𝐹 . R(𝑈01, 𝐿) = R(𝑈1, 𝐿) = R(𝑈0, 𝐿) =
=R(𝑀𝑈, 𝐿) = {𝐿}.

Т е о р е м а 5.6.4. Выполняются следующие утверждения.

1. R(𝐿0, 𝐿)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝐿 таких, что

1 ∈ 𝐹 или 𝑥 ∈ 𝐹 . R(𝐿1, 𝐿) = (R(𝐿0, 𝐿))
*. 𝑅(𝐿01, 𝐿)—семейство всех ин-

вариантных классов 𝐹 ⊆𝐿 таких, что 0, 1∈ 𝐹 или 𝑥 ∈ 𝐹 .

2. R(𝑆𝐿, 𝐿)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝐿 таких, что

0∈ 𝐹 или 1 ∈ 𝐹 .

3. R(𝑆𝑈, 𝐿)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆𝐿, удовлетво-
ряющих следующему условию: для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐿,

𝑛 > 1, выполняется хотя бы одно из соотношений 𝑓 ∈ 𝐹 и 𝑓 ∈ 𝐹 .
R(𝑈, 𝐿)—семейство всех инвариантных классов 𝐹 ⊆ 𝐿, удовлетво-
ряющих следующему условию: для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2,

𝑛>1, отличной от 0 и 1, выполняется хотя бы одно из соотношений

𝑓 ∈ 𝐹 и 𝑓 ∈ 𝐹 . R(𝑈01, 𝐿) =R(𝑈1, 𝐿) =R(𝑈0, 𝐿) =R(𝑀𝑈, 𝐿) = {𝐿}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение теоремы следует из утвержде-
ний 5.6.1, 5.6.2 и 5.6.3.
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