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В.А. Балашов1, Е.Б. Савенков1. Î ÷èñëåííîì àëãîðèòìå äëÿ ðàñ÷åòà äâó-
ìåðíûõ äâóõôàçíûõ òå÷åíèé ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ñìà÷èâàíèÿ íà îñíîâå êâàçè-
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè

Аннотация. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðàñ÷å-
òà äâóìåðíûõ äâóõôàçíûõ èçîòåðìè÷åñêèõ âÿçêèõ òå÷åíèé ñ ïîâåðõíîñòíûìè
ýôôåêòàìè è íåòðèâèàëüíûì óãëîì ñìà÷èâàíèÿ íà ãðàíèöå ñ òâåðäîé ñòåí-
êîé â îáëàñòÿõ ñ âîêñåëüíîé ãåîìåòðèåé. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè èñïîëüçîâàíà êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�
Ñòîêñà�Êàíà�Õèëëàðäà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðàñòåêàíèÿ êàïëè
íà ïîäëîæêå. Çàòðîíóòû âîïðîñû èíòåðïðåòàöèè âîêñåëüíîé ãåîìåòðèè. Ïî-
êàçàíî, ÷òî äâà ñïîñîáà åå èíòåðïðåòàöèè � êàê òî÷íîé è êàê àïïðîêñèìàöèè
íåêîòîðîé (íåèçâåñòíîé) ¾ãëàäêîé¿ ãåîìåòðèè, ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåí-
íî ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ключевые слова: óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà-Êàíà-Õèëëàðäà, êâàçèãèäðîäè-
íàìè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, ìíîãîôàçíûå òå÷åíèÿ, äèôôóçíàÿ ãðàíèöà

V.A. Balashov, E.B. Savenkov. About numerical algorithm for simulation of two-
dimensional two-phase �ows with wetting e�ect based on quasi-hydrodynamic
regularization

Abstract. The paper is devoted to the development of numerical algorithm
for simulation of two-dimensional two-phase two-component viscous �ows with
surface e�ects and non-trivial contact angle at the boundary of solid wall in
domains with voxel geometry. Quasi-hydrodynamic regularization of Navier�Sto-
kes�Cahn�Hilliard equations is used. Simulation results for drop spreading over
solid surface are presented. Issues of interpretation of are discussed. It is demon-
strated that two ways of voxel geometry interpretation � as exact and as an
approximation of some (unknown) ¾smooth¿ geometry, can lead to essentially
di�erent simulation results.

Key words and phrases: Navier�Stokes�Cahn�Hilliard equations, quasi-hyd-
rodynamic regularization, multiphase �ows, di�use interface
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1 Введение

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ
ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíûõ äâóõôàçíûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ èçîòåð-
ìè÷åñêèõ òå÷åíèé ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ è óãëà ñìà÷èâàíèÿ, îò-
ëè÷íîãî îò 90∘, â îáëàñòÿõ, èìåþùèõ ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ. Â îñíîâå ÷èñëåí-
íîãî àëãîðèòìà ëåæèò ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà�Êàíà�Õèëëàðäà, ê
êîòîðîé ïðèìåíåíà êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ [1�3]. Ñóòü ýòîé
ðåãóëÿðèçàöèè ñîñòîèò â ôèçè÷åñêè ìîòèâèðîâàííîì äîáàâëåíèè äèññèïà-
òèâíûõ ñëàãàåìûõ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ìàëîìó ïàðàìåòðó 𝜏 > 0, èìåþùåìó
ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ÿâíûå
ñèììåòðè÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû, ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå â ðåàëèçàöèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ãåîìåòðèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè èìååò
¾âîêñåëüíîå¿ ïðåäñòàâëåíèå (â ðàññìàòðèâàåìîì äâóìåðíîì ñëó÷àå � ¾ïèê-
ñåëüíîå¿): ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàåòñÿ äåêàðòîâîé ðàâíîìåðíîé ñåòêîé,
è êàæäîé ÿ÷åéêå ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
åñòü ëè ìàòåðèàë â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå èëè íåò. Åñëè â ÿ÷åéêå âîçìîæíî
òå÷åíèå æèäêîñòè, òî áóäåì åå íàçûâàòü активной, åñëè íåò � неактивной.

Âûáîð ¾âîêñåëüíîãî¿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî âî ìíîãèõ ïðàê-
òè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèÿìè ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ
ìàòåðèàëîâ, ãåîìåòðèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâà-
íà òî÷íî è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà ìàòåðèàëà. Íà-
ïðèìåð, ýòî èìååò ìåñòî â ðàìêàõ òåõíîëîãèè ¾öèôðîâîé êåðí¿, íàáèðàþ-
ùåé âñå áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðè ïðîâåäåíèè ãåîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðèè ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà íåêîòîðîãî îáðàçöà ãîð-
íîé ïîðîäû (êåðíà) èñïîëüçóþò êîìïüþòåðíóþ ìèêðîòîìîãðàôèþ (𝜇CT). Åå
ðåçóëüòàòû îáðàáàòûâàþò ñïåöèàëüíûìè àëãîðèòìàìè ñåãìåíòàöèè è ïîëó-
÷àþò áèíàðíîå ¾âîêñåëüíîå¿ ïðåäñòàâëåíèå ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå
èñïîëüçóþò, íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè â
íåì ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè.

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ [3�5] áûëà ïîñòðîåíà ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû â ïðåäïîëîæåíèè î ôèêñèðî-
âàííîì óãëå ñìà÷èâàíèÿ, èìåþùåì ¾íåéòðàëüíîå¿ çíà÷åíèå 𝜃 = 90∘. Äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ äâóõôàçíûõ òå÷åíèé ýòîãî, êàê ïðàâèëî, íåäîñòàòî÷-
íî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â àëãîðèòìàõ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçî-
âàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óãëó ñìà÷èâàíèÿ 0∘ < 𝜃 < 180∘.

Ïîêàçàíî, ÷òî äâà ñïîñîáà èíòåðïðåòàöèè âîêñåëüíîé ãåîìåòðèè � êàê
òî÷íîé (ñëó÷àé 1) è êàê àïïðîêñèìàöèè íåêîòîðîé (íåèçâåñòíîé) ¾ãëàäêîé¿
ãåîìåòðèè (ñëó÷àé 2), ìîãóò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì ðåçóëüòà-
òàì ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû îáà ñëó÷àÿ, ïðè÷åì àëãîðèòì äëÿ
ñëó÷àÿ 2 ïîñòðîåí êàê ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ 1.
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2 Система квазигидродинамических уравнений

двухкомпонентной изотермической смеси

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1�3] êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ (ÊÃèÄ) ñèñòåìà óðàâíå-
íèé èçîòåðìè÷åñêîé äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýô-
ôåêòîâ è áåç ó÷åòà âíåøíåé ñèëû èìååò âèä:

𝜕𝑡𝜌 + div 𝑗𝑚 = 0, (2.1)

𝜕𝑡(𝜌𝑢) + div(𝑗𝑚 ⊗ 𝑢) + ∇𝑝 = divΠ, (2.2)

𝜕𝑡(𝜌𝐶) + div(𝑗𝑚𝐶) = div
(︀
𝑀∇𝜇

)︀
, (2.3)

ãäå 𝜌 > 0, 𝑢, 0 < 𝐶 < 1 � ïîëíàÿ ïëîòíîñòü (ïëîòíîñòü ñìåñè) è ñêîðîñòü
æèäêîñòè; 𝐶 � ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ îäíîãî èç êîìïîíåíòîâ æèäêîñòè:
𝐶 = 𝐶1, 𝐶2 = 1 − 𝐶1, 𝐶𝑖 = 𝜌𝑖/𝜌, 𝜌𝑖 � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü 𝑖-ãî êîìïîíåíòà,
𝑖 = 1, 2 � íîìåð êîìïîíåíòà. Óêàçàííûå ïàðàìåòðû çàâèñÿò îò (𝑥, 𝑡), à 𝑥 =
(𝑥, 𝑦) = (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω̄ è Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé 𝜕Ω, 𝑡 > 0. Çäåñü è íèæå äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà áåðåòñÿ ïî åãî ïåðâîìó
èíäåêñó, ñèìâîë ⊗ îçíà÷àåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãåëüìãîëüöà èìååò âèä [6, 7]:

Ψ(𝜌, 𝐶,∇𝐶) = Ψ0(𝜌, 𝐶) +
𝜆1

2
|∇𝐶|2,

Ψ0(𝜌, 𝐶) = 𝐶Ψ(1)(𝜌) + (1 − 𝐶)Ψ(2)(𝜌) + Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶), Ψ(𝑖)(𝜌) = 𝑐2𝑠𝑖 ln
𝜌

𝜌𝑖
,

Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶) = 𝐴𝜓𝐶
2(1 − 𝐶)2,

ãäå 𝑐𝑠𝑖 > 0 � ñêîðîñòü çâóêà â êîìïîíåíòå ñ íîìåðîì 𝑖, 𝜌𝑖 = const > 0, 𝑖 = 1, 2.
Çäåñü Ψ(1), Ψ(2) � ñâîáîäíûå ýíåðãèè êîìïîíåíòîâ, Ψ𝑠𝑒𝑝 � ¾ðàçäåëÿþùàÿ¿
ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, à 𝜆1 > 0 è 𝐴𝜓 > 0 � ïàðàìåòðû. Ïðè ýòîì äàâëåíèå
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé 𝑝(𝜌, 𝐶) = 𝜌2Ψ′

0𝜌(𝜌, 𝐶) =
(︀
𝑐2𝑠1𝐶 + 𝑐2𝑠2(1 − 𝐶)

)︀
𝜌. Çäåñü è

íèæå (·)′𝜌 = 𝜕/𝜕𝜌 è (·)′𝐶 = 𝜕/𝜕𝐶.
Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñìåñü äâóõ æèäêîñòåé ñ îäèíàêîâûìè

óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ. Òîãäà Ψ(1) = Ψ(2), 𝑐𝑠1 = 𝑐𝑠2 = 𝑐𝑠, 𝑝 = 𝑐2𝑠𝜌.
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ïîòîê ìàññû 𝑗𝑚 çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

𝑗𝑚 = 𝜌(𝑢−𝑤), 𝑤 =
𝜏

𝜌

[︀
𝜌(𝑢 · ∇)u + ∇𝑝 + divQ

]︀
.

Çäåñü 𝑤 � ðåãóëÿðèçóþùàÿ ñêîðîñòü, íàëè÷èå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî-
ñòüþ ÊÃèÄ ðåãóëÿðèçàöèè, à 𝜏 > 0 � ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð, èìåþùèé
ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Ñëàãàåìûå, èìåþùèå ïîðÿäîê 𝑂(𝜏), ìîãóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ôèçè÷åñêè ìîòèâèðîâàííûå ðåãóëÿðèçàòîðû, îáåñïå÷èâàþùèå
óñòîé÷èâîñòü ÿâíûõ öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé óðàâíåíèé.
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Òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé èìååò âèä

Π = Π𝑁𝑆 −Q + Π𝜏 , (2.4)

ãäå Π𝑁𝑆 � òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, Q � òåíçîð êàïèëëÿð-
íûõ íàïðÿæåíèé, Π𝜏 � ðåãóëÿðèçóþùèé òåíçîð:

Π𝑁𝑆 = 2𝜂D(u) +
(︀
𝜁 − 2

3𝜂)(divu)I, D(u) := 1
2(∇u + ∇u𝑇 ),

Q = 𝜆1𝜌∇𝐶 ⊗∇𝐶, Π𝜏 = 𝜌𝑢⊗𝑤. (2.5)

Çäåñü ∇𝑢 = {𝜕𝑖𝑢𝑗}2𝑖,𝑗=1, 𝜂 > 0 è 𝜁 > 0 � êîýôôèöèåíòû äèíàìè÷åñêîé è
îáúåìíîé âÿçêîñòè ñîîòâåòñòâåííî, à I � åäèíè÷íûé òåíçîð. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ïîëîæèì 𝜁 = 0.

Â (2.3) ïàðàìåòð 𝑀(𝐶) > 0 íàçûâàþò ïîäâèæíîñòüþ, à îáîáùåííûé õè-
ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

𝜇(𝜌, 𝐶) = Ψ′
0𝐶(𝜌, 𝐶) − 𝜆1

𝜌
div(𝜌∇𝐶). (2.6)

Ïðè 𝜏 = 0 èìååì 𝑤 = 0, è ýòà ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñèñòåìó óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà�Êàíà�Õèëëàðäà âÿçêîé ñæèìàåìîé èçîòåðìè÷åñêîé äâóõêîì-
ïîíåíòíîé ñìåñè.

Ñèñòåìó (2.1) � (2.3) äîïîëíèì íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝜌|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥), 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝐶|𝑡=0 = 𝐶0(𝑥). (2.7)

3 Межфазное натяжение

Â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé ìîäåëè Íàâüå�Ñòîêñà�Êàíà�Õèëëàðäà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà èìååò ìàëóþ êîíå÷íóþ òîëùèíó, òî åñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé ïîâåðõíîñòíûé ñëîé, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò
¾ðåçêîå¿, íî íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ (íàïðèìåð ïëîòíîñòè è/èëè êîí-
öåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ) îò çíà÷åíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ îäíîé ôàçû, ê çíà-
÷åíèÿì, õàðàêòåðíûì äëÿ äðóãîé. Êðàòêî îïèøåì ìåõàíè÷åñêóþ (ãèäðîñòà-
òè÷åñêóþ) òî÷êó çðåíèÿ íà îïðåäåëåíèå ìåæôàçíîãî (ïîâåðõíîñòíîãî) íàòÿ-
æåíèÿ ìåæäó äâóìÿ æèäêèìè ôàçàìè ñîãëàñíî ðàáîòàì [8�14], [15, ñòð. 66].
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ îäíîðîäíûõ (ïî÷òè) íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé
(ôàç), íàõîäÿùèõñÿ â ãèäðîñòàòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè (à çíà÷èò, â ñîñòîÿíèè
ïîêîÿ) è ðàçäåëåííûõ ïëîñêèì ìåæôàçíûì ñëîåì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì îñè
𝑂𝑥. Ïóñòü P = −𝑝I + Π � òåíçîð íàïðÿæåíèé. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåò-
ðèè ÿñíî, ÷òî âåêòîð P · 𝑛𝑥 ïåðïåíäèêóëÿðåí ëþáîé ïëîùàäêå ñ íîðìàëüþ
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𝑛𝑥 = (1, 0, 0). Ïîýòîìó 𝑃𝑧𝑥 = 𝑃𝑦𝑥 = 0. Ïîñêîëüêó òåíçîð íàïðÿæåíèé ñèì-
ìåòðè÷åí, èìååì 𝑃𝑥𝑧 = 𝑃𝑥𝑦 = 0, à òàêæå 𝑃𝑧𝑦 = 𝑃𝑦𝑧 = 0, à 𝑃𝑦𝑦 = 𝑃𝑧𝑧 (â òîì
÷èñëå â ìåæôàçíîì ñëîå). Òàêèì îáðàçîì, èç (2.4) è (2.5) èìååì

P =

⎡⎣𝑃𝑛 0 0
0 𝑃𝑡 0
0 0 𝑃𝑡

⎤⎦ , 𝑃𝑛 = −𝑝− 𝜆1𝜌(𝜕𝑥𝐶)2, 𝑃𝑡 = −𝑝. (3.8)

Çäåñü 𝑃𝑛 = 𝑃𝑥𝑥, 𝑃𝑡 = 𝑃𝑦𝑦 = 𝑃𝑧𝑧 � íîðìàëüíîå è òàíãåíöèàëüíîå ê ìåæôàçíîé
ãðàíèöå íàïðÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ãèäðîñòàòè÷å-
ñêîì ðàâíîâåñèè íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå ïîñòîÿííî 𝑃𝑛 = const, à çíà÷èò,

𝑝 = −𝑃𝑛 − 𝜆1𝜌(𝜕𝑥𝐶)2.

Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå 𝜕𝑥𝐶 â ìåæôàçíîì ñëîå êîìïåíñèðóåòñÿ óìåíü-
øåíèåì 𝑝, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ 𝑃𝑡. Ïîýòîìó â ïî-
âåðõíîñòíîì ñëîå äåéñòâóåò èçáûòî÷íîå òàíãåíöèàëüíîå íàïðÿæåíèå, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Áåêêåðà [8�17]:

𝜎 =

+∞∫︁
−∞

(𝑃𝑡 − 𝑃𝑛) 𝑑𝑥, (3.9)

êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ çà ìåõàíè÷åñêîå определение ïîâåðõíîñòíîãî (ìåæôàç-
íîãî) íàòÿæåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (3.8), èç (3.9) ïîëó÷àåì

𝜎 =

+∞∫︁
−∞

𝜆1𝜌

(︂
𝑑𝐶

𝑑𝑥

)︂2

𝑑𝑥. (3.10)

Çàìåòèì, ÷òî ýòè æå ðàññóæäåíèÿ èñïîëüçîâàíû â [18] äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ìåæôàçíîãî íàòÿæåíèÿ â àíàëîãè÷íîé ìîäåëè äâóõôàçíîé ãèäðîäèíàìèêè.

Ñ òåðìîäèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé èçáûòî÷íóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ â ïîâåðõíîñò-
íîì ñëîå [14,16,19,20]:

𝜎 =

∞∫︁
−∞

{︃
Ψ +

𝜆1

2

(︂
𝑑𝐶

𝑑𝑥

)︂2

− 𝐶Ψ(1) − (1 − 𝐶)Ψ(2)

}︃
𝜌 𝑑𝑥 =

=

∞∫︁
−∞

{︃
Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶) +

𝜆1

2

(︂
𝑑𝐶

𝑑𝑥

)︂2
}︃
𝜌 𝑑𝑥.
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C

x
0

1

0.5

Ðèñ. 1. Îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè (3.14) äëÿ íåêîòîðîãî 𝛽.

Ïóñòü òåïåðü ïëîòíîñòü 𝜌 ïîñòîÿííà. Ïîñêîëüêó â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïîë-
íàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, òî çàäà÷ó îïðåäå-
ëåíèÿ 𝐶(𝑥) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå
ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà 𝜎, çàâèñÿùåãî îò 𝐶(𝑥). Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöå-
äóðå [21], çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ýéëåðà:

𝜆1
𝑑2𝐶

𝑑𝑥2
=

𝑑Ψ𝑠𝑒𝑝

𝑑𝐶
. (3.11)

Ê ýòîìó æå óðàâíåíèþ ìîæíî ïðèéòè, çàìåòèâ, ÷òî â ðàâíîâåñèè äëÿ õè-
ìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñïðàâåäëèâî 𝜇 = 0. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.11)
ÿâíî îò 𝑥 íå çàâèñèò, óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé 𝑞(𝐶) = 𝑑𝐶/𝑑𝑥. Òîãäà
𝑑2𝐶/𝑑𝑥2 = 𝑞′𝑞 = (𝑞2)′/2 è

𝜆1

2
(𝑞2)′ =

𝑑Ψ𝑠𝑒𝑝

𝑑𝐶
,

ãäå 𝑞′ ≡ 𝑑𝑞/𝑑𝐶. Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïî 𝐶 îò 0 äî 1:

𝜆1

2

(︂
𝑑𝐶

𝑑𝑥

)︂2

= Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶). (3.12)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 𝑑𝐶/𝑑𝑥|𝐶=0 = 𝑑𝐶/𝑑𝑥|𝐶=1 = 0 è Ψ𝑠𝑒𝑝(0) = Ψ𝑠𝑒𝑝(1) = 0.
Ïîýòîìó äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïîëó÷àåì

𝜎 = 𝜌

∞∫︁
−∞

𝜆1

(︂
𝑑𝐶

𝑑𝑥

)︂2

𝑑𝑥 =
𝜌𝜆1𝛽

6
= 𝜌

√︂
𝐴𝜓𝜆1

18
, 𝛽 =

√︂
2𝐴𝜓

𝜆1
. (3.13)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ (3.10).
Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû 𝐶(𝑥0) = 1/2. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òðåáî-

âàíèþ íà ïîëîæåíèå условной ìåæôàçíîé ãðàíèöû â òî÷êå 𝑥 = 𝑥0. Òàêèì
îáðàçîì, èíòåãðèðóÿ (3.12), èìååì:

𝐶(𝑥) =
1

2
+

1

2
th

𝛽(𝑥− 𝑥0)

2
. (3.14)

7



Ãðàôèê 𝐶(𝑥) äëÿ íåêîòîðîãî 𝛽 è 𝑥0 = 0 ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 1. Îïðå-
äåëèì ìåæôàçíûé ñëîé êàê îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà {𝑥 : 𝜀𝑐 6 𝐶 6 1 − 𝜀𝑐}.
Òîãäà äëÿ òîëùèíû ìåæôàçíîãî ñëîÿ 𝜀 ñïðàâåäëèâî

𝜀 =
2

𝛽
ln

1 − 𝜀𝑐
𝜀𝑐

=

√︃
2𝜆1

𝐴𝜓
ln

1 − 𝜀𝑐
𝜀𝑐

.

Åñëè 𝜀𝑐 = 0.05, òî 𝜀 ≈ 4.164
√︀

𝜆1/𝐴𝜓.

4 Граничные условия смачивания

Äëÿ çàäàíèÿ óãëà ñìà÷èâàíèÿ â ðàìêàõ ìîäåëåé äèôôóçíîé ãðàíèöû
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê âûáîðó (èëè ðåàëèçàöèè) ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé. Ýòî ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà
êëàññà: ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû çàäàíèÿ çíà÷å-
íèÿ óãëà ñìà÷èâàíèÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ñêîðåå êàê òåõíè÷åñêèå ïðèåìû
(ðåàëèçàöèþ) â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò çàäàòü êîíêðåòíîå çíà÷åíèå
êîíòàêòíîãî óãëà, íå ó÷èòûâàÿ êàêèå-ëèáî ôèçè÷åñêèå ìåõàíèçìû, îáåñïå÷è-
âàþùèå åãî ðàâåíñòâî çàäàííîìó çíà÷åíèþ [22�24]. Ôèçè÷åñêèå ìåòîäû ó÷å-
òà ñìà÷èâàíèÿ îñíîâàíû íà ââåäåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïîâåðõíîñòè [25�31].
Èìåííî òàêîé ïîäõîä â íàñòîÿùåé ðàáîòå è èñïîëüçóåòñÿ. Ïðè ýòîì ìû áóäåì
ñëåäîâàòü ðàáîòàì [25,26].

Ðàññìîòðèì äâóõôàçíóþ ñèñòåìó â îáëàñòè Ω, ãðàíèöà êîòîðîé 𝜕Ω ñîîò-
âåòñòâóåò òâåðäîé ñòåíêå, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðàíèöó íåêî-
òîðîé òâåðäîé ôàçû, îáúåìëþùåé îáëàñòü òå÷åíèÿ. Äàëåå îáëàñòü ïðîñòðàí-
ñòâà, ãäå 𝐶 ≈ 1, áóäåì íàçûâàòü ¾êðàñíîé¿ ôàçîé (æèäêîñòüþ), à îáëàñòü ñ
𝐶 ≈ 0 � ¾ñèíåé¿. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà ôàç îáëàäàåò
îïðåäåëåííîé ñâîáîäíîé ýíåðãèåé [27], ìû ìîæåì ââåñòè ïîâåðõíîñòíóþ ïëîò-
íîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè íà ãðàíèöàõ ¾ñèíÿÿ æèäêîñòü�ñòåíêà¿ è ¾êðàñíàÿ
æèäêîñòü�ñòåíêà¿ (îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ãðàíèöû ðàçäå-
ëà òâåðäîé è æèäêèõ ôàç ÿâëÿþòñÿ ¾÷åòêèìè¿). Îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåòñòâåí-
íî êàê 𝜎𝑏𝑤 è 𝜎𝑟𝑤. Ãðàíèöà ¾ñèíÿÿ æèäêîñòü�êðàñíàÿ æèäêîñòü¿ îáëàäàåò
объемной ïëîòíîñòüþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,
ñîâïàäàåò ñ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì 𝜎 è èãðàåò ðîëü ñîîòâåòñòâóþùåé
ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè. Ëèíèÿ, ïî êîòîðîé ñîïðèêàñàþòñÿ âñå òðè ôàçû, íà-
çûâàåòñÿ ëèíèåé òðåõôàçíîãî êîíòàêòà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ëèíèåé
òðåõôàçíîãî êîíòàêòà áóäåì ñ÷èòàòü ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
𝐶 = 0.5 è òâåðäîé ñòåíêè.

Îïðåäåëèì óãîë 𝜃 â íåêîòîðîé òî÷êå 𝑂 ëèíèè òðåõôàçíîãî êîíòàêòà òàê,
÷òî îäíà åãî ãðàíü êàñàåòñÿ ãðàíèöû ¾òâåðäàÿ ñòåíêà�ñèíÿÿ æèäêîñòü¿ (åñëè
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C = 0.5

C ≈ 0

C ≈ 1
ε

ξ = ∇C/‖∇C‖

θ

n

Ðèñ. 2. Ê âûâîäó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òâåðäîé ñòåíêå.

ñòåíêà ïëîñêàÿ, òî ýòà ãðàíü ñ íåé ñîâïàäàåò), à äðóãàÿ êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè
𝐶 = 0.5. Íà ðèñóíêå 2 óãîë 𝜃 îòìå÷åí äâóìÿ ñèíèìè äóãàìè.

Ñîãëàñíî çàêîíó Þíãà âñå òðè ýíåðãèè 𝜎𝑟𝑤, 𝜎𝑏𝑤 è 𝜎 ñâÿçàíû c óãëîì ñìà-
÷èâàíèÿ 𝜃 ñîîòíîøåíèåì [16,27]:

𝜎𝑟𝑤 − 𝜎𝑏𝑤 − 𝜎 cos 𝜃 = 0. (4.15)

Ââåäåì ôóíêöèþ Ψ𝑤(𝐶), îïèñûâàþùóþ ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè òâåðäîé ãðàíèöû:

Ψ𝑤(𝐶) = [1−𝑔(𝐶)]𝜎𝑏𝑤 +𝜎𝑟𝑤𝑔(𝐶) = 𝜎𝑏𝑤 +(𝜎𝑟𝑤−𝜎𝑏𝑤)𝑔(𝐶) = 𝜎𝑏𝑤 +𝜎 cos 𝜃 𝑔(𝐶).

Çäåñü 𝑔(𝐶) � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, èíòåðïîëèðóþùàÿ
çíà÷åíèÿ ìåæäó 0 è 1, ïðè÷åì 𝑔(0) = 0, 𝑔(1) = 1. Êîíêðåòíûé âèä 𝑔(𝐶)
îïðåäåëåí íèæå. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ψ𝑤(𝐶) èíòåðïîëèðóåò çíà÷åíèÿ
ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ìåæäó 𝜎𝑟𝑤 è 𝜎𝑏𝑤.

Òåïåðü полную ýíåðãèþ ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ℰ =

∫︁
Ω

𝜌𝑒 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕Ω

Ψ𝑤 𝑑𝑠. (4.16)

Ðàññìîòðèì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè:

𝑑ℰ
𝑑𝑡

=

∫︁
Ω

𝜕𝑡(𝜌𝑒) 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕Ω

𝜕𝑡𝐶𝜕𝐶Ψ𝑤 𝑑𝑠.

Â ðàáîòàõ [3, 4] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÊÃèÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) � (2.3)
ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà

𝜕𝑡(𝜌𝑒) + 𝐵 + div𝑎 = 0, (4.17)
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ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

𝐵 = 2𝜂|D(𝑢)|2 +
(︀
𝜁 − 2

3𝜂
)︀

(divu)2 + 𝑀 |∇𝜇|2 + 𝜌
𝜏 |𝑤|2,

𝑎 =
(︀
𝑒 + 𝜌Ψ′

0𝜌

)︀
𝑗𝑚 − (Π𝑁𝑆 + Π𝜏)𝑢− (𝜕𝑡𝐶)𝜆1𝜌∇𝐶 −𝑀(𝐶)𝜇∇𝜇,

𝑒 = 1
2 |u|2 + Ψ0 + 1

2𝜆1|∇𝐶|2, |D(𝑢)|2 = D(𝑢) : D(𝑢).

Ïóñòü íà ãðàíèöå âûïîëíåíû óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ 𝑗𝑚 · 𝑛 = 0, ïðèëèïàíèÿ
𝑢 = 0 è îòñóòñòâèÿ ïîòîêà êîìïîíåíòîâ 𝜕𝑛𝜇 = 0. Òîãäà íà ãðàíèöå èìååì
𝑎·𝑛 = −(𝜕𝑡𝐶)𝜆1𝜌𝜕𝑛𝐶. Íàïîìíèì, ÷òî𝑛� âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê 𝜕Ω, ïîýòîìó
ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî èìååì:∫︁

Ω

div𝑎 𝑑𝑉 = −
∫︁
𝜕Ω

𝑎 · 𝑛 𝑑𝑠.

Äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ïîëó÷àåì
𝑑ℰ
𝑑𝑡

= −
∫︁
Ω

𝐵 𝑑𝑉 −
∫︁
𝜕Ω

𝜕𝑡𝐶
[︁
𝜆1𝜌𝜕𝑛𝐶 − 𝜕𝐶Ψ𝑤

]︁
𝑑𝑠.

Ïîýòîìó, åñëè íà ãðàíèöå äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

𝜆1𝜌𝜕𝑛𝐶 − Ψ′
𝑤(𝐶) = 𝐷*𝜕𝑡𝐶, 𝐷* > 0, (4.18)

òî 𝑑ℰ/𝑑𝑡 6 0, òî åñòü ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñî âðåìåíåì
íå áóäåò âîçðàñòàòü. Ñîîòíîøåíèå (4.18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêóþ
ôîðìó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ çàäàíèÿ óãëà ñìà÷èâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
𝐷* = 0, à èìåííî ïîëîæèì:

𝜆1𝜌𝜕𝑛𝐶 = 𝜎 cos 𝜃𝑔′(𝐶). (4.19)

Îïðåäåëèì êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè 𝑔(𝐶), ñëåäóÿ [25,26]. Äëÿ ýòîãî ïðå-
íåáðåæåì êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè êàïëè âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè. Òîãäà âäîëü
íîðìàëè ê ëèíèÿì óðîâíÿ êîíöåíòðàöèè (à çíà÷èò, ê óñëîâíîé ïîâåðõíî-
ñòè êàïëè) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.12), (3.14). Ââåäåì âåê-
òîð 𝜉 = ∇𝐶/‖∇𝐶‖, ñîâïàäàþùèé ñ åäèíè÷íîé íîðìàëüþ ê ìåæôàçíîé ïî-
âåðõíîñòè è íàïðàâëåííûé èç ¾ñèíåé¿ ôàçû â ¾êðàñíóþ¿, òî åñòü â ñòîðîíó
óâåëè÷åíèÿ 𝐶 (ñì. ðèñóíîê 2). Òîãäà

𝜕𝑛𝐶 = ∇𝐶 · 𝑛 = ‖∇𝐶‖𝜉 · 𝑛 = ‖∇𝐶‖ cos 𝜃 = 𝜕𝜉𝐶 cos 𝜃 = cos 𝜃

√︂
2Ψ𝑠𝑒𝑝

𝜆1
.

Çäåñü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì (3.12), êîòî-
ðîå âåðíî â ñèëó òîãî, ÷òî ðàíåå ìû ïðåíåáðåãëè êðèâèçíîé ãðàíèöû. Äàëåå
ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ 𝜕𝑛𝐶 â (4.19). Ïîëó÷èì:

𝜆1𝜌 cos 𝜃

√︂
2Ψ𝑠𝑒𝑝

𝜆1
= 𝜎 cos 𝜃𝑔′(𝐶).

10



Óñëîâèå cos 𝜃 = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó 𝜎𝑏𝑤 = 𝜎𝑟𝑤, ïîýòîìó íåîáõî-
äèìîñòü â îïðåäåëåíèè èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè îòïàäàåò. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî cos 𝜃 ̸= 0. Òîãäà

𝑔′(𝐶) =
𝜆1𝜌

𝜎

√︂
2Ψ𝑠𝑒𝑝

𝜆1
= 6𝐶(1 − 𝐶).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì óñëîâèé 𝑔(0) = 0 è 𝑔(1) = 1 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âèä
èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè:

𝑔(𝐶) = 3𝐶2 − 2𝐶3.

Îêîí÷àòåëüíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ 𝐶, ó÷èòûâàþùåå íåòðèâèàëüíûé
êîíòàêòíûé óãîë, ïðèìåò âèä:

𝜕𝑛𝐶 =
6𝜎 cos 𝜃

𝜌𝜆1
𝐶(1 − 𝐶).

Ïðèâåäåì ïîëíûé íàáîð êðàåâûõ óñëîâèé íà òâåðäîé ñòåíêå, êîòîðûé èñ-
ïîëüçóåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå:

𝜕𝑛𝜇 = 0, 𝜕𝑛𝐶 =
6𝜎 cos 𝜃

𝜌𝜆1
𝐶(1 − 𝐶), 𝑢 = 0, 𝜕𝑛𝑝 = −𝑛 · divQ. (4.20)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå íåîáõîäèìî, ïîñêîëüêó îíî, â ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèåì
ïðèëèïàíèÿ, îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî 𝑤 · 𝑛 = 0, à çíà÷èò, è óñëîâèå íåïðîòå-
êàíèÿ 𝑗𝑚 · 𝑛 = 0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå â (4.20) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
𝑝 = 𝑐2𝑠𝜌 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝑐2𝑠𝜕𝑛𝜌 = −𝑛 · divQ. (4.21)

5 Разностная схема

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.1) � (2.3) è îïèñàíèå àëãîðèòìîâ, ðåàëèçóþùèõ ýòó ðàçíîñòíóþ ñõåìó
â ïðèãðàíè÷íûõ óçëàõ è ó÷èòûâàþùèõ êðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíè÷íûõ ãðà-
íÿõ è óçëàõ.

5.1 Аппроксимация основных уравнений

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) � (2.3) ïðèìåíèì ÿâíóþ
äâóõñëîéíóþ ñèììåòðè÷íóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó èç [3, 5].
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Ïóñòü Ω = [0, 𝐿𝑥] × [0, 𝐿𝑦] � îáëàñòü ðàñ÷åòà. Íà [0, 𝐿𝑥] ââåäåì ðàâíîìåð-
íóþ ñåòêó 𝜔̄𝑥ℎ ñ óçëàìè 𝑥𝑚 = (𝑚−1/2)ℎ𝑥, 1 6 𝑚 6 𝑁𝑥 è øàãîì ℎ𝑥 = ℎ. Äîïîë-
íèòåëüíûå óçëû 𝑥𝑚 c 𝑚 = 0,−1, . . . è 𝑁𝑥+ 1, 𝑁𝑥+ 2, . . . ÿâëÿþòñÿ ôèêòèâíû-
ìè, òî åñòü òàêèìè, ÷òî îíè ëèáî çàâåäîìî îòíîñÿòñÿ ê íåàêòèâíûì ÿ÷åéêàì,
ëèáî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé (âòåêàíèÿ, âûòåêàíèÿ,
ïåðèîäè÷íîñòè è ò.ï.). Ïóñòü 𝜔𝑥ℎ ñîñòîèò èç óçëîâ 𝑥𝑚, 2 6 𝑚 6 𝑁𝑥− 1, ÿâëÿ-
þùèõñÿ âíóòðåííèìè äëÿ 𝜔̄𝑥ℎ. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ двойственную ñåòêó
𝜔̄*
𝑥ℎ ñ óçëàìè 𝑥𝑚+1/2 = (𝑥𝑚 + 𝑥𝑚+1)/2 = 𝑚ℎ, 0 6 𝑚 6 𝑁𝑥 è åå âíóòðåííþþ

÷àñòü 𝜔*
𝑥ℎ ñ óçëàìè 𝑥𝑚+1/2, 1 6 𝑚 6 𝑁𝑥 − 1. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ñåòêè ñ

øàãàìè ℎ𝑦 = ℎ íà [0, 𝐿𝑦].
Ââåäåì äâóìåðíûå ñåòêè 𝜔̄ℎ = 𝜔̄𝑥ℎ× 𝜔̄𝑦ℎ è 𝜔̄*

ℎ = 𝜔̄*
𝑥ℎ× 𝜔̄*

𝑦ℎ. Àíàëîãè÷íî äëÿ
𝜔ℎ, 𝜔*

ℎ. Ïóñòü ñåòêà 𝜔̄𝑙*,ℎ ïîëó÷àåòñÿ èç 𝜔̄ℎ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ñîìíîæèòåëÿ
𝜔̄𝑙ℎ íà 𝜔̄*

𝑙ℎ, à ñåòêà 𝜔̄*
𝑙*,ℎ � èç 𝜔̄*

ℎ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ñîìíîæèòåëÿ 𝜔̄*
𝑙ℎ íà 𝜔̄𝑙ℎ.

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ñåòêè 𝜔𝑙*,ℎ, 𝜔*
𝑙*,ℎ. Çäåñü 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåòêà 𝜔̄ℎ ñîäåðæèò öåíòðû ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê. Òîãäà
öåíòðû ðåáåð ëåæàò íà ñåòêàõ 𝜔̄𝑥*,ℎ, 𝜔̄𝑦*,ℎ, à óãëîâûå óçëû � íà ñåòêå 𝜔̄*

ℎ.
Îñíîâíûå ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ � ñêîðîñòü 𝑢, ïëîòíîñòü 𝜌, êîíöåíòðàöèþ 𝐶 �
îïðåäåëèì â óçëàõ îñíîâíîé ñåòêè 𝜔̄ℎ.

Ïóñòü 𝐻(𝜔) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîé ñåò-
êå 𝜔. Ââåäåì îïåðàòîðû ñåòî÷íûõ óñðåäíåíèé 𝑠𝑙:𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔*

𝑙ℎ), 𝑠
*
𝑙 :𝐻(𝜔̄*

𝑙ℎ) →
𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) è ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé

∘
𝛿𝑙: 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔𝑙ℎ), 𝛿𝑙: 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔*

𝑙ℎ),
𝛿*𝑙 : 𝐻(𝜔̄*

𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) ïî ôîðìóëàì:

(𝑠𝑙𝑣)𝑚−1/2 =
𝑣𝑚 + 𝑣𝑚−1

2
, (𝑠*𝑙 𝑢)𝑚 =

𝑢𝑚+1/2 + 𝑢𝑚−1/2

2
, (

∘
𝛿𝑙𝑣)𝑚 =

𝑣𝑚+1 − 𝑣𝑚−1

2ℎ
,

(𝛿𝑙𝑣)𝑚−1/2 =
𝑣𝑚 − 𝑣𝑚−1

ℎ
, (𝛿*𝑙 𝑢)𝑚 =

𝑢𝑚+1/2 − 𝑢𝑚−1/2

ℎ
,

ãäå 𝑣 ∈ 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) è 𝑢 ∈ 𝐻(𝜔̄*
𝑙ℎ). Îòìåòèì, ÷òî

∘
𝛿𝑙 = 𝛿*𝑙 𝑠𝑙 = 𝑠*𝑙 𝛿𝑙.

Ââåäåì ñåòêó ïî âðåìåíè ñ óçëàìè 𝑡𝑛 = 𝑛∆𝑡, 𝑛 = 0, 1, . . ., ñ øàãîì ∆𝑡 > 0
è ðàçíîñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè

𝛿𝑡𝑣 =
̂︀𝑣 − 𝑣

∆𝑡
, ̂︀𝑣 𝑛 = 𝑣𝑛+1.

Ïóñòü ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåìàÿ ÿ÷åéêà íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò
ãðàíèö. Ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ (2.1) � (2.3) çàïèøåì íà îñíîâíîé ñåòêå 𝜔ℎ:

𝛿𝑡𝜌 + 𝛿*𝑥𝑗𝑚𝑥 + 𝛿*𝑦𝑗𝑚𝑦 = 0, (5.22)

𝛿𝑡(𝜌𝑢𝑙) + 𝛿*𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑠𝑥𝑢𝑙) + 𝛿*𝑦(𝑗𝑚𝑦𝑠𝑦𝑢𝑙) +
∘
𝛿𝑙𝑝 = 𝛿*𝑥Π𝑥𝑙 + 𝛿*𝑦Π𝑦𝑙, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦}, (5.23)̂︀𝜌𝛿𝑡𝐶 + 𝜌𝑠*𝑥

[︀
(𝑠𝑥𝑢𝑥 − 𝑤(𝑥)

𝑥 )𝛿𝑥𝐶
]︀

+ 𝜌𝑠*𝑦
[︀
(𝑠𝑦𝑢𝑦−𝑤(𝑦)

𝑦 )𝛿𝑦𝐶
]︀

=

= 𝛿*𝑥
(︀
𝑀𝛿𝑥𝜇

)︀
+ 𝛿*𝑦

(︀
𝑀𝛿𝑦𝜇

)︀
.

(5.24)
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Àïïðîêñèìàöèè êîìïîíåíò âåêòîðîâ 𝑗𝑚 è 𝑤 èìåþò âèä:

𝑗𝑚𝑙 = (𝑠𝑙𝜌)
(︀
𝑠𝑙𝑢𝑙 − 𝑤

(𝑙)
𝑙

)︀
, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦}, (5.25)

𝑤
(𝑙)
𝑙 =

𝑠𝑙𝜏

𝑠𝑙𝜌

{︁
(𝑠𝑙𝜌)(𝑠𝑙𝑢𝑙)𝛿𝑙𝑢𝑙 + 𝑠𝑙

{︀
𝜌𝑠*𝑚[(𝑠𝑚𝑢𝑚)𝛿𝑚𝑢𝑙]

}︀
+

+(𝑠𝑙𝜌)𝛿𝑙ℋ(𝜌) + 𝛿(𝑙)𝑥 𝑄𝑤
𝑥𝑙 + 𝛿(𝑙)𝑦 𝑄𝑤

𝑦𝑙

}︁
,

(5.26)

ãäå {𝑙,𝑚} � ïåðåñòàíîâêà {𝑥, 𝑦}, 𝛿(𝑘)𝑘 = 𝛿𝑘, 𝛿
(𝑙)
𝑘 = 𝛿*𝑘 ïðè 𝑘 ̸= 𝑙, ℋ(𝜌) = 𝑐2𝑠 ln 𝜌,

𝑄𝑤
𝑘𝑘 = 𝜆1

{︀
𝑠*𝑘
[︀
(𝑠𝑘𝜌)𝛿𝑘𝐶

]︀}︀∘
𝛿𝑘𝐶, 𝑄𝑤

𝑘𝑙 = 𝜆1

{︀
𝑠𝑙
[︀
(𝑠𝑘𝜌)𝛿𝑘𝐶

]︀}︀
𝑠𝑘𝛿𝑙𝐶, 𝑘 ̸= 𝑙. (5.27)

Âåëè÷èíû 𝑗𝑚𝑙, 𝑤
(𝑙)
𝑙 îïðåäåëåíû íà 𝜔𝑙*,ℎ, à ïàðàìåòð 𝜏 � íà 𝜔̄ℎ. Êîìïîíåíòû

Π𝑘𝑙 = Π𝑁𝑆
𝑘𝑙 −𝑄𝑘𝑙+Π𝜏

𝑘𝑙 òåíçîðàΠ îïðåäåëåíû íà 𝜔𝑘*,ℎ. Äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà
âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà èñïîëüçóåì àïïðîêñèìàöèþ

Π𝑁𝑆
𝑘𝑘 =

4

3
𝜂𝛿𝑘𝑢𝑘 −

2

3
𝜂
[︀
𝑠*𝑙 (𝛿𝑙𝑠𝑘𝑢𝑙)

]︀
, Π𝑁𝑆

𝑘𝑙 = 𝜂𝛿𝑘𝑢𝑙 + 𝜂𝑠*𝑙 (𝛿𝑙𝑠𝑘𝑢𝑘), 𝑘 ̸= 𝑙, (5.28)

ãäå {𝑘, 𝑙} � ïåðåñòàíîâêà {𝑥, 𝑦}; òåíçîðà êàïèëëÿðíûõ íàïðÿæåíèé �

𝑄𝑘𝑘 = 𝑠𝑘𝑄
𝑤
𝑘𝑘, 𝑄𝑘𝑙 = 𝑠*𝑙𝑄

𝑤
𝑘𝑙, 𝑘 ̸= 𝑙; (5.29)

ðåãóëÿðèçóþùåãî òåíçîðà �

Π𝜏
𝑘𝑘 = (𝑠𝑘𝑢𝑘)(𝑠𝑘𝜌)𝑤

(𝑘)
𝑘 , Π𝜏

𝑘𝑙 = (𝑠𝑘𝑢𝑘)(𝑠𝑘𝜌)𝑤
(𝑘)
𝑙 , 𝑘 ̸= 𝑙, (5.30)

ïðè÷åì â äîïîëíåíèå ê (5.26) èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû

𝑤
(𝑘)
𝑙 =

𝑠𝑘𝜏

𝑠𝑘𝜌

{︂
(𝑠𝑘𝜌)(𝑠𝑘𝑢𝑘)𝛿𝑘𝑢𝑙 + 𝑠𝑘{𝜌𝑠*𝑙 [(𝑠𝑙𝑢𝑙)𝛿𝑙𝑢𝑙]} +

+𝑠𝑘

{︂
𝜌𝑠*𝑙

[︂
𝛿𝑙ℋ(𝜌) +

1

𝑠𝑙𝜌

(︁
𝛿(𝑙)𝑥 𝑄𝑤

𝑥𝑙 + 𝛿(𝑙)𝑦 𝑄𝑤
𝑦𝑙

)︁]︂}︂}︂
, (5.31)

ãäå {𝑘, 𝑙} � ïåðåñòàíîâêà {𝑥, 𝑦}, 𝑘 ̸= 𝑙.
Îáîáùåííûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë 𝜇 àïïðîêñèìèðóåì íà ñåòêå 𝜔ℎ:

𝜇 = Ψ′
0𝐶(𝜌, 𝐶) − 𝜆1

𝜌

{︀
𝛿*𝑥
[︀
(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶

]︀
+ 𝛿*𝑦

[︀
(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶

]︀}︀
. (5.32)

5.2 Аппроксимация граничных условий

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ðåá-
ðî êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêè áóäåì íàçûâàòü граничным, åñëè îíî èíöèäåíòíî àê-
òèâíîé è íåàêòèâíîé ÿ÷åéêàì, è активным, åñëè îíî èíöèäåíòíî äâóì àê-
òèâíûì ÿ÷åéêàì. Ðàññìàòðèâàåìóþ ÿ÷åéêó òàêæå áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé.
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Ïðè îïèñàíèè è ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ äëÿ ó÷åòà êðàåâûõ óñëîâèé èíî-
ãäà óäîáíî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ íà ãðàíè÷íûõ ðåáðàõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ÿ÷ååê. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû èíîãäà áóäåì îò-
íîñèòü âåëè÷èíû 𝐶 è 𝜌 íå òîëüêî ê óçëàì îñíîâíîé ñåòêè, íî è ê óçëàì
âñïîìîãàòåëüíûõ ñåòîê.

Âûïèøåì èñïîëüçóåìûå â ãðàíè÷íûõ ðåáðàõ ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ñëó÷àÿ плоской ãðàíèöû ñ внутренней íîðìàëüþ (1, 0). Ðàññìîòðèì ãðàíè÷-
íîå ðåáðî ñ öåíòðîì â óçëå (𝑖*, 𝑗), ëåæàùèì íà ñåòêå 𝜔𝑥*,ℎ (𝑖* � ïîëóöåëûé
èíäåêñ). Çàïèøåì ðàçíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ â (𝑖*, 𝑗), ñîîòâåòñòâóþùèå êðàå-
âûì óñëîâèÿì (4.20):

𝑢 = 0, 𝛿𝑥𝜇 = 0, (5.33)

𝛿𝑥𝐶 =
6𝜎 cos 𝜃

𝜆1𝜌+1/2
𝐶(1 − 𝐶), (5.34)

𝑐2𝑠𝛿𝑥𝜌 = −𝜆1𝜌
[︁
2
{︁

(𝛿*𝑥𝐶)2+1/2 − (𝛿𝑥𝐶)2
}︁
/ℎ + 𝛿𝑦{𝛿*𝑦𝐶 · 𝑠𝑦(𝛿𝑥𝐶)}

]︁
. (5.35)

Çäåñü è íèæå äëÿ íåêîòîðîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè 𝑣 ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
(𝑣+1/2)𝑖,𝑗 = 𝑣𝑖+1/2,𝑗. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçíîñòíûå ïðîèçâîäíûå 𝛿𝑥𝜌 è 𝛿𝑥𝐶 íà
ãðàíèöå ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè 𝜌 è 𝐶 íà ãðàíèöå ñ ïîìîùüþ односторонних

ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

𝛿𝑥𝐶 =
𝐶+1/2 − 𝐶

ℎ/2
, 𝛿𝑥𝜌 =

𝜌+1/2 − 𝜌

ℎ/2
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â (5.34), àïïðîêñèìèðóþùåì âòîðîå óñëîâèå â (4.20),
ïëîòíîñòü 𝜌 ïðèáëèæàåòñÿ çíà÷åíèåì 𝜌+1/2. Çàïèñü óñëîâèÿ (5.35) â ñëó÷àå
ãðàíèöû áîëåå ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè èçìåíèòñÿ (ñì. àëãîðèòì 3 íèæå).

Âûïèøåì äëÿ òîãî æå óçëà ñåòî÷íûå ôîðìóëû, àïïðîêñèìèðóþùèå íåêî-
òîðûå ñëåäñòâèÿ èç (4.20):

𝑗𝑚𝑥 = 0, Π𝑁𝑆
𝑥𝑦 =

4

3
𝜂𝛿𝑏𝑥𝑢𝑦, Π𝑁𝑆

𝑥𝑥 = 𝜂𝛿𝑏𝑥𝑢𝑥, Π𝜏
𝑥𝑙 = 0, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦}, (5.36)

𝑄𝑥𝑦 = 𝜆1𝜌𝛿𝑥𝐶 𝛿*𝑦𝐶, 𝑄𝑥𝑥 = 𝜆1𝜌(𝛿𝑥𝐶)2, (5.37)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå 𝛿𝑏𝑥𝑣 = 2𝑣+1/2/ℎ , äëÿ 𝑣 ∈ {𝑢𝑥, 𝑢𝑦}.
Îòìåòèì, ÷òî âûïèñàííûå ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî â ðàç-

íîñòíîé ñõåìå (5.22)�(5.24), òî åñòü, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî 𝑗𝑚𝑥 = 0 íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîäñòàâëÿåòñÿ âî âòîðîå ñëàãàåìîå ñëåâà â (5.22) èëè 𝛿𝑥𝜇 = 0 � â
ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (5.24).

Óñëîâèå (5.34) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,

𝐶+1/2 − 𝐶

ℎ/2
=

6𝜎 cos 𝜃

𝜆1𝜌+1/2
𝐶(1 − 𝐶),
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(0,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

(1,0)

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(2,0)

(2,1)

(2,2)

(2,3)

(2,4)

(3,0)

(3,1)

(3,2)

(3,3)

(3,4)

(4,0)

(4,1)

(4,2)

(4,3)

(4,4)

Ðèñ. 3. Øàáëîí (5×5 ÿ÷ååê ) èñïîëüçóåìîé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ñèìâîëàìè îò-
ìå÷åíû óçëû, íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝐶, 𝛿𝑥𝐶, 𝑢 (ïîäðîáíåå ñì. íèæå).
Ðàññìàòðèâàåìàÿ (îñíîâíàÿ) ÿ÷åéêà çàøòðèõîâàíà.

ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

𝐶 =

{︃
1
2

(︁
1 + 1

𝛾 + sign(𝛾)
√
𝐷
)︁
, 𝛾 ̸= 0,

𝐶+1/2, 𝛾 = 0.
(5.38)

Çäåñü 𝛾 = (6ℎ𝜎 cos 𝜃)/(2𝜆1𝜌+1/2) è 𝐷 = (1 + 1/𝛾)2 − 4𝐶+1/2/𝛾. Ïîñêîëüêó
𝐶+1/2 ∈ [0, 1], òî 𝐷 > 0, è êîíöåíòðàöèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (5.38),
òàêæå áóäåò èìåòü îáëàñòüþ çíà÷åíèé îòðåçîê [0, 1].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñõåìà âûïèñûâàåòñÿ äëÿ ïëîñêèõ ãðàíèö ñ âíóò-
ðåííèìè íîðìàëÿìè (−1, 0) è (0,±1).

6 Алгоритмы реализации разностной схемы

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (5.22) � (5.32) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé â îáëà-
ñòÿõ âåñüìà ñëîæíîé ôîðìû, èìåþùèõ âîêñåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðè ýòîì
øàáëîí ýòîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî øèðîêèì è ââèäó ñëîæíîé ãåîìåò-
ðèè ìîæåò ñîñòîÿòü èç ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåííûõ àêòèâíûõ è
íåàêòèâíûõ ÿ÷ååê. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â àëãîðèòìàõ, ðåàëèçó-
þùèõ îïèñàííóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó â ïðèãðàíè÷íûõ ÿ÷åéêàõ (òî åñòü ÿ÷åé-
êàõ, øàáëîí êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåàêòèâíóþ ÿ÷åéêó) è
ó÷èòûâàþùèõ êðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíè÷íûõ ðåáðàõ.
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Алгоритм 1. Ðàñ÷åò çíà÷åíèé 𝐶, 𝛿𝑥𝐶 è 𝑢 â öåíòðå ðåáðà ñ êîîðäèíàòà-
ìè (𝑖*, 𝑗), ïåðïåíäèêóëÿðíîãî îñè 𝑂𝑥 (àíàëîãè÷íî äëÿ 𝑂𝑦).
1: 𝑠 = 𝑎𝑖*+1/2,𝑗 + 𝑎𝑖*−1/2,𝑗

2: if 𝑠 = 0 then

3: Óçåë (𝑖*, 𝑗) ïîïàë ¾âíóòðü¿ ñòåíêè. Âûõîä.
4: else if 𝑠 = 1 then

5: 𝑢 = 0
6: Çíà÷åíèÿ 𝐶𝑖*,𝑗 è (𝛿𝑥𝐶)𝑖*,𝑗 âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî (5.38) è (5.34)
7: else ◁ îáå ÿ÷åéêè àêòèâíû
8: 𝑢𝑖*,𝑗 = (𝑠𝑥𝑢)𝑖*,𝑗, 𝐶𝑖*,𝑗 = (𝑠𝑥𝐶)𝑖*,𝑗, 𝜌𝑖*,𝑗 = (𝑠𝑥𝜌)𝑖*,𝑗
9: (𝛿𝑥𝐶)𝑖*,𝑗 = (𝐶𝑖*+1/2,𝑗 − 𝐶𝑖*−1/2,𝑗)/ℎ
10: end if

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå òàêèõ àëãîðèòìîâ. Îíè îáîáùàþò
àëãîðèòìû èç ðàáîòû [5], ãäå óãîë ñìà÷èâàíèÿ çàäàâàëñÿ íåéòðàëüíûì (𝜃 =
90∘), è ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü 𝜃 ∈ (0∘, 180∘).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ óäîáíî ââåñòè áèíàðíûé íàáîð ÷èñåë
(матрица активности) 𝑎𝑖𝑗 ðàçìåðîì 5×5, ãäå 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ïî ñëåäóþ-
ùåìó ïðàâèëó: åñëè ÿ÷åéêà ñ èíäåêñàìè (𝑖, 𝑗) ÿâëÿåòñÿ íåàêòèâíîé (îòíîñèòñÿ
ê ïîðîäå), òî 𝑎𝑖𝑗 = 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 𝑎𝑖𝑗 = 1. Äëÿ âñåõ ÿ÷ååê, ó÷àñòâóþ-
ùèõ â ðàñ÷åòå, 𝑎22 = 1. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (èíäåêñû)
äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè òàê, ÷òîáû åå ãåîìåòðè÷åñêîìó öåíòðó ñîîòâåòñòâîâàëè
êîîðäèíàòû (2, 2).

Íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåí øàáëîí èñïîëüçóåìîé ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ÿ÷åéêà çàøòðèõîâàíà.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì 1 (ñì. åãî ñõåìó íà ñòð. 16), â êîòîðîì âû÷èñëÿ-
þòñÿ çíà÷åíèÿ ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé 𝛿𝑥𝐶, êîíöåíòðàöèè 𝐶, ñêîðîñòè 𝑢
è ïëîòíîñòè 𝜌 â óçëàõ (𝑖*, 𝑗), ÿâëÿþùèõñÿ öåíòðàìè ðåáåð, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ îñè 𝑂𝑥 (𝑖* � ïîëóöåëûé èíäåêñ). Íà ðèñóíêå 3 ýòè óçëû îáîçíà÷åíû
ñèìâîëàìè (¾ ¿ è ¾ ¿). Åñëè îáå ÿ÷åéêè, èíöèäåíòíûå ðåáðó, ÿâëÿþòñÿ àê-
òèâíûìè, òî èñêîìûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Åñëè òîëüêî
îäíà ÿ÷åéêà ÿâëÿåòñÿ íåàêòèâíîé (à çíà÷èò, èõ îáùåå ðåáðî � ãðàíè÷íîå),
òî èñêîìûå çíà÷åíèÿ â åãî öåíòðå âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ ïðèëèïà-
íèÿ è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (5.34) è (5.38). Åñëè îáå ÿ÷åéêè íåàêòèâíû, òî
óçåë (𝑖*, 𝑗) ðàñïîëîæåí ¾âíóòðè¿ ñòåíêè (ïîðîäû) è èñêîìûå âåëè÷èíû â íåì
íå îïðåäåëåíû. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ïëîòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ, òîëüêî åñëè îáå
èíöèäåíòíûå ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûìè. Íà ãðàíè÷íîì ðåáðå ïëîòíîñòü
âû÷èñëÿåòñÿ äðóãèì ñïîñîáîì (ñì. íèæå àëãîðèòì 3). Äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèé
ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé 𝛿𝑦𝐶, êîíöåíòðàöèè 𝐶, ñêîðîñòè 𝑢 è ïëîòíîñòè 𝜌 â
óçëàõ (𝑖, 𝑗*), ÿâëÿþùèõñÿ öåíòðàìè ðåáåð, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè 𝑂𝑦 (𝑗* �
ïîëóöåëûé èíäåêñ), àëãîðèòì âûïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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(a) 𝑠 = 3

(i∗, j∗)

(i∗, j∗ − 1
2
)
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2
)

(i∗ + 1
2
, j∗)

(b) 𝑠 = 2, плоская граница

(i∗, j∗)

(i∗, j∗ − 1
2
)

(i∗, j∗ + 1
2
)

(i∗ + 1
2
, j∗)(i∗ − 1

2
, j∗)

(c) 𝑠 = 2, «вырожденный»
случай

(i∗, j∗)

(i∗ + 1
2
, j∗ + 1

2
)

(i∗, j∗ + 1
2
)

(i∗ + 1
2
, j∗)

(d) 𝑠 = 1

Ðèñ. 4. Ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà 2. Çäåñü è äàëåå ñåðûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò
íåàêòèâíûì ÿ÷åéêàì.

Â àëãîðèòìå 2 (ñì. åãî ñõåìó íà ñòð. 18) âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ 𝐶 è 𝑢
â ¾óãëîâûõ¿ óçëàõ (𝑖*, 𝑗*), ãäå {𝑖*, 𝑗*} ∈ {xc±3/2, xc±1/2}, ãäå xc ≡ 2. Íà
ðèñóíêå 3 îíè îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè ¾ ¿. Â ñòðîêå 1 âû÷èñëÿåòñÿ 𝑠 � ÷èñëî
àêòèâíûõ ÿ÷ååê, êîòîðûå ñîäåðæàò óçåë (𝑖*, 𝑗*). Åñëè 𝑠 = 4, òî âû÷èñëå-
íèå îñóùåñòâëÿåòñÿ óñðåäíåíèåì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âñåõ ÷åòûðåõ ÿ÷ååê.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû òàêæå âû÷èñëÿåì 𝜌. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà óçåë (𝑖*, 𝑗*)
ðàñïîëîæåí íà ãðàíèöå (ñì. ðèñóíîê 4). Èì ñîîòâåòñòâóåò 0 < 𝑠 < 4. Äëÿ çíà-
÷åíèé ñêîðîñòè èìååì 𝑢 = 0. Åñëè 𝑠 = 3, òî óçåë (𝑖*, 𝑗*) ÿâëÿåòñÿ ¾óãëîâûì¿
(ñì. ðèñóíîê 4a). Òîãäà 𝐶 â íåì âû÷èñëÿåòñÿ óñðåäíåíèåì çíà÷åíèé 𝐶 â óçëàõ
(𝑖*, 𝑗*±1/2) è (𝑖*±1/2, 𝑗*), êîòîðûå áûëè âû÷èñëåíû â àëãîðèòìå 1. Â ñëó÷àå
äâóõ àêòèâíûõ ñîñåäåé (𝑠 = 2) â ñòðîêå 15 âû÷èñëÿåòñÿ íîðìàëü 𝑛 = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦).
Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðèöó 𝐵 è âåêòîð-ñòîëáåö 𝑎𝑛𝑏(𝑖*, 𝑗*), îïèñûâàþùèé âñå
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Алгоритм 2. Ðàñ÷åò çíà÷åíèé 𝐶 è 𝑢 â ¾óãëîâûõ¿ óçëàõ (𝑖*, 𝑗*).
1: 𝑠 = 𝑎𝑖*−1/2,𝑗*−1/2 + 𝑎𝑖*+1/2,𝑗*−1/2 + 𝑎𝑖*−1/2,𝑗*+1/2 + 𝑎𝑖*+1/2,𝑗*+1/2

2: if 𝑠 = 0 then

3: Óçåë (𝑖*, 𝑗*) ðàñïîëîæåí ¾âíóòðè¿ ñòåíêè. Âûõîä.
4: else if 𝑠 = 4 then

5: 𝜌𝑖*,𝑗* = (𝑠𝑥𝑠𝑦𝜌)𝑖*,𝑗*, 𝐶𝑖*,𝑗* = (𝑠𝑥𝑠𝑦𝐶)𝑖*,𝑗*, 𝑢𝑖*,𝑗* = (𝑠𝑥𝑠𝑦𝑢)𝑖*,𝑗*
6: else if 𝑠 = 3 then

7: 𝐶𝑖*,𝑗* = 1
4(𝐶𝑖*−1/2,𝑗* + 𝐶𝑖*+1/2,𝑗* + 𝐶𝑖*,𝑗*−1/2 + 𝐶𝑖*,𝑗*+1/2)

8: 𝑢𝑖*,𝑗* = 0
9: else if 𝑠 = 1 then

10: 𝑢𝑖*,𝑗* = 0
11: 𝑛𝑖*,𝑗* = 𝐵𝑎𝑛𝑏(𝑖*, 𝑗*), 𝑛𝑥 = sign((𝑛𝑥)𝑖*,𝑗*), 𝑛𝑦 = sign((𝑛𝑦)𝑖*,𝑗*)
12: 𝐶𝑖*,𝑗* âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (5.38), ãäå 𝐶+1/2 çàìåíÿåòñÿ

íà 𝐶𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗*+𝑛𝑦/2, 𝜌+1/2 � íà 𝜌𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗*+𝑛𝑦/2, ℎ � íà ℎ
√

2
13: else

14: 𝑢𝑖*,𝑗* = 0
15: 𝑛𝑖*,𝑗* = 𝐵𝑎𝑛𝑏(𝑖*, 𝑗*), 𝑛𝑥 = sign((𝑛𝑥)𝑖*,𝑗*), 𝑛𝑦 = sign((𝑛𝑦)𝑖*,𝑗*)
16: if 𝑛𝑥 = 𝑛𝑦 = 0 then ◁ âûðîæäåííûé ñëó÷àé
17: 𝐶𝑖*,𝑗* = 1

4(𝐶𝑖*−1/2,𝑗* + 𝐶𝑖*+1/2,𝑗* + 𝐶𝑖*,𝑗*−1/2 + 𝐶𝑖*,𝑗*+1/2)
18: else ◁ óçåë ðàñïîëîæåí íà ïëîñêîì ó÷àñòêå ãðàíèöû
19: 𝐶𝑖*,𝑗* âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (5.38), ãäå 𝐶+1/2 çàìåíÿåòñÿ íà

𝐶𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗*+𝑛𝑦/2, 𝜌+1/2 � íà 𝜌𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗*+𝑛𝑦/2
20: end if

21: end if

÷åòûðå ÿ÷åéêè, èíöèäåíòíûå äàííîìó óçëó:

𝐵 =

[︂
−1 1 1 −1
−1 −1 1 1

]︂
,

𝑎𝑛𝑏(𝑖*, 𝑗*) =
[︀
𝑎𝑖*+ 1

2 ,𝑗
*+ 1

2
𝑎𝑖*− 1

2 ,𝑗
*+ 1

2
𝑎𝑖*− 1

2 ,𝑗
*− 1

2
𝑎𝑖*+ 1

2 ,𝑗
*− 1

2

]︀𝑇
,

ãäå èíäåêñû 𝑖* è 𝑗* � ïîëóöåëûå. Òîãäà 𝑛𝑖*,𝑗* = 𝐵𝑎𝑛𝑏(𝑖*, 𝑗*). Íàïîìíèì, ÷òî
çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ внутренняя íîðìàëü.

Ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé 𝑠 = 2 è 𝑛𝑥 = 𝑛𝑦 = 0 (ñì. ðèñóíîê 4c) â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ñ÷èòàåòñÿ âûðîæäåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì 𝑢𝑖*,𝑗* = 0, à çíà÷åíèå
êîíöåíòðàöèè 𝐶 áóäåì âû÷èñëÿòü óñðåäíåíèåì (êàê äëÿ 𝑠 = 3). Åñëè |𝑛𝑥| +
|𝑛𝑦| ≠ 0, òî óçåë (𝑖*, 𝑗*) ðàñïîëîæåí íà ïëîñêîé ãðàíèöå (ñì. ðèñóíîê 4b).
Çíà÷åíèå 𝐶 â íåì âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (5.38).

Ïðèìåð êîíôèãóðàöèè ÿ÷ååê, ïðè êîòîðîé 𝑠 = 1, èçîáðàæåí íà ðèñóí-
êå 4d. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íîðìàëü 𝑛 â (𝑖*, 𝑗*) íàïðàâëåíà êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4d. Çíà÷åíèå 𝐶 âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ (5.38),
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(i∗ + 1
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(i∗, j − 1
2
)

(i∗, j − 1)

(i∗ + 1
2
, j + 1

2
)

(i∗ + 1, j)

(i∗ + 1
2
, j − 1

2
)

(a)

(i∗, j)

(i∗, j + 1
2
)

(i∗ + 1
2
, j)

(i∗, j − 1
2
)

(i∗ − 1
2
, j − 1

2
)

(i∗ + 1
2
, j − 1

2
)

(i∗ + 1
2
, j + 1

2
)

(b)

Ðèñ. 5. Ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà 3.

ãäå 𝐶+1/2 íàäî çàìåíèòü íà 𝐶𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗*+𝑛𝑦/2, 𝜌+1/2 � íà 𝜌𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗*+𝑛𝑦/2 , ℎ � íà
ℎ
√

2.
Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà 3 (ñì. åãî ñõåìó íà ñòð. 20), ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïëîòíîñòü 𝜌 â öåíòðàõ ðåáåð, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ 𝑂𝑥. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ óçëû (𝑖*, 𝑗) ñ 𝑖* ∈ {xc±1/2, xc±3/2},
𝑗 ∈ {xc, xc±1}. Íà ðèñóíêå 3 îíè îáîçíà÷åíû êàê ¾ ¿. Ðàññìîòðèì êîíôè-
ãóðàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 5a, ãäå (𝑖*, 𝑗) òàêæå îáîçíà÷åí ñèìâîëîì
¾ ¿. Â ñòðîêå 1 âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëî активных ÿ÷ååê 𝑠, êîòîðûì èíöèäåíòíî
ðåáðî ñ öåíòðîì â óçëå (𝑖*, 𝑗). Ïîñêîëüêó ýòî ðåáðî ãðàíè÷íîå, ïîëó÷àåì 𝑠 = 1.
Â öèêëå â ñòðîêå 8 ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïðîèçâîäíûå 𝜕𝑥𝐶, 𝜕𝑦𝐶 â óçëàõ (𝑖*, 𝑗±1/2)
(íà ðèñóíêå 5a îáîçíà÷åíû êàê ¾ ¿). Â ñòðîêå 9 îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî àêòèâ-
íûõ ÿ÷ååê 𝑠𝑗, èíöèäåíòíûõ ðåáðó ñ öåíòðîì â (𝑖*, 𝑗 + 2𝑟𝑗), 𝑟𝑗 = ±1/2. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ 𝑟𝑗 = 1/2 îáå ÿ÷åéêè (𝑖* ± 1/2, 𝑗 + 1) íåàêòèâíû è
ïîýòîìó 𝑠𝑗 = 0. Ïðîèçâîäíûå 𝜕𝑥𝐶, 𝜕𝑦𝐶 àïïðîêñèìèðóþòñÿ â (𝑖*, 𝑗+1/2) ñ ïî-
ìîùüþ îäíîñòîðîííèõ ðàçíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé 𝐶 â (𝑖*, 𝑗+1/2),
(𝑖* + 1/2, 𝑗 + 1/2) è (𝑖*, 𝑗), êîòîðûå âû÷èñëåíû â àëãîðèòìàõ 1 è 2:

(𝜕𝑥𝐶)𝑖*,𝑗+1/2 ≈ (𝛿𝑏𝑥𝐶)𝑖*,𝑗+1/2 = (𝐶𝑖*+1/2,𝑗+1/2 − 𝐶𝑖*,𝑗+1/2)/(0.5ℎ),

(𝜕𝑦𝐶)𝑖*,𝑗+1/2 ≈ (𝛿𝑏𝑦𝐶)𝑖*,𝑗+1/2 = (𝐶𝑖*,𝑗+1/2 − 𝐶𝑖*,𝑗)/(0.5ℎ).

Ïðè 𝑟𝑗 = −1/2 â ïàðå ÿ÷ååê (𝑖*± 1/2, 𝑗− 1) îäíà àêòèâíà (𝑠𝑗 = 1) è ïîýòîìó
â óçëå (𝑖*, 𝑗 − 1) îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ
𝜕𝑥𝐶 àïïðîêñèìèðóåòñÿ â óçëå (𝑖*, 𝑗 − 1/2) óñðåäíåíèåì çíà÷åíèé ðàçíîñòíûõ
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Алгоритм 3. Ðàñ÷åò çíà÷åíèé ïëîòíîñòè 𝜌 â óçëàõ (𝑖*, 𝑗), ÿâëÿþùèõñÿ öåí-
òðàìè ðåáåð, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè 𝑂𝑥 (äëÿ 𝑂𝑦 àíàëîãè÷íî).
1: 𝑠 = 𝑎𝑖*+1/2,𝑗 + 𝑎𝑖*−1/2,𝑗

2: if 𝑠 = 2 then ◁ îáå ÿ÷åéêè àêòèâíû
3: Çíà÷åíèå óæå áûëî ðàññ÷èòàíî â àëãîðèòìå 1. Âûõîä.
4: else if 𝑠 = 0 then

5: Óçåë ðàñïîëîæåí ¾âíóòðè¿ ñòåíêè. Âûõîä.
6: else ◁ óçåë ðàñïîëîæåí íà ãðàíèöå
7: 𝑛𝑥 = 𝑎𝑖*+1/2,𝑗 − 𝑎𝑖*−1/2,𝑗 ◁ íàïðàâëåíèå âíóòðåííåé íîðìàëè
8: for 𝑟𝑗 = −1/2 to 1/2 do

9: 𝑠𝑗 = 𝑎𝑖*+1/2,𝑗+2𝑟𝑗 + 𝑎𝑖*−1/2,𝑗+2𝑟𝑗

10: if 𝑠𝑗 = 0 then

11: (𝛿𝑏𝑦𝐶)𝑖*,𝑗+𝑟𝑗 =
𝐶𝑖*,𝑗+𝑟𝑗 − 𝐶𝑖*,𝑗

ℎ/2
sign(𝑟𝑗)

12: (𝛿𝑏𝑥𝐶)𝑖*,𝑗+𝑟𝑗 =
𝐶𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗+𝑟𝑗 − 𝐶𝑖*,𝑗+𝑟𝑗

ℎ/2
𝑛𝑥

13: else

14: (𝛿𝑏𝑦𝐶)𝑖*,𝑗+𝑟𝑗 =
𝐶𝑖*,𝑗+2𝑟𝑗 − 𝐶𝑖*,𝑗

ℎ
sign(𝑟𝑗)

15: (𝛿𝑏𝑥𝐶)𝑖*,𝑗+𝑟𝑗 = 𝑠𝑦(𝛿𝑥𝐶) ≡ 1
2 [(𝛿𝑥𝐶)𝑖*,𝑗 + (𝛿𝑥𝐶)𝑖*,𝑗+2𝑟𝑗]

16: end if

17: end for

18: 𝐵𝑖*,𝑗 = 𝜆1

{︁
𝛿*𝑦[𝛿

𝑏
𝑥𝐶 · 𝛿𝑏𝑦𝐶] + 𝑛𝑥 ·

[︁
(𝛿*𝑥𝐶)2𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗 − (𝛿𝑥𝐶)2𝑖*,𝑗

]︁
/(0.5ℎ)

}︁
19: 𝜌𝑖*,𝑗 =

𝜌𝑖*+𝑛𝑥/2,𝑗

1 − 𝑛𝑥 · (ℎ/2) ·𝐵𝑖*,𝑗 𝑐−2
𝑠

20: end if

ïðîèçâîäíûõ 𝛿𝑥𝐶 â óçëàõ (𝑖*, 𝑗 − 1) è (𝑖*, 𝑗) (íàéäåíû â àëãîðèòìå 1). Ïðî-
èçâîäíàÿ 𝜕𝑦𝐶 â (𝑖*, 𝑗 − 1/2) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âûðàæåíèåì
𝛿𝑦𝐶, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè 𝐶 â (𝑖*, 𝑗 − 1) è (𝑖*, 𝑗) îïðåäåëåíû è
ðàññ÷èòàíû â àëãîðèòìå 1. Åñëè îáå ÿ÷åéêè (𝑖* ± 1/2, 𝑗 − 1) àêòèâíû (ñì.
ðèñóíîê 5b), ïðîèçâîäíóþ 𝜕𝑥𝐶 â óçëå (𝑖*, 𝑗− 1/2) àïïðîêñèìèðóåì íåïîñðåä-
ñòâåííî êàê 𝛿𝑥𝐶, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ 𝐶 â (𝑖* ± 1/2, 𝑗 − 1/2) îïðåäåëåíû è
ðàññ÷èòàíû â àëãîðèòìå 1. Ñòðîêè 18 è 19 ñîîòâåòñòâóþò (5.35). Äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ 𝜌 â öåíòðàõ ðåáåð, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè 𝑂𝑦, àëãîðèòì àíàëîãè÷åí.

Äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ â îñíîâíîé ÿ÷åéêå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà êàïèëëÿðíûõ íàïðÿæåíèé 𝑄𝑥𝑦, âõîäÿùèõ íåïîñðåäñòâåííî â (2.2),
äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî â óçëàõ (xc±1/2, xc) � öåíòðàõ åå äâóõ ðåáåð, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ îñè 𝑂𝑥. Â àëãîðèòìå 4 (ñì. åãî ñõåìó íà ñòð. 21) îïèñàí ñïî-
ñîá ðàñ÷åòà çíà÷åíèé 𝑄𝑥𝑦 â ýòèõ óçëàõ. Ïðè ýòîì ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé
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Алгоритм 4. Ðàñ÷åò çíà÷åíèÿ 𝑄𝑥𝑦 â óçëå (𝑖*, 𝑗), ÿâëÿþùåìñÿ öåíòðîì ðåáðà
основной ÿ÷åéêè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè 𝑂𝑥.

1: for 𝑚 = −1/2 to 1/2 do

2: 𝑗𝑚 = 𝑗 + 𝑚
3: 𝑠𝑚 = 0
4: for 𝑘 = −1/2 to 1/2 do

5: if 𝑎𝑖*−1/2,𝑗𝑚+𝑘 = 𝑎𝑖*+1/2,𝑗𝑚+𝑘 = 0 then

6: 𝑠𝑚 = 1
2(𝜌𝑖*+1/2,𝑗𝑚 + 𝜌𝑖*−1/2,𝑗𝑚) · (𝐶𝑖*+1/2,𝑗𝑚 − 𝐶𝑖*−1/2,𝑗𝑚)/ℎ

7: break
8: else

9: 𝑠𝑚 = 𝑠𝑚 + 1
2𝜌𝑖*,𝑗𝑚+𝑘(𝛿𝑥𝐶)𝑖*,𝑗𝑚+𝑘

10: end if

11: end for

12: 𝑑𝑐𝑚 = 1
2

[︀
(𝛿𝑦𝐶)𝑖*+1/2,𝑗𝑚 + (𝛿𝑦𝐶)𝑖*−1/2,𝑗𝑚

]︀
13: end for

14: (𝑄𝑥𝑦)𝑖*,𝑗 = 𝜆1
1
2(𝑠−1/2𝑑𝑐−1/2 + 𝑠1/2𝑑𝑐1/2)

êîãäà ñîñåäíÿÿ ÿ÷åéêà ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé. Äëÿ ñëó÷àÿ íåàêòèâíîé ÿ÷åéêè
àïïðîêñèìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà â (5.37). Íà ðèñóíêå 6a äëÿ îäíîé èç âîçìîæ-
íûõ êîíôèãóðàöèé íåàêòèâíûõ ÿ÷ååê ïðåäñòàâëåíà ÷àñòü ðàñ÷åòíîãî øàá-
ëîíà, ñîäåðæàùàÿ ÿ÷åéêè, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà 𝑄𝑥𝑦 â óçëå ñ èíäåêñîì
(𝑖*, 𝑗) = (xc−1/2, xc) (îáîçíà÷åí ñèìâîëîì ¾ ¿).

Êàê âèäíî èç (5.27) è (5.29), çíà÷åíèÿ 𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶] · 𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶 íåîáõîäèìî
ðàññ÷èòàòü â óçëàõ (𝑖*, 𝑗 ± 1/2) (îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè ¾ ¿). Äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ 𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶] â óçëå (𝑖*, 𝑗 − 1/2) íóæíû çíà÷åíèÿ 𝜌, 𝛿𝑥𝐶 â (𝑖*, 𝑗 − 1) è
(𝑖*, 𝑗), åñëè îíè òàì îïðåäåëåíû. Ýòî òàê, åñëè îáå ïàðû ÿ÷ååê (𝑖*±1/2, 𝑗−1)
è (𝑖* ± 1/2, 𝑗) ñîäåðæàò ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîé àêòèâíîé ÿ÷åéêå. Åñëè
õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ïàð ñîäåðæèò òîëüêî íåàêòèâíûå ÿ÷åéêè, òî âåëè÷è-
íà (𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶])𝑖*,𝑗−1/2 çàìåíÿåòñÿ íà (𝑠𝑥𝜌)𝑖*,𝑗𝑚(𝛿𝑥𝐶)𝑖*,𝑗−1/2 (ñòðîêà 6). Äëÿ
êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 6a, îáå ÿ÷åéêè (𝑖* ± 1/2, 𝑗 − 1) ÿâ-
ëÿþòñÿ íåàêòèâíûìè. Çíà÷åíèÿ 𝐶𝑖*±1/2,𝑗−1/2 è 𝜌𝑖*±1/2,𝑗−1/2 âû÷èñëåíû â àëãî-
ðèòìàõ 1 è 3. Â ñëó÷àå êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 6b, ÿ÷åéêà
(𝑖* + 1/2, 𝑗 − 1) ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé, à çíà÷èò, îïðåäåëåíî çíà÷åíèå (𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶
â öåíòðå ãðàíè÷íîãî ðåáðà (𝑖*, 𝑗 − 1) (îáîçíà÷åíî êàê ¾ ¿). Ïîýòîìó ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà (𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶])𝑖*,𝑗−1/2.

Ïðè âû÷èñëåíèè â óçëå (𝑖*, 𝑗+1/2) îáå ïàðû (𝑖*±1/2, 𝑗+1) è (𝑖*±1/2, 𝑗) ñî-
ñòîÿò èç àêòèâíûõ ÿ÷ååê è â öèêëå â ñòðîêå 4 âû÷èñëÿåòñÿ (𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶])𝑖*,𝑗+1/2.

Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû 𝑠𝑥(𝛿𝑦𝐶) â óçëå (𝑖*, 𝑗) (ñòðîêà 12) çäåñü íå òðåáó-
åò ïðîâåðîê: ÿ÷åéêè (𝑖* ± 1/2, 𝑗) çàâåäîìî ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûìè, à çíà÷èò,
âåëè÷èíà 𝛿𝑦𝐶 â óçëàõ (𝑖* ± 1/2, 𝑗 + 1/2) è (𝑖* ± 1/2, 𝑗 − 1/2) îïðåäåëåíà.
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Ðèñ. 6. ×àñòü ðàñ÷åòíîãî øàáëîíà ñ óçëàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèÿ 𝑄𝑥𝑦 â (𝑖*, 𝑗) = (xc−1/2, xc). Øòðèõîâêîé âûäåëåíà îñíîâíàÿ ÿ÷åé-
êà. Ñåðûì öâåòîì îáîçíà÷åíû неактивные ÿ÷åéêè.

Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò 𝑄𝑦𝑥 â óçëàõ (xc, xc±1/2) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òåïåðü ðàññìîòðèì àëãîðèòì 5 (ñì. åãî ñõåìó íà ñòð. 23) âû÷èñëåíèÿ

êîìïîíåíòû 𝑤
(𝑥)
𝑦 â óçëàõ (xc±1/2, xc), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò öåíòðàì ðå-

áåð îñíîâíîé ÿ÷åéêè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ 𝑂𝑥. Ðàññìîòðèì óçåë
(𝑖*, 𝑗) = (xc−1/2, xc). Íà ðèñóíêå 7 îí îáîçíà÷åí ñèìâîëîì ¾ ¿. Íàïîìíèì,
÷òî ÿ÷åéêà (𝑖* + 1/2, 𝑗) ÿâëÿåòñÿ çàâåäîìî àêòèâíîé, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíîé, à (𝑖* − 1/2, 𝑗) ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ðåáðî ñ öåíòðîì (𝑖*, 𝑗) ÿâëÿëîñü áû ãðàíè÷íûì: ñîãëàñíî óñëîâèþ ïðèëèïà-
íèÿ â óçëå (𝑖*, 𝑗) èìååì 𝑢 = 0, à çíà÷èò, çàâåäîìî Π𝜏

𝑥𝑦 = 𝜌𝑢𝑥𝑤
(𝑥)
𝑦 = 0 è

âåëè÷èíó 𝑤
(𝑥)
𝑦 äàæå íå íóæíî âû÷èñëÿòü.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

𝑏 = (𝑠𝑦𝑢𝑦)𝛿𝑦𝑢𝑦 + 𝛿𝑦ℋ(𝜌) +
(︀
𝛿*𝑥𝑄

𝑤
𝑥𝑦 + 𝛿𝑦𝑄

𝑤
𝑦𝑦

)︀ 1

𝑠𝑦𝜌
.

Òîãäà âûðàæåíèå (5.31) ïðè (𝑘, 𝑙) = (𝑥, 𝑦) ïðèìåò áîëåå êîìïàêòíûé âèä:

𝑤(𝑥)
𝑦 =

𝑠𝑥𝜏

𝑠𝑥𝜌

[︀
(𝑠𝑥𝜌)(𝑠𝑥𝑢𝑥)𝛿𝑥𝑢𝑦 + 𝑠𝑥

{︀
𝜌𝑠*𝑦𝑏

}︀]︀
.
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Алгоритм 5. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ 𝑤
(𝑥)
𝑦 â óçëå (𝑖*, 𝑗), ñîîòâåòñòâóþùåìó

öåíòðó ãðàíè îñíîâíîé ÿ÷åéêè, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ 𝑂𝑥.

1: for 𝑚 = −1/2 to 1/2 do

2: for 𝑛 = −1/2 to 1/2 do

3: 𝑖𝑚 = 𝑖* + 𝑚, 𝑗𝑛 = 𝑗 + 𝑛
4: if 𝑎𝑖𝑚,𝑗𝑛+1/2 · 𝑎𝑖𝑚,𝑗𝑛−1/2 = 0 then

5: 𝑏𝑚,𝑛 = 0
6: else

7: for 𝑙 = −1/2 to 1/2 do

8: 𝑖𝑙 = 𝑖𝑚 + 𝑙, 𝑗𝑙 = 𝑗𝑛 + 𝑙
9: (𝑄𝑤

𝑦𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑙 = 𝜆1

{︀
𝑠*𝑦[(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶]

}︀
𝑖𝑚,𝑗𝑙

· {𝑠*𝑦(𝛿𝑦𝐶)}𝑖𝑚,𝑗𝑙
10: 𝑑𝑐𝑑𝑦𝑎𝑣𝑟 = (𝐶𝑖𝑙,𝑗𝑛+1/2 − 𝐶𝑖𝑙,𝑗𝑛−1/2)/ℎ

11: 𝐺𝑎𝑣𝑟,𝑦 = 1
2

[︀
𝜌𝑖𝑙,𝑗𝑛+1/2(𝛿𝑥𝐶)𝑖𝑙,𝑗𝑛+1/2 + 𝜌𝑖𝑙,𝑗𝑛−1/2(𝛿𝑥𝐶)𝑖𝑙,𝑗𝑛−1/2

]︀
12: (𝑄𝑤

𝑥𝑦)𝑖𝑙,𝑗𝑛 = 𝐺𝑎𝑣𝑟,𝑦 · 𝑑𝑐𝑑𝑦𝑎𝑣𝑟
13: end for

14: (𝛿*𝑥𝑄
𝑤
𝑥𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛 =

[︀
(𝑄𝑤

𝑥𝑦)𝑖𝑚+1/2,𝑗𝑛 − (𝑄𝑤
𝑥𝑦)𝑖𝑚−1/2,𝑗𝑛

]︀
/ℎ

15: (𝛿𝑦𝑄
𝑤
𝑦𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛 =

[︀
(𝑄𝑤

𝑦𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛+1/2 − (𝑄𝑤
𝑦𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛−1/2

]︀
/ℎ

16: 𝑏𝑚,𝑛 = (𝑢𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛(𝛿𝑦𝑢𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛 + (𝛿𝑦ℋ(𝜌))𝑖𝑚,𝑗𝑛+
+
(︀
𝛿*𝑥𝑄

𝑤
𝑥𝑦 + 𝛿𝑦𝑄

𝑤
𝑦𝑦

)︀
𝑖𝑚,𝑗𝑛

/𝜌𝑖𝑚,𝑗𝑛
17: end if

18: end for

19: end for

20: (𝑤
(𝑥)
𝑦 )𝑖*,𝑗 =

𝜏

𝜌𝑖*,𝑗

{︁
1
2

[︁
𝜌𝑖*+1/2,𝑗

1
2(𝑏1/2,1/2 + 𝑏1/2,−1/2)+

+𝜌𝑖*−1/2,𝑗
1
2(𝑏−1/2,1/2 + 𝑏−1/2,−1/2)

]︁
+ 𝜌𝑖*,𝑗(𝑢𝑥)𝑖*,𝑗(𝛿𝑥𝑢𝑦)𝑖*,𝑗

}︁
Âåëè÷èíà 𝑏 âû÷èñëÿåòñÿ â óçëàõ (𝑖* ± 1/2, 𝑗 ± 1/2). Íà ðèñóíêå 7 îíè

îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè ¾ ¿. Ðàccìîòðèì óçåë (𝑖* + 1/2, 𝑗 − 1/2), êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ öèêëà (ñòðîêè 1, 2) 𝑚 = 1/2, 𝑛 = −1/2
è, çíà÷èò, 𝑖𝑚 = 𝑖*+1/2, 𝑗𝑛 = 𝑗−1/2. Ñîãëàñíî êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííîé
íà ðèñóíêå 7, äàííûé óçåë ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì íåàêòèâíîãî ðåáðà, ïîñêîëüêó
ÿ÷åéêà (𝑖*+1/2, 𝑗−1) íåàêòèâíà. Ïîýòîìó 𝑎𝑖*+1/2,𝑗−1·𝑎𝑖*+1/2,𝑗 = 0 è 𝑏1/2,−1/2 = 0
(ñòðîêà 5). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäíèì äâóì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4.20),
îáåñïå÷èâàþùèì óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ.

Ðàññìîòðèì óçåë (𝑖*−1/2, 𝑗+1/2), êîòîðûé ïðèíàäëåæèò активному ðåá-
ðó. Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè äëÿ 𝑏 âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
(ñòðîêà 16), è òðóäíîñòåé ýòî íå âûçûâàåò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàçíîñòíîãî îòíî-
øåíèÿ (𝛿*𝑥𝑄

𝑤
𝑥𝑦)𝑖*−1/2,𝑗+1/2 íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü 𝑄𝑤

𝑥𝑦 = 𝜆1(𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶]·𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶)
â óçëàõ (𝑖*−1, 𝑗+1/2) è (𝑖*, 𝑗+1/2), êîòîðûå íà ðèñóíêå 7 îòìå÷åíû êàê ¾ ¿
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Ðèñ. 7. ×àñòü ðàñ÷åòíîãî øàáëîíà ñ óçëàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
𝑤

(𝑥)
𝑦 â (𝑖*, 𝑗) = (xc−1/2, xc). Øòðèõîâêîé âûäåëåíà îñíîâíàÿ ÿ÷åéêà.

(èì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà öèêëà (ñòðîêà 7) 𝑙 = ±1/2 ). Ðàñ-
ñìîòðèì óçåë (𝑖𝑚− 1/2, 𝑗𝑛) ≡ (𝑖* − 1, 𝑗 + 1/2). Âåëè÷èíû 𝜌, 𝐶 è 𝛿𝑥𝐶 â óçëàõ
(𝑖* − 1, 𝑗 + 1) è (𝑖* − 1, 𝑗) (íà ðèñóíêå 7 îíè îáîçíà÷åíû êàê ¾ ¿) ïðåäâàðè-
òåëüíî âû÷èñëåíû â àëãîðèòìàõ 3 è 1. Óçåë (𝑖*−1, 𝑗+1) çàâåäîìî íå ïîïàäàåò
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Ðèñ. 8. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 𝐶 íà ñåòêå ðàçìåðîì 120 × 50 ÿ÷ååê.

¾âíóòðü¿ ñòåíêè (ïîðîäû), òàê êàê ÿ÷åéêà (𝑖* − 1/2, 𝑗 + 1) çàâåäîìî àêòèâíà
(èíà÷å àëãîðèòì ïîïàäåò íà ñòðîêó 5).

Àïïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíîé 𝜕𝑦𝐶 â óçëàõ (𝑖* − 1, 𝑗 + 1/2) è (𝑖*, 𝑗 + 1/2)
âû÷èñëÿåòñÿ â ñòðîêå 10. Óçåë (𝑖*, 𝑗+1/2) èíöèäåíòåí òîëüêî àêòèâíûì ÿ÷åé-
êàì, ïîýòîìó (𝐶𝑖*,𝑗+1−𝐶𝑖*,𝑗)/ℎ ≡ (𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶)𝑖*,𝑗+1/2. Îäíàêî ýòî òîæäåñòâî íåâåð-
íî äëÿ óçëà (𝑖* − 1, 𝑗 + 1/2), ïîñêîëüêó îí èíöèäåíòåí íåàêòèâíîé ÿ÷åéêå
(𝑖* − 3/2, 𝑗).

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ 𝛿𝑦𝑄
𝑤
𝑦𝑦 â (𝑖*−1/2, 𝑗−1/2).

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ 𝑄𝑤
𝑦𝑦 = 𝜆1(𝑠

*
𝑦[(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶])

∘
𝛿𝑦𝐶 â óçëàõ

(𝑖*−1/2, 𝑗) è (𝑖*−1/2, 𝑗−1). Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïîñêîëüêó
çíà÷åíèÿ 𝜌 è 𝛿𝑦𝐶 â óçëàõ (𝑖*−1/2, 𝑗±1/2), (𝑖*−1/2, 𝑗−3/2) áûëè âû÷èñëåíû

â àëãîðèòìàõ 3 è 1. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî
∘
𝛿𝑦𝐶 ≡ 𝑠*𝑦𝛿𝑦𝐶.

Àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝑤(𝑦)
𝑥 â óçëàõ (xc, xc±1/2) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî.

7 Тестовые расчеты

7.1 Капля на плоской подложке

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî òåñòà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñ÷åòå ðàâíîâåñíîé ôîðìû
êàïëè, ðàñïîëîæåííîé íà ïëîñêîé ïîäëîæêå, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè 𝑂𝑦, äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óãëà ñìà÷èâàíèÿ 𝜃. Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà âûáåðåì ñëåäó-
þùèìè: 𝐴𝜓 = 1.8 · 104Äæ/êã, 𝜆1 = 2 · 10−4Äæ ·ì2/êã, 𝑀0 = 5 · 10−10 êã · ñ/ì3,
𝑐𝑠 = 103 ì/ñ, 𝜂 = 5 · 10−3Ïà · ñ. Íà âñåõ ñòîðîíàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàäèì
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.20), ñîîòâåòñòâóþùèå òâåðäîé ñòåíêå.

Äëèíó è âûñîòó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïîëîæèì 𝐿𝑥 = 0.01ì, 𝐿𝑦 = 5𝐿𝑥/12
ñîîòâåòñòâåííî. Øàã ïî ïðîñòðàíñòâó áóäåì âûáèðàòü êàê ℎ = 𝐿𝑥/𝑁𝑥, ãäå
𝑁𝑥 � ÷èñëî ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê âäîëü 𝑂𝑥.
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Ðèñ. 9. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè êîíöåíòðàöèè 𝐶 è öâåòîì.

(a) 𝜃* = 123.61∘, сетка 120 × 50 (b) 𝜃* = 122.65∘, сетка 240 × 100

Ðèñ. 10. Ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐶, ïîëó÷åííûå íà ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.08 ñ ïðè óãëå
ñìà÷èâàíèÿ 𝜃 = 120∘.

(a) 𝜃* = 46.26∘,
сетка 120 × 50

(b) 𝜃* = 46.42∘,
сетка 240 × 100

Ðèñ. 11. Ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐶, ïîëó÷åííûå íà ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.08 ñ ïðè óãëå
ñìà÷èâàíèÿ 𝜃 = 45∘.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàäèì ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûì è òàêèì, ÷òî êàïëÿ ¾êðàñíîé¿ æèäêîñòè èìååò ðàäèóñ 𝑅 =
0.32𝐿𝑦 è êàñàåòñÿ òâåðäîé ñòåíêè 𝑦 = 0 â òî÷êå (𝐿𝑥/2, 0):

𝐶0 =

{︃
0.95, åñëè (𝑥− 𝐿𝑥/2)2 + (𝑦 −𝑅)2 < 𝑅2;

0.05, èíà÷å.

Íà ðèñóíêå 8 ïðåäñòàâëåíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè 𝐶 íà ñåò-
êå ðàçìåðîì 120 × 50 ÿ÷ååê. Çäåñü è äàëåå íà÷àëüíûå ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü
âî âñåõ ðàñ÷åòíûõ ÿ÷åéêàõ ïîëîæèì 𝑢0 = 0, 𝜌0 = 1 êã/ì3.

Íà ðèñóíêå 9 ïðåäñòàâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè êîíöåíòðà-
öèè 𝐶 è öâåòîì (ëåãåíäà). Íà ðèñóíêàõ 10a, 10b è 11a, 11b ïðåäñòàâëåíû
ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐶, ïîëó÷åííûå íà ñåòêàõ 120 × 50 (ñ øàãîì ∆𝑡 = 4 · 10−8 ñ) è
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10−1 100 101 102

t, 10−3
ñåê

90◦

120◦

150◦

θ∗ 60× 25
120× 50
240× 100
480× 200

Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìîãî óãëà ñìà÷èâàíèÿ 𝜃* îò âðåìåíè 𝑡 ïðè
ðàñ÷åòå íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ äëÿ 𝜃 = 120∘.

10−1 100 101 102

t, 10−3
ñåê

45◦

50◦

55◦

60◦

θ∗

120× 50
240× 100
480× 200

Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìîãî óãëà ñìà÷èâàíèÿ 𝜃* îò âðåìåíè 𝑡 ïðè
ðàñ÷åòå íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ äëÿ 𝜃 = 45∘.
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240 × 100 (ñ øàãîì ∆𝑡 = 2 · 10−8 ñ) ÿ÷ååê íà ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.08 ñ ïðè
çàäàíèè 𝜃 = 120∘ è 𝜃 = 45∘. Â ïîäïèñÿõ óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
наблюдаемого óãëà ñìà÷èâàíèÿ 𝜃*, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ â íåêîòîðîì óçëå
(𝑖*, 3/2) ñåòêè 𝜔*

ℎ (𝑖
* ∈ {1/2, 1 + 1/2, . . . , 𝑁𝑥 − 1/2}) ñîãëàñíî âûðàæåíèþ

𝜃* =
180∘

𝜋
arccos

(︂
𝜕𝑦𝐶

‖∇𝐶‖

)︂
≈ 180∘

𝜋
arccos

(︃
𝛿𝑦𝑠𝑥𝐶√︀

(𝛿𝑥𝑠𝑦𝐶)2 + (𝛿𝑦𝑠𝑥𝐶)2

)︃
.

Ïðè ýòîì óçåë (𝑖*, 3/2) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî 𝐶𝑖*−1/2, 1 < 0.5 è 𝐶𝑖*+1/2, 1 > 0.5.
Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ 𝐶 = 0.5 (òî åñòü óñëîâ-
íàÿ ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà) ïðîõîäèò ãäå-òî ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðàìè
ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê 𝐶𝑖*±1/2, 1. Íàïîìíèì, ÷òî âñå ðåáðà íèæíåé òâåðäîé ñòåíêè
èìåþò öåíòðû â óçëàõ ñ èíäåêñàìè (𝑖, 1/2), äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑥.

Íà ðèñóíêàõ 12 è 13 èçîáðàæåíà ïîëó÷åííàÿ â ðàñ÷åòàõ íà ðàçëè÷íûõ
ñåòêàõ çàâèñèìîñòü óãëà 𝜃* îò âðåìåíè 𝑡 äëÿ 𝜃 = 120∘ è 𝜃 = 45∘ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Îòìåòèì, ÷òî ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèÿ óãëà ñâÿçàíû èñêëþ÷èòåëüíî ñî
ñïîñîáîì åãî âû÷èñëåíèÿ: ñêà÷êè ïðîèñõîäÿò ïðè èçìåíåíèè âûáîðà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïàðû ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé ñåòêè.

Ñ èçìåëü÷åíèåì ðàñ÷åòíîé ñåòêè íàáëþäàåìûé êðàåâîé óãîë 𝜃* âèçóàëüíî
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå áëèçêî ê çàäàííîìó 𝜃, íî íåìíîãî
îòëè÷àåòñÿ îò íåãî (∼ 5%). Îòëè÷èå ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè âûâîäå ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçîâàíû ïðåäïîëîæåíèÿ î íóëåâîé
êðèâèçíå ìåæôàçíîãî ñëîÿ è òî÷íîì âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé (3.12), (3.14)
â íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâîå ïðåäïîëîæåíèå áóäåò òåì ëó÷øå âûïîë-
íÿòñÿ, ÷åì ìåíüøå îòíîøåíèå Cn = 𝜀/𝑅, íàçûâàåìîå ÷èñëîì Êàíà (íàïîì-
íèì, ÷òî 𝜀 � øèðèíà ìåæôàçíîé ãðàíèöû, 𝑅 � õàðàêòåðíûé ðàçìåð çàäà÷è,
êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì ðàäèóñó êàïëè). Âòîðîå ïðåä-
ïîëîæåíèå ìîæåò íåñêîëüêî íàðóøàòüñÿ, ïîñêîëüêó, ñ îäíîé ñòîðîíû, ìåæ-
ôàçíàÿ ãðàíèöà ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðåøåíà, à ñ äðóãîé �
â ìîäåëè ïðèñóòñòâóþò òàê íàçûâàåìûå ¾ïàðàçèòíûå òîêè¿ (âèõðåîáðàçíûå
âîçìóùåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå) [32, 33], êîòîðûå ìîãóò
áûòü åùå îäíîé ïðè÷èíîé íåáîëüøèõ îòêëîíåíèé îò ¾ïðàâèëüíîãî¿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè â ìåæôàçíîì ñëîå. Íà êðóïíîìàñøòàáíóþ äèíàìè-
êó êàïëè ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ îíè íå îêàçûâàþò, íî âïîëíå ìîãóò áûòü
ïðè÷èíîé íåáîëüøèõ îòêëîíåíèé 𝜃* îò 𝜃. Îòìåòèì, ÷òî âëèÿíèå îïèñàííûõ
ôàêòîðîâ â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé ìîäåëè òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

7.2 Капля на плоской «ступенчатой» подложке

Â äàííîì ðàçäåëå òàêæå ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñòåêàíèè êàïëè íà ïëîñ-
êîé ïîäëîæêå, íî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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Ðèñ. 14. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 𝐶. Ñåòêà 100 × 100 ÿ÷ååê.

ïîäëîæêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 𝑥 = 𝑦. Ïîñêîëüêó â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ âîêñåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, òî òàêèì îáðàçîì çàäàííàÿ ïîäëîæêà áóäåò èìåòü
¾ñòóïåí÷àòóþ¿ ôîðìó. Àêòèâíûå ÿ÷åéêè ðàñïîëîæåíû â ÷àñòè îáëàñòè 𝑥 < 𝑦.
Íà âñåõ ãðàíèöàõ ìû òàêæå áóäåì çàäàâàòü óñëîâèÿ (4.20). Ïàðàìåòðû òå÷å-
íèÿ çàäàþòñÿ òàêèìè æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Çàäàäèì ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ðàçìåðû 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 0.01ì, ÷èñëî ÿ÷ååê 𝑁𝑥 = 𝑁𝑦 = 100, øàã ïî âðåìåíè
∆𝑡 = 5 · 10−8 ñ. Âûáåðåì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè â âèäå

𝐶0 =

⎧⎨⎩0.999, åñëè
[︁
𝑥−

(︁
𝐿𝑥

2 − 0.95 𝑅√
2

)︁]︁2
+
[︁
𝑦 −

(︁
𝐿𝑦

2 + 0.95 𝑅√
2

)︁]︁2
< 𝑅2;

0.001, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çäåñü 𝑅 = 0.3𝐿𝑦/
√

2 � ðàäèóñ êàïëè. Íà ðèñóíêå 14 ïðåäñòàâëåíî íà÷àëüíîå
êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè.

Òàê æå êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ наблю-
даемых óãëîâ ñìà÷èâàíèÿ 𝜃*1 è 𝜃*2, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â íåêîòîðîì óçëå
(𝑖*, 𝑗*) âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêè 𝜔*

ℎ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

𝜃* =
180∘

𝜋
arccos

(︂
𝜕𝑛𝐶

‖∇𝐶‖

)︂
≈ 180∘

𝜋
arccos

(︃
𝛿𝑛𝐶√︀

(𝛿𝜏𝐶)2 + (𝛿𝑛𝐶)2

)︃
,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

𝛿𝜏𝐶 =
𝐶𝑖*+1/2,𝑗*+1/2 − 𝐶𝑖*−1/2,𝑗*−1/2

ℎ
√

2
, 𝛿𝑛𝐶 =

𝐶𝑖*−1/2,𝑗*+1/2 − 𝐶𝑖*+1/2,𝑗*−1/2

ℎ
√

2
.
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(a) 𝑡 = 0.005 с (b) 𝑡 = 0.02 с

Ðèñ. 15. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè 𝐶, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòå ôîðìû êàïëè
íà ¾ñòóïåí÷àòîé¿ ïîäëîæêå. Óãîë ñìà÷èâàíèÿ 𝜃 = 120∘.

Ïðè âû÷èñëåíèè 𝜃*1 ìû ïîëàãàåì 𝑖* = 𝑖 − 1/2, 𝑗* = 𝑖 + 1/2 ïðè 𝑖 ∈
{2, . . . , 𝑁𝑥}. Çäåñü íàïîìíèì, ÷òî ÿ÷åéêè (𝑖, 𝑗), ãäå 𝑖 6 𝑗, ÿâëÿþòñÿ àêòèâ-
íûìè, îñòàëüíûå � íåàêòèâíûå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññ÷èòûâàåì óãîë 𝜃*1 â
óçëàõ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêè, êîòîðûå ëåæàò íà ïðÿìîé 𝑦 = 𝑥+ ℎ. Êîíêðåò-
íîå çíà÷åíèå 𝑖 âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ 𝐶𝑖*+1/2,𝑗*+1/2 < 0.5 è 𝐶𝑖*−1/2,𝑗*−1/2 > 0.5.

Óãîë 𝜃*2 âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî â óçëàõ ñ 𝑖
* = 𝑖−1/2, 𝑗* = 𝑖+1/2+3,

ëåæàùèõ íà ïðÿìîé 𝑦 = 𝑥 + 4ℎ.
Íà ðèñóíêàõ 15a è 15b ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐶 íà ìîìåíòû âðå-

ìåíè 𝑡 = 105∆𝑡 = 0.005 ñ è 𝑡 = 4 · 105∆𝑡 = 0.02 ñ ñîîòâåòñòâåííî. Íà îáîèõ
ðèñóíêàõ ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî òîëùèíîé ìåæôàçíîé ãðàíèöû.
Ïðè ýòîì âèçóàëüíî êîíòàêòíûé óãîë íå ìåíÿåòñÿ è ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
çàäàííîãî. Ýòî æå íàáëþäàåòñÿ è íà ãðàôèêàõ çàâèñèìîñòè íàáëþäàåìûõ
óãëîâ ñìà÷èâàíèÿ 𝜃*1 è 𝜃*2 (ñì. ðèñóíîê 16). Ïðè÷åì 𝜃*1 ìåíüøå îòëè÷àåòñÿ îò
𝜃 = 120∘, ÷åì 𝜃*2. Ïðè ýòîì íà ðèñóíêàõ 15a è 15b íàáëþäàåòñÿ èìåííî 𝜃*2.
Ôîðìà êàïëè è ñèëüíî ¾ðàñïëûâøàÿñÿ¿ ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàçäåëå 7.1.

Îïèñàííûå çäåñü è â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ [5, 34, 35] àëãîðèòìû
ñòðîèëèñü íà îñíîâàíèè òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ðåá-
ðàõ (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå � ãðàíÿõ) ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ¾ñòóïåí÷àòàÿ¿ ïëîñêàÿ ïîäëîæêà, ñòðîãî
ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ íå ïëîñêîé, à ëîìàíîé, êàæäîå çâåíî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïëîñ-
êèì, ïàðàëëåëüíûì îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé è èìåþùèì äëèíó, ñîâïàäà-
þùóþ ñ øàãîì ñåòêè. Êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàçäåëå 7.1, äëÿ êîíòàêòíîãî óãëà
íåîáõîäèìî õîðîøåå ðàçðåøåíèå ñåòêîé êîíòàêòíîé ãðàíèöû âáëèçè ñòåíêè.
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5 10 15 20
t, 10−3

ñåê

30◦

60◦

90◦

120◦

150◦

θ∗

θ∗1
θ∗2

Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìûõ óãëîâ ñìà÷èâàíèÿ 𝜃*1,2 îò âðåìåíè 𝑡.

Â ðàññìîòðåííîì â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñëó÷àå íà êàæäûé ó÷àñòîê ïðèõîäèò-
ñÿ òîëüêî îäíà ÿ÷åéêà, ÷åãî íå äîñòàòî÷íî. Èìåííî ýòèì ìîæíî îáúÿñíèòü
îñîáåííîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, âîêñåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ÷àñòî ñòðîèòñÿ íà
îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà íåêîòîðîãî ìàòåðèàëà. Â ñëó-
÷àå ñ îáðàçöàìè ãîðíûõ ïîðîä äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿþò êîìïüþòåðíóþ ìèêðî-
òîìîãðàôèþ, êîòîðàÿ îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ. Ïîýòîìó ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ âîêñåëüíóþ ãåîìåòðèþ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê àïïðîêñèìà-
öèþ èñòèííîé ãåîìåòðèè ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà (êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
èçâåñòíà). Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ¾ñâîáîäà¿ â èíòåðïðåòàöèè è ìî-
äèôèêàöèè ïîñòðîåííîé ãåîìåòðèè äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñ îïûòîì è/èëè âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòðåáíîñòåé. Ýòà ñâîáîäà óñïåøíî
èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ [36].

Îïèñàííóþ âûøå ëîìàííóþ, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò ¾ñòóïåí÷àòóþ¿ ïîäëîæ-
êó, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àïïðîêñèìàöèþ íåêîòîðîé ãëàäêîé ëèíèè, íà-
ïðèìåð ïðÿìîé 𝑦 = 𝑥− ℎ/

√
2 (ñì. ðèñóíîê 17). Ñ ó÷åòîì íîâîé èíòåðïðåòà-

öèè ðàññìàòðèâàåìîé ãåîìåòðèè íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü ïîñòðîåííûå â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àëãîðèòìû.

Îäíîé èç âîçìîæíûõ è íå òðåáóþùèõ ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé óæå ïî-
ñòðîåííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ êîððåêöèÿ íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè ïðè ðàñ-
÷åòå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè â öåíòðå ãðàíè÷íîãî ðåáðà. Ïîÿñíèì ñóòü ýòîé
êîððåêöèè íà ïðèìåðå êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 17 è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ÷àñòè ¾ñòóïåí÷àòîé¿ ïëîñêîé ïîäëîæêè. ß÷åéêè (𝑖+1, 𝑗) è (𝑖, 𝑗−1)
ÿâëÿþòñÿ íåàêòèâíûìè, à ÿ÷åéêà (𝑖 − 1, 𝑗) � àêòèâíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
ðàñ÷åòå çíà÷åíèÿ 𝐶 â óçëå (𝑖, 𝑗 − 1/2) (îáîçíà÷åí ¾ ¿) ìû áóäåì èñïîëüçî-
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(i, j)

(i+ 1, j)

(i, j − 1)

(i− 1, j)

(i, j − 1
2
)

Ðèñ. 17. ×àñòü ¾ñòóïåí÷àòîé¿ ïîäëîæêè è íàïðàâëåíèÿ íîðìàëåé â óãëîâûõ
óçëàõ è óçëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðàì óãëîâûõ ÿ÷ååê.

âàòü íå çíà÷åíèå 𝐶 èç öåíòðà (𝑖, 𝑗), à èç óçëà (𝑖−1/2, 𝑗) (îáîçíà÷åí ¾ ¿), ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî íîðìàëü â ýòîì óçëå ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, èçîá-
ðàæåííîé ïóíêòèðîì íà ðèñóíêå 17. Ñëåäóÿ òàêîé èíòåðïðåòàöèè, óãëîâûå
óçëû, èíöèäåíòíûå òîëüêî îäíîé íåàêòèâíîé ÿ÷åéêå, áóäåì ñ÷èòàòü ëåæàùè-
ìè â àêòèâíîé îáëàñòè. Òîãäà â óçëå (𝑖−1/2, 𝑗−1/2) ñêîðîñòü íå ðàâíà íóëþ
è âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî êîíöåíòðàöèè â ñòðîêå 7 àëãîðèòìà 2.

Îòìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, äàííàÿ êîððåêöèÿ òðåáóåò óâåëè÷åíèÿ ðàñ-
÷åòíîãî øàáëîíà, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå è êîíöåíòðàöèè íåîáõîäèìî àï-
ïðîêñèìèðîâàòü è â êðàéíèõ òî÷êàõ èñïîëüçóåìîãî øàáëîíà (ñì. ðèñóíîê 3).
Çäåñü ïðè ðàñ÷åòå â ïîäîáíîì óçëå èñïîëüçóåòñÿ ñòàðûé ïîäõîä. Â ïîñëåäó-
þùèõ ðàáîòàõ àëãîðèòì áóäåò ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàí.

Íà ðèñóíêàõ 19a è 19b ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè íà ìî-
ìåíòû âðåìåíè 𝑡 = 0.005 ñ è 𝑡 = 0.02 ñ, ïîëó÷åííîå â ðàñ÷åòå çàäà÷è, îïè-
ñàííîé â íà÷àëå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà. Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ
ïîìîùüþ ñêîððåêòèðîâàííîãî àëãîðèòìà, çàìåòíî ëó÷øå ñîîòâåòñòâóþò çà-
äàííîìó çíà÷åíèþ óãëà ñìà÷èâàíèÿ, ÷åì ðåçóëüòàòû, èçîáðàæåííûå íà ðè-
ñóíêàõ 15a è 15b. Íà ðèñóíêå 18 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè íàáëþ-
äàåìûõ óãëîâ ñìà÷èâàíèÿ 𝜃*1,2. Âèäíî, ÷òî èõ çíà÷åíèÿ áëèçêè è íà áîëüøèõ
âðåìåíàõ ñîñòàâëÿþò ≈ 125∘.
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Ðèñ. 18. Çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìûõ óãëîâ ñìà÷èâàíèÿ 𝜃*1,2 îò âðåìåíè 𝑡, ïîëó-
÷åííàÿ â ðàñ÷åòàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà.

8 Заключение

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðàñ÷åòà äâóìåð-
íûõ äâóõôàçíûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ èçîòåðìè÷åñêèõ òå÷åíèé âÿçêîé æèä-
êîñòè ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè íà ãðàíèöàõ ìåæäó æèäêèìè ôàçàìè
(íàïðèìåð ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå) è íà ãðàíèöå ñ òâåðäîé ñòåíêîé (êîí-
òàêòíûé óãîë). Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû â îáëàñòÿõ ñëîæíîé
ôîðìû, èìåþùèõ âîêñåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Àëãîðèòì îñíîâàí íà êâàçãèäðîäèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà�Êàíà�Õèëëàðäà è îáîáùàåò ðàíåå ðàçðàáîòàííûå àâòîðàìè
ìåòîäû íà ñëó÷àé çàäàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî óãëà ñìà÷èâàíèÿ 0∘ < 𝜃 < 180∘.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ î ðàñòåêàíèè êàïëè íà ïëîñêîé ïîäëîæ-
êå. Ïðè ýòîì ðàññìîòðåíî äâà âàðèàíòà çàäàíèÿ ïîäëîæêè. Â ïåðâîì ñëó÷àå
îíà âûáèðàëàñü ïåðïåíäèêóëÿðíîé îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, à âî âòî-
ðîì � ïîä óãëîì 45∘, èç-çà ÷åãî ïîäëîæêà èìååò ¾ñòóïåí÷àòóþ¿ ïîâåðõíîñòü.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîêàçûâàþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïî-
ñòðîåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ïðîñòîé ¾ïëîñêîé¿ ãåîìåòðèè. Â ðåçóëüòàòàõ âòî-
ðîãî ðàñ÷åòà íàáëþäàþòñÿ ñóùåñòâåííûå àðòåôàêòû. Åñëè ðàññìàòðèâàåìóþ
ãåîìåòðèþ ñ÷èòàòü òî÷íîé, òî èõ ìîæíî îáúÿñíèòü ïëîõèì ðàçðåøåíèåì êàæ-
äîãî çâåíà ëîìàíîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ¾ñòóïåí÷àòóþ¿ ïîäëîæêó. Åñëè æå
ãåîìåòðèþ ñ÷èòàòü àïïðîêñèìàöèåé íåêîòîðîé ãëàäêîé ëèíèè, òî, êàê îêàçû-
âàåòñÿ, àðòåôàêòû ñâÿçàíû êàê ðàç ñ òåì, ÷òî â ðåàëèçîâàííûõ àëãîðèòìàõ
ãðàíèöà ñ÷èòàåòñÿ òî÷íîé. Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå â ðàáîòàõ àâòîðîâ ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè îäíîôàçíûõ òå÷åíèé è äâóõôàçíûõ òå÷åíèé ñ òðèâèàëüíûì óãëîì
ñìà÷èâàíèÿ 𝜃 = 90∘ òàêîé ïîäõîä âïîëíå îïðàâäûâàë ñåáÿ.
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(a) 𝑡 = 0.005 с (b) 𝑡 = 0.02 с

Ðèñ. 19. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè 𝐶, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòå ôîðìû êàïëè
íà ¾ñòóïåí÷àòîé¿ ïîäëîæêå. Óãîë ñìà÷èâàíèÿ 𝜃 = 120∘.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ, êîððåêòè-
ðóþùèå âëèÿíèå âîêñåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãåîìåòðèè íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-
òîâ ñîãëàñíî åå èíòåðïðåòàöèè êàê àïïðîêñèìàöèè íåêîòîðîé ïðÿìîé ëèíèè.
Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, èç êîòîðûõ âèäíà êà÷åñòâåííàÿ êîððåêò-
íîñòü ðàáîòû ìîäèôèöèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ ýòè àë-
ãîðèòìû áóäóò ñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ è äîïîëíÿòüñÿ.

Ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîðóäîâàíèÿ öåíòðà êîëëåê-
òèâíîãî ïîëüçîâàíèÿ ¾Êîìïëåêñ ìîäåëèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè äàííûõ èñ-
ñëåäîâàòåëüñêèõ óñòàíîâîê ìåãà-êëàññà¿ ÍÈÖ ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿,
http://ckp.nrcki.ru/.
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