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Колесниченко А.В. 

К разработке статистической термодинамики и техники фрактального 
анализа для неэкстенсивных систем на основе энтропии и различающей ин-
формации Реньи. 

 
В работе показано, как можно получить равновесную статистическую 

термодинамику неэкстенсивных систем и определить её свойства на основе 
параметрических энтропии и различающей информации Реньи. Это исследо-
вание базируется на негиббсовом равновесном распределении, полученном из 
условия экстремума энтропии Реньи при заданности средней энергии систе-
мы, а также на осреднении её случайных динамических параметров по эс-
кортному (нормированному) распределению, удобному при рассмотрении ха-
отических, фрактальных и мультифрактальных систем. Показано, что в микро-
каноническом ансамбле статистика Реньи эквивалентна статистике Больцма-
на−Гиббса. Выяснено, что временная эволюция замкнутой стохастической си-
стемы к равновесному состоянию зависит от знака параметра q , являющегося 

мерой неэкстенсивности статистической механики Реньи. Обсуждаются раз-
личные варианты построения размерностей разных порядков мультифрака-
лав на основе энтропии и информации различия Реньи и проанализированы 
их особенности.  

Ключевые слова: энтропия Реньи, неэкстенсивная статистическая ме-
ханика, различающая информация Реньи, фрактальная размерность. 

 
Aleksandr Vladimirovich Kolesnichenko 

To the development of statistical thermodynamics and technique оf fractal 
analysis for non-extensive systems based on entropy and discrimination infor-
mation of Renyi. 

 
The article shows how one can obtain statistical thermodynamics of nonexten-

sive systems and determine its properties on the basis of parametric entropy and 
discrimination information of Renyi. This exploration is based on not Gibbsian equi-
librium distribution obtained from the extremum condition Renyi entropy, while 
preservation an average energy of the system, as well as on the averaging of its of 
random parameters over an escort (normalized) distribution, convenient when con-
sidering the chaotic, fractal and multifractal systems. It is shown that in the micro-
canonical ensemble the Renyi statistic is equivalent to Boltzmann−Gibbs statistics. 
It is found that the temporal evolution of a closed stochastic system to the equilibri-
um state depends on the sign of the parameter q , which is a measure of the nonex-

tensivity of Renyi statistics. Discusses different ways of constructing measures dif-
ferent orders of multifractales on the basis of entropy and discrimination information 
of Renyi and analyzed their specifics. 

Keywords: Renyi entropy, nonextensive statistical mechanics, Renyi discrimi-
nation information, fractal dimension.  
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Введение 

Исследования в области механики неэкстенсивных (неаддитивных) си-

стем стали в последнее время предметом значительного интереса в связи с 

проявлениями неаддитивных свойств в аномальных физических явлениях. 

Это объясняется как новизной возникающих здесь общетеоретических про-

блем, так и важностью практических приложений (см. библиографию, пред-

ставленную на сайте http:/tsallis. cat.cbpf.br/biblio.htm, которая постоянно об-

новляется). Начало систематического изучения в этом направлении связано с 

работой К. Тсаллиса (1988), в которой автором была введена параметриче-

ская формула статистической q -энтропии 
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зависящая от некоторого действительного числа q  (так называемого пара-

метра деформации) и обладающая неаддитивностью для совокупности неза-

висимых сложных систем. Теория неэкстенсивных систем, основанная на эн-

тропии Тсаллиса, в настоящее время интенсивно развивается, к сожалению, в 

основном зарубежными специалистами. В научной литературе доступны си-

стематизированные собрания обзоров, дающие последовательное изложение 

многочисленных новых результатов, полученных в ходе изучения неэкстен-

сивных свойств в аномальных физических явлениях (см., например, Tsallis, 

1999; Abe, Okamoto, 2001; Grigolini и др., 2002; Kaniadakis и др., 2002, 2006; 

Sugiyama, 2004; Kaniadakis, Lissia, 2004; Gell-Mann, Tsallis, 2004; Swinney, 

Tsallis, 2004; Herrmann и др., 2004; Boon, Tsallis, 2005). 

Определение энтропии Тсаллиса не является единственным примером 

деформированной энтропии. Фундаментом исследований в области неэкстен-

сивной статистики, проводимых в настоящее время, являются многочислен-

ные (более 30) нелогарифмические энтропии и соответствующие им различа-

ющие информации (меры порядка и беспорядка). Их общая классификация, 

выполненная на основе группового подхода, приведена, например, в моно-

графии Зарипова (2010), в которой автор, используя групповые свойства q -

энтропий и q -информаций различия, строго доказал, что существует только 

четыре принципиально различных типа одно- и двух параметрических неэкс-

тенсивных статистик. В работах (Landsberg, Tranah, 1980; Taneja,1989, 1995) 

дана классификация возможных типов статистик, основанных как на класси-

ческой энтропии Больцмана−Гиббса, так и на различных обобщениях энтро-

пии Тсаллиса. Это статистики основанные на:  
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  классической энтропии Больцмана−Гиббса  
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  энтропии Тсаллиса 
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  энтропии Реньи  

 ( ) ln
1

N qR
q ii

k
S p p

q



 ,  

(играющей центральную роль в определении фрактальной размерности) и на 

соответствующих им однопараметрических различающих информациях, а 

именно на: 
 

 информации различия Кульбака−Лейблера  
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 информации различия Ратье−Канаппана 
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 информации различия Лансберга−Ведрала 
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  информации различия Реньи  
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Поскольку приведенные выше параметризованные энтропии сами по се-

бе являются очень информативными понятиями, количественно характеризу-

ющими состояние сложных систем, то результаты работ (Реньи,1961,1970; 

Тсаллиса,1988, 2001; Sharma, Mittal, 1977; Taneja, 1989, 1995; Landsberg, Ve-
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dral, 1998; Landsberg 1999; Frank, Plastino, 2002; Зарипов, 2006) явились зна-

чительным шагом в развитии теоретико-информационного подхода и при раз-

работке принципов неэкстенсивной статистической механики и равновесной 

термодинамики открытых систем (см., в частности, Lenzi и др., 2000; Рудой, 

2003; Zaripov, 2005; Parvan, Biro, 2005; Башкиров, 2006; Колесниченко, Четве-

рушкин, 2014; Колесниченко, 2013, 2016, 2018 a,b; Kolesnichenko, Marov, 2014). 

При этом важно отметить, что диапазон применения этих и многих других не-

экстенсивных параметрических энтропий в настоящее время постоянно рас-

ширяется, охватывая различные направления в науке, такие как космология и 

космогония, теория плазмы, квантовая механика и статистика, нелинейная 

динамика и фракталы, геофизика, биомедицина и многие другие (Sharma, Mit-

tal, 1977; Taneja, 1989, 1995; Landsberg, Vedral, 1998; Landsberg 1999; Frank, 

Plastino, 2002; Зарипов, 2006). 

Среди всех сложных систем особую важность имеют системы фракталь-

ной природы. Идея исследования фракталов на основе меры Хаусдорфа при-

надлежит Б. Мандельброту (Mandelbrot, 1975, 1977, 1982; Мандельброт, 2002). 

Им были получены нетривиальные результаты и построена соответствующая 

математическая теория. При этом центральная роль в определении фрак-

тальной размерности была отведена энтропии Реньи (Renyi,1961,1970). В 

настоящее время интерес к изучению свойств фрактальных множеств на ос-

нове энтропии Реньи продолжает расти (см. Johal, Rai, 2000; Tsallis, 1995). 

Обзор уже полученных важных результатов можно найти, в частности, в рабо-

тах (Шредер, 2001; Божокин, Паршин, 2001; Tsallis, 2002).  

Справедливости ради, следует отметить исключительную роль А. Реньи 

и в становлении неэкстенсивной статистической механики, который в работах 

(1961,1970), в отличие от классической статистики и теории информации, ос-

нованных на энтропии Больцмана−Гиббса−Шеннона, впервые ввёл в рас-

смотрение параметрическую q -энтропию и соответствующую ей различаю-

щую информацию1). Тем самым, А. Реньи предложил ясную формулу связи 

между энтропией и континуумом мультифрактальных размерностей, указав 

достаточно универсальный путь к решению проблемы фрактальной парамет-

ризации (см. Mandelbrot, 1974, 1975, 1977, 1982; Beck, Schlögl, 1993; Grass- 

berger,1981,1985; Grassberger, Procaccia, 1984; Halsey и др.,1986; Hentschel, 

Procaccia,1983; Федер,1991; Смирнов, 1991; Beck, Schlogl, 1993; Кроновер, 

2000; Шредер, 2001; Божокин, Паршин, 2001; Мандельброт, 2002; Потапов, 

2005; Зарипов, 2002, 2010; Jizba, Arimitsu, 2004; Чумак, 2012). В дальнейшем 

функционалы Реньи сыграли важнейшую роль не только в физике фракталов 

                                                           
1) Эти меры Реньи при 1q   преобразуются в традиционную энтропию Больцмана–

Гиббса и информацию различия Кульбака–Лейблера 

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Biro,+T&fullauthor=Biro,%20T.%20S.&charset=UTF-8&db_key=PRE
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и в теории информации, но и в различных областях статистической механики, 

описывающих динамические свойства нелинейных сложных систем. Послед-

нее связано с тем, что между теорией фракталов, опирающейся на геометрию 

и теорию размерности, с одной стороны, и теорией хаоса, являющейся разви-

тием теории динамических систем, существует тесная связь.  

Важным преимуществом неэкстенсивной статистики Реньи является 

наличие степенной функции распределения вероятностей, появляющейся 

(при максимизации энтропии) вместо экспоненциальной функции распределе-

ния классической статистики Гиббса. Её использование привело к значитель-

ному прогрессу, связанному с исследованиями ряда аномальных физических 

процессов, например, в ядерной физике (Nagy, Romera, 2009), в теории чер-

ных дыр (Bialas, Czyz, 2008), при изучении фрактальных и мультифракталь-

ных систем в космологии (Peebles, 1980; Mandelbrot, 1977, 1982; Колесниченко 

2016), при производстве частиц высоких энергий (Kropivnitskaya, Rostovtsev, 

2003) и т.п.  

Вместе с тем, обобщённая термодинамика, основанная на энтропии Ре-

ньи, в отличие от термодинамики Тсаллиса (см., например, Kolesnichenko, Ma-

rov, 2014; Колесниченко, 2013, 2016, 2018a,b,c), всё ещё не нашла достойного 

применения при феноменологическом моделировании ряда космогонических 

явлений. Так, например, при моделировании формирования протопланетези-

малей в Солнечном допланетном облаке с учётом фрактальных представле-

ний о свойствах пылевых кластеров в космической аэродисперсной среде, в 

работах (Kolesnichenko, Marov, 2013; Колесниченко, Маров, 2014) была ис-

пользована гидродинамическая модель для фрактальной среды (Tarasov, 

2005, 2010), для которой существуют точки и области, не заполненные её ча-

стицами. Гидродинамическое моделирование подобной среды, обладающей 

нецелой фрактальной размерностью, было проведено в рамках дробно-

интегральной модели (её дифференциальной формы), использующей для 

учёта фрактальности дробные интегралы, порядок которых определяется 

массовой размерностью фрактальных пылевых кластеров. К сожалению, уни-

версальные законы термодинамики, основанной на энтропии Реньи (как меры 

хаоса) и взаимодополняющие её методы фрактального анализа, обосновы-

вающие технику построения дробных мер (мер структурной упорядоченности) 

фракталов для сложных нелинейных систем, не были привлечены к замыка-

нию обобщённых гидродинамических уравнений Навье−Стокса для фракталь-

ных сред. Это объясняется тем, что, на тот момент времени, эти на первый 

взгляд столь противоположные научные направления, совокупно описываю-

щие процессы эволюции фрактальных сред, не были разработаны в доста-

точно близком соотнесении между собой. 

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Kropivnitskaya,+A&fullauthor=Kropivnitskaya,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PRE
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Rostovtsev,+A&fullauthor=Rostovtsev,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PRE
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Rostovtsev,+A&fullauthor=Rostovtsev,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PRE
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В связи с этим обстоятельством, данная работа посвящена конструиро-

ванию (на основе параметрических энтропии и различающей информации Ре-

ньи) статистической термодинамики неэкстенсивных систем и разработке тех-

ники получения мультифрактальных размерностей (с определением их 

свойств), выполненных с учетом их взаимосвязи. Этот подход базируется на 

негиббсовом равновесном распределении состояний, полученном из условия 

экстремума энтропии Реньи при заданности осреднённых динамических па-

раметров, характеризующих аномальную систему, а также на осреднении этих 

параметров по эскортному (нормированному) распределению, удобному при 

рассмотрении хаотических, фрактальных и мультифрактальных сред. Полу-

ченные при этом основные термодинамические соотношения аналогичны со-

отношениям классической статистической термодинамики для замкнутых и 

открытых систем. Обсуждаются различные варианты построения мер (разных 

порядков) фракталов и мультифракталов на основе энтропии и информации 

различия Реньи и основные неравенства для полученных размерностей. На 

базе двухпараметрической различающей информации рассмотрен перспек-

тивный подход к моделированию мультифрактальных мер с двумя характер-

ными масштабами длины.  

При написании данной статьи автор существенно опирался на работы 

(Кульбак,1967; Beck, Schlogl, 1993; Abe; 2000; Шредер,2001; Tsallis, 2001; Зари-

пов,2002, 2010). В этом ряду особое место занимают исследования Р.Г. Зари-

пова, в которых впервые в мировой научной литературе было проведено сов-

местное теоретико-информационное рассмотрение динамических и информа-

ционных процессов в сложных системах, а также широко представлены раз-

личные информационные стороны происходящих в них процессов необрати-

мости, самораспада и самоорганизации. 

1. Некоторые статистические характеристики энтропии  
и различающей информации Реньи 

 

При аксиоматическом подходе теории вероятностей (Хинчин,1953; Фаде-

ев,1956), для объекта (системы, процесса), который имеет дискретные слу-

чайные состояния, в работах (Havrda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970; Rathie, 

Kannappan, 1972) на базе основополагающих работ (Renyi,1961, 1970) даётся 

строгий вывод следующих функционалов: однопараметрической q -энтропии 

( )R
qS p  Реньи для дискретного распределения вероятностей 0ip   2) 

 

                                                           
2) В отличие от принятых в теории информации функционалов, в данной работе 

используются энтропия и различающая информация Реньи статистической физики, 

имеющие размерность постоянной Больцмана. 
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ln , 1;
1( )

ln , 1,

N q
iiR

q
N
i ii

k
p q

qS p

k p p q


  

 






                                         (1) 

 

и различающей информации Реньи (меры информации в состоянии с распре-

делением 0 p    относительно состояния с распределением 0 f   )  

 

1
ln , 1;

1
( )

ln , 1,

N q q
i ii

R
q

N i
ii

i

k
p f q

q
K p f

p
k p q

f


 

 
 

  
  




                                      (2) 

 

которые зависят от действительного параметра q , изменяющегося в допусти-

мых пределах (сразу заметим, что в случае фрактальной системы параметр q  

связан с её фрактальной размерностью (см. Федер, 1991)). Здесь k  − посто-

янная Больцмана, N  − число возможных состояний статистического объекта; 

 1 ,..., Np p p  и  1 ,..., Nf f f  − распределения вероятностей, удовлетво-

ряющие условию вероятностной нормировки 1
N
ii
p   и 1

N
ii
f  . Свой-

ства этих функций были строго обоснованы в работах (Mandelbrot,1974; 

Hentschel, Procaccia, 1983). 

Покажем, что в пределе слабой связи 1q  энтропия Реньи ( )R
qS p  сов-

падает с энтропией Больцмана−Гиббса−Шеннона 1 ( )RS S p  ln
N
i ii

k p p   

(см. Зубарев, 1971), а функционал ( )R
qK p f  совпадает с различающей ин-

формацией Кульбака–Лейблера 1 ( ) ( ) ln
NR KL i

ii
i

p
K p f K p f k p

f

 
   

 
  (см. 

Kullback, Leibler, 1951; Кульбак, 1967). Действительно, разложение суммы 

( )
N q

q ii
Γ p p  по параметру 1q    показывает, что при 0  имеет место 

следующее приближенное равенство 
 

1( ) exp( ln )
N N Nq

q i i iii i i
Γ p p p p p          
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(1 ln ) 1 ln
N N
i i i ii i
p p p p       . 

Следовательно,  
 

 1 1
0 0

lim ( ) lim ln 1 ln ln ( ) ( )
N NR R
i i i ii i

k
S p p p k p p S p S p

 

 
        

 
  . 

 

Аналогичное доказательство легко провести и для различающей информации 

Реньи 

1
0 0

lim ( ) lim ln 1 ln
NR i
ii

i

pk
K p f p

f
 

    
      

      
  

  

ln ( )
N KLi
ii

i

p
k p K p f

f

 
  

 
 . 

 

Пусть рассматриваемая статистическая система с мерой Реньи реализу-

ется двумя множествами: множеством всех состояний системы, описываемых 

распределением вероятностей  1 ,..., Np p p , и множеством параметров 

 1( ) ,..., ,NA p A A  характеризующих систему. Будем далее считать, что 

средневзвешенное каждой случайной величины A  в состоянии с распреде-

лением p  определяется по формуле3)  

 

1( ) ( )
N N q

q i i q i ii i
A A q Γ p A p    P ,                                 (3) 

где  

 1( ) exp (1 )
N q R

q qii
Γ p p k q S                                       (4) 

                                                           
3) В связи с определением средневзвешенного значения случайной величины A  отме-

тим следующее: в неэкстенсивной статистике Реньи возможны три способа осреднения по 

распределениям: ip , 
q
ip , iP  (см. Bibliography/ http://tsallis.cat.cbpf. br/biblio.htm). Эти спосо-

бы осреднения, каждый из которых имеет свои преимущества и недостатки, определяют со-
вершенно разные q -термодинамики, соответствующие тем или иным статистически ано-

мальным системам. По этой причине выбор осреднения в физических приложениях носит 
принципиальный характер, поскольку он оказывается существенным при обработке экспе-
риментальных данных (см.Tsallis и др., 1998; Tsallis, 1999; Martinez и др., 2000; Parvan, Biro, 
2005; Башкиров,2006). 

 

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Biro,+T&fullauthor=Biro,%20T.%20S.&charset=UTF-8&db_key=PRE
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− так называемая обобщённая статистическая сумма; ( ) / ( )
q

i qiq p Γ pP  − эс-

кортное (нормированное) распределение (см. Abe, 2000), которое обычно ис-

пользуется при рассмотрении хаотических, фрактальных и мультифракталь-

ных систем. Заметим, что при 1ip   из (3) следует привычное определение 

среднего арифметического 1 N
q ii

A N A    . Легко показать, что распреде-

ления ip  и iP  могут быть записаны в следующих эквивалентных формах  

 

1/1/ 1/ 1/
( ) /

q Nq q q
i qi i ii
p Γ p  

  P P P ,    1( ) exp ( 1) ( )
q R

i qiq p k q S p P ,  

 

 1/
( ) ln

1

q
N qR

q ii

k
S

q
 


P P ,   ln ( ) ( 1) ( )R

q qk Γ p q S p  . 

 

Приведём теперь необходимые для дальнейшего и наиболее важные 

свойства функционалов (1) и (2), подробно рассмотренных в основополагаю-

щих работах (Реньи, 1961, 1970; Kullback, Leibler, 1951; Кульбак, 1967), а также 

в монографиях (Beck, Schlogl, 1993; Зарипов, 2002). 

Основные свойства энтропии Реньи 

Положительность и выпуклость. Энтропия Реньи является веществен-

ным, неотрицательным и выпуклым функционалом с максимумом (миниму-

мом) при 0 ( 0)q q  , т.е. для произвольных 1p  и 2p  имеем следующие не-

равенства (Харди и др., 1948): 

 

( ) 0R
qS p  ,     (1) (2) (1) (2)

1 2 1 2( ) ( )R R R
q q qS a p a p a S p a S p   ,                 (5) 

где 1 2 1 21, 0, 0a a a a     и энтропии 
( )( )( ) ln

1

qN nR n
q ii

k
S p p

q
 
 

 , с 

нормированными распределениями 
( ) 1

N n
ii
p  , ( 1,2n  ). 

Покажем, что ( ) 0R
qS p  . Пусть 1   и 1  . Поскольку 0 1ip  , то 

справедливо i i i i i ip p p    , или ln 0 lni i i ip p    ; отсюда 
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следует, что 0RS   при 1   и 0RS   при 1  , т.е. ( ) 0R
qS p  , q  , что 

и требовалось доказать. 

Аддитивность для независимых объектов. Для суммарного случайно-

го объекта (с энтропией    (12)
,

ln
1

N qR
q iji j

k
S p p

q



  и нормированным рас-

пределением 
,

1
N

iji j
p  ), описываемого совместным мультипликативным 

распределением вероятностей ij i jp p p , где ip  и jp  относятся к разным не-

зависимым объектам, справедливо свойство аддитивности для энтропий  
 

 (12) (1) (2)( ) ( )R R R
q q qS p S p S p  ,                                    (6) 

 

где энтропии    ( ) ( )ln
1

R n n
q q

k
S p Γ p

q



, ( 1,2n  ), с соответствующими 

нормированными распределениями. 

Энтропия равновероятного состояния. Согласно Джейнсу (Jaynes, 

1963), равновесные вероятностные распределения Гиббса для стохастиче-

ской системы могут быть выведены из условия экстремума её энтропии при 

дополнительных условиях нормировки вероятностного распределения и за-

данности средневзвешенных значений некоторых случайных параметров 

 1 ,..., ,NA A A  характеризующих систему. Этот вариационный метод ока-

зался особенно полезным как в классической статистике (Зубарев, 1971), так 

и в неэкстенсивной статистической механике (см. Tsallis, 1999; Зарипов, 2002). 

Рассмотрим здесь экстремум энтропии Реньи ( )R
qS p  только при сохране-

нии нормировки распределения p . Для этого вычислим безусловный экстре-

мум функционала ( ) ln
1

N Nq
iii i

k
p p p

q
 


 L , где   есть множитель Ла-

гранжа. Из равенства 0 L , получим ip сonst . Из условия нормировки 

следует равновероятное распределение 1 /ip N . Таким образом, экстре-

мальное значение энтропии Реньи ( ) ( ) lnR
qS p S p k N   не зависит от пара-

метра экстенсивности q  и совпадает с соответствующим значением энтропии 
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Больцмана−Гиббса−Шеннона. Для второй вариации удлинённой энтропии Ре-

ньи ( )pL  имеет место неравенство 
2 0 L  при 0q   (или 

2 0 L  при 0q  ), 

что и доказывает утверждение о максимуме (минимуме) энтропии ( )R
qS p . 

Неравенства. Получим теперь некоторые важные для дальнейших целей 

неравенства, которым удовлетворяет энтропия Реньи. При использовании 

приведённых выше определений классической энтропии Больцма-

на−Гиббса−Шеннона S  и различающей информации Кульбака−Лейблера 

KLK , легко получить соотношения: 

  ln ln (1 )
N N R
i i i i qi i

S k kq p q S      P P P P ,                    (7) 

 

( ) ln ( 1) ln (1 )
N NKL Ri
i i i qi i

i

K p k k q p q S
p

 
     

 
 

P
P P P ,              (8) 

 

( ) ln (1 ) ( ) (1 )
NKL Ri
i qi

i

p
K p k p q S p q S

 
      

 
P

P
,             (9) 

 

которые позволяют получить следующие равенства (справедливые для пере-

ходов между состояниями с распределениями P  и p ):  

 

      ,
1

KL R
q

q
K p S S p

q
   
 

P P                                 (10*) 

 

     
1

,
1

KL R
qK p S p S p

q
   
 

P                               (10**) 

 

       
1

.
1 1

KL KLq
K p K p S S p

q q
      

P P P                (10***) 

 

Учитывая теперь условие 0KLK   выпуклости для информации различия 

Кульбака−Лейблера (см., например, Зарипов, 2002), из соотношений (10) по-

лучим неравенства 

     R
qS S p S p P ,                                              (11) 
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справедливые в области 0 1q  . При 1q   знаки в (11) меняются на проти-

воположные 

     R
qS S p S p P .                                             (12) 

 

Соответственно, в области 0q   справедливы неравенства  

 

   R
qS p S P  и    R

qS p S p .                                  (13) 

 

Используем теперь неравенство (теорема №16 в монографии (Харди и 

др., 1948))  

   
1/ 1/

,
r r

r r
i i i ip a p a r r


    ,                                 (14) 

 

справедливое для произвольных , , , 0, 0, 0, 1i i ir r r r a p p      . 

Полагая в (14) , 1, 1i ia p r q r q      , получим  

 

   
1/( 1) 1/( 1)q q

q q
i ip p

 


  ,  или   
ln ( ) ln ( )

, ( )
1 1

q i q iZ p Z p
q q

q q


 

 
,  

 

что равносильно следующему фундаментальному неравенству для энтропии 

Реньи: 

R R
q qS S  ,   (q q  ).                                               (15) 

 

Предположим теперь, что q q   и что q  и q  имеют один и тот же знак, и 

примем во внимание стандартные неравенства (теорема № 27 в монографии 

(Харди и др., 1948))  
 

  , ( 1)
r r

i ia a r   ;       , (0 1)
r r

i ia a r    ,              (16) 

 

справедливые для произвольных 0ia   и положительных r . Для того, 

чтобы отсюда получить ещё одно важное неравенство для энтропии Реньи, 

положим , /
q

i ia p r q q  . Пусть теперь 0q q   , тогда 1r   и из (16) сле-

дует  
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 
/

, ( 0)
q q

q q
i ip p q q




    .                                  (16*) 

 

Если 0 q q  , то имеем 0 / 1r q q    и, следовательно,  

 

 
/

, (0 ).
q q

q q
i ip p q q




                                     (16**) 

 

Если возвести неравенства (*) и (**) в степень 1 / q , то для обоих случаев 

справедливо неравенство  
 

   
1/ 1/q q

q q
i ip p




  ,   ( , 0)q q q q   .                          (16***) 

 

Наконец, с учётом (16***) и формулы 
1ln ( ) ln (1 )

N q R
q qii
Γ p p k q S   , 

окончательно получим (применяемое далее) неравенство для энтропии Реньи 
 

(1 ) (1 )R R
q q

q q
S S

q q 

 



,    ( , 0)q q q q   .                         (17) 

 

Помимо полученных выше неравенств для энтропии Реньи, справедливы 

также следующие неравенства: 
 

( ) ln , ( 0);R
qS p k N q      ( ) ln , ( 0)R

qS p k N q  ,                   (18) 

 

 (12) (1) (2)( ) ( )R
qS p S p S p  ,                                       (19) 

 

 (12) (1)( )R R
q qS p S p ,    (12) (2)( )R R

q qS p S p ,                        (20) 

 

а также и некоторые другие, которые можно найти, например, в работах (Beck, 

1990; Beck, Schlögl, 1993; Зарипов, 2002).  

Основные свойства различающей информации Реньи  
 

Наряду с энтропией Реньи (1), информация различия Реньи (2) 
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1
1

( ) ln ln
1 1

q
N Nq qR i

q ii ii i
i

pk k
K p f p f p

q q f


  

   
   

   

 

также относятся к наиболее существенным статистическим характеристикам 

неэкстенсивной динамической q -системы. Являясь функционалом, она харак-

теризует переход системы от состояния p  в состояние f , когда статистиче-

ские наблюдения ведутся относительно состояния p . 

Рассмотрим здесь некоторые наиболее важные свойства информации 

различия Реньи (см., например, Beck, Schlögl,1993; Tsallis, 2001, 2009; Зари-

пов, 2002). 

Выпуклость. Различающая информация есть вещественный, выпуклый 

и положительный (или отрицательный) функционал с минимумом (максиму-

мом) при 0q    0q  . Покажем это. Для действительного числа 0r   имеем 

1 1 1
1 , 0,

1

1
1 , 0,

1
1 , 0.

qr
если q

q r

если q
r

если q
r




  


  

  

                                      (21) 

Поэтому, например, для 0q   справедливо    
1

1 1(1 )
q

pf q q f p


    . От-

сюда следует, что 
 

1

( ) ln ln (1 ) 0
1 1

q
N NR i i

q i ii i
i i

p fk k
K p f p p q q

q f q p


     

        
       

  ,  

 

т.е. имеют место следующие неравенства 
 

 

( ) 0R
qK p f  ,    0q  ;    ( ) 0R

qK p f  ,     0q  .                  (22) 
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Заметим, что поскольку при p f  имеет место равенство   0R
qK p p  , то 

различающая информация Реньи является функцией Ляпунова4)
. 

Справедливо также неравенство  
 

     1 1 2 2 1 1 2 2
R R R
q q qK a p a p f a K p f a K p f     ,              (23) 

 

где 1 2 1a a   и 1 0a  , 2 0a  .  

Аддитивность для двух независимых объектов. Пусть состояние 

суммарного случайного объекта описывается нормированными совместными 

распределениями 
(12)p  и 

(12)f . Тогда различающая информация совокупной 

и отдельных систем определяются выражениями  
 

  1(12) (12)
,,

ln
1

N q qR
q ij i ji j

k
K p f p f

q





 ,                           (24) 

 

  1(1) (1) ln
1

N q qR
q i ii

k
K p f p f

q





 ,    1(2) (2) ln

1

N q qR
q j jj

k
K p u p u

q





 . 

(25) 

В случае статистической независимости состояний имеет место условие 

мультипликативности ij i jp p p  и ij i jf f f . Отсюда, при использовании (24) и 

(25), легко получить равенство 

 

     (12) (12) (1) (1) (2) (2)R R R
q q qK p f K p f K p f  ,                (26) 

 

означающее аддитивность информации различия Реньи для суммарного слу-

чайного объекта. При 1q   из (26) следует свойство аддитивности для ин-

формации различия Кульбака–Лейблера ( )KLK p f  с мерой Больцмана–

Гиббса−Шеннона (см. Beck, Schlogl,1993). 

                                                           
4) Напомним, что функцией Ляпунова называется знакоопределённая функция, которая 

обращается в нуль в точке равновесия системы. Состояние равновесия является 
аттрактором, когда производная по времени от функции Ляпунова имеет знак, 
противоположный знаку самой функции. 
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Следствие различающей информации Реньи c равновероятным 

распределением для  1, 2,..., Nf f f f . Покажем, что энтропия Реньи ( )R
qS p  

произвольного состояния p  меньше (больше), чем энтропия равновероятного 

состояния системы при 0 ( 0)q q  . Подставляя распределение 1 /if N  

в (21), получим  

 1
1 1( ) ln ln

1

N q qR R
q qii

k
K p f p N S k N

q


   


 .                          (27) 

Используя (27) и условия выпуклости (22) функционала 
R
qK , получим нера-

венства (18), означающие, что энтропия Реньи меньше (больше), чем энтро-

пия равновероятного состояния при 0q   ( 0q  ). 

Неравенства. Для различающей информации Реньи справедливы также 

следующие неравенства: 

 

     (12) (12) (1) (1) (2) (2):R R R
q q qK p f K p f K p f  ,                      (28) 

 

( ) ( ), ( ) ( ), ( 0)R KL R KL
q qK p f K f K p f K p f q  P ,               (29) 

 

( ) ( ) ( ), ( 1)KL R KL
qK f K p f K p f q  P ,                           (30) 

 

( ) ( ) ( ), (0 1)KL R KL
qK f K p f K p f q   P .                        (31) 

Мера неточности. Наряду с информацией различия Реньи, функционал  
 

     
1

ln /
1

q
N NqR R i

q q q iii i
i

pk
H p f S p K p f p p

q f

 
 

     
   
 

        (32) 

 

также относятся к существенным статистическим характеристикам неэкстен-

сивной динамической q -системы. Используемый далее, этот функционал, яв-

ляющийся мерой статистической неточности определения одного состояния 

случайного объекта относительно другого и определяемый суммой энтропии и 

информации различия, впервые был введён в теорию информации в работе 
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(Nath, 1975). Различающая информация  R
qK p f , представляющая собой 

отрицательный вклад в меру неточности, является, таким образом, информа-

цией о снятой мере неточности. При p f  функционал (33) совпадает с эн-

тропией Реньи, то есть  ( ) ( ).R
q qH p p S p  

 

2. Экстремум энтропии Реньи и негиббсовое равновесное 
распределение. Термодинамические соотношения  
 

Пусть случайными объектами неэкстенсивной системы являются рас-

сматриваемые в статистической физике дискретные частицы с энергией iH . 

Рассмотрим равновесное состояние системы. Далее будем использовать 

нормированное эскортное распределение ( )i qP , поскольку осреднение с ним 

приводит к аддитивности средних энергий qE  (см. формулу (46)). Для опре-

деления равновесного распределения найдем безусловный экстремум энтро-

пии Реньи ( )R
qS p  при сохранении нормировки и заданности средней энергии 

частиц  

( )
N

q i ii
E q H P ,    1

N
ii
p  .                                  (33) 

 

Согласно вариационному принципу Джейнса, определим функционал  
 

( ) ln
1

N N Nq
i i iii i i

k
p p H k p

q
   


  L P ,                         (34) 

 

где параметры   и   являются множителями Лагранжа. Тогда, из условия 
 

11

1

N q
q iii

kq
Γ p p
q

  


L  11 0
N Nq

q i q i iii i
qΓ p H E p k p

          

 

получим равенство 

   
 11 1 1

1 1
q

q i qi

q
Γ p k q H E

q

   
     
 

,                    (35) 

 

из которого следует значение  1q q    и негиббсовое равновесное распре-

деление с параметром   
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  
 1/ 1

1
0

1
( ) 1 1

q

i i
q

p k q H
Z


         .                             (36) 

Здесь 

( )
N q

q ii
Γ p p , 

 

  
 1/ 1

1/(1 ) 1( ) 1 1 0
qNq

q q ii
Z Γ k q H


                            (37) 

 

− статистический интеграл; 1/T   − обратная температура (изменяющаяся 

в пределах допустимых значений); 0( )i i qH H E      − флуктуация энергии 

частиц. Таким образом, распределение вероятностей состояния статистиче-

ского ансамбля неэкстенсивных систем с мерой Реньи, которые находятся в 

тепловом равновесии с внешней средой (термостатом) и могут обмениваться 

с ней энергией при постоянном объёме и постоянном числе частиц, соответ-

ствует обобщённому каноническому ансамблю Гиббса (36). 

Равновесное распределение (36) можно переписать в виде 
 

   

 

1
1 1

00
0 0

0 0

exp /1 1
( )

( ) exp /

q
q ii

i R
q q

H kTk q H
p

Γ S k

                
 

 

,          (38) 

 

если использовать так называемую деформированную экспоненту Тсаллиса  
 

1
1 1/1

1/1

,

,

0, 1 1 / 1 ;

exp ( ) [1 (1 ) ] [1 (1 ) ] 1 1 / 1 ;

[1 (1 ) ] 1 1 / 1 ,

q q

q

q

если q и x q

x q x q x если q и x q

q x если q и x q

 





    



         

      

     (39) 

 

где выражение, стоящее в квадратных скобках, либо положительно, либо рав-

но нулю, [ ] ( ,0)y max y  . Легко проверить, что при 1q  эта функция при-

нимает стандартный вид: 1
1 0 1 0

exp ( ) lim exp ( ) lim exp ( ) exp( )q q
q q

x x x x
   

   . 
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Если 1q  , то из (38) следует равновесное каноническое распределение 

Гиббса:  0 0 0 0 0exp /i ip H E T S kT       классической статистики Больцма-

на−Гиббса, где  0 0 0( ) ln exp /
N

ii
S p k H kT      (см., например, Зубарев, 

1971).  

Обобщённые термодинамические соотношения. Подстановка распре-

деления (36) в (1) даёт следующее экстремальное значение энтропии Реньи 

при равновесном распределении 0ip   

  0
0 0 00 1

0

( )
( ) ln ln

1 1 1 (1 )

qN NqR R
q q iii i

i

Γk k
S S p p p

q q k q H

  
    

          

   

 

1
0

0 0 1
0

(1 )
ln ( ) 1

1 1 (1 )

N i
q ii

i

k q Hk
Γ p

q k q H





             
           

  

 

 

1
0 0

0 0 1
0

( ) (1 )
ln ( )

1 1 (1 )

q iN
q ii

i

Γ k q Hk
Γ p

q k q H





        
    

         

  

 

  1
0 0 0ln ( ) 1

1

N q
q i ii

k
Γ k q H p

q
        

  

 

0 0ln ( ) ln ( )
1 q q
k

Γ k Z
q

   


.                                     (40) 

 

Тогда свободная энергия qF  для равновесной неэкстенсивной системы в тер-

мостате с температурой 1/T    и статистический интеграл задаются соот-

ношениями (далее индекс «0» будем опускать) 
 

ln ( )R
q qS k Z T ,   lnR

q q q q qF E TS E kT Z    ,               (41) 

 

1
( )

( )

N N q
q i i iii i

q

E q H p H
Γ T

  P ,                             (42) 
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   
 1 11 1

( ) ( )
qq N q

q q ii
Z T Γ T p


  
   .                       (43) 

 

При дифференцировании энтропии Реньи для равновесного состояния, 

заданной выражением (40), получим следующие соотношения 
 

1
R
q

R
q

S

TE





,    

( )q
q q

F
E F T

T


 


,    

2
q q

qv

E F
T C

T T

 
  

 
,        (44)  

 

аналогичные соотношениям классической равновесной статистической тер-

модинамики замкнутых систем.  

Термодинамическое равновесие. Рассмотрим термодинамическое 

равновесие двух независимых q -систем с энтропиями  (1)
1
R R
q qS S p  и 

 (2)
2
R R
q qS S p , представляющих собой общую замкнутую систему с энтропи-

ей  (12)R R
q qS S p  при 

(12) (1) (2)p p p  и энергии 12qE . Согласно свойству ад-

дитивности (6) энтропии Реньи (1), для энтропии суммарной системы имеем 

12 1 2
R R R
q q qS S S  . 

Для нахождения осреднённой энергии 12
R
qE  суммарной системы восполь-

зуемся распределением (36). Тогда, используя условие мультипликативности 

12 1 2p p p , будем иметь 

 

 
 

 
 

 
 

1 1 1
12 1 2

1 11
1 21 2

exp exp exp

exp expexp ( )

q i q i q i

R RR R
q qq q

k H k H k H

k S k Sk S S

  

 

               
 


, 

 

откуда, с учетом формулы exp ( )exp ( ) exp ( (1 ) )q q qx y x y q xy     

(см.Tsallis, 2009), получим 
 

1
12 1 2 1 2(1 )i i i i iH H H q k H H                           .        (45) 

 

В этом соотношении необходимо использовать условие аддитивности 

осредненных энергий 
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12 1 2q q qE E E  ,                                                  (46) 

 

поскольку без этого предположения осредненные величины будут зависеть от 

микроскопических величин, что является неприемлемым (см., например, 

Zaripov, 2005). Тогда из (46) для микроскопических энергий получим следую-

щее условие квазиаддитивности микроскопических энергий  
 

1
12 1 2 1 2(1 )i i i i iH H H q k H H            .                    (47) 

 

Заметим, что именно наличие этого равенства является той причиной, благо-

даря которой статистику на мере Реньи относят к неэкстенсивной статистиче-

ской механике. 

При варьировании соотношений (6) и (46) получатся следующие равен-

ства 12 1 2
R R R
q q qS S S     , 12 1 2q q qE E E     , из которых следует  

 

1 1 2 2/ /R R
q q q qS E S E                                           (48) 

 

− равенство температур для двух независимых систем при их тепловом кон-

такте. Таким образом, параметр   действительно является интенсивной ве-

личиной и играет роль обратной температуры 1/T   в термодинамике Ре-

ньи. 

Н-теорема в статистике Реньи. Рассмотрим теперь замкнутую систему, 

для которой распределение ip  является произвольным, а распределение 0ip

− равновесным  

 
1

1 1
0

0
0

1 1

( )

q
i

i
q

k q H
p

Γ p

         
 
 

.                               (49 ) 

 

Тогда спонтанный переход между этими состояниями описывается следую-

щей различающей информацией Реньи (см. Zaripov, 2005) 
 

 1 1
0 0 0( ) ln ln ( ) ( )

1 1

N Nq q qR
q q ii i ii i

k k
K p p p p Γ p q p

q q

 
  

 
  P  
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 1
0

0

1 1
ln ( ) ln ( )

1 1 ( )

N i
q ii

q

k q Hk k
Γ p q

q q Γ p

        
 

 P   

 

  1
0 0( ) ( ) ln ( ) 1 1

1

NR R
q q i ii

k
S p S p q k q H

q
             

 P   

 

 0 0
0

(1 )
ln 1 ( )

1
R R
q q q q

qk
S S E E

q kT

 
      

  
                                 (50) 

 

c равенством 0( ) 0R
qK p p   при распределении 0i ip p . 

Если 1q  , то из (50) следует известное выражение для информации 

различия Кульбака–Лейблера неэкстенсивной статистической механики (см. 

Зарипов, 2002; Колесниченко 2018с) 
 

1
0 0 0 0( : ) ( ) ( ) 0KLK p p S S T E E      ,                                (51) 

 

характеризующее степень отклонения хаотической системы от полного рав-

новесия.  

При выполнении условия Гиббса 0q qE E  (см. Климонтович,1990) и с 

учётом свойства (22) знакоопределенности информации различия 0( : )R
qK p p  

из (51) следуют два неравенства  
 

0 0( ) ( ) 0R R R
q q qK p p S S      при 0q  ,                              (52) 

 

0 0( ) ( ) 0R R R
q q qK p p S S      при 0q  ,                             (52*) 

 

которые обобщают теорему Гиббса на неэкстенсивную статистику Реньи. Со-

гласно этой теореме, для замкнутой системы энтропия Реньи 

0 0( )R R R
q q qS S К p p   возрастает (убывает) до экстремального её значения 

0
R
qS  при  0 0q q   одновременно с уменьшением (увеличением) положи-

тельной (отрицательной) информации 0( )R
qК p p . Таким образом, различа-

ющая информация представлена здесь в виде отрицательного вклада в теку-
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щую энтропию Реньи 
R
qS  и потому может быть названа негэнтропией (Шре-

дингер, 1947). 

Поскольку информация различия Реньи является знакоопределенной 

функцией Ляпунова, то для того чтобы состояние равновесия 0qS  было устой-

чивым, необходимо выполнение следующих неравенств 
 

 0
0

R RR
q qq

d S SdК

dt dt


      при 0q  ;    

 0
0

R RR
q qq

d S SdК

dt dt


      при 0q  .   (53) 

 

Из соотношений (54) следует неравенство для энтропии Реньи: / 0qdS dt   

при 0q   и / 0qdS dt   при 0q  , которые выражают H -теорему для рас-

сматриваемой стохастической q -системы: при временной эволюции к равно-

весному состоянию энтропия Реньи замкнутой системы возрастает (убывает) 

до экстремального ее значения 0
R
qS  при  0 0q q  .  

Рассмотрим теперь открытые системы, находящиеся в окружении с тем-

пературой 0Т . Согласно равенству (50) они характеризуются физической раз-

личающей информацией Реньи 

 

1
0 0

0 0
0

( ) ln
1

(1 )
ln 1 ( )

1

N q qR
q i ii

R R
q q q q

k
K p f p f

q

qk
S S E E

q kT


 



 
      

  


                  (50*) 

 

при распределении (49) 

 
1

1 1
0

0
0

1 1

( )

q
i

i
q

k q H
f

Γ f

         
 
 

.                            (49*) 

 

Дифференцируя (50*) по времени, получим следующее соотношение для 

открытых неэкстенсивных q -систем с мерой Реньи 

 

1
0 0 01 (1 ) ( )

qR R
q q

q q

dE
dK dS

Т q k E E
  

    
 

,                      (54) 
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которое отличается от обобщённого соотношения Гиббса термодинамики ад-

дитивных информационно-физических процессов 0/KLdK dS dE Т    (см. 

формулу (41) в работе (Колесниченко, 2018с)) наличием разности средних 

энергий частиц в этих сопряжённых системах. Знак равенства имеет место 

для обратимых процессов, а неравенства – для необратимых. 

Покажем теперь, что между неэкстенсивной термодинамикой Реньи 

сложных стохастических систем, с одной стороны, и теорией фракталов, опи-

рающейся на геометрию и статистику, существует тесная взаимосвязь. 

 

3. Определения фрактала и фрактальной размерности 
 

Фракталы появляются во множестве физических приложений (см. Man-

delbrot, 1977). Фрактальные объекты в пространстве или фрактальные про-

цессы во времени являются самоподобными (или самоафинными) и обнару-

живают скейлинговое поведение на разных пространственно-временных мас-

штабах. В частности, их широко используют в космологии (см., например, Bi-

alas, Czyz, 2008; Kolesnichenko, Marov, 2013, 2014; Kolesnichenko, 2016), кос-

могонии звёздных и планетных систем (см. Пиблс, 1983; Мандельброт, 2002; 

Колесниченко, Маров, 2014), в физике Солнца (Могилевский, 2001), а также 

для понимания динамического поведения хаотических систем (Lorenz, 1963), 

когда фракталами являются все «странные» аттракторы, связанные с непре-

рывными потоками (см. Ruelle, Takens, 1971; Малинецкий, Потапов, 1988). Ос-

новной характеристикой фрактала является его размерность. 

Регулярный фрактал. Мера Хаусдорфа−Безиковича. Напомним те-

перь некоторые точные определения. Регулярными фракталами называют 

геометрические объекты в евклидовом пространстве (с мерой ),d  которые 

обладают свойством самоподобия5) (т.е. неизменности основных геометриче-

ских особенностей при изменении масштаба) и имеют дробную метрическую 

меру (в смысле Минковского или Хаусдорфа) либо меру, отличную от тополо-

гической. При этом мера (размерность) регулярного фрактала определяется 

следующим образом. Предположим, что для полного покрытия фрактала d -

мерными гипершарами6) радиуса   необходимо не менее чем ( )N   шаров. 

                                                           
5) Самоподобие характерно лишь для регулярных фракталов, способ построения 

которых имеет детерминированный характер. Однако, если в алгоритм их создания входит 
элемент случайности (как, например, во многих процессах диффузионного роста кластеров), 
то возникают так называемые случайные фракталы, для которых свойство самоподобия 
справедливо только после осреднения по всем статистическим реализациям объекта.  

6) Под "шаром" в зависимости от задачи следует понимать также же и куб, и квадрат, и 

просто отрезок прямой. 

http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Bialas,+A&fullauthor=Bialas,%20A.&charset=UTF-8&db_key=PHY
http://adsabs.harvard.edu/cgi-bin/author_form?author=Czyz,+W&fullauthor=Czyz,%20W.&charset=UTF-8&db_key=PHY
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B0%D0%BC%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D0%B1%D0%B8%D0%B5
https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/55174
https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/1177633
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Тогда, если при достаточно малых   величина ( )N   меняется с   по сте-

пенному закону ( ) 1 / HDN   , то показатель скейлинга HD  называется ха-

усдорфовой или фрактальной мерой этого объекта. Это определение может 

быть представлено в виде (Hausdorff, 1919; Btsicovitch,1934) 
 

0 0

ln ( ) ln ( )
lim lim

ln ln(1 / )H
N N

D
 

  
 

 

 
.                               (55) 

 

В качестве примера вычислим фрактальную размерность канторового 

множества, схема построения которого приведена на Рис.1.  
 

   Начнём с отрезка единичной длины. На 

первом шаге построения фрактала заменим 

его двумя отрезками с длинами 1/ 3 , примы-

кающими соответственно к его левому и пра-

вому концам. Очевидно, что на n -м шаге ре-

куррентного построения имеется 2n  отрезков  

Рис.1.Канторовское множество. 

 

генератора длиной 1 / 3nкаждый. Предел 0  соответствует пределу 

n . Поэтому фрактальная размерность равна 

ln 2 ln2
lim 0.63

ln3ln(1 / 3 )

n

H nn
D


    . 

 

Размерность Хаусдорфа HD , рассчитанная с использованием формулы 

(55) для некоторых известных фрактальных множеств, приведена в табл.1. 

(Шредер, 2001; Мандельброт 2002). 
 

Таблица 1  
 

Фрактальное множество HD  

Канторовское множество )  0,63  

Триадная кривая Коха   1,26 

Кривая Мандельброта-Гивена   1,89   

Салфетка Серпинского   1,58   

Ковер Серпинского   1,89   

Кривая Госпера   1,13   

Универсальная кривая Менгера   2,73    
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Более сложные объекты – мультифракталы – являются суперпозицией 

нескольких регулярных фракталов различных размерностей и имеют более 

сложные свойства, чем непосредственно монофракталы (см. Mandelbrot, 1977, 

1982; Шредер,2001; Божокин, Паршин, 2001). 

 

4. Континуум мультифрактальных размерностей Реньи  
 

Рассмотрим энтропийный подход к анализу континуума мультифракталь-

ных размерностей. 
 

Мультифракталы. Обобщенная фрактальная размерность. К муль-

тифракталам относятся неоднородные фрактальные объекты, для характери-

стики которых недостаточно одной размерности Хаусдорфа HD , а необходим 

целый спектр таких размерностей, число которых, вообще говоря, бесконечно. 

Причина этого заключается в том, что в отличие от регулярных фракталов 

(геометрически подобных объектов) мультифракталы (точнее их фрагменты), 

наряду с чисто геометрическими характеристиками, определяемыми величи-

ной HD , являются статистически подобными копиями целого, т.е. обладают  

некоторым набором статистических свойств. Для характеристики таких струк-

тур вводятся в рассмотрение различные информационные размерности, ко-

торые чувствительны к неоднородностям подобных множеств (Grassberger, 

Procaccia, 1983; Бадии, Полити, 1988). Одним из наиболее содержательных 

описаний фрактальных размерностей служат обобщённые размерности Реньи 

( ),D q разных порядков.  

Пусть часть пространства ,G  занятая фрактальным объектом покрыта 

равными (гипер) кубическими ячейками с ребром 0  и объёмом 
d . Обо-

значим через ( )in   число точек (элементов системы), в гиперкубе с номером 

1,2,..., ( )i N  , где ( )N   − полное число элементов выбранного  -

покрытия. Тогда вероятность, характеризующая относительную заселенность 

ячейки i , равна 
( )

( ) ( ) /
N

i i ii
p n n 


  . Ясно, что 

( )
1

N q
ii
p 


. Реньи в 

работе (Renyi,1961) ввел энтропию 
( )

ln
1

N qR
q ii

k
S p

q






, как q -момент ме-

ры  -покрытия. Рассмотрим обобщённую статистическую сумму  
 

( )

1

( , ) ( )
N

q
i

i

Γ q p




   ,                                          (56) 
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которая характеризуется показателем степени q , принимающим любые зна-

чения в интервале q   . Тогда, спектр обобщенных фрактальных 

размерностей ( )D q , характеризующих распределение вероятностей ( )ip   в 

области G , определяется соотношением (Hentschel, Procaccia,1983) 
 

( )

1

0 0

0

ln ( )
ln ( , )1 1

( ) lim lim
1 ln 1 ln

( )1 1
lim ( ),

ln 1

N
q
i

i

R
q

p
Γ q

D q
q q

S p
q

k q





 



  
 

   




 






 



                 (57) 

где 

( )

0 1

1
( ) lim ln ( )

ln

N
q
i

i

q p




  
      

  







,   ( ) ( 1) ( )q q D q   .                   (58) 

 

Таким образом, мультифрактал в общем случае характеризуется некоторой 

нелинейной функцией ( )q , определяющей поведение статистической суммы 

( , )Γ q   при 0 : 
( )( , ) qΓ q 

  .  

Легко показать, что если ( )D q D const  , то данный фрактальный объ-

ект представляет собой регулярный монофрактал. Действительно, в случае 
регулярного фрактала во всех занятых ячейках содержится одинаковое коли-

чество элементов ( ) / ( )in N N  , то есть фрактал является однородным. 

Тогда очевидно, что относительные населенности всех ячеек, 

( ) 1 / ( )ip N  , тоже одинаковы, и обобщенная статистическая сумма (56) 

принимает вид 
1( , ) ( )qΓ q N 

  . Поскольку, согласно определению фрак-

тальной размерности D , число занятых ячеек при достаточно малом   равно 

( ) DN   , то 
( 1) ( )( , ) q D qΓ q  

    . Отсюда следует, что в случае 

обычного фрактала функция ( ) ( 1)q q D   , т. е. является линейной. Тогда 

все обобщенные фрактальные размерности ( )D q D  совпадают при всех  

значениях q .  

Наиболее широкое распространение получили три совершенно разные 

меры фрактала: хаусдорфова размерность ( 0)HD D q  , информационная 

размерность ( 1)D q  и корреляционная размерность ( 2)D q  

(Grassberger, 1981,1985; Grassberger, Procaccia, 1984). 
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Фрактальная и информационная размерности. При 0q   из выраже-

ния (56) следует, что (0, ) ( ).Γ N   С другой стороны, в этого случая имеем 

(0) (0)(0, ) DΓ     . Из сопоставления этих равенств следует, что 

(0)( ) DN   . Это означает, что величина (0)D , представляющая собой 

обычную хаусдорфову размерность HD  множества G , является наиболее 

грубой характеристикой мультифрактала и не несет информации о его стати-
стических свойствах.  

При 1q  , в силу условия нормировки вероятности ip , статистическая 

сумма равна (1, ) 1Γ  , а (1) 0  . Таким образом, мы имеем неопределен-

ность в выражении (57) для (1)D , которая раскрывается с помощью очевид-

ного равенства  

( )

1 0 1

1
(1) lim lim ln ( ) / ln

1

N
q
i

q i

D p
q 



   
   

     





    
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1 0 1

1
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i i
q i

p q p
q 



    
              





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1
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1 1

lim lim lim ln
1 ln ln
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i

i i
q i

q p p

p p
q
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  


 
  

 
  

 
 
 








  
.      (59)  

 

В результате величина обобщенной фрактальной размерности (1)D  связана с 

энтропией Больцмана−Гиббса7) 

( )

1

( ) ln
N

i i
i

S p k p p


  


 соотношением  

(1)D
0

1 ( )
lim

ln

S

k 
 






.                                              (60) 

 

Таким образом, поскольку 
(1)kDS   , то величина (1)D  характеризует ин-

формацию, необходимую для определения местоположения элемента фрак-

                                                           
7)Энтропия Больцмана−Гиббса является мерой количества информации, необходимой 

для определения системы в некотором положении i . 
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тального объекта в некоторой ячейке. В связи с этим обобщенную фракталь-

ную размерность (1)D  часто называют информационной размерностью. Она 

показывает, как информация, необходимая для определения местоположения 

элемента фрактала, возрастает при стремлении размера ячейки в к нулю.  

Корреляционная размерность. Важную роль в различных приложениях 

играет так называемая корреляционная размерность, которая следует из (57) 

при 2q    

( )
2

1

0 0

( )
ln ( )

(2) lim lim ,
ln ln

N

i
i

p
I

D 

 
 




 




 
                        (61) 

 

где  2
, 1;

1
( ) lim

N

i j
N i j i j

I
N

 

     Δ Δ  − корреляционный интеграл, в ко-

тором суммирование проводится по всем парам точек фрактального множе-

ства с радиус-векторами iΔ  и jΔ ; ( )x  − ступенчатая функция Хевисайда, 

( ) 1x  , если 0x   и ( ) 0x  , если 0x  . Сумма в выражении ( )I   опреде-

ляет относительное число пар точек, расстояние между которыми не больше 

 . Поэтому, поделённая на число 
2N , она определяет вероятность того, что 

две наугад взятые точки разделены расстоянием, меньшим, чем  . Эту же 

вероятность можно определить и по-другому. Величина ip  представляет со-

бой вероятность попадания точки в i -ю ячейку с размером r . Следовательно, 

величина 
2
ip  представляет собой вероятность попадания в эту ячейку двух 

точек. Суммируя 
2
ip  по всем занятым ячейкам, мы получаем вероятность того, 

что две произвольно выбранные точки из множества G  лежат внутри одной 

ячейки с размером  . Следовательно, расстояние между этими точками бу-

дет меньше или порядка  . Таким образом, с точностью до численных коэф-

фициентов, принимая во внимание равенство (61), получаем 

( )
2 (2)

1

( ) ( ) .
N

D
i

i

I p


 


   Таким образом, обобщенная размерность (2)D  

определяет зависимость корреляционного интеграла ( )I   от   в пределе 

0 . Именно по этой причине величину (2)D  в литературе называют кор-
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реляционной размерностью (Шустер, 1988; Grassberger, Procaccia, 1983, 1984; 

Moon, Li, 1985).  

Заметим, что при q=3,4,… имеют место обобщённые размерности, свя-

занные с корреляционными интегралами I триплетов, квадруплетов и т.д. то-

чек на фрактальном множестве. 

Свойства размерностей Реньи. Из свойств энтропии Реньи, приведен-

ных в разд. 1, следует, что для размерностей фракталов Реньи (57) выполня-

ются следующие неравенства: 

Во-первых, размерность ( )D q , согласно свойству неотрицательности (5) 

энтропии Реньи, удовлетворяет неравенству 
 

0

1 1
( ) lim ( ) 0

ln
R
qD q S p

k 

 
   

  
.                                  (62) 

Во-вторых, размерности Реньи, согласно свойству (15) для 
R
qS  и опреде-

лению (57), подчиняются неравенству (Mandelbrot, 1974) 
 

( ) ( )D q D q     если   q q  ,                                     (63) 

 

из которого следует, что обобщённая фрактальная размерность ( )D q  всегда 

монотонно убывает (или в крайнем случае остается постоянной) с ростом q . 

Знак равенства имеет место, например, для однородных фракталов, в кото-

рых вероятность ip  удовлетворяет закону подобия 
D

ip   , где D  − любая 

размерность. Максимальное значения ( )maxD D   величина ( )D q  дости-

гает при q , а минимальное значение ( )minD D   при q .  

В-третьих, вследствие свойства (17) для энтропии Реньи, имеют место 

общие неравенства 
 

( 1) ( 1)
( ) ( )

q q
D q D q

q q

  
 


,    если   , 0q q q q   ,                  (64) 

 

( 1) ( ) ( 1) ( )q D q q D q    ,    если   0q q   .                     (65) 

 

В случае, когда q   и 1q  , из (64) вытекает неравенство  

 

( ) ( )
( 1)

q
D q D

q
 


,   если   1q  ;                                    (66) 
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аналогично, когда q  и 0q  , для размерности ( )D q  справедливо 
 

( ) ( )
1

q
D q D

q
 


  если   0q  .                                   (67) 

Полезными частными случаями выражений (63) и (64) являются неравен-

ства 

1
2

(2) ( ) (2)D D D      и   ( 1) ( ) 2 ( 1)D D D     ,                 (68) 

 

позволяющие оценить предельные размерности ( )D   через (2)D  и ( 1)D  . 

Численно намного легче вычислить низкие q -размерности, чем большие q -

размерности, поэтому неравенства (68) используются для проверки числовых 

результатов. 

Наконец, согласно неравенству (62) информационная (1)D  и корреляци-

онная (2)D  размерности мультифрактала ограничивают хаусдорфову раз-

мерность HD  снизу, т.е.  

(2) (1) (0)HD D D D   .                                      (69) 
 

 

Мультифракталы с двумя характерными масштабами длины. В каче-

стве примера рассмотрим неоднородное канторовское множество, где причи-

ной неоднородности является наличие нескольких пространственных мас-

штабов, при том, что все вероятности ip  совпадают. 

    Пусть в начале процедуры (ну-

левой шаг) у нас имеется множество 

с мерой 1 и размером 1 (например, 

единичный отрезок, по которому как-

то распределены N точек нашего 

фрактального множества. На первом 

шаге заменим его двумя отрезками с 

длинами l1 = 1/4 и l2 = 1/2, примыкаю-

щими соответственно к его левому и 

правому концам.  Обоим отрезкам 

припишем одинаковую меру р = 1/2. 

 

Рис 2. Неоднородное канторовское множество  

с двумя характерными масштабами длины  

l1=1/4, l 2 =1/2 и p1 = р2 = 1/2. 

 



33 

припишем одинаковую меру р = 1/2. Затем повторим ту же процедуру с каж-

дым из этих двух отрезков. В результате получится уже 4 отрезка с длинами 

(l1)2, l1 l2, l2 l1 и (l2)2 и одинаковыми мерами, равными 1/4. Продолжая этот про-

цесс до бесконечности, мы получим в конце концов неоднородное канторов-

ское множество, т. е. мультифрактал. Первые шаги этого процесса изображе-

ны ниже на Рис. 2. Чтобы определить спектр обобщенных фрактальных 

размерностей в этом случае, необходимо видоизменить соотношение (58), 

определяющее функцию ( )q , так как теперь мультифрактал характеризуется 

не одним масштабом, а многими.  

Введём более общее определение фрактальной размерности ( )D q . 

Предположим, что множество S  (мультифрактальный объект) покрыто счёт-

ным числом N  непересекающихся подмножеств iS  (гиперкубов) с диаметра-

ми i    ( 0) . Допустим теперь, что подмножества iS  имеют размерность 

. Пусть вероятность того, что элемент множества S  находится в iS  есть 

ip . Тогда в теории мультифракталов вводится, так называемая, обобщённая 

статистическая сумма (Halsey и др., 1986)  
 

  
 

1

, , ,

N N
q

i ii
i

Γ q S p






  


  ,                                 (70) 

 

являющаяся обобщением соотношения (56) на случай различных масштабов 

i   . Обобщением размерности Хаусдорфа на случай мультифракталов 

является величина 

 
    1

( )0 01 1

, lim lim

q
N N

q i
i ii D q

i i i

p
Γ q p p





 
 

 
   
 
 

 
 

 



.               (71) 

 

Для каждого q  существует одно значение ( )q   , и мера (71) имеет конеч-

ное значение (порядка единицы) при достаточно большом N  лишь в случае 

выполнения условия ( ) ( 1) ( )q q D q    (см. Halsey и др., 1986). Тогда обоб-

щенная размерность Реньи, вводимая соотношением 
 

 
( ) 0

1

q
D q

q


 


,                                               (72) 

 

 
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при 0   имеет значение ( ) 0D q  , а при 0q   и (0) 1   совпадает с раз-

мерностью Хаусдорфа (0)HD D   . В итоге (72) представляет собой 

обобщённую 0D –мерную размернось Хаусдорфа множества 

 

 
 

(0)

0 1

0,1 lim

N
D
i

i

Γ




 



 .                                    (73) 

 

Расчет мультифрактальных спектров размерностей. Следует заме-

тить, что формула (57) мало пригодна для практических расчётов размерно-

стей мультифракталов в силу ряда трудностей, связанных с предельным пе-

реходом к бесконечно малым объёмам 0 . Однако задача создания алго-

ритма для определения фрактальной размерности Реньи существенно упро-

щается, если наложить некоторые ограничения на процедуру выбора иерар-

хии покрытий (Meisel и др.,1992). Точные формулировки этого метода опреде-

ления фрактальных размерностей − метода подсчёта ячеек, покрывающих 

фрактальное множество, − можно найти, например, в работах (Малинецкий, 

Потапов, 1988, 2018; Ершов, Потапов, 1995; Meisel и др.,1992; Шредер, 2001). 

Размерность фрактальных сред может быть эмпирически  получена методом 

поклеточного счёта (box-counting method). Простой и быстрый алгоритм для 

оценки корреляционной размерности аттракторов динамической системы 

предложен в работе (Grassberger, Procaccia, 1983). 

Покажем теперь, что между приведенными здесь мультифрактальными 

мерами и двухпараметрической информацией различия существует глубокая 

связь (Зарипов, 2010). 
 

5. Двухпараметрическая различающая информация 
и мультифрактальные меры 

 

Вывод двухпараметрической информации различия. С целью полу-

чения двухпараметрического аналога различающей информации Реньи 

( )R
qK p f  найдём минимум информации Кульбака−Лейблера  

( ) ln
NKL i
ii

i

u
K u p k u

p

 
  

 
                                            (74) 

при условии сохранения нормировки 1
N
ii
u   и двух мер статистической не-

точности (32)  
 



35 

( ) ln
N
i ii

H u p u p ,   ( ) ln
N
i ii

H u f u f ,                   (75) 

 

а также заданности распределений  1 ,..., Np p p  и  1 ,..., Nf f f . 

Согласно вариационному принципу Джейнса, найдём безусловный экс-

тремум функционала  
 

( ) ln (1 ) ln ln ( 1)
N N N Ni
i i i i i ii i i i

i

u
u k p k q u p k u f k u

p

 
       

 
   L , 

(76) 

где (1 )q ,  , ( 1)  − неопределённые множители Лагранжа. Варьируя ( )uL

по распределению u  и используя равенство 
 

ln (1 )ln ln 0
N i

i i ii
i

u
k u q p f

p

  
           

   
L ,                 (77) 

 

получим искомое распределение 
 

exp (1 )ln lni i i iu p q p f        ,                            (78) 

которое после нормировки принимает вид  
 

/ ( , )
q

i i qiu p f Γ p f
 .                                         (79) 

 

Здесь введены обобщённая статистическая сумма 
 

1

( )
( , )

q

N Nq i
q i iii i D q

i

p
Γ p f p f p

f






 
  
 
 

                           (80) 

 

и величина ( ) / ( 1)D q q   , в которой действительные числа q  и   меняют-

ся в пределах допустимых значений. 

Подставляя распределение (79) в выражения для информаций различия 

Кульбака, получим следующие соотношения (Зарипов, 2002): 
 

   
( )

ln 1 ln ln
N NKL i i
i i qi i D q

i i

u p
K u p k u k q u k Γ

p f


  
     
    

  ,        (81) 
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   
( )

ln 1 ln ln ,
N NKL i i
i i qi i D q

i i

p p
K p u k p k q p k Γ

u f


  
     
    

       (82) 

 

из которых после простых преобразований следуют равенства 
 

     ,1 q

KL
D q

q
K u p K u f K p f

q  


,                               (83) 

 

     ,
1

1 q

KL
q DK p u K p f K p f

q  


.                            (84) 

 

В выражениях (83)–(84) введены специфические различающие информации  
 

( ) ln
q q

N i
D ii D

i

u
K u f k u

f

 
 
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 

   и    ln
q q

N i
D ii D

i

p
K p f k p

f

 
 
  
 

 ,     (85) 

 

а также искомый двухпараметрический аналог информации различия Реньи 
 

 ( ) ln ln
1 1

N q
q q iii

k k
K p f Γ p f

q q

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1

( )
ln

1

q

N i
ii D q

i

pk
p

q f

 
 

 
   

     

 .                                (86) 

 

Заметим, что при ( ) 1D q   функционалы (85) и (86) совпадают с разли-

чающими информациями Кульбака−Лейблера и Реньи: 
 

1( ) ( ) ln
NKL i
ii

i

u
K u f K u f k u

f

 
   

 
                         (87) 

 

    1
,1 ln

1

N q qR
q q i ii

k
K p f K p f p f

q


 


 .                  (88) 

 

Основные свойства двухпараметрической информации различия можно 

найти в монографии Зарипова (2010). В частности, там показано, что величи-
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на ( )qK p f  является выпуклым аддитивным функционалом для независи-

мых объектов,  
 

     , 12 12 , 1 1 , 2 2q q qK p f K p f K p f    ,                  (89) 

 

который при 
1( ) ( 1) ( ) 1D q q q     и 0q     ( ( ) 1D q   и 0q  ) принимает 

положительные (отрицательные) значения. В равновероятном состоянии с 

1 /if = N  формула (86) принимает вид  

 

   
(1 )

, ln
1

qD qN q
q N qi ii

k
K p f p f S S p

q



   

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из которого следует, что энтропия Реньи меньше (больше), чем энтропия рав-

новероятного состояния lnN qS kD N  при 0q   ( 0q  ).  

Связь с мультифрактальными размерностями. Покажем теперь, что 

полученные здесь результаты позволяют по-новому переосмыслить и интер-

претировать сведения о мультифрактальных спектрах размерностей, приве-

денные в разд. 4.  

Во-первых, из формул (71) и (80) следует, что обобщённая размерность 

Хаусдорфа  ,Γ q   связана c обобщённой статистической суммой ( , )qΓ p f , 

записанной при i if    , следующим соотношением 
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Во-вторых, в случае равновозможного распределения 1if    из (86) 

вытекает соотношение: 
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Тогда так называемая информационная размерность мультифракталов, 

определяемая соотношением (Halsey и др. 1986) 
 

0

( )1
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ln
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K p f
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
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,                                         (93) 

 

принимает, при учёте формул (91) и (57), вид  
 

( )

1

0 0

ln ( )
( )1

lim ( ) lim ( )
1 ln ( 1)ln

N
q

R i
q HPi

K

p
S p

D D q D q D
q k q





 


     

 



 



 
.      (94) 

 

Здесь второе слагаемое совпадает с размерностью мультифракталов 
HPD , 

впервые введённой в рассмотрение в работе (Hentschel, Procaccia, 1983). 

При i if     имеет место обобщение формулы (94) 
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где статистическая сумма   , , ,iΓ q S   определяется формулой (70). 

 

Заключение 
 

Работа посвящена конструированию (на основе параметрических энтро-

пии и различающей информации Реньи) статистической термодинамики не-

экстенсивных систем и разработке техники получения мультифрактальных 

размерностей (с определением их свойств), проведённых в их взаимосвязи и 

взаимодополняемости. Развитый здесь подход позволяет, в частности, с еди-

ных позиций моделировать (на основе системы обобщённых гидродинамиче-

ских уравнений с производными дробного порядка и замыкающих её термо-

динамических соотношений для фрактальных сред) сложные космологические 

и космогонические среды (от галактик и газопылевых астрофизических дисков 

до космической пыли), отличительной чертой которых является наличие ди-

намических структур (фракталов) с нецелой топологической размерностью, 

степенная пространственная нелокальность силовых взаимодействий, а также 

эридитальность и немарковость эволюционных процессов. Дальнейшие изыс-

кания в области вышеупомянутых приложений будут представлены в после-
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дующих публикациях. 
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