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УДК 519.6

Е.К.Жолковский, А.А. Белов, Н.Н. Калиткин. Решение жестких задач
Коши явными схемами с геометрически-адаптивным выбором шага.

Предложен явный метод, позволяющий решать жесткие задачи Коши.
Метод использует явные схемы и алгоритм выбора шага, основанный на
кривизне интегральной кривой. Для нахождения кривизны построены яв-
ные формулы. Для схем Рунге-Кутты с числом стадий до 4 приведены
наборы соответствующих коэффициентов схем. Проведена верификация
метода на тестовой задаче с известным точным решением. Показано, что
метод по точности и надежности не уступает неявным методам, но карди-
нально превосходит их по экономичности.

Ключевые слова: жесткие задачи Коши, явные схемы, автоматический вы-
бор шага, геометрически-адаптивные сетки

E.K. Zholkovskii, A.A. Belov, N.N. Kalitkin. Solution of stiff Cauchy
problems with explicit schemes with geometrical-adaptive step selection.
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1 Введение

Жесткие задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ) возникают во многих прикладных областях. Это задачи химической
кинетики, динамические процессы в широкополосной радиоаппаратуре и
микросхемах, электрический пробой и подобные процессы с сингулярно-
стями и др. В таких задачах производные отдельных компонент решения
(скорости процессов) различаются на много порядков. Расчет таких задач
экономичными явными методами требовал неприемлемо малых шагов. В
1952 году Далквист доказал теорему о том, что явные методы не могут
быть A-устойчивыми [1]. С тех пор все расчеты задач высокой жесткости
велись по надежным, но довольно трудоемким неявным схемам. Много
таких схем описано в [2].

Однако не прекращались попытки использовать явные схемы, компен-
сируя отсутствиеA-устойчивости некоторой стратегией выбора шага: силь-
но измельчать шаг тогда, когда существенны наиболее быстрые процессы,
и увеличивать его при преобладании медленных процессов. Такие стра-
тегии были основаны на использовании вложенных схем или локального
сгущения шага. Хорошим примером является употребительная программа
DOPRI5 [3]. Однако такие подходы не позволяют построить программы,
обеспечивающие заданную точность. Нередко точность удовлетворитель-
на, однако известно много случаев срыва расчета в таких программах или
формального завершения расчета, но с грубо ошибочными результатами.

Мы предложили другую стратегию выбора шага, содержащую три важ-
нейших элемента. 1) Выбирается новый аргумент: вместо традиционного
времени t в качестве аргумента выбирается длина дуги l интегральной кри-
вой в многомерном пространстве. Этот прием был предложен давно [4], но
в настоящее время мало используется. Он крайне существенен для жест-
ких задач, но и для мягких задач дает заметное улучшение.

2) В качестве критерия выбора шага используется кривизна интеграль-
ной кривой: чем больше кривизна, тем меньше должен быть шаг [5], [6].
Такой критерий в сочетании с длиной дуги оказывается более эффектив-
ным, чем ранее предлагавшиеся.

3) Расчет не ограничивается одной сеткой. Производится многократное
сгущение сетки и сравнение разностных решений на этих сетках. Это поз-
воляет применить метод Ричардсона и получить гарантированную оценку
погрешности. Ранее мы применяли этот подход к неявным схемам. Это
объясняется тем, что для аккуратного определения кривизны требуется
вычислять матрицу Якоби от правых частей, что является очень трудо-
емкой процедурой. Однако для неявных схем матрица Якоби все равно
вычисляется, и вычисление кривизны не увеличивает трудоемкость расче-
та.
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В данной работе этот подход перенесен на явные схемы. Для этого по-
строены явные методы вычисления кривизны, не использующие матрицы
Якоби. Эти методы малотрудоемки и просты. При их применении с явны-
ми схемами Рунге-Кутты результаты сравнимы по надежности с лучшим
неявным схемам, а по экономичности кардинально их превосходят.

2 Построение метода

2.1 Длина дуги

Рассмотрим задачу Коши для системы ОДУ

duk
dt

= fk(u, t), 1 6 k 6 K, u(0) = u0; (1)

Если система жесткая, то ее решение содержит участки быстрого изме-
нения решения – начальный и внутренние пограничные слои (последние
называют также контрастными структурами). Численное решение таких
задач существенно облегчается, если аргумент t считать дополнительной
компонентой решения u0(t) ≡ t, f0 ≡ 1, а в качестве нового аргумента
выбрать длину дуги интегральной кривой

dl = ρdt, ρ =
(

1 +
∑

f 2k

)1/2
. (2)

Тогда система (1) принимает вид

duk
dl

= Fk(u), Fk = fkρ
−1, 0 6 k 6 K. (3)

Система (3) автономна, а ее порядок на 1 больше, чем у (1).

2.2 Выбор шага

Выбор шага по кривизне интегральной кривой был предложен в [5], [6].
Здесь мы воспользуемся конкретной формулой

h =
h0(

1 + L0.5/ν(κ,κ)0.25/ν
)ν . (4)

Здесь L – полный промежуток интегрирования по l, κ – кривизна, h0 – шаг
на почти прямолинейном участке интегральной кривой. Напомним, что
размерность кривизны κ равна размерности L−1. Поэтому в знаменателе
стоит безразмерная комбинация величин. Численные расчеты показали,
что для сверхжестких задач целесообразно выбирать ν = 2, а для задач
меньшей жесткости – ν = 1.
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Выбирая некоторое значение h0, строим сетку одновременно с вычисле-
нием решения. Тем самым сетка будет адаптирована к данному решению.
Эти сетки необходимо сгущать. Процесс сгущения мы опишем ниже.

2.3 Вычисление кривизны

Новый вектор правых частей имеет единичную длину

|F|2 =
∑

F 2
k = 1. (5)

Таким образом, правые части (3) образуют единичный вектор касательной
к интегральной кривой. Как известно, вектор кривизны в многомерном
пространстве есть производная единичного вектора направления по длине
дуги

κ =
dF

dl
. (6)

Рассмотрим способ вычисления этого вектора.
Вычисления проводятся на некоторой сетке узлов. Чтобы не вводить

номер узла сетки, будем обозначать решение на текущем шаге через u,
на новом – û, на предыдущем – ǔ. Тогда простейшая аппроксимация для
кривизны вычисляется с использованием предыдущего шага

κ = ȟ−1(F− F̌), ȟ = l − ľ. (7)

Погрешность такой аппроксимации составляет всего O(h), так как вели-
чина κ фактически относится к середине предыдущего шага. Однако (7)
можно использовать с явными схемами любого типа.

Кроме того, кривизна используется лишь для расчета длины очередно-
го шага. Поэтому она должна слабо влиять на порядок точности самого
решения u. Проведенные расчеты подтверждают это.

2.4 Схемы Рунге-Кутты (РК)

Для конкретных схем можно построить более точные аппроксимации κ.
Например, для явных схем РК можно включить в расчет промежуточ-
ные стадии нового шага и не использовать старый шаг. Мы провели такие
построения для схем РК с числом стадий до 4. Приведем полученные ре-
зультаты.

Явные S-стадийные схемы РК имеют следующий вид:

û = u + h
S∑
s=1

bsws, ws = F

u + h
s−1∑
q=1

asqwq

 . (8)
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Ограничимся схемами с S 6 4. Тогда матрицу Бутчера {asq} и столбец
{bs} можно подобрать так, чтобы S-стадийная схема имела аппроксима-
цию O(hS). Будем использовать только такие схемы.

На текущем шаге рассчитаем величину κ̂, которая будет использовать-
ся для нахождения следующего шага. Для этого используем стадии ws и
вдобавок величину F(û), поскольку она все равно будет вычисляться на
следующем шаге. Ищем аппроксимацию в виде

κ̂ = h−1
S+1∑
q=1

cqwq, wS+1 = F(û). (9)

Коэффициенты cq, bq, asq нужно подбирать так, чтобы решение (8) имело
аппроксимацию O(hS), а аппроксимация кривизны (9) была как можно
лучше. Рекомендуемые наборы коэффициентов приведены в табл. 1 – 4.
При S = 1, 2 аппроксимация кривизны есть O(h), а при S = 3, 4 – O(h2).

Таблица 1: Коэффициенты схемы (8) и кривизны (9) для S = 1.

cq bs asq

−1 1 -
1 - -

Таблица 2: Коэффициенты схемы (8) и кривизны (9) для S = 2.

cq bs asq

0 0 0 0
2 1 1/2 0
2 - - -

Таблица 3: Коэффициенты схемы (8) и кривизны (9) для S = 3.

cq bs asq

2/3 2/9 0 0 0
−2 1/3 1/2 0 0
−8/3 4/9 0 3/4 -
4 - - - -
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Таблица 4: Коэффициенты схемы (8) и кривизны (9) для S = 4.

cq bs asq

1 1/6 0 0 0 0
−2 1/3 1/2 0 0 0
−2 1/3 0 1/2 0 0
0 1/6 0 0 1 0
3 - - - - -

3 Расчеты с гарантированной точностью

Для определения фактической погрешности нужно проводить расчеты на
многократно сгущающихся сетках и применять метод Ричардсона. Он поз-
воляет найти не мажорантную оценку, а асимптотически точное значе-
ние погрешности [7]. Оно относится к четным узлам новой сетки (которые
должны совпадать с узлами предыдущей сетки). Процедура сгущения хо-
рошо разработана для равномерных и априорно построенных квазиравно-
мерных сеток. Однако для адаптивных сеток, которые строятся в процессе
расчета, требуется ее модификация.

Сгущение сеток будем производить в два этапа. На первом этапе шаг
сетки выбирается по кривизне интегральной кривой. Сгущение сетки осу-
ществляется за счет уменьшения управляющего параметра h0 в (4) вдвое.
При таком сгущении четные узлы новой сетки стремятся к узлам преды-
дущей, но точного совпадения нет. Чтобы его обеспечить, на втором этапе
сгущения будем дробить шаги предыдущей сетки по некоторому прави-
лу, обеспечивающему квазиравномерность новой сетки. Тогда можно вос-
пользоваться методом Ричардсона и найти апостериорное асимптотически
точное значение погрешности.

Здесь возникает два основных вопроса: 1) в какой момент следует пе-
реходить от первого («автоматического») этапа ко второму («ручному») и
2) как следует проводить «ручное» сгущение сеток.

3.1 Критерий установления сетки

Для перехода от первого этапа сгущения ко второму этапу необходимо,
чтобы две последних сетки были достаточно близки. Понятие близости
сеток не вполне строгое, и его можно реализовать разными способами.

Пусть ln – узлы старой сетки с числом узлов N , а l̂2n – четные узлы
новой сетки c числом узлов N̂ . Из-за того что шаг сетки выбирается ав-
томатически, отношение N̂/N ≈ 2 может оказаться не равным в точности
двум.
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Было рассмотрено несколько количественных критериев близости се-
ток. Опишем их, начиная с наиболее адекватного критерия.

1) Сетки тем лучше совпадают, чем меньше разности ln − l̂2n. Из этих
разностей можно составить сеточные нормы c и l2. При этом разности
целесообразно учитывать с разумно подобранными весами.

Удобный вес можно построить на основе обратной величины шага. Оче-
видно, если ошибка в положении узла превосходит величину шага, то ее
следует считать большой. В качестве таких шагов целесообразно исполь-
зовать шаги подробной сетки, примыкающие к узлу 2n. Это приводит к
следующим критериям.

δc = max
n
|ln − l̂2n|(ĥ−12n + ĥ−12n+1), (10)

δ2 =

√√√√ 1

N − 1

N−1∑
n=1

(ln − l̂2n)2(ĥ−12n + ĥ−12n+1)
2. (11)

Среднеквадратичная ошибка рассчитана на один узел. Обе погрешности
(10), (11) безразмерны.

2) Этот критерий учитывает отношение шагов двух соседних сеток,
точнее – расстояние между соответствующими узлами. Рассмотрим сосед-
ние узлы грубой сетки ln, ln+1 и шаг между ними hn = ln+1 − ln. На по-
дробной сетке им соответствуют узлы l̂2n, l̂2n+2 и расстояние между ними
l̂2n+2 − l̂2n = ĥ2n + ĥ2n+1. Запишем следующий безразмерный критерий,
использующий отношение соответствующих шагов:

δ =

[
1

N − 1

N−1∑
n=1

(
√
ξn − 1/

√
ξn)

2

]1/2
, ξ =

ĥ2n + ĥ2n+1

hn
. (12)

По существу это уклонение соответствующих шагов подробной сетки от
шага грубой сетки в расчете на один узел.

3) Этот критерий очень близок ко второму, если отношение шагов неве-
лико. Но при большом отношении шагов он дает меньшее значение нормы,
поэтому на задачах высокой жесткости он оказывается не столь эффектив-
ным.

δ =

[
1

N − 1

N−1∑
n=1

ln2(ξn)

]1/2
, ξ =

ĥ2n + ĥ2n+1

hn
. (13)

4) Этот критерий представляет собой корень из среднего квадрата рас-
стояний между соответствующими узлами сеток, нормированный на пол-
ную длину дуги L:

δ =
1

l̂2N

√√√√ 1

N

N∑
n=1

(
l̂2n−ln

)2
. (14)
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Недостатком данного критерия является то, что в него вносит непропор-
ционально малый вклад расстояние между узлами в начале сетки, так как
ошибка с увеличением L и, соответственно, времени возрастает.

5) В этом критерии для каждой пары узлов отдельно производится
нормировка на усредненную длину интегральной кривой в текущем узле:

δ=

√√√√ 1

N

N∑
n=1

(
l̂2n − ln

(l̂2n + ln)/2

)2

. (15)

Это позволило исправить указанный недостаток критерия (14).
Пусть в процессе сгущения последняя пара сеток оказалась достаточно

близкой в смысле выбранного критерия. Тогда можно считать, что общая
неравномерность расположения узлов установилась. Последнюю сетку бу-
дем считать квазиравномерной и перейдем ко второму этапу сгущения се-
ток.

3.2 Квазиравномерное сгущение

На втором этапе мы продолжаем сгущать сетку, полученную на первом
этапе. Чтобы оценить погрешность с помощью метода Ричардсона, требу-
ется точное совпадение четных узлов новой сетки с соответствующими уз-
лами предыдущей. Будем последовательно квазиравномерно сгущать име-
ющуюся сетку, используя следующие формулы:

ĥ0 = h0

√
h0√

h0 +
√
h1
, ĥ1 = h0

√
h1√

h0 +
√
h1
, (16)

ĥ2n−1 = hn
4
√
hn−1

4
√
hn−1 + 4

√
hn+1

, ĥ2n = hn
4
√
hn+1

4
√
hn−1 + 4

√
hn+1

, (17)

ĥ2N−1 = hN

√
hN−1√

hN−1 +
√
hN

, ĥ2N = hN

√
hN√

hN−1 +
√
hN

. (18)

Для расчетов, полученных на новой сетке, можно применять метод
оценки погрешности Ричардсона. Оценка погрешности вычисляется пото-
чечно (в каждом четном узле новой сетки) для каждой компоненты

(εk)2n =
(ûk)2n − (uk)n

2p − 1
, n = 1, . . . N, k = 0, . . . , K. (19)

Здесь p – порядок точности схемы. Эта погрешность относится к расчет-
ным значениям длины дуги.

Однако длина дуги не имеет непосредственного физического смысла и
неудобна для пользователя. Пользователю обычно интереснее поведение
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погрешности в зависимости от физического времени. Пересчет погрешно-
сти компонент u1, . . . , uK от аргумента l к аргументу t производится по
следующей формуле:

(εk)2n = (εk)2n − (ε0)2nfk(u, u0), k = 1, . . . , K. (20)

3.3 Погрешность на первом этапе

Строго говоря, применять метод Ричардсона к первому этапу нельзя. Во-
первых, он требует сравнения решений на двух сетках при одинаковых
значениях аргумента, а узлы ln и l̂2n не совпадают. Во-вторых, схема со-
стоит из разнородных элементов. Вычисление решения может проводиться
по формулам высокого порядка точности. В то же время вычисление ша-
га производится по кривизне, которая рассчитывается по формуле более
низкого порядка точности.

Поэтому вычисление погрешности по разности решений на двух сосед-
них сетках является не вполне адекватным. Зависимость такой погрешно-
сти от числа узлов сетки нередко оказывается достаточно сложной. Графи-
ки погрешности в двойном логарифмическом масштабе lg ε от lgN могут
заметно отличаться от прямых линий с некоторым наклоном. Если же в
них отмечаются прямолинейные участки, то возможно аномальное появле-
ние высокого эффективного порядка точности на грубых сетках и малого
на очень подробных.

Поэтому апостериорные оценки погрешности на первой стадии расчета
недостаточно надежны, и алгоритм их нахождения трудно автоматизиро-
вать.

4 Верификация метода

4.1 Тестовая задача

Рассмотрим тестовую задачу

du

dt
= f(u, t), f(u, t) = −λ cos t

(
u2 − a2

)2
u2 + a2

, λ, a = const. (21)

Для нее нетрудно построить точное решение

u (t) = − 2Λ (t) a2

1+
√

1 + 4a2Λ (t)2
, Λ (t) =

u0

(u0)2−a2
+λ sin t. (22)

Оно представляет собой функцию с контрастными структурами, решение
которой попеременно притягивается к верхнему и нижнему стационарам.
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Пограничные слои имеют ширину порядка 1/λ, на них производная имеет
очень большое значение. Чем больше параметр λ, тем больше жесткость
задачи.

Рис. 1: Решение задачи (21) при λ = 5 и λ = 103.

На рис. 1 представлена зависимость решения u от времени t для разных
значений параметра λ.

Рис. 2: Решение и кривизна в задаче (21), аргумент t, λ = 10.
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Рис. 3: Решение и кривизна в задаче (21), аргумент l, λ = 10.

На рис. 2 представлены вид решения u и кривизны κ задачи с парамет-
ром λ= 10 в аргументе «время» t, на рис. 3 – в аргументе «длина дуги» l.

Рис. 4: Сгущение сеток на первом этапе.

Видно, что пограничному слою с резким изменением решения в аргу-
менте времени t соответствует почти прямолинейный участок с единичным
наклоном в аргументе длины дуги l. Кривизна интегральной кривой κ
оказывается большой только в переходных зонах, расположенных между
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пограничными слоями и регулярными участками. Это означает, что мель-
чить шаг по длине дуги имеет смысл только в переходных зонах.

Будем выбирать шаг сетки по формуле (4), где кривизна интегральной
кривой κ вычисляется по формуле (7), имеющей первый порядок точности.
В дальнейшем будет показано, что такое вычисление кривизны не влияет
на точность расчета.

На рис. 4 показаны два численных решения задачи с параметром λ = 1
и различающимися в два раза длинами начальных шагов. Видно, что со-
ответствующие узлы двух соседних сеток близки, но точного совпадения
нет. Поэтому будем последовательно уменьшать начальный шаг в два ра-
за, пока не выполнится условие δ < ∆ в смысле какого-то из критериев
разд. 3.1.

4.2 Результаты расчетов

Все последующие расчеты самого численного решения выполнены по схе-
ме РК4 точности O(h4). Расчеты кривизны выполнялись почти всюду с
точностью O(h); однако для контроля проводились расчеты, при которых
кривизна вычислялась с точностью O(h2), и даже с точными значениями
кривизны.

Кажется естественным, что при сгущении сетки критерий качества сет-
ки как функция числа шагов N должен монотонно убывать. Соответству-
ющая кривая в двойном логарифмическом масштабе должна выходить на
прямую, наклон которой соответствует порядку точности формулы расче-
та кривизны.

Для кривой погрешности решения также естественно ожидать монотон-
ного убывания, однако априори неясно, каков будет наклон асимптотиче-
ской прямой: будет он соответствовать порядку точности основной схемы,
по которой вычисляется решение, или порядку точности формулы, по ко-
торой вычисляется кривизна.

Однако численные расчеты показали, что описанная картина справед-
лива лишь при достаточно подробных сетках. На грубых сетках распо-
ложен нерегулярный участок кривой, не соответствующий теоретическим
представлениям. Опишем результаты численных расчетов. Оправдывает-
ся только второе предположение о выходе на прямую с определенным
наклоном. Первое предположение не подтверждается: начало кривой при
N < 200 оказалось возрастающей функцией. Это означает, что на грубых
сетках поведение кривой нерегулярно.

Критерий качества сетки. На рис. 5 показана зависимость величи-
ны (12) от числа узлов. Каждая линия соответствует определенной жестко-
сти задачи λ. На задачах малой жесткости (λ = 1) зависимость критерия
качества от N полностью соответствует теоретическим представлениям.
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Расчетная кривая близка к прямой с наклоном −1. Первое звено удовле-
творяет требованию монотонности, но его наклон несколько отличается от
теоретического. Это является зарождением нерегулярного участка кривой.

Рис. 5: Зависимость критерия качества (12) от числа интервалов сетки. Около каждой
кривой указана величина жесткости lg λ.

При еще большей жесткости λ = 102 нерегулярный участок захватыва-
ет уже 3 первых звена. При этом первое звено кривой является нарастаю-
щим, то есть на нерегулярном участке нарушается монотонность критерия
качества. При дальнейшем увеличении жесткости увеличивается как дли-
на нерегулярного участка, так и отрезок нарушения монотонности. При
этом на начальном участке возникает небольшая пилообразность.

Поясним причину возникновения возрастающего нерегулярного участ-
ка. В пределах расчетного интервала находятся 3 пограничных слоя. Для
мягкой задачи сетка сразу же хорошо строится во всех этих трех слоях.
Однако если жесткость велика, то картина выглядит иначе.

Погрешность численного решения увеличивается к концу промежутка
интегрирования. Поэтому во втором пограничном слое погрешность гораз-
до больше, чем в первом (начальном). Накопление погрешности в решении
приводит к накоплению ошибки при вычислении шага. Поэтому сетка хо-
рошо строится в начальном пограничном слое, ощутимо хуже – во втором
слое, а в третий слой узлы сетки могут и вовсе не попадать. Поэтому на
грубых сетках разностная погрешность в третьем слое вообще не вычис-
ляется.

По мере сгущения сетки узлы начинают попадать в третий слой и в
них возникает значительная погрешность. Поэтому при первых сгущени-
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ях погрешность увеличивается с увеличением числа интервалов сетки. Эти
сетки образуют нерегулярный участок. При дальнейшем сгущении, когда
в каждом пограничном слое становится достаточно много узлов, погреш-
ность начинает уменьшаться в соответствии с теорией.

Рис. 6: Сравнение критериев качества (12), (13), (14), (15) при λ = 103. Сплошная
линия – прямая с наклоном −1.

Для всех жесткостей переход на регулярный участок происходит при
одновременном выполнении двух условий: 1) кривая монотонно убываю-
щая (чтобы исключить начальную нерегулярность) и 2) величина крите-
рия качества принимает значение δ 6 10−2 для любой жесткости. Это
означает, что соответственные шаги соседних сеток в среднем отличаются
на ∼ 1%, однако максимальное отличие шагов друг от друга может быть
существенно больше.

Для других критериев качества поведение кривых имеет сходный вид
(см. рис. 6), однако количественное значение перехода на регулярный уча-
сток будет своим для каждого критерия.

Квазиравномерное сгущение. Будем квазиравномерно сгущать по-
следнюю сетку, полученную на первом этапе, используя формулы (16) –
(18). Теперь четные узлы новой сетки точно совпадают с соответствующи-
ми узлами предыдущей сетки, и можно применять метод Ричардсона для
оценки погрешности.

Проиллюстрируем второй этап на задаче с жесткостью λ = 103. На
рис. 7 приведена зависимость от числа узлов оценки ошибки по методу
Ричардсона, вычисленной по формулам (19) и (20), и фактической ошибки,
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вычисленной непосредственным сравнением численного решения с точным
решением (22). Вычислялись две нормы погрешности: нормы C и L2.

Рис. 7: Нормы погрешности для λ=103.

Рис. 8: Эффективные порядки точности для λ = 103. Зависимость эффективного по-
рядка точности r, рассчитанного для реальной и оцененной ошибок, от номера сгуще-
ния.

Видно, что оценка ошибки по методу Ричардсона в обеих нормах прак-
тически совпадает с фактической погрешностью. Хорошо виден регуляр-
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ный участок сходимости, имеющий в двойном логарифмическом масштабе
коэффициент наклона −4, что совпадает с теоретическим порядком точ-
ности схемы ERK4. Он невелик, так как расчет быстро выходит на ошибки
округления.

Также видно, что ошибка в нормах L2 и C отличается не более чем в 3
раза. Это означает, что ошибки в разных узлах сетки достаточно близки
друг к другу. В самом деле, если бы во всех узлах величина ошибки была
бы одинаковой, то нормы C и L2 этой ошибки точно бы совпали. Чем боль-
ше различие между минимальной и максимальной ошибкой, тем больше
разница между указанными нормами. Это показывает, что исходная сетка
для второго этапа хорошо сгущается в нужных местах.

На рис. 8 показаны эффективные порядки точности, соответствующие
наклонам звеньев рис. 7. Видно, что эти порядки практически совпадают
с теоретическим порядком точности схемы вплоть до момента выхода на
ошибки округления.

Рис. 9: Нормы погрешности L2 для разных λ.

На рис. 9 показаны графики погрешности в норме L2 для разных жест-
костей λ. Видно, что чем больше жесткость λ, тем позже происходит пере-
ход ко второму этапу с квазиравномерным сгущением сеток. Кроме того,
при увеличении жесткости задачи ухудшается количественная точность
(но теоретический порядок точности сохраняется) и возрастает фон оши-
бок округления. Задача с λ = 105 является очень жесткой, но даже она
решается предложенным методом.

Влияние способа вычисления кривизны. Рассмотрим три спосо-
ба вычисления кривизны, которая используется для расчета шага на пер-
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вом этапе: 1) по разностной формуле (7) первого порядка точности, 2) по
разностной формуле (9) второго порядка точности, 3) непосредственно по
кривизне точного решения по следующей формуле:

κ =
f(u, t)fu(u, t) + ft(u, t)

(1 + f(u, t)2)3/2
,

fu = −2λ cos(ωt)
u(u2 − a2)(u2 + 3a2)

(u2 + a2)2
, ft = λω sin(ωt)

(u2 − a2)2

u2 + a2
.

(23)

Графики нормы L2 погрешности второго этапа для λ = 103 в этих случаях
представлены на рис. 10.

Рис. 10: Погрешности при λ = 103 и разных способах вычисления кривизны.

Из рис. 10 видно, что все три способа дают примерно одинаковые ре-
зультаты. Вероятная причина состоит в том, что кривизна является вспо-
могательной величиной для вычисления шага сетки, так что ее погреш-
ность не сильно влияет на точность самого численного решения. Поэто-
му для вычисления кривизны вполне достаточно формул первого порядка
точности, не говоря уже о втором.

Сравнение с неявными схемами. Одной из наиболее надежных
схем четвертого порядка точности является чисто неявная оптимальная
схема BORK [8], [9] из класса обратных схем Рунге-Кутты. В этой схеме
кривизна рассчитывается по матрице Якоби численного решения, то есть
она полностью согласована с численным решением. Напомним, что схема
BORK требует итерационного уравнивания на новом слое и несравненно
более трудоемка, чем явные схемы.

18



Рис. 11: Погрешности по схемам ERK4 и BORK4 при λ = 103.

Сравним расчеты по этой схеме с результатами по явной схеме ERK4, в
которой кривизна на первом этапе берется по простейшим формулам пер-
вого порядка точности (7). На рис. 11 приведены графики погрешности
второго этапа для этих схем в норме L2 для достаточно жесткой задачи
с λ = 103. Эти кривые почти совпадают. Это показывает, что даже на
задачах высокой жесткости схема ERK4 с выбором шага по кривизне со-
поставима по точности и надежности с чисто неявными схемами, хотя ее
трудоемкость несравненно меньше.

Конечно, на задачах сверхвысокой жесткости явные схемы даже при
описанном выборе шага могут оказаться недостаточно надежными. Одна-
ко при сверхвысокой жесткости даже чисто неявные схемы тоже могут
оказаться не вполне надежными: итерации в них не всегда сходятся.

Выводы. Все приведенные расчеты показывают конкурентоспособ-
ность предложенных в данной работе явных методов.
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