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Ñ.Ñ. Èëüèí, Â.Â. Ëóêèí, Þ.Þ. Øóìèëîâ
Ìåòîäèêà ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ðàñïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñâÿçè íà îðáèòàõ

Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ðàçìåùåíèÿ ãðóïïèðîâ-
êè ñïóòíèêîâ ñâÿçè íà îðáèòàõ. Ðàññìîòðåíû êðóãîâûå îðáèòû è ïàðàìåòðû
ãðóïïèðîâêè, àíàëîãè÷íûå ñèñòåìå ñïóòíèêîâîé ñâÿçè ½Ãîíåö�. Ïîñòàíîâêà
çàäà÷è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïëîùàäè ïîêðûòèÿ è
ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè èñïîëüçîâàí ìåòîä ðîÿ ÷àñòèö. Â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèè ðàáîòîñïî-
ñîáíîñòè ìåòîäèêè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ãðóï-
ïèðîâêè ñïóòíèêîâ äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà ñïóòíèêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïóòíèêîâàÿ ñèñòåìà ñâÿçè, îïòèìèçàöèÿ, ìåòîä ðîÿ ÷à-
ñòèö, ãðóïïèðîâêà ñïóòíèêîâ.

Sergei Sergeevich Il’in, Vladimir Vladimirovich Lukin, Yury Yurievch
Shumilov
Technique for numerical optimizing the disposing of communication satellites
in orbits

A technique for numerical optimization of the orbital disposition of a com-
munication satellites constellation is presented. Circular orbits and constella-
tion parameters similar to the satellite communication system ,,Gonets“ are
considered. The statement of the problem allows us to consider the problem
of optimizing the area of coverage and the maximum communication waiting
time. For the numerical solution of the optimization problem the particle swarm
method was used. As a demonstration of the technique efficiency the results
for the problems of disposing a constellation of satellites for a relatively small
number of satellites are presented.

Key words: communication satellite system, optimiztion, particle swarm op-
timization, satellites constellation.
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1. Ââåäåíèå

Ñïóòíèêîâûå ñèñòåìû ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàçâèâàþùèõ-
ñÿ íàïðàâëåíèé îáìåíà èíôîðìàöèåé. Òàêîé âèä ñâÿçè øèðîêî èñïîëüçóþò
â êîììåð÷åñêèõ, âîåííûõ è ãðàæäàíñêèõ öåëÿõ. Îáåñïå÷åíèå íåïðåðûâíîé
ñïóòíèêîâîé ñâÿçè â ðåãèîíàõ, ãäå ïîêðûòèå äðóãèìè âèäàìè ñâÿçè íåâîç-
ìîæíî, èëè â ñëó÷àÿõ, êîãäà îáùåäîñòóïíûå êàíàëû ñâÿçè íå ÿâëÿþòñÿ äî-
ñòàòî÷íî çàùèùåííûìè, ñòàâèò çàäà÷ó ôîðìèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàþùåé ñâÿçü
ñïóòíèêîâîé ãðóïïèðîâêè, îòâå÷àþùåé òðåáîâàíèþ îïòèìàëüíîñòè ïëîùàäè
ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé ñâÿçü äîñòóïíà (ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ) è âðåìåíè
îæèäàíèÿ ñâÿçè íà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ýòè ïàðàìåòðû ê òîìó æå çà÷àñòóþ
ñâÿçàíû ñ ôèíàíñîâûìè ïîêàçàòåëÿìè êîíòðàêòîâ íà ïîñòàâêó óñëóã ñâÿ-
çè. Íåîïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå ñïóòíèêîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåîïðàâäàííî
áîëüøèì ýêîíîìè÷åñêèì çàòðàòàì, ïîòîìó ÷òî öåíà çàïóñêà ñïóòíèêîâ íà
îðáèòó âåëèêà, à âîçìîæíîñòè ïî èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ îðáèòû ñïóòíèêà
äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííû [1].

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ñïóòíèêîâ ñâÿçè íà îðáèòàõ èññëåäóåò-
ñÿ ñ òîãî ìîìåíòà, êàê ñïóòíèêîâûå ñèñòåìû ñâÿçè ñòàëè óäîáíûì ñðåäñòâîì
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè [2�5]. Â ñëó÷àå ðàñ÷åòà ðàâíîìåðíîãî ïî ïîâåðõíîñòè
Çåìëè ïîêðûòèÿ çàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ðàâíîìåðíûì ðàñ-
ïîëîæåíèåì ñïóòíèêîâ ïî âûáðàííîìó ÷èñëó îðáèò [6]. Áîëåå ñëîæíûé âà-
ðèàíò, âîçíèêàþùèé ïðè íåîáõîäèìîñòè îïòèìèçàöèè ðàçìåùåíèÿ ñïóòíèêîâ
íà îðáèòå äëÿ ïîêðûòèÿ âûäåëåííîé òåððèòîðèè, äîïóñêàåò ëèøü ÷èñëåííîå
èññëåäîâàíèå è ñòàë äîñòóïåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëèøü ïðè äîñòàòî÷íîì ðàç-
âèòèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé (íàïðèìåð, [7]).

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ÷èñëåííûé ìåòîä ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ïëîùà-
äè ïîêðûòèÿ Çåìëè ñïóòíèêàìè ñâÿçè è ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ
ñâÿçè íà âñåé ïëàíåòå, à òàêæå îïòèìèçàöèè ýòèõ âåëè÷èí êàê ôóíêöèé ïà-
ðàìåòðîâ îðáèò. Ìåòîä ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà íà ÿçûêå
C++ è äîïóñêàåò ìîäèôèêàöèþ êàê ïî êîëè÷åñòâó ñïóòíèêîâ â îïòèìèçèðóå-
ìîé ãðóïïèðîâêå è ñòðóêòóðå ñàìîé ãðóïïèðîâêè, òàê è � â ïåðñïåêòèâå � ïî
âûäåëåíèþ ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ ñâÿçü äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà
ñ íóëåâîé çàäåðæêîé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàñïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñâÿ-
çè íà îðáèòàõ äëÿ ñëó÷àÿ ñâÿçè ½ïîëüçîâàòåëü-ñïóòíèê�.

Ïóñòü S � çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü âûïóêëîãî òåëà Ω ñ óðàâíåíèåì

S(x, y, z) = 0 (1)

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3, â êîòðîì çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò
Oxyz ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S � ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû
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Çåìëÿ, à òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ å¼ öåíòðîì ìàññ, ïðè÷¼ì îñü âðàùåíèÿ ïëàíåòû
íàïðàâëåíà âäîëü îñè z.

Âíå òåëà Ω çàäàíû n òî÷åê (ñïóòíèêîâ) Ai, i = 1, . . . , n, äâèæóùèõñÿ ïî
ïëîñêèì çàìêíóòûì êðèâûì (îðáèòàì) ξi, íå èìåþùèì îáùèõ òî÷åê ñ S è
îïèñûâàåìûì ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûìè âåêòîð-ôóíêöèÿìè

~r(t) = (xi(t), yi(t), zi(t))
T, t ∈ [0, Ti],

ãäå t � âðåìÿ, T � ïåðèîä îáðàùåíèÿ òî÷êè Ai âîêðóã Ω, xi(t), yi(t), zi(t) �
ãëàäêèå ôóíêöèè. Åñëè çàäàí îïðåäåë¼ííûé êëàññ îðáèò äëÿ ñïóòíèêîâ Ai

(ê ïðèìåðó, ýëëèïòè÷åñêèå èëè êðóãîâûå), òî êàæäàÿ êðèâàÿ â îáùåì ñëó÷àå
çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðàìè, ñîáðàííûìè â âåêòîð ~µi, i = 1, . . . , n ñ êîìïîíåíòàìè

~µi = (µ1
i , . . . , µ

l
i).

Ïóñòü êàæäûé ñïóòíèê Ai ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êîíóñà ñâÿçè Pi ñ óãëîì
ðàñòâîðà α ∈ (0, π], ïðè÷¼ì îñü êîíóñà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O, ò.å. ñïóòíèê
½íàïðàâëåí� íà öåíòð ìàññ ïëàíåòû. Îáîçíà÷èì SAi

(t) ìãíîâåííóþ îáëàñòü
ïîêðûòèÿ i-ãî ñïóòíèêà � ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè S, êîòîðûå ïî-
ïàëè âíóòðü êîíóñà ñâÿçè Pi ñïóòíèêà Ai è äëÿ êîòîðûõ ñïóòíèê ½âèäåí�
â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïîä ½âèäèìîñòüþ� áóäåì ïîíèìàòü óñëîâèå óñòàíîâëå-
íèÿ óñòîé÷èâîé ñâÿçè1. Äëÿ ïðîñòîòû â êà÷åñòâå óñëîâèÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè
áóäåì ïîíèìàòü òðåáîâàíèå, ÷òîáû îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó è ñïóòíèê,
ïåðåñåêàëñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ S íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Îïðåäåëèì ïîëîñó ïîêðûòèÿ ñïóòíèêîì Ai çà âðåìÿ T ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

SAi
=

⋃
t∈[0, T ]

SAi
(t), SAi

⊂ S, i = 1, . . . , n.

Îáîçíà÷èì çà SA ïîäìíîæåñòâî òåõ òî÷åê ñôåðû, êîòîðûå õîòÿ áû ðàç áûëè
îáåñïå÷åíû ñâÿçüþ ñïóòíèêàìè Ai çà âðåìÿ T :

SA =
n⋃
i=1

SAi
.

Ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâó SA åãî ïëîùàäü CA. Ïîñêîëüêó SA ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì ìíîæåñòâîì, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîñòîèò èç êóñêîâ ãëàäêèõ ãðàíèö
ìíîæåñòâ SAi

, òî îïðåäåëåíèå ïëîùàäè òàêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîððåêò-
íûì.

Ïîñêîëüêó ñàìà ïëîùàäü CA çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ îðáèò {~µi}ni=1, òî ìîæ-
íî ïîñòàâèòü çàäà÷ó íåëèíåéíîé ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè ïëîùàäè ïîêðû-
òèÿ ïî îðáèòàì çà âðåìÿ t ∈ [0, T ]:

CA (~µ1, . . . , ~µn)→ max
{~µ1,...,~µn}

. (2)

1Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ýìïèðè÷åñêèõ òðåáîâàíèé óñòîé÷èâîé ñâÿçè àáîíåíòà ñî ñïóòíèêîì â ðåàëüíûõ

ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ âîñõîæäåíèå ñïóòíèêà íàä ãîðèçîíòîì íà óãîë ≈ 10◦.
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Ðàññìîòðèì íàðàâíå ñ óêàçàííîé äðóãóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè õàðàêòåðè-
ñòèê ñèñòåìû ñâÿçè. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ ñâÿçè äëÿ
çàäàííîé êîíôèãóðàöèè ñïóòíèêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó M ñôåðû è òå ïðîìåæóòêè âðåìåíè âíóòðè îòðåçêà [0, T ],
êîãäà ó íå¼ îòñóòñòâóåò ñâÿçü ñî ñïóòíèêàìè, ò.å. òî÷êà íå âõîäèò íè â îäíó
òåêóùóþ îáëàñòü ïîêðûòèÿ SAi

(t), t ∈ [o, T ]. Îáîçíà÷èì çà τ kM , k = 0, . . . , kM ,
äëèòåëüíîñòü k-ãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè äëÿ òî÷êèM , êîãäà ñâÿçü îòñóòñòâó-
åò. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

Tmax = max
M∈S

k=0,...,kM

τ kM .

Ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ ñâÿçè çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ îðáèò. Çàäà÷à
îïòèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ñâÿçè èìååò âèä

Tmax (~µ1, . . . , ~µn)→ min
{~µ1,...,~µn}

max
M∈S

k=0,...,kM

τ kM , t ∈ [0, T ]. (3)

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè
S ñôåðó. Â òî æå âðåìÿ îïèñûâàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå ìåòîäèêà äîïóñêàåò
àíàëèç ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû.

2.1. Ïàðàìåòðû îðáèò ñïóòíèêîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïóòíèêîâûå ñèñòåìû ñ èäåàëüíûìè êðóãîâûìè îð-
áèòàìè [8]. Ïîëîæåíèå ñïóòíèêà íà îðáèòå Ai, i = 1, . . . , n, â ïðîñòðàíñòâå
îïðåäåëÿåòñÿ âûñîòîé îðáèòû (ðàäèóñîì îêðóæíîñòè) è óãëàìè Ýéëåðà (ðèñ.
1)

(Hi, ψi, θi, ϕi,0),

ãäå Hi � âûñîòà îðáèòû íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè, ψi � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî
óçëà, θi � íàêëîíåíèå îðáèòû, à ϕi,0 � íà÷àëüíàÿ ôàçà ñïóòíèêà. Ïðèìåì,
÷òî

ψi ∈ [0, 2π], θi ∈ [0, π], ϕi,0 ∈ [0, 2π].

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ ñïóòíèêîâ âûñîòà îðáèòû ÿâëÿåòñÿ ðàâíîé
Hi = H, i = 1, . . . , n. Îäíàêî äîâîëüíî ëåãêî àäàïòèðîâàòü ðàññìàòðèâàå-
ìûé äàëåå àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïîêðûòèÿ äëÿ ðàáîòû ñî
ñïóòíèêàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàçíûõ âûñîòàõ.

3. Ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè

3.1. Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïîêðûòèÿ

Àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé,
ïîñêîëüêó îáëàñòè ïîêðûòèÿ ñïóòíèêîâ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïðîèçâîëüíûì
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Ðèñ. 1. Ïëîñêîñòü êðóãîâîé îðáèòû ñïóòíèêà çàäà¼òñÿ äâóìÿ óãëàìè: äîëãîòîé âîñõîäÿ-
ùåãî óçëà ψ è íàêëîíåíèåì θ

îáðàçîì. Ïðèáëèæ¼ííûé ðàñ÷¼ò ïëîùàäè âûïîëíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çà-
äàäèì íà ïîâåðõíîñòè S òðåóãîëüíóþ ñåòêó è èñïîëüçóåì åå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïëîùàäè ïîêðûòèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåðÿòü óñëîâèå âõîæäåíèÿ ÿ÷åéêè ñåò-
êè â îáëàñòü ïîêðûòèÿ ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Â äàííîé ðàáîòå áóäåì
ïðîâåðÿòü âõîæäåíèå â îáëàñòü ïîêðûòèÿ öåíòðà ìàññ òðåóãîëüíèêà.

Ââåä¼ì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî âðåìåíè

Wτ = {tk = kτ, k = 0, 1, . . . , L, τ =
T

L
}.

Íàéä¼ì ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ â ìîìåíòû âðåìåíè tk. Äëÿ ñëó÷àÿ êðóãîâûõ
îðáèò åñòü àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, â áîëåå æå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ èõ ïîëî-
æåíèÿ ìîãóò áûòü ðåçóëüòàòîì ðàáîòû êàêîãî-ëèáî ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Ïðè ïðîâåðêå âõîæäåíèÿ ÿ÷åéêè j â ìãíîâåííóþ îáëàñòü ïîêðûòèÿ îòäåëü-
íî âçÿòîãî ñïóòíèêà i â ìîìåíò âðåìåíè tk ïåðåéä¼ì â îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ, â êîòîðîì óðàâíåíèå êîíóñà äëÿ äàííîãî èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä

x2 + y2 = (z − (H +R))2 tg2
(α

2

)
, (4)

ãäå R � ðàäèóñ Çåìëè, ïðîâåäÿ îñü z ÷åðåç ñïóòíèê è öåíòð ìàññ ïëàíåòû.
Ðàíåå ìû îïðåäåëèëè, ÷òî òî÷êà âõîäèò â îáëàñòü ïîêðûòèÿ, åñëè

1) òî÷êà âõîäèò â êîíóñ ïîêðûòèÿ;
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2) òî÷êà âèäíà äëÿ ñïóòíèêà ñâÿçè.

Îòìåòèì ÿ÷åéêè, âîøåäøèå â îáëàñòü ïîêðûòèÿ ñïóòíèêà. Ýòè øàãè íåîá-
õîäèìî ïðîäåëàòü ñî âñåìè ñïóòíèêàìè è âñåìè ÿ÷åéêàìè ñåòêè. Ñóììèðóÿ
ïëîùàäè îòìå÷åííûõ ÿ÷ååê, ïîëó÷èì ìãíîâåííóþ ïëîùàäü ïîêðûòèÿ äëÿ
ãðóïïèðîâêè ñïóòíèêà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáëàñòè ïîêðûòèÿ çà îòðåçîê âðåìåíè t ∈ [0, T ] íåîáõîäè-
ìî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ñäâèãàÿ ñïóòíèêè âäîëü îðáèò c íåêî-
òîðûì ìàëûì øàãîì ïî âðåìåíè δt. Ïîñëå îñòàíîâà àëãîðèòìà ìû îòìåòèì
âñå ÿ÷åéêè, õîòÿ áû ðàç ïîïàâøèå â çîíó ïîêðûòèÿ çà òðåáóåìûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè. Îñòàëîñü ëèøü ïðîñóììèðîâàòü èõ ïëîùàäè.

3.2. Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó öåíòðó ìàññ Mi, i = 1, . . . , N , òðåóãîëüíèêîâ ñåòêè
òåêóùåå âðåìÿ îæèäàíèÿ wi è òåêóùåå ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ w

max
i ,

êîòîðûå â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà (ïðè t = 0) ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ òî÷åê.
Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñëåäóåò âû÷èñëèòü ïîêðûòóþ ñïóòíèêàìè îáëàñòü.

Åñëè òî÷êàMi íå ïîïàëà â îáëàñòü ïîêðûòèÿ, ñëåäóåò óâåëè÷èòü wi íà âðåìÿ
τ . Åñëè æå òî÷êà ïîïàëà â îáëàñòü, òî âðåìÿ wmax

i îáíîâëÿåòñÿ:

wmax
i = max {wmax

i , wi},

à wi îáíóëÿåòñÿ. Äàëåå ïî î÷åðåäè äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè tk ïðîöåññ
ïîâòîðÿåòñÿ ñíîâà, ïîêà t 6 T . Â ðåçóëüòàòå ïðèáëèæ¼ííîå ìàêñèìàëüíîå
âðåìÿ îæèäàíèÿ wmax áóäåò âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå:

wmax = max
i=1,...,N

wmax
i .

3.3. Ïîñòðîåíèå ðàâíîìåðíîé òðåóãîëüíîé ñåòêè íà ñôåðå

Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íà ñôåðå ðàâíîìåðíîé òðåóãîëüíîé ñåòêè
èç ïðàâèëüíîãî èêîñàýäðà [9] (ðèñ. 2). Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âçÿòü
ïðîèçâîëüíóþ ãðàíü èêîñàýäðà, ïîäåëèòü å¼ ðåáðà ïîïîëàì è ñîåäèíèòü íà
íåé íîâûå òî÷êè. Â ðåçóëüòàòå íà ãðàíè îáðàçóþòñÿ ÷åòûðå ïðàâèëüíûõ òðå-
óãîëüíèêà. Ýòè äåéñòâèÿ ñëåäóåò ïîâòîðèòü äëÿ âñåõ ãðàíåé èêîñàýäðà. Íà
ñëåäóþùåé èòåðàöèè ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, íî óæå äëÿ âñåõ íîâûõ òðåóãîëü-
íèêîâ. Ïîñëå çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé âñå òî÷êè ïðîåöèðóþòñÿ íà ñôåðó.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà, ïðèãîäíàÿ
äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé. Ïðèìåðû ñåòîê ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Ïîñëå
ãåíåðàöèè ñëåäóåò âû÷èñëèòü ïëîùàäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñåòêè ïî ôîðìóëå
Ãåðîíà è èõ öåíòðû ìàññ.
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Ðèñ. 2. Íà÷àëüíûé ïðàâèëüíûé èêîñàýäð â àëãîðèòìå ãåíåðàöèè ñåòêè

3.4. Âèäèìîñòü òî÷åê ñôåðû ñî ñïóòíèêà

Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé ñïóòíèê èìååò êîîðäèíàòû {0, 0, R + H}, ãäå R �
ðàäèóñ Çåìëè. Ãðàíèöåé åãî îáëàñòè ïîêðûòèÿ áóäåò îêðóæíîñòü íà ñôåðå.
Íàéä¼ì âûñîòó ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæèò ãðàíèöà. Íà ðèñóíêàõ 4 è 5 ýòà
âûñîòà ðàâíà ON. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáëàñòü ïîêðû-
òèÿ ñïóòíèêà îãðàíè÷åíà òîëüêî ãîðèçîíòîì. Âòîðîé ñëó÷àé � êîãäà îáëàñòü
ïîêðûòèÿ îãðàíè÷åíà ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñà ñ ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè. Äëÿ
ïåðâîãî ñëó÷àÿ (ðèñ. 4)

ON = R cos
(
π − π

2
− ∠MSN

)
= R sin∠MSN =

R2

H +R
. (5)

Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé ñèíóñîâ (ðèñ. 5):

R

sin α
2

=
H +R

sin γ
.

Îòñþäà

sin γ =
H +R

R
sin

α

2
.

Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè
H +R

R
sin

α

2
> 1,

òî îáëàñòü ïîêðûòèÿ îãðàíè÷åíà òîëüêî ãîðèçîíòîì, ïîýòîìó ñëåäóåò âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (5). Íàéä¼ì óãîë β:

γ = π − arcsin

(
H +R

R
sin

α

2

)
.



9

Ðèñ. 3. Ñâåðõó è ñíèçó ðèñóíêà ðàñïîëîæåí ðåçóëüòàò âòîðîé è ÷åòâ¼ðòîé èòåðàöèé ñîîò-
âåòñòâåííî. Ñïðàâà � ñïðîåöèðîâàííûå íà ñôåðó òî÷êè

β = π − α

2
− γ = arcsin

(
H +R

R
sin

α

2

)
− α

2
.

Îòñþäà

ON = R cos β = R cos

(
arcsin

(
H +R

R
sin

α

2

)
− α

2

)
.

Åñëè ââåñòè áåçðàçìåðíóþ âûñîòó

H∗ =
H +R

R
,

îáîçíà÷àþùóþ ðàññòîÿíèå â ðàäèóñàõ Çåìëè îò ñïóòíèêà äî å¼ öåíòðà ìàññ,
è ïðèíÿòü R = 1, òî ìû ïîëó÷èì óïðîù¼ííûå ôîðìóëû:

ON =


1

H∗
, H∗ sin

α

2
> 1,

cos
(

arcsin
(
H∗ sin

α

2

)
− α

2

)
, H∗ sin

α

2
< 1.

Íà ðèñóíêå 6 ìîæíî óâèäåòü ïðèìåð ó÷¼òà ãîðèçîíòà äëÿ ñïóòíèêà.
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Ðèñ. 4. Âèäèìîñòü òî÷åê ñôåðû ñî ñïóòíèêà â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ ãîðèçîíòîì

Ðèñ. 5. Âèäèìîñòü òî÷åê ñôåðû ñî ñïóòíèêà â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ óãëîì ïðè âåðøèíå
êîíóñà ñâÿçè
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Ðèñ. 6. Îáëàñòü ïîêðûòèÿ Çåìëè ñïóòíèêîì ñèñòåìû ½Ãîíåö�, íàõîäÿùèìñÿ íà âûñîòå
1500 êì è èìåþùèì óãîë ðàñòâîðà êîíóñà α = 120◦ ãðàäóñîâ. Âíåøíèé êîíóñ � ýòî êîíóñ
ñâÿçè ñïóòíèêà, âíóòðåííèé êîíóñ ïîêàçûâàåò ôàêòè÷åñêóþ îáëàñòü ïîêðûòèÿ ñ ó÷¼òîì
ãîðèçîíòà. ×¼ðíûå òî÷êè � öåíòðû ìàññ òðåóãîëüíèêîâ ñåòêè, êîòîðûå âîøëè â îáëàñòü
ïîêðûòèÿ

3.5. Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ êîíóñà ñâÿçè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæåíèå ñïóòíèêà çàäà¼òñÿ äîëãîòîé
âîñõîäÿùåãî óçëà ψ, íàêëîíåíèåì θ è ôàçîé ϕ. Íà÷àëüíîé ôàçîé ñïóòíèêà
ÿâëÿåòñÿ óãîë ϕ0. Ñîñòàâèì ìàòðèöû ïîâîðîòà äëÿ ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ
êîíóñà â âèä (4). Ìàòðèöà Aψ ïîâîðà÷èâàåò áàçèñ âîêðóã îñè Oz íà óãîë ψ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè:

Aψ =

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

 .

Äàëåå íåîáõîäèìî ïîâåðíóòü áàçèñ Ox′y′z âîêðóã Ox′ äëÿ óñòðàíåíèÿ íàêëî-
íåíèÿ. Íî âìåñòî ïîâîðîòà íà óãîë θ ñëåäóåò ñäåëàòü ïîâîðîò íà óãîë

−
(π

2
− θ
)

= θ − π

2
,

÷òîáû â íîâîì áàçèñå Ox′y′′z′′ îðáèòà ñòàëà ïîëÿðíîé:

Aθ =


1 0 0

0 cos
(
θ − π

2

)
sin
(
θ − π

2

)
0 − sin

(
θ − π

2

)
cos
(
θ − π

2

)
 =

1 0 0
0 sin θ − cos θ
0 cos θ sin θ

 .

Ïîñëå ýòîãî íàì íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïîâîðîò íà óãîë

ϕ∗ = ϕ−
(π

2
− ϕ0

)
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âîêðóã îñè Oy′′, ÷òîáû ïîìåñòèòü ñïóòíèê â íîâîì áàçèñå â òî÷êó ñ êîîðäè-
íàòàìè {0, 0, H∗}. Ìàòðèöà ïîâîðîòà Aϕ èìååò âèä:

Aϕ =

 cosϕ∗ 0 sinϕ∗

0 1 0
− sinϕ∗ 1 cosϕ∗

 =

sin(ϕ+ ϕ0) 0 − cos(ϕ+ ϕ0)
0 1 0

cos(ϕ+ ϕ0) 1 sin(ϕ+ ϕ0)

 .

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñåòêè, ðàäèóñ-âåêòîð êî-
òîðîé ðàâåí ~r â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó:

~ρ = AϕAθAψ~r,

ãäå ~ρ � ðàäèóñ-âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè òî÷êè ñåòêè â íîâîì áàçèñå.

3.6. Ó÷¼ò âðàùåíèÿ Çåìëè

Ïîñòðîåííûå ìàòðèöû ïîâîðîòà íå ó÷èòûâàþò âðàùåíèå Çåìëè. Çà ñ÷¼ò
íåãî îáëàñòü ïîêðûòèÿ ñïóòíèêà áóäåò âûãëÿäåòü èíà÷å. Íàéä¼ì óãîë, íà
êîòîðûé ïîâåðí¼òñÿ Çåìëÿ çà òî âðåìÿ, êîãäà òåêóùàÿ ôàçà ϕ ñïóòíèêà óâå-
ëè÷èòñÿ íà ∆ϕ. Èç ñâîéñòâ êðóãîâûõ îðáèò íàì èçâåñòíî, ÷òî

v =

√
GM

L
,

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìàññà ìàññèâíîãî òåëà (â íàøåì
ñëó÷àå ýòî Çåìëÿ), L � ðàññòîÿíèå îò ñïóòíèêà äî öåíòðà ìàññ ìàññèâíîãî
òåëà, v � ñêîðîñòü ñïóòíèêà. Òîãäà ïåðèîä îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà ïî îðáèòå
ðàâåí

T =
2πL√
GM
L

=
2πL

3
2

√
GM

.

Ôàçà ñïóòíèêà óâåëè÷èòñÿ íà ∆ϕ çà âðåìÿ

T∆ϕ =
∆ϕL

3
2

√
GM

.

Çà ýòî âðåìÿ Çåìëÿ ïîâåðí¼òñÿ íà óãîë

δE = T∆ϕωE =
L

3
2ωE√
GM

∆ϕ, (6)

ãäå ωE � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè. Äëÿ ó÷¼òà âðàùåíèÿ ïëàíåòû
íåîáõîäèìî èçìåíèòü òîëüêî ìàòðèöó Aψ. Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè â ôîðìóëå (6):

K =
L

3
2ωE√
GM

.
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Òîãäà ìàòðèöà ïîâîðîòà Aψ ïðèìåò îêîí÷àòåëüíûé âèä:

Aψ =

 cos(ψ −K∆ϕ) sin(ψ −K∆ϕ) 0
− sin(ψ −K∆ϕ) cos(ψ −K∆ϕ) 0

0 0 1

 ,

ãäå ∆ϕ = ϕ− ϕ0.

3.7. Îïòèìèçàöèÿ ïëîùàäè ïîêðûòèÿ è ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè
îæèäàíèÿ

Îïòèìèçàöèþ ìîæíî ïðîâîäèòü íå ïî âñåì ïàðàìåòðàì îðáèò. Ê ïðèìåðó,
ìîæíî ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè íàêëîíåíèÿ i âñåõ îðáèò ñïóòíèêîâ ñâÿçè.

Îïèøåì ìåòîä ðîÿ ÷àñòèö [10] äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè.
Ïóñòü m � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ îðáèò, ïî êîòîðûì ïðîâî-
äèòñÿ îïòèìèçàöèÿ. Íà âõîä ïîäà¼òñÿ ìíîæåñòâî D,

D = [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [am, bm],

â êîòîðîì áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîèñê. Âî ìíîæåñòâå D ñëó÷àéíûì îáðàçîì
çàäàþòñÿ òî÷êè {X0,i}Si=1, ïðè÷¼ì êîîðäèíàòû êàæäîé èç òî÷åê ðàñïðåäåëåíû
ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó, ò.å. X0,i

j ∼ U [aj, bj], ãäå X0,i
j � j-àÿ êîîðäèíàòà i-

îé òî÷êè, j = 1, . . . ,m. Ìíîæåñòâî òî÷åê {X0,i}Si=1 ïðèíÿòî íàçûâàòü ðîåì
÷àñòèö. Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ñêîðîñòè V0,i âñåõ ÷àñòèö ïî ïîõîæåìó ïðàâèëó:
V0,i
j ∼ U [−|aj − bj|, |aj − bj|], j = 1, . . . ,m. Ïîñëå ýòîãî â ðîå èäåò ïîèñê

÷àñòèöû g ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, è çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé
è ïîëîæåíèé âñåõ ÷àñòèö îáíîâëÿþòñÿ:

Vk+1,i
j = p1V

k,i
j + p2uj(gj −Xk,i

j ), uj ∼ U [0, 1],

Xk+1,i = Xk,i + Vk+1,i,

ãäå p1 è p2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Çàòåì â ðîå çàíîâî íà÷èíàåòñÿ ïîèñê
÷àñòèöû ñ íàèëó÷øèì ïîëîæåíèåì è òàê äàëåå. Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ,
êîãäà äîñòèãíóòî îãðàíè÷åíèå ïî êîëè÷åñòâó èòåðàöèé èëè ðîé äîñòàòî÷íî
½ñãóñòèëñÿ� âîêðóã íàéäåííîé òî÷êè ìèíèìóìà.

Îïòèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà-
÷åé ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü êîíôèãóðàöèé
ñïóòíèêîâ ÿâëÿåòñÿ íåïðèãîäíîé, òàê êàê íà íèõ íå äîñòèãàåòñÿ ïîëíîå ïî-
êðûòèå Çåìëè, â òîïîãðàôèè öåëåâîé ôóíêöèè âîçíèêàþò ½ïëàòî�, íà êîòî-
ðûõ å¼ çíà÷åíèå ðàâíî âðåìåíè ïðîñìîòðà T . Â ðåçóëüòàòå ýòîãî òèïè÷íûå
àëãîðèòìû (ê ïðèìåðó, ñèìïëåêñíûé ïîèñê èëè ìåòîä öèêëè÷åñêîãî ïîêîîð-
äèíàòíîãî ñïóñêà) ìîãóò ½çàñòðÿòü� â íà÷àëüíîé òî÷êå. Âî-âòîðûõ, êàæäîå
âû÷èñëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé.
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Ïåðâóþ ïðîáëåìó ìîæíî ÷àñòè÷íî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà øòðàôíûõ
ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèþ âñïîìîãàòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà, ðàâíîãî
ñóììå âðåìåíè îæèäàíèÿ è øòðàôà çà îòñóòñòâèå ïîëíîãî ïîêðûòèÿ Çåìëè:

T ∗max(A) = Tmax(A) + PS max {0, 1− S(A)}2,

ãäå Tmax(A) � ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ íà ãðóïïèðîâêå A = {Ai}ni=1
ïðè 0 6 t 6 T , S(A) � äîëÿ ïîâåðõíîñòè, ïîêðûòîé ñâÿçüþ, 0 6 S(A) 6 1, PS
� íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà. Òàê êàê ÷àñòèöû â ìåòîäå ðîÿ
ìîãóò âûéòè çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà D, òî ñëåäóåò äîáàâèòü øòðàô çà âûõîä
èç îáëàñòè, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê:

T ∗max(A) = Tmax(A) + PS max {0, 1− S(A)}2+

+ P

∑
k∈mΩ

p(Ωk, 0, 2π) +
∑
k∈mi

p(ik, 0, π) +
∑
k∈mϕ0

p(ϕ0,k, 0, 2π)

 ,

ãäå p(γ, a, b) = max {0, a− γ}2 + max {0, γ − b}2 � øòðàô çà âûõîä ïàðàìåò-
ðà γ èç îòðåçêà [a, b], mΩ, mi, mϕ0

� ìíîæåñòâà íîìåðîâ âîñõîäÿùèõ óçëîâ,
íàêëîíåíèé è íà÷àëüíûõ ôàç ñîîòâåòñòâåííî, ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ îïòè-
ìèçàöèÿ, P � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà. Åñëè ñðåäè ýòèõ ïàðàìåòðîâ
ïðèñóòñòâóþò äîëãîòû âîñõîäÿùèõ óçëîâ Ω, ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü ñïóòíèêè
è ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû

0 = Ω1 6 Ω2 6 . . . 6 Ωk,

è äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíûé øòðàô çà íàðóøåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðàñ÷¼òîâ, ïîêàçûâàþùèå ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãî-
ðèòìîâ.

4.1. Ìåòîä ðîÿ ÷àñòèö

Ïóñòü èìååòñÿ ÷åòûðå ïëîñêîñòè îðáèò ñ ïàðàìåòðàìè

(Ω1, i1) = (Ω1, 82,5◦),

(Ω2, i2) = (Ω2, 82,5◦),

(Ω3, i3) = (45◦, 82,5◦),

(Ω4, i4) = (90◦, 82,5◦),

íà êàæäîé èç êîòîðûõ ðàñïîëàãàåòñÿ ïî òðè ðàâíîóäàë¼ííûõ ñïóòíèêà ñ ôà-
çîâûìè óãëàìè 0, 120 è 240 ãðàäóñîâ. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå
èòåðàöèè ìåòîäà ðîÿ ÷àñòèö ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíûõ óãëîâ Ω1 è Ω2. Ðàçìåð
ðîÿ ñîñòàâëÿåò 50 ÷àñòèö, p1 = −0.32, p2 = 2.0:
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Ðèñ. 7. Èòåðàöèè ìåòîäà ðîÿ ÷àñòèö â çàäà÷å äâóìåðíîé ìèíèìèçàöèè

4.2. Âû÷èñëåíèå îáëàñòè ïîêðûòèÿ

Íà ðèñ. 8 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà îáëàñòè ïîêðûòèÿ íà ñåòêå èç 20480
òðåóãîëüíèêîâ. ×¼ðíûìè òî÷êàìè îòìå÷åíû öåíòðû ìàññ òðåóãîëüíèêîâ ñåò-
êè, ïîïàâøèå â îáëàñòü ïîêðûòèÿ. Êðàñíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò òðàññó îðáèòû.

Ðèñ. 8. Îáëàñòü ïîêðûòèÿ Çåìëè ñïóòíèêîì ñèñòåìû ½Ãîíåö�, íàõîäÿùèìñÿ íà âûñîòå
1500 êì è èìåþùèì óãîë ðàñòâîðà êîíóñà α = 120◦, çà âðåìÿ T ≈ 116 ìèíóò (îäèí
îáîðîò). Ïàðàìåòðû îðáèòû: ψ = 0, θ = 82,5◦, ϕ0 = 0. Èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîïðîìåæóòî÷íàÿ
ïðîåêöèÿ
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4.3. Îïòèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè
îæèäàíèÿ ñâÿçè äëÿ êðóãîâûõ îðáèò.

Ïóñòü íàêëîíåíèÿ âñåõ ñïóòíèêîâ ðàâíû 82.5◦, íà÷àëüíûå ôàçû ðàâíû íó-
ëþ. Ïðîâåä¼ì îïòèìèçàöèþ íåçàâèñèìî ïî âñåì âîñõîäÿùèì óçëàì. Ðåçóëü-
òàòû îïòèìèçàöèè ñîáðàíû â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1. Îïòèìàëüíûå âîñõîäÿùèå óçëû ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ ôàçàõ
Ñïóòíèêîâ Îïòèìàëüíûå âîñõîäÿùèå óçëû Âðåìÿ îæèäàíèÿ, c

3 {0◦, 62◦, 124◦} 6090
4 {0◦, 46.5◦, 92◦, 138◦} 5730
5 {0◦, 70◦, 143◦, 216◦, 288◦} 5700

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ñïóòíèêîâ íå
íàáëþäàåòñÿ çàìåòíîå óìåíüøåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ. Ðàññìîòðèì íåñêîëü-
êî áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà îïòèìèçàöèÿ âåä¼òñÿ íå òîëüêî ïî âñåì âîñ-
õîäÿùèì óçëàì, íî è ïî íà÷àëüíûì ôàçàì. Â òàáë. 2 ñîáðàíû íåêîòîðûå
ïîëó÷åííûå êîíôèãóðàöèè.

Òàáëèöà 2. Îïòèìàëüíûå âîñõîäÿùèå óçëû è ôàçû. Â íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ ñíà÷àëà èäóò
âîñõîäÿùèå óçëû, à ïîòîì íà÷àëüíûå ôàçû

Ñïóòíèêîâ Îïòèìàëüíûå âîñõîäÿùèå óçëû è ôàçû Âðåìÿ îæèäàíèÿ, c
{0◦, 54◦, 113◦, 91◦, 104◦, 260◦}

3 {0◦, 63◦, 123◦, 76◦, 84◦, 90◦} 5730
{0◦, 58◦, 123◦, 250◦, 258◦, 266◦}

4
{0◦, 54◦, 85◦, 144◦, 286◦, 311◦, 11◦, 65◦} 5280
{0◦, 55◦, 88◦, 147◦, 100◦, 141◦, 195◦, 238◦} 5190

5
{0◦, 34.5◦, 76◦, 108.5◦, 322◦,

4140
123◦, 208◦, 294◦, 21◦, 14◦}

6
{0◦, 6◦, 56◦, 20◦, 120◦, 125◦,

2880
52◦, 241◦, 151◦, 312◦, 172◦, 0◦}

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îáîéòèñü ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ñïóòíèêîâ, ïîëó-
÷èâ ïðè ýòîì ëó÷øèé ðåçóëüòàò. Ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ñåòêè ïî ìàêñèìàëü-
íîìó âðåìåíè îæèäàíèÿ äëÿ òð¼õ (ïåðâàÿ êîíôèãóðàöèÿ), ÷åòûð¼õ (âòîðàÿ
êîíôèãóðàöèÿ), ïÿòè è øåñòè ñïóòíèêîâ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 9. Êâàíòèëè äëÿ
ýòèõ êîíôèãóðàöèé ñîáðàíû â òàáë. 3.

Òàáëèöà 3. Êâàíòèëè âðåìåíè îæèäàíèÿ

Ñïóòíèêîâ
Êâàíòèëè

0. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.
3 1800 2400 2670 3015 3825 4140 4425 4695 4965 5235 5715
4 1320 2550 2955 3255 3600 3900 4155 4410 4545 4755 5190
5 360 750 1305 2070 2340 2535 2760 3135 3480 3900 4125
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Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ñåòêè ïî ìàêñèìàëüíîìó âðåìåíè îæèäàíèÿ ñâÿçè äëÿ êîí-
ôèãóðàöèé ãðóïïèðîâêè ñïóòíèêîâ, óêàçàííûõ â òàáë. 2. Ñâåðçó âíèç òðè (ïåðâàÿ êîíôè-
ãóðàöèÿ), ÷åòûðå (ïîñëåäíÿÿ êîíôèãóðàöèÿ), ïÿòü è øåñòü ñïóòíèêîâ
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Ðèñ. 10. Ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ñåòêè ïî ìàêñèìàëüíîìó âðåìåíè îæèäàíèÿ ñâÿçè: ñâåðõó
âíèç ñëó÷àå òð¼õ è ÷åòûð¼õ ïëîñêîñòåé, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïî äâà ðàâíî-
óäàëåííûõ ñïóòíèêà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â îäíîé ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ íåñêîëü-
êî ñïóòíèêîâ. Â òàáë. 4 ñîáðàíû ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè âîñõîäÿùèõ óçëîâ
ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå ïëîñêîñòåé, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïî äâà
ñïóòíèêà ñ íà÷àëüíûìè ôàçàìè 0◦ è 180◦. Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå
òî÷åê ñåòêè ïî âðåìåíè îæèäàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî èçìåíåíèå âûñîòû îðáèò ãðóïïèðîâêè ñïóòíèêîâ íå óëó÷øà-
åò ìàêñèìàëüíîå âðåìåíÿ îæèäàíèÿ ñâÿçè. Íà ðèñ. 11 ïîêàçàíû ñîâìåùåííûå
ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê ñåòêè ïî âðåìåíàì îæèäàíèÿ äëÿ ãðóïïèðîâîê ñ âûñî-
òîé 1500 êì (æåëòûå ñòîëáöû) è 2000 êì (ñèíèå ñòîëáöû). Êàê âèäíî èç ãèñòî-
ãðàìì, â ñëó÷àå òðåõ ñïóòíèêîâ íà ïëîñêîñòè ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ
ïðè óâåëè÷åíèè âûñîòû óâåëè÷èâàåòñÿ íà 60 ñ, â ñëó÷àå ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ
� íà 15 ñ, â ñëó÷àå ïÿòè � íå èçìåíÿåòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî õîòÿ
âèäèìîñòü êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè óëó÷øàåòñÿ,
â òî æå âðåìÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çîíû ïîêðûòèÿ SAi

(t) îòíîñèòåëüíî Çåìëè
ñ óâåëè÷åíèåì âûñîòû îðáèòû ïàäàåò.

Òàáëèöà 4. Îïòèìàëüíûå âîñõîäÿùèå óçëû äëÿ ïëîñêîñòåé
Ïëîñêîñòåé Îïòèìàëüíûå âîñõîäÿùèå óçëû Âðåìÿ îæèäàíèÿ, c

3 {0◦, 63◦, 295◦} 2580
4 {0◦, 48◦, 96◦, 147◦} 2295
5 {0◦, 203◦, 239◦, 283◦, 326◦} 2220
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Ðèñ. 11. Ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ñåòêè ïî ìàêñèìàëüíîìó âðåìåíè îæèäàíèÿ ñâÿçè â ñëó÷àå
(ñâåðõó âíèç) òðåõ, ÷åòûð¼õ è ïÿòè ïëîñêîñòåé, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïî äâà
ðàâíîóäàëåííûõ ñïóòíèêà. Æåëòûå ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò âûñîòå 1500 êì, ñèíèå � 2000
êì
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4.4. Îáåñïå÷åíèå ïîëíîãî ïîêðûòèÿ

Â ñòàòüå [6] ïîêàçàíû îöåíêè äëÿ ïîëíîãî ïîêðûòèÿ Çåìëè. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ðàñïîëîæèòü ñïóòíèêè â ÷åòûð¼õ ðàâíîîòñòîÿùèõ ïëîñêîñòÿõ,
íà êàæäîé ïëîñêîñòè ïðè ýòîì áóäåò ïî øåñòü ñïóòíèêîâ, íà÷àëüíûå ôàçû
êîòîðûõ ñìåùåíû ñ îäèíàêîâûì øàãîì. Ñðàâíèì ýòè îöåíêè ñ ðåçóëüòàòàìè
÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè, âûïîëíÿåìîé ïî íàøåé ìåòîäèêå.

Áóäåì ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ ïî âîñõîäÿùèì óçëàì ïëîñêîñòåé (îäèí èç
âîñõîäÿùèõ óçëîâ ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ), íà÷àëüíûì ôàçàì ïåðâîãî ñïóò-
íèêà íà ïëîñêîñòè è ïî ÷åòûð¼ì øàãàì íà÷àëüíûõ ôàç äëÿ êàæäîé ïëîñêîñòè
(èòîãî 3+4+4 = 11 ïàðàìåòðîâ). Ðåçóëüòàò îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëåí â òàá-
ëèöå 5. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëíîå ïîêðûòèå äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà ïëîñêîñòè
îòñòîÿò äðóã îò äðóãà ïðèáëèçèòåëüíî íà 50 ãðàäóñîâ, ñïóòíèêè íà ïëîñêîñòè
óäàëåíû äðóã îò äðóãà ïðèìåðíî íà 360/6 = 60 ãðàäóñîâ. Íà ðèñ. 12 ïîêàçàí
ïðîöåññ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ðîÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Òàáëèöà 5. Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè äëÿ 24 ñïóòíèêîâ
Âîñõîäÿùèå óçëû Íà÷àëüíûå ôàçû Øàã ôàçû
{0, 53.2, 99.8, 142.9} {314.5, 48.3, 89.4, 5.61} {59.5, 60.3, 58.6, 62.7}
{0, 54.0, 99.8, 309.9} {176.8, 194.5, 353.9, 36.9} {60.3, 59.8, 61.8, 60.7}
{0, 51.7, 99.7, 147.1} {161.5, 15.6, 282.0, 330.3} {60.3, 63.0, 65.4, 61.6}

Ðèñ. 12. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè â ìåòîäå ðîÿ ÷àñòèö.
10 çàïóñêîâ àëãîðèòìà, 500 ÷àñòèö

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïëîñêîñòÿõ âû-
øåë èç ñòðîÿ îäèí ñïóòíèê, è âû÷èñëèì îïòèìàëüíûå êîíôèãóðàöèè ãðóï-
ïèðîâêè, à òàêæå ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â
òàáëèöå 6.
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Òàáëèöà 6. Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè äëÿ ãðóïïèðîâêè ñïóòíèêîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ÷åòûðåõ
ïëîñêîñòÿõ. Êîíôèãóðàöèè îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ ïîëíîãî ïîêðûòèÿ îòñóòñòâèåì îäíîãî
ñïóòíèêà â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïëîñêîñòÿõ

Êîëè÷åñòâî Âîñõîäÿùèå Íà÷àëüíûå Øàã Âðåìÿ
ñïóòíèêîâ óçëû ôàçû ôàçû îæèäàíèÿ, ñ

23
{0, 45.75, {230.2, 129.4, {72.14, 69.06,

60
95.57, 145} 169.1, 190.9} 66.11, 63.72}

22
{0, 42.45, {157.8, 49.58, {72.05, 74.21,

90
81.23, 138.2} 154.9, 134.8} 63.6, 63.33}

21
{0, 50.6, {225.7, 51.4 {71.9, 71.8,

120
100.4, 140.4} 231, 137.8, } 71.7, 65.2}

20
{0, 50.3, {207.4, 175.9, {72.2, 72.9,

120
99.7, 149.8} 214.8, 25.0} 72.5, 73.0}

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåíû è ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
è ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ çà ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
â ñëó÷àå êðóãîâûõ è, â îáùåì ñëó÷àå, ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò è Çåìëè â âè-
äå ñôåðû. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìíîãîìåðíîé íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ìàêñè-
ìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ñâÿçè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðîÿ ÷àñòèö. Ïîëó÷åíû
îïòèìàëüíûå êîíôèãóðàöèè äëÿ òð¼õ, ÷åòûðåõ, ïÿòè è øåñòè ñïóòíèêîâ, à
òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ òð¼õ, ÷åòûð¼õ è ïÿòè ïëîñêîñòåé, íà êàæäîé èç êîòîðûõ
ïî äâà ðàâíîóäàëåííûõ ñïóòíèêà. Ïîêàçàíû òèïè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê
ñåòêè ïî âðåìåíè îæèäàíèÿ äëÿ äàííûõ êîíôèãóðàöèé. Òàêæå íàéäåíà êîí-
ôèãóðàöèÿ ãðóïïèðîâêè ñïóòíèêîâ, îáåñïå÷èâàþùàÿ íåïðåðûâíîå ïîêðûòèå
íà âñåé ïîâåðõíîñòè Çåìëè, è ñäåëàíû îöåíêè äëÿ óâåëè÷åíèÿ ìàêñèìàëüíî-
ãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ñâÿçè â ñëó÷àÿ âûõîäà îäíîãî ñïóòíèêà íà îäíîé èëè
íåñêîëüêèõ îðáèòàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîâûøåíèå îðáèòû ãðóïïèðîâêè ñïóòíèêîâ íå ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ñâÿçè, à â ñëó÷àå ìàëîãî êî-
ëè÷åñòâà ñïóòíèêîâ ìîæåò ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ ýòîãî âðåìåíè çà ñ÷åò
óìåíüøåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ. Êðîìå òîãî, ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàíà äèíàìèêà íàðàñòàíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ ñâÿçè â ñëó÷àå âûõîäà
ñïóòíèêîâ èç ñòðîÿ.

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà è ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ìîãóò áûòü â äàëü-
íåéøåì èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ãðóïïèðîâîê
ñïóòíèêîâ ñ âûäåëåííûìè îáëàñòÿìè íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, äëÿ êîòîðûõ
ñâÿçü äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà â íåïðåðûâíîì ðåæèìå. Òàêèå òðåáîâàíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþò òåõíè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì ê ðàçðàáàòûâàåìûì â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ îòå÷åñòâåííûì ñèñòåìàì ñïóòíèêîâîé ñâÿçè.
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