
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 161 за 2018 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

Попков К.А.

Минимальные полные
проверяющие тесты для
схем из функциональных
элементов в стандартном

базисе

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  Попков К.А. Минимальные полные
проверяющие тесты для схем из функциональных элементов в стандартном базисе //
Препринты ИПМ им. М.В.Келдыша. 2018. № 161. 7 с. doi:10.20948/prepr-2018-161 
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2018-161

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2018-161
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=3968
http://doi.org/10.20948/prepr-2018-161
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2018-161


О р д е н а Л е н и н а
ИНСТИТУТ ПРИКЛАДНОЙ МАТЕМАТИКИ

имени М.В. Келдыша
Р о с с и й с к о й а к а д е м и и н а у к

К.А. Попков

Минимальные полные
проверяющие тесты для схем
из функциональных элементов

в стандартном базисе

Москва— 2018



Попков К. А.
Минимальные полные проверяющие тесты для схем из функ-

циональных элементов в стандартном базисе
Для любой булевой функции найдено точное значение минималь-

но возможной длины полного проверяющего теста для реализующих её
схем из функциональных элементов в базисе «конъюнкция, дизъюнк-
ция, отрицание» при однотипных константных неисправностях на вы-
ходах элементов.

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, однотипная
константная неисправность, полный проверяющий тест

Kirill Andreevich Popkov
Minimal complete fault detection tests for logic networks in the

standard basis
For each Boolean function, we find the exact value of minimal possible

length of a complete fault detection test for logic networks implementing
this function in the basis “conjunction, disjunction, negation” under one-
type stuck-at faults at outputs of gates.

Key words: logic network, one-type stuck-at fault, complete fault detec-
tion test
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Введение

В работе рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем из
функциональных элементов (СФЭ), реализующих заданные булевы
функции (см. [1–3]). Пусть имеется СФЭ 𝑆 с одним выходом, реализу-
ющая булеву функцию 𝑓(�̃�𝑛), где �̃�𝑛 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Предположим, что
в схеме 𝑆 могут происходить однотипные константные неисправности
типа 𝑝 на выходах элементов, при которых значение на выходе любо-
го неисправного элемента становится равно заданной булевой констан-
те 𝑝; число неисправных элементов в схеме предполагается произволь-
ным. В результате схема 𝑆 вместо исходной функции 𝑓(�̃�𝑛) будет реа-
лизовывать какие-то, вообще говоря, отличные от неё булевы функции,
называемые функциями неисправности данной схемы.

Будем рассматривать только СФЭ в стандартном базисе {&,∨,¬}.
Полным проверяющимтестом (ППТ) для схемы 𝑆 называется такоемно-
жество𝑇 наборов значенийпеременных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что для любойотлич-
нойот 𝑓(�̃�𝑛)функциинеисправности 𝑔(�̃�𝑛) схемы𝑆 в𝑇 найдётся набор �̃�,
на котором 𝑓(�̃�) ̸= 𝑔(�̃�). Введём следующие обозначения:𝐷(𝑇 )— длина
теста 𝑇 ; 𝐷(𝑆) = min𝐷(𝑇 ), где минимум берётся по всем ППТ 𝑇 для схе-
мы 𝑆; 𝐷(𝑓) = min𝐷(𝑆), где минимум берётся по всем схемам 𝑆 в бази-
се {&,∨,¬}, реализующим функцию 𝑓 ; 𝐷(𝑛) = max𝐷(𝑓), где максимум
берётся по всем булевым функциям 𝑓 от 𝑛 переменных. Функция 𝐷(𝑛)
называется функцией Шеннона длины ППТ.

Для удобства под буквой𝐷 будем ставить символ «1» или «0» в случа-
ях, когда в схемах допускаются однотипные константные неисправно-
сти типа 1 или типа 0 на выходах элементов соответственно. Н.П. Редь-
кин в [4] получил оценки𝐷1(𝑛) 6 𝑛 и𝐷0(𝑛) 6 𝑛 при 𝑛 > 1; впоследствии
эти оценки были улучшены Ю.В. Бородиной, которая в [5] установила,
что𝐷1(𝑛) = 𝐷0(𝑛) = 2 при 𝑛 > 2.

В настоящей работе найдены точные значения величин𝐷1(𝑓)и𝐷0(𝑓)
для любой булевой функции 𝑓 .

Формулировка и доказательство основного
результата

Рассмотрим однотипные константные неисправности типа 1 на вы-
ходах элементов. Любойфункциональныйэлемент, реализующийфунк-
цию вида 𝑥&𝑦 (вида 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥), будем называть конъюнктором (соответ-
ственно — дизъюнктором, инвертором).
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Сформулируем одно утверждение, вытекающее из доказательства
теоремы 1 работы [5].

Лемма 1. Пусть неконстантная булева функция 𝑓(�̃�𝑛), равная ей ту-
пиковая дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ) 𝐹 и число 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑛}
таковы, что выполнены следующие условия:

1) 𝑓(0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑘

, 1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑚

) = 0, где𝑚 = 𝑛− 𝑘;

2) 𝑓(𝜏) = 1 для любого набора 𝜏 длины 𝑛, последние𝑚 компонент и хотя
бы одна из первых 𝑘 компонент которого равны 1;

3) в случае 𝑘 > 1 в форму 𝐹 не входят отрицания переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘.
Тогда функцию 𝑓 можно реализовать СФЭ, допускающей ППТ длины 1.

(Определение тупиковой ДНФ можно найти, например, в [6, с. 301].)

Выделим возможное представление функции 𝑓(�̃�𝑛):

𝑓(�̃�𝑛) = 𝑥𝑖, (1)

где 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
Булева функция 𝑓(�̃�𝑛) называется монотонной по переменной 𝑥𝑖, где

𝑛 > 1 и 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, если для любых булевых констант 𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 𝜎𝑖+1,
. . . , 𝜎𝑛 справедливо неравенство 𝑓(𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 0, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛) 6 𝑓(𝜎1, . . . ,
𝜎𝑖−1, 1, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛).

Через m𝑓 будем обозначать число переменных, по которым функ-
ция 𝑓(�̃�𝑛) монотонна, а через �̃�𝑓 — двоичный набор длины 𝑛, 𝑖-я ком-
понента которого равна 0 тогда и только тогда, когда данная функция
монотонна по переменной 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛).

Основным результатом данной работы является следующая

Теорема 1. Справедливо равенство

𝐷1(𝑓) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если функция 𝑓 представима в виде (1) или 𝑓 ≡ 1,
2, еслиm𝑓 6 𝑛− 2 и 𝑓(�̃�𝑓) = 1,
1 в остальных случаях.

Доказательство. Если 𝑓 = 𝑥𝑖 для некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, то функ-
цию 𝑓 , очевидно, можно реализовать СФЭ, не содержащей функцио-
нальных элементов; у такой схемы нет ни одной функции неисправно-
сти, поэтому в качестве ППТ для неё можно взять пустое множество, от-
куда следует равенство 𝐷1(𝑓) = 0. Если 𝑓 ≡ 1, то такое же равенство
доказано в [3, с. 149].
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Далее будем считать, что функция 𝑓 не представима в виде (1) и
𝑓 ̸≡ 1. Выход любой схемы, реализующей эту функцию, не может сов-
падать ни с одним и её входов, поэтому он является выходом некоторо-
го функционального элемента. Тогда при неисправности данного эле-
мента схема будет реализовывать константу 1, отличную от функции 𝑓 .
Указанные две функции надо различить хотя бы на одном наборе, отку-
да следует, что𝐷1(𝑓) > 1.

Пусть m𝑓 6 𝑛 − 2 и 𝑓(�̃�𝑓) = 1. Из [5, теорема 2] следует неравенство
𝐷1(𝑓) 6 2. Докажем, что𝐷1(𝑓) > 2. Без ограничения общности

�̃�𝑓 = (0, . . . , 0⏟  ⏞  
m𝑓

, 1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑛−m𝑓

). (2)

Предположим, что существует СФЭ 𝑆, реализующая функцию 𝑓 и допус-
кающая ППТ, состоящий из какого-то одного набора �̃�. По аналогии с [5,
теорема 3] удалим из схемы 𝑆 все избыточные элементы, если они есть,
и получим схему 𝑆 ′. В схеме 𝑆 ′ содержится хотя бы один инвертор, так
как в противном случае все её элементыреализовывали бымонотонные
функции и функция 𝑓 , возникающая на выходе схемы 𝑆 ′, также была бы
монотонной, а значит, монотонной по каждой переменной, что проти-
воречит неравенству m𝑓 6 𝑛− 2. Далее, рассуждая аналогично второму
абзацу доказательства теоремы 3 из [5], получаем, что входы инверто-
ровмогут соединяться только со входами схемы𝑆 ′, данная схемадолжна
содержать хотя бы по одному инвертору после входа каждой из пере-
менных 𝑥m𝑓+1, . . . , 𝑥𝑛, а сами эти инверторы неизбыточны для схемы 𝑆.

Если 𝑖-я компонента набора �̃� равна 0 для некоторого 𝑖 ∈ {m𝑓 +1, . . . ,
𝑛}, то на выходе того из этих инверторов, на вход которого подаётся
переменная 𝑥𝑖, на наборе �̃� возникнет значение 1 и неисправность ука-
занного инвертора нельзя обнаружить на данном наборе, но это про-
тиворечит тому, что {�̃�}— ППТ для схемы 𝑆. Значит, последние 𝑛 −m𝑓

компонент набора �̃� равны 1. Отсюда, из (2), равенства 𝑓(�̃�𝑓) = 1 имоно-
тонности функции 𝑓 по первымm𝑓 переменным вытекает, что 𝑓(�̃�) = 1,
а тогда неисправность выходного элемента схемы 𝑆 нельзя обнаружить
на наборе �̃�. Полученное противоречие означает, что 𝐷1(𝑓) > 2, следо-
вательно,𝐷1(𝑓) = 2.

Пусть теперь либоm𝑓 > 𝑛−1, либо 𝑓(�̃�𝑓) = 0. Докажем, что𝐷1(𝑓) 6 1;
с учётом доказанного неравенства𝐷1(𝑓) > 1 отсюда будет следовать ра-
венство 𝐷1(𝑓) = 1. Без ограничения общности выполнено (2). Рассмот-
рим три случая.

1. Пусть 𝑓(�̃�𝑓) = 1 и m𝑓 = 𝑛. Тогда �̃�𝑓 = (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛

) и функция 𝑓(�̃�𝑛) мо-

нотонна по всем переменным, откуда следует, что 𝑓(�̃�) > 𝑓(�̃�𝑓) = 1 для
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любого набора �̃� длины 𝑛, поэтому 𝑓 ≡ 1, т. е. функция 𝑓 представима в
виде (1). Противоречие.

2. Пусть 𝑓(�̃�𝑓) = 1 и m𝑓 = 𝑛 − 1. Тогда �̃�𝑓 = (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑛−1

, 1) и функция

𝑓(�̃�𝑛) монотонна по переменным 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, откуда следует, что 𝑓(�̃�) >
> 𝑓(�̃�𝑓) = 1 для любого набора �̃� длины 𝑛, последняя компонента ко-
торого равна 1. Однако это противоречит тому, что функция 𝑓(�̃�𝑛) не
является монотонной по переменной 𝑥𝑛.

3. Пусть 𝑓(�̃�𝑓) = 0. Если 𝑓 ≡ 0, то 𝐷1(𝑓) 6 1 — см. [3, с. 149]. Далее
считаем, что 𝑓 ̸≡ 0. Из множества всех двоичных наборов длины 𝑛, по-
следние 𝑛−m𝑓 компонент которых равны единице и на которых функ-
ция 𝑓 принимает значение 0, выберем произвольный набор �̃� с наи-
большим числом единичных компонент (отметим, что указанное мно-
жество непусто, поскольку набор �̃�𝑓 удовлетворяет обоим перечислен-
ным выше условиям). Без ограничения общности �̃� = (0, . . . , 0⏟  ⏞  

𝑘

, 1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑚

),

где 𝑘 6 m𝑓 . Пусть 𝐹 — произвольная тупиковая ДНФ функции 𝑓(�̃�𝑛).
Из монотонности данной функции по переменным 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 при 𝑘 > 1
несложно получить, что в 𝐹 не могут входить отрицания этих перемен-
ных. Тогда выполнены условия 1)–3) леммы 1, из которой следует нера-
венство𝐷1(𝑓) 6 1. Теорема 1 доказана.

Используя теорему 1 и принцип двойственности (см., например, [6,
с. 24]), а именно, рассматривая схемы, получающиеся заменой всех эле-
ментов в схемах из доказательства теоремы 1 на двойственные, нетруд-
но получить двойственный ей результат для случая 𝑝 = 0, т. е. описание
всех булевых функций 𝑓 , для которых𝐷0(𝑓) = 0,𝐷0(𝑓) = 1 и𝐷0(𝑓) = 2.
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