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О диофантовых приближениях произведения логарифмов
Рассмотрены приближения произведения логарифмов рациональными дробями.

Доказано, что числа ln(1− 1/m) ln(1+ 1/m) иррациональны при всех целых m > 33.
Получены новые оценки меры иррациональности этих чисел.
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Key words: Hermite–Padé approximants, Diophantine approximants, irrationality,
irrationality measure.

Исследование частично поддержано Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний (проект 17-01-00614).

c⃝ Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша, 2018
c⃝ В.Г. Лысов, 2018

Оглавление
1 Введение 3

1.1 Основные результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Метод исследования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Доказательство 8
2.1 Единственность аппроксимаций Эрмита–Паде . . . . . . . 8
2.2 Явное представление для знаменателей . . . . . . . . . . . 9
2.3 Арифметические свойства коэффициентов . . . . . . . . . 13
2.4 Асимптотика аппроксимаций . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.5 Доказательство основной теоремы . . . . . . . . . . . . . . 17



3

1 Введение

1.1 Основные результаты
Для натуральных значений m рассмотрим произведение логарифмов:

γm := ln

(
1− 1

m

)
ln

(
1 +

1

m

)
. (1)

В работе [13] М. Хата доказал, что числа γm иррациональны при всех
целых m > 54. Этот результат является существенным улучшением ре-
зультата А. И. Галочкина [7], который доказал иррациональность произ-
ведения логарифмов (1) при целыхm > e795 в качестве приложения более
общего утверждения о значениях некоторых G-функций Зигеля. Работа
[7] стала первой работой, в которой исследовались арифметические свой-
ства значений многочленов нескольких переменных от логарифмов. До
этого изучались либо линейные формы от нескольких логарифмов, либо
многочлены от одного логарифма.

Нам удалось несколько улучшить результат [13] и доказать следую-
щее утверждение.

Теорема 1. Числа γm иррациональны при всех целых m > 33.

Основной наш интерес состоит в получении верхних оценок меры ир-
рациональности числа (1). Напомним определение и классические ре-
зультаты. Мерой иррациональности (см., например, [27]) числа γ ∈ R \
Q называется точная нижняя грань всех µ, для которых неравенство∣∣∣γ − p

q

∣∣∣ < 1
qµ имеет лишь конечное число решений (p, q) ∈ Z2. Меру ир-

рациональности числа γ будем обозначать через µ(γ). С помощью прин-
ципа Дирихле нетрудно показать, что всегда µ(γ) > 2. По теореме Рота
мера иррациональности всех алгебраических чисел равна двум. По тео-
реме Хинчина [16] мера иррациональности почти всех трансцендентных
чисел равна двум. Мера иррациональности чисел Лиувилля равна беско-
нечности. Мера иррациональности числа e равна двум. Для остальных
математических констант известны лишь верхние оценки. Например, в
работе В.Х. Салихова [26] доказано, что µ(π) < 7.6063. В работе Р. Мар-
ковечио [19] (см. также [20]) доказано, что µ(ln 2) < 3.5746. Отметим,
что предыдущие лучшие оценки мер иррациональности чисел π и ln 2
были установлены М. Хатой в работах [14] и [12].

В работе [13] показано, что для любого ε > 0 и достаточно больших
целых m справедлива оценка µ(γm) < 5 + ε. Заметим, что стандартная
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конструкция из работы [25] дает верхнюю оценку меры иррационально-
сти логарифмов ln(1 ± 1/m), которая стремится к 2 при m → ∞. Для
произведения логарифмов (1) оценок, меньших 5, даже при больших m
до сих пор не было. Наша конструкция позволяет улучшить этот резуль-
тат на единицу.

Теорема 2. Для любого ε > 0 найдется эффективно вычислимая по-
стоянная m0 = m0(ε), такая, что µ(γm) < 4+ε для всех целых m > m0.

Сформулируем теперь основной результат работы о диофантовых
приближениях произведения логарифмов γm. При m ∈ N обозначим
через Φj(m) упорядоченные (|Φ0| > |Φ1| > |Φ2| > |Φ3|) корни алгеб-
раического уравнения четвертой степени:

Φ4 − 16
(
8m3 − 5m

)
Φ3 + 32

(
18m2 + 1

)
Φ2 − 768mΦ + 256 = 0. (2)

Пусть

τ(m) := − ln |Φ0(m)|+ τ ′

ln |Φ1(m)|+ τ ′
, τ ′ := 3− 3

2
ln 2 +

π

4
. (3)

Тогда при m > 33 величина τ(m) положительна и справедлива теорема.

Теорема 3. Для любого целого m > 33 и любого ε > 0 существует
эффективно вычислимая постоянная q0 = q0(m, ε), такая, что ∀(p, q) ∈
Z2: q > q0 выполнено неравенство

|qγm − p| > 1

qτ(m)+ε
.

Теоремы 1 и 2 являются следствиями теоремы 3. Действительно, из
теоремы 3 вытекает теорема 1 и верхняя оценка для меры иррациональ-
ности числа γm: µ(γm) 6 τ(m) + 1. С помощью теоремы Виета нетрудно
убедиться, что при m→ ∞ имеют место предельные соотношения:

lim
m→∞

1

m
ln |Φ0(m)| = 3, lim

m→∞

1

m
ln |Φ1(m)| = −1.

Таким образом, τ(m) → 3 при m→ ∞, т.е. справедлива теорема 2.
В таблице 1 приведено сравнение оценок показателей иррациональ-

ности чисел (1), полученных в работе [13] и настоящей работе.
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Таблица 1: Верхние оценки мер иррациональности чисел γm в работе [13]
(строка 2) и теореме 3 (строка 3)

m 33 34 53 54 55 100 1000
[
e170
] [

e795
]

µ(γm) < – – – 19166 1248 44.8 13.5 5.16 5.04
µ(γm) < 668 315 39.1 37.9 36.7 19.6 9.17 4.11 4.03

1.2 Метод исследования
Наш подход, так же как и подход М. Хаты, основан на исследовании
аппроксимаций Эрмита–Паде. Данная конструкция совместных рацио-
нальных аппроксимаций была введена Ш. Эрмитом в работе [15] при
доказательстве трансцендентности числа e. Приведем соответствующее
определение (см. [18]).

Пусть f⃗ := (f1, . . . , fr) — вектор ростков аналитических функций в
окрестности бесконечности:

fj(z) =
∞∑
k=0

cjk
zk
, j = 1, . . . , r. (4)

Для вектора ростков f⃗ и мультииндекса n⃗ := (n1, . . . , nr) ∈ Zr
+ аппрок-

симациями Эрмита–Паде типа II (с общим знаменателем) называется
набор рациональных функций

(
Pn⃗,1

Qn⃗
, . . . ,

Pn⃗,r

Qn⃗

)
, таких, что degQn⃗ 6 |n⃗| :=

n1+ · · ·+nr и выполнено r интерполяционных условий в бесконечности:

Rn⃗,j(z) := (Qn⃗fj − Pn⃗,j) (z) = O

(
1

znj+1

)
, z → ∞, j = 1, . . . , r. (5)

Такие аппроксимации всегда существуют, нахождение Qn⃗ сводится к по-
иску нетривиального решения линейной однородной системы, в которой
количество неизвестных коэффициентов превосходит на единицу число
уравнений. Многочлен Pn⃗,j и функция остатка Rn⃗,j являются соответ-
ственно главной и регулярной частями разложения Qn⃗fj в ряд Лорана
в окрестности бесконечности. Мультииндексы с равными координатами
n1 = · · · = nr будем называть диагональными.

Для ростков (4), являющихся преобразованиями Коши некоторых за-
рядов, условия (5) приводят к соотношениям ортогональности для знаме-
нателей Qn⃗. Пусть σ — конечный заряд на отрезке ∆. Пусть какая-либо
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из функций fj является преобразованием Коши заряда σ, т.е.

fj(z) =

∫
∆

dσ(x)

z − x
.

Тогда соответствующее условие интерполяции (5) эквивалентно соотно-
шениям ортогональности при k = 0, . . . , nj − 1:∫

∆

Qn⃗(x)x
kdσ(x) = 0,

а функции Pn⃗,j и Rn⃗,j имеют представления:

Pn⃗,j(z) =

∫
∆

Qn⃗(z)−Qn⃗(x)

z − x
dσ(x), Rn⃗,j(z) =

∫
∆

Qn⃗(x)

z − x
dσ(x).

Если все ростки (4) являются преобразованиями Коши некоторых за-
рядов, то знаменатели Qn⃗ называют также многочленами совместной
ортогональности.

Введем обозначения для следующих функций:

f1(z) :=

∫ 1

0

−dx
z − x

= ln

(
1− 1

z

)
, g1(z) :=

∫ 1

0

− ln
(
1 + 1

x

)
dx

z − x
,

f2(z) :=

∫ 0

−1

dx

z − x
= ln

(
1 +

1

z

)
, g2(z) :=

∫ 0

−1

ln
(
1− 1

x

)
dx

z − x
.

(6)

По формуле Сохоцкого–Племеля нетрудно найти скачки функций g1, g2
на (0, 1), (−1, 0) и убедиться, что их линейная комбинация дает произ-
ведение логарифмов:

f3(z) := − (g1 + g2) (z) = ln

(
1− 1

z

)
ln

(
1 +

1

z

)
.

При доказательстве своего результата [13] М. Хата нашел явный вид
знаменателей аппроксимаций Эрмита–Паде для набора из четырех функ-
ций (f1, f2, g1, g2) и диагональных индексов. Эта система функций пред-
ставляет собой обобщенную систему Никишина (GN-систему), ассоции-
рованную со следующим деревом.

f1 −→ g1
↗

◦
↘

f2 −→ g2
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Системы Никишина были введены в работе [21], они соответствуют
линейному дереву (т.е. простой цепи) и имеют многочисленные приложе-
ния. Обобщение таких систем для произвольных деревьев было предло-
жено в работе [11] А.А. Гончара, Е.М. Рахманова и В.Н. Сорокина. При-
ложениям систем Никишина и GN-систем к диофантовым приближени-
ям логарифмов, полилогарифмов и ζ(3) посвящены работы [28], [29], [30],
[31]. В работе [3] был найден явный вид многочленов совместной ортого-
нальности для системы четырех мер, также ассоциированной с деревом,
изображенным выше. Исследование этой системы привело к рациональ-
ным приближениям, определяемым четырехчленными рекуррентными
соотношениями, для постоянной Эйлера, см. [1], [2], [23], [24], [36].

Нам удалось построить явный вид знаменателей Qn⃗ для набора из
трех функций (f1, f2, f3) и диагональных индексов n⃗ = (N,N,N):

Qn⃗(z) =
1

N !
([

N
2

]
!
)2 (1

z

d

dz

)[N2 ]{
(z2 − 1)[

N
2 ]z2[

N
2 ]×

×
(
1

z

d

dz

)[N2 ](
z2[

N
2 ]
(
d

dz

1

z

)N

(z2 − 1)Nz2N

)}
. (7)

Система функций (f1, f2, f3) является обобщенной системой Никишина,
ассоциированной со следующим графом-ромбом.

f1
↗ ↘

◦ f3
↘ ↗

f2

Асимптотические свойства аппроксимаций Эрмита–Паде систем функ-
ций на графах исследовались в работе [4], некоторые теоретико-числовые
приложения получены в работах [32], [33].

Отметим, что цитированная выше работа В.Х. Салихова об оценке
µ(π) также основана на совместных рациональных аппроксимациях. Од-
нако эти аппроксимации удовлетворяют интерполяционным условиям не
в одной, а в паре точек, подробности можно найти в работе [35].

Настоящая работа имеет следующую структуру. Доказательство тео-
ремы 3 является содержанием следующей главы. Вначале мы докажем
единственность аппроксимаций Эрмита–Паде для системы (f1, f2, f3) и
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диагональных индексов n⃗ = (N,N,N). Здесь обнаруживается интерес-
ный эффект отсутствия нормальности индексов (т.е. свойства degQn⃗ =
|n⃗|) при нечетных N . Затем докажем формулу (7), т.е. проверим соответ-
ствующие соотношения ортогональности. После этого исследуем ариф-
метические свойства коэффициентов многочленов Qn⃗ и Pn⃗,j и асимпто-
тические свойства аппроксимаций Эрмита–Паде. Доказательство теоре-
мы 3 основывается на полученных свойствах и стандартной в теории
диофантовых приближений лемме, которая является частным случаем
леммы 6.1 из [13].

Лемма 4. Пусть γ — вещественное число, а pn, qn — целочисленные
последовательности, такие, что для qn и линейных форм rn := qnγ−pn
выполнены соотношения:

lim
n→∞

1

n
ln |qn| 6 α, lim

n→∞

1

n
ln |rn| = −β,

где α > 0, β > 0. Тогда число γ иррационально, а его мера иррациональ-
ности не превосходит α/β + 1.

2 Доказательство

2.1 Единственность аппроксимаций Эрмита–Паде
Единственность рассматриваемых аппроксимаций не является существен-
ной для доказательства теоремы 3. Доказательство единственности мы
приводим для того, чтобы продемонстрировать специфику аппроксима-
ций Эрмита–Паде для функций на графах. Для доказательства един-
ственности нам понадобится следующее свойство, которое вытекает из
предложения 3.2 работы [4].

Лемма 5. Пусть Qn⃗ — знаменатель аппроксимаций Эрмита–Паде для
набора (f1, f2, f3) и мультииндекса n⃗ = (n1, n2, n3), такого, что n1+1 >
n3 и n2 + 1 > n3. Тогда Qn⃗ имеет не менее |n⃗| − 1 перемен знака на
множестве (−1, 0) ∪ (0, 1).

Следствие 6. Для диагональных индексов n⃗ = (N,N,N) аппроксима-
ции Эрмита–Паде определены однозначно, а многочлен Qn⃗ — однознач-
но с точностью до нормировки.
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Доказательство. Будем предполагать, что все многочлены в этом рас-
суждении имеют старший коэффициент, равный единице. Отдельно рас-
смотрим случай четного и нечетного N .

Случай N = 2n. Для доказательства единственности достаточно про-
верить, что если Qn⃗ ̸≡ 0 удовлетворяет (5), то degQn⃗ = |n⃗| = 6n. Тогда
если бы линейная система (5) имела два различных нетривиальных реше-
ния, то их разность также была бы нетривиальным решением (5) степени
меньше 6n. Итак, предположим, что Qn⃗ ̸≡ 0 — решение (5) степени мень-
ше 6n, тогда по лемме 5 degQn⃗ = 6n−1. В силу инвариантности системы
(f1, f2, f3) относительно смены знака многочлен Qn⃗(−x) также удовле-
творяет (5). Тогда нечетный многочлен SQn⃗(x) := (Qn⃗(x) − Qn⃗(−x))/2
степени 6n− 1 удовлетворяет (5). С одной стороны, SQn⃗(0) = 0, а с дру-
гой стороны, по лемме 5 все нули SQn⃗ лежат на (−1, 0)∪(0, 1). Получили
противоречие.

В случае N = 2n + 1 покажем, что если Qn⃗ ̸≡ 0 удовлетворяет (5),
то degQn⃗ = |n⃗| − 1 = 6n + 2. Предположим, что degQn⃗ ̸= 6n + 2,
тогда degQn⃗ = 6n+ 3 и многочлен SQn⃗ ̸≡ 0 также удовлетворяет (5). В
силу нечетности функции f3 SQn⃗ многочлен SQn⃗ удовлетворяет (5) для
мультииндекса (2n + 1, 2n + 1, 2n+ 2). По лемме 5 все нули SQn⃗ лежат
на (−1, 0) ∪ (0, 1), а это противоречит нечетности SQn⃗.

Таким образом, при нечетныхN диагональные индексы n⃗ = (N,N,N)
не являются нормальными, и для доказательства единственности при-
шлось использовать симметрию задачи. Заметим, что нормальность всех
индексов для системы Никишина доказана в работах [5], [6]. Нормаль-
ность диагональных индексов (на самом деле, более широкого класса
индексов, но не всех) для GN-систем на деревьях доказана в [11]. Нали-
чие замкнутых (неориентированных) циклов в графе может привести к
положительному дефекту |n⃗| − degQn⃗. Данный дефект, однако, не пре-
восходит размерности пространства циклов, которая в рассматриваемом
случае равна единице.

2.2 Явное представление для знаменателей
Докажем теперь формулу (7). Приведем доказательство для мультиин-
декса n⃗ = (N,N,N) при четных N = 2n. В этом случае многочлен
степени 6n в правой части (7) имеет вид:

Q6n(x) :=

(
1

x

d

dx

)n

(x2 − 1)nx2nU4n(x),
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где

U4n(x) :=

(
1

x

d

dx

)n

x2nŨ4n(x), Ũ4n(x) :=
(n!)−2

(2n)!

(
d

dx

1

x

)2n

(x2 − 1)2nx4n.

Необходимо проверить, что Q6n удовлетворяет соотношениям ортого-
нальности, которые эквиваленты условиям интерполяции (5).

Лемма 7. Многочлен Q6n удовлетворяет следующим соотношениям
ортогональности при k ∈ Z+, k < 2n:∫ 0

−1

Q6n(x)x
kdx = 0,

∫ 1

0

Q6n(x)x
kdx = 0, (8)

∫ 0

−1

Q6n(x)x
k ln

(
1− 1

x

)
dx−

∫ 1

0

Q6n(x)x
k ln

(
1 +

1

x

)
dx = 0. (9)

Доказательство. Будем обозначать через Tn и Sn соответственно чет-
ный и нечетный многочлены степени не выше n. Положим Tn ≡ Sn ≡ 0
при n < 0. Тогда выполнены следующие соотношения:(

1

x

d

dx

)m

Tn = Tn−2m,

(
d

dx

1

x

)m

Tn =
T̃n
x2m

,(
d

dx

1

x

)m

Sn = Sn−2m,

(
1

x

d

dx

)m

Sn =
S̃n

x2m
.

(10)

Проверим справедливость соотношений (8). В силу четности Q6n до-
статочно проверить одно из этих соотношений. Для нечетных показате-
лей k это делается n-кратным применением формулы интегрирования
по частям:∫ 1

0

Q6n(x)S2n−1(x)dx =

= (−1)n
∫ 1

0

(x2 − 1)nx2nU4n(x)

(
d

dx

1

x

)n

S2n−1(x)dx = 0.

Для четных показателей, снова используя (10) и интегрирование по
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частям, имеем следующую цепочку равенств:∫ 1

0

T2n−2(x)Q6n(x)dx =

=

∫ 1

0

T̃2n−2(x)(x
2 − 1)nU4n(x)dx =

∫ 1

0

T̃4n−2(x)Ũ4n(x)dx =

=
(n!)−2

(2n)!

∫ 1

0

(x2 − 1)2nx4n
(
1

x

d

dx

)2n

T̃4n−2(x)dx = 0.

Таким образом, соотношения (8) доказаны.
Теперь проверим справедливость соотношений (9). Для четных по-

казателей эти соотношения выполнены в силу симметрии относительно
начала координат. Остается проверить (9) для нечетных k, т.е. показать,
что интеграл

I :=

∫ 1

0

Q6n(x)S2n−1(x) ln

(
1 +

1

x

)
dx (11)

равен нулю для любого многочлена S2n−1.
Введем обозначение для нечетной части ряда Лорана:

gn(x) :=
n∑

j=−∞
cjx

j ⇒ Sgn(x) :=
gn(x)− gn(−x)

2
.

Нам понадобится следующее очевидное свойство оператора d
dx

1
x :

S
(
d

dx

1

x

)n

g2n(x) =

(
d

dx

1

x

)n

Sg2n(x) = O
(
x−2n−1

)
, x→ ∞. (12)

Через An и Bn будем обозначать произвольные многочлены степени
не выше n. При отрицательных n считаем, что An ≡ Bn ≡ 0. Тогда при
m ∈ N справедливы разложения:(

d

dx

1

x

)m

S2n−1(x) ln

(
1 +

1

x

)
=

 B2n−2m−2(x) +O
(
x−2
)
, x→ ∞,

O
(
(x+ 1)−m

)
, x→ −1,

O
(
x−2m

)
, x→ 0.

(13)
При m = n полиномиальный коэффициент при логарифме равен нулю,
получим рациональную функцию вида:(

d

dx

1

x

)n

S2n−1(x) ln

(
1 +

1

x

)
=

A3n−2(x)

x2n(x+ 1)n
.
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Нечетная часть разложения этой функции в ряд Лорана в окрестности
бесконечности обладает следующим свойством (см. (12)):

S A3n−2(x)

x2n(x+ 1)n
= O

(
x−2n−3

)
, x→ ∞. (14)

К интегралу (11) n раз применим формулу интегрирования по ча-
стям, в силу (13) все внеинтегральные слагаемые равны нулю, получим:

I = (−1)n
∫ 1

0

U4n(x)A3n−2(x)(x− 1)ndx. (15)

Из (14) следует, что половина коэффициентов при нечетных степенях
многочлена A3n−2(x)(x− 1)n равна нулю:

SA3n−2(x)(x− 1)n = (x2 − 1)nx2n S A3n−2(x)

x2n(x+ 1)n
= O

(
x2n−3

)
, x→ ∞.

Далее, при m 6 n имеем:(
d

dx

1

x

)m

A3n−2(x)(x− 1)n =
A3n+m−2(x)(x− 1)n−m

x2m
. (16)

При m = n− 1 и m = n оператор
(

d
dx

1
x

)m обнуляет все остальные коэф-
фициенты при нечетных степенях, поэтому функция в правой части (16)
является четной:(

d

dx

1

x

)n

A3n−2(x)(x− 1)n =
T4n−2(x)

x2n
.

К интегралу (15) снова применим формулу интегрирования по частям:

I =

∫ 1

0

Ũ4n(x)T4n−2(x)dx = 0.

Что и требовалось доказать.

Итак, для многочленов Q6n выполнены соотношения ортогонально-
сти (8) и (9), которые эквивалентны условиям интерполяции (5) при
n⃗ = (N,N,N) и N = 2n. В силу единственности, доказанной в след-
ствии 6, с точностью до произвольного множителя выполняется тожде-
ство Qn⃗ ≡ Q6n. Далее считаем, что нормировка Qn⃗ фиксирована этим
тождеством. Случай нечетных N может быть рассмотрен аналогично, но
далее последовательность нечетных диагональных мультииндексов ис-
пользоваться не будет.



13

2.3 Арифметические свойства коэффициентов
Перейдем к описанию арифметических свойств коэффициентов много-
членов Qn⃗ и Pn⃗,j.

Обозначим через Dn наименьшее общее кратное чисел {1, 2, . . . , n}.
При 0 < a < b обозначим через da,b произведение всех простых чисел из
полуинтервала (a, b]:

da,b :=
∏

p — простое
a<p6b

p.

Положим da,b := 1, если множество (a, b] не содержит простых чисел.
При γ ∈ (0, 1) обозначим через d(n, γ) произведение всех простых чисел
p, для которых дробная часть

{
n
p

}
не меньше γ:

d(n, γ) :=
∏

p — простое
{n

p}>γ

p =

[n/2]∏
m=0

d n
m+1 ,

n
m+γ

.

По теореме о распределении простых чисел выполнены предельные
соотношения при n→ ∞, 0 < α < β и γ ∈ (0, 1):

1

n
lnDn → 1,

1

n
ln dαn,βn → β − α, (17)

1

n
ln d(n, γ) →

∞∑
m=0

(
1

m+ γ
− 1

m+ 1

)
= ψ(1)− ψ(γ), (18)

где ψ — дигамма функция ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z). При рациональных γ = p
q

можно выразить сумму ряда (18) через элементарные функции:

ψ(1)− ψ

(
p

q

)
=

∫ 1

0

qx(xp − xq)

1− xq
dx =

= ln q +
π

2
ctg

(
πp

q

)
−

q−1∑
m=1

cos

(
2πmp

q

)
ln

(
2 sin

πm

q

)
. (19)

В частности, при γ = 3
4 имеем:

1

n
ln d

(
n,

3

4

)
→ 3 ln 2− π

2
. (20)

Используя явную формулу (5), нетрудно найти выражения для ко-
эффициентов Q6n.
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Лемма 8. Коэффициенты многочлена Q6n(x) =
∑3n

l=0 cn,lx
2l имеют яв-

ное представление

cn,l := (−1)n+l

(
n+ l

l

) ∑
k+j=l
06k62n
06j6n

(
n

j

)(
2n+ k

2k

)(
n+ k

k

)(
4n+ 2k

2n+ k

)
.

В частности, старший коэффициент Q6n имеет вид:

cn,3n :=

(
4n

n

)(
3n

n

)(
8n

4n

)
, lim

n→∞

1

n
ln cn,3n = 14 ln 2.

Ясно, что коэффициенты Q6n являются целыми. Покажем, что коэф-
фициенты cn,l имеют геометрически растущий общий множитель. Кроме
того, старшие n ненулевых коэффициентов Q6n имеют общий множитель
с еще большим показателем роста. Оба этих свойства связаны с наличием
произведения биномиальных коэффициентов

(
n+k
k

)(
4n+2k
2n+k

)
в выражении

для cn,l.

Лемма 9. А) Пусть l — целое число из отрезка [0, 3n], а p — простое
число, такое, что дробная часть

{
n
p

}
> 3

4, тогда cn,l делится на p.
Таким образом, Q6n ∈ d

(
n, 34
)
· Z[x].

Б) Пусть l — целое число из полуинтервала (2n, 3n], а p — простое из
(2n, l] ∪ (4n, 2l), тогда cn,l делится на p.

Доказательство. A) Достаточно проверить, что p |
(
n+k
k

)(
4n+2k
2n+k

)
при всех

k ∈ Z+. Для этого достаточно проверить положительность по меньшей
мере одного из двух целых чисел:

N1 :=

[
n+ k

p

]
−
[
n

p

]
−
[
k

p

]
, N2 :=

[
4n+ 2k

p

]
− 2

[
2n+ k

p

]
.

Введем обозначения для дробных частей: ξ := {k/p}, η := {n/p}. Тогда
N1 = η+ ξ−{η+ ξ}, N2 = 2{2η+ ξ}−{4η+2ξ}, где по условию η > 3/4.
Доказательство пункта А) следует из цепочки импликаций:

η > 3

4
⇒

 η + ξ > 1,

2 > 2η + ξ > 3

2

⇒
[
η + ξ > 1,

2{2η + ξ} > 1
⇔

[
N1 > 0,

N2 > 0.

Б) Пусть индекс l ∈ (2n, 3n], а p — простое из (2n, l]∪ (4n, 2l). Доста-
точно показать, что для всех целых k ∈ [l−n, 2n] по меньшей мере одно
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из чисел N1, N2 положительно. Тогда p |
(
n+k
k

)(
4n+2k
2n+k

)
и, следовательно,

p | cn,l. Пусть вначале p ∈ (2n, l], тогда справедлива цепочка неравенств
n < l − n 6 k 6 2n < p 6 l 6 n+ k. Отсюда следует, что N1 > 1. Пусть
теперь p ∈ (4n, 2l), тогда 2n+ k 6 4n < p < 2l 6 2n+ 2k < 4n+ 2k, т.е.
N2 > 1. Лемма доказана.

Перейдем теперь к описанию арифметических свойств многочленов
второго рода P6n,j := Pn⃗,j, где, напомним, n⃗ = (2n, 2n, 2n).

Лемма 10. Рассмотрим целое число M6n :=
D3nD6n

d
(
n, 34
)
d2n,3n d4n,6n

. Тогда

многочлены второго рода P6n,1, P6n,2, P6n,3 ∈
1

M6n
Z[x].

Доказательство. Начнем с более сложного — докажем, что M6nP6n,3

имеет целые коэффициенты. Многочлен P6n,3 определяется как поли-
номиальная часть разложения f3Q6n в бесконечности, где

f3(x) := ln

(
1 +

1

x

)
ln

(
1− 1

x

)
=

∞∑
m=1

2m−1∑
k=1

(−1)k

k(2m− k)
x−2m.

Таким образом, имеем:

P6n,3(x) =
3n∑
l=1

l∑
m=1

2m−1∑
k=1

(−1)kcn,l
k(2m− k)

x2(l−m). (21)

Возможны два случая: a) max(k, 2m−k) 6 4n и б) max(k, 2m−k) > 4n.
В случае a) числа D2nD4n

k(2m−k) являются целыми. Так как D2n D4n

d(n, 34)
|M6n и

d
(
n, 34
)
| cn,l (см. п. А) леммы 9), то M6n cn,l

k(2m−k) ∈ Z.
В случае б) числа D3nD6n

k(2m−k) являются целыми. Предположим, что зна-
менатель k(2m− k) имеет простой делитель p ∈ (2n, 3n) ∪ (4n, 6n). По-
кажем, что в таком случае числитель cn,l в (21) также делится на p.
Сразу отметим, что в случае б) выполнены неравенства 2n < m 6 l и
min(k, 2m− k) < 2n.

Если p ∈ (2n, 3n), то max(k, 2m − k) = 2p. Тогда 2p 6 2m, т.е.
p ∈ (2n, l]. По п. Б) леммы 9 коэффициент cn,l делится на p.

Если p ∈ (4n, 6n), то max(k, 2m − k) = p. Тогда p 6 2m. Отсюда
p ∈ (4n, 2l] и снова по лемме 9 коэффициент cn,l делится на p.

Итак, в случае б) также имеем M6n cn,l
k(2m−k) ∈ Z, т.е. P6n,3 ∈ 1

M6n
Z[x].



16

Многочлены P6n,1 и P6n,2 имеют вид:

P6n,1(x) = P6n,2(−x) = −
3n∑
l=1

2l∑
m=1

cn,l
m

x2l−m.

Для них нетрудно проверить, что P6n,1, P6n,2 ∈ D3n

M6n
Z[x]. Лемма доказана.

Заметим, что из (17), (20) следует, что 1
n lnM6n → 2τ ′ = 6− 3 ln 2+ π

2
при n→ ∞.

2.4 Асимптотика аппроксимаций
Асимптотика многочленов Qn⃗ и функций второго рода Rn⃗,j может быть
найдена методом Гончара–Рахманова ([8],[9],[10]), основанном на вектор-
ной задаче равновесия логарифмического потенциала. Соответствующие
построения для функций на графах приведены в работе [4], см. теорему
1.2 и следствие 1.1. В работе [17] мы нашли решение векторной задачи
равновесия и асимптотику аппроксимаций Эрмита–Паде для системы
функций (f1, f2, f3) в терминах алгебраической функции. Приведем этот
результат.

Рассмотрим компактную риманову поверхность R, которая реализу-
ется как замыкание склейки четырех экземпляров сферы Римана вдоль
разрезов. Сделаем разрезы вдоль отрезка [−1, 1] и склеим листы

R0 := R1 := R2 := R3 := C \ [−1, 1]

таким образом:

• лист R0 вдоль отрезка [0, 1] склеиваем с R1, а вдоль отрезка [−1, 0]
— с R2;

• лист R3, наоборот, вдоль отрезка [0, 1] склеиваем с R2, а вдоль [−1, 0]
— с R1.

Поверхность R имеет по две точки ветвления второго порядка над точ-
ками −1, 0 и 1, ее род равен нулю.

На поверхности R определим рациональную функцию Φ, имеющую
дивизор 3∞0 −

∑3
j=1∞j. Сужения Φ на листы Rj обозначаем Φj. Нор-

мировку функции Φ фиксируем условием в бесконечности на листе R0:
lim
z→∞

Φ0(z)/z
3 = 27.
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Асимптотика рассматриваемых аппроксимаций Эрмита–Паде в тер-
минах функции Φ описывается в следующей лемме.

Лемма 11. Для диагональных мультииндексов n⃗ = (N,N,N) много-
члены Qn⃗ (см. (7)) и функции второго рода имеют следующую асимп-
тотику при N → ∞:

|Qn⃗|1/N(z) ⇒ Φ0(z), |Rn⃗,1|1/N(z) ⇒ Φ1(z),

|Rn⃗,2|1/N(z) ⇒ Φ2(z), |R∗
n⃗,3|1/N(z) ⇒ Φ3(z),

где R∗
n⃗,3 := Rn⃗,3− f1Rn⃗,2− f2Rn⃗,1, а сходимость равномерная на компак-

тах K b C \ [−1, 1].

Можно построить (см. [17]) конформное отображение φ комплексной
сферы Cs на поверхность R: z = φ(s). Тогда функцию Φ можно задать
параметрически: 

Φ = 2s(s2 − 1),

z =
(s2 + 1)2

4s(s2 − 1)
.

(22)

Исключая s из (22), получим алгебраическое уравнение (2).
Непосредственно проверяется, что для всех x > 1 выполнены усло-

вия: |Φ0|(x) > |Φ1|(x) > |Φ2|(x) > |Φ3|(x). Кроме того, при x > 33
величина ln |Φ1(x)|+ τ ′ отрицательна.

2.5 Доказательство основной теоремы
Получены все вспомогательные результаты для доказательства теоре-
мы 3. Для мультииндекса n⃗ = (N,N,N), где N = 2n, обозначим R6n,j :=
Rn⃗,j. Зафиксируем натуральное число m > 33. Пусть γ := γm, qn :=
M6nQ6n(m), pn := M6nP6n,3(m), rn := M6nR6n,3(m). Тогда очевидно,
что для этих последовательностей выполнены условия леммы 4, при-
чем α = α(m) := 2(ln |Φ0(m)| + τ ′), −β = −β(m) := 2(ln |Φ1(m)| + τ ′).
Отсюда сразу следует справедливость теоремы 3.
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