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Болдарев А. С., Гасилова И. В., Шарова Ю. С.

Математическое моделирование газокластерных мишеней для
фемтосекундных лазерных импульсов

Взаимодействие фемтосекундных сверхмощных лазерных импульсов с кла-
стерами характеризуется увеличенным поглощением падающего лазерного
света по сравнению с взаимодействием с твердыми мишенями и приводит к
усиленной генерации различных квантовых пучков с уникальными парамет-
рами. Дальнейшие исследования такого взаимодействия требуют детального
моделирования и оптимизации параметров кластеров, например, для получе-
ния кластеров требуемого размера или определенной пространственной кон-
фигурации мишени, и т. д. В настоящей работе представлена математическая
модель формирования газокластерной мишени в сопловых течениях газов и
бинарных смесей. Представлены и проанализированы некоторые численные
результаты. Обсуждаются способы экспериментальной верификации получа-
емых численных результатов.

Ключевые слова: взаимодействие сверхинтенсивного фемтосекундного
лазера с кластерами, кластерные мишени, численное моделирование, сопло-
вое течение, кинетика кластеризации

Alexey Sergeevich Boldarev, Irina Vladimirovna Gasilova, Yulia
Sergeevna Sharova

Mathematical modelling of the cluster targets for femtosecond-
laser-cluster-driven experiments

The interaction of femtosecond ultra-intense laser pulses with clusters in-
creases absorption of the incident laser light compared to the interaction with
solid targets and leads to enhanced generation of different quantum beams with
unique parameters. Future investigations of such interaction urgently need de-
tailed modeling and optimization of cluster parameters, for instance, in order
to obtain the clusters with desired size, or some specific spatial configuration of
the target etc. A numerical model of gas-cluster targets production by the noz-
zle flows of gases and binary mixtures is presented. Some previous results of the
model utilization are summarized, and some new results are given. Techniques
of experimental verification of the numerical results are discussed.

Key words: ultra-intense femtosecond laser-clusters interaction, cluster
targets, numerical modelling, nozzle flow, kinetics of clusterization
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1 Введение
Исследование взаимодействия сверхинтенсивного фемтосекундного лазерно-
го излучения с твердыми и газовыми средами стало особенно важным в по-
следние годы благодаря возможности изучения фундаментальных свойств
вещества в экстремальных состояниях и позволило использовать новые под-
ходы к решению различных прикладных задач. Одним из широко использу-
емых типов мишеней для облучения сверхкороткими лазерными импульсами
являются кластерные мишени, в которых газ, истекающий через сверхзву-
ковое сопло, формирует струю с включениями жидкой (или твердой) фазы
(кластерами) [1–59]. С мишенями такого типа возможно объединить преиму-
щества твердой (высокая плотность) и газовой (отсутствие осколков, легкая
регенерация) мишеней. Из-за повышенного поглощения такие мишени силь-
но нагреваются, что приводит к усиленной генерации пучков излучения и
различных частиц (обычно называемых квантовыми пучками). Фактически
в экспериментах с мишенями такого типа были получены очень многообеща-
ющие результаты для различных приложений, таких как ядерный синтез [1],
рентгеновское излучение [2–23], бетатронное рентгеновское излучение [24],
лазерное ускорение ионов [2,3,25–30], лазерно-кластерное ускорение электро-
нов [2, 25, 31–33] и др.

В отличие от твердых и газовых мишеней, для кластерной мишени трудно
определить начальное (перед лазерным импульсом) состояние, т. е. концен-
трацию и средний размер кластеров, их распределение и т. д. Так как процес-
сы образования кластеров в газовой струе достаточно сложны, не существу-
ет простой процедуры оценки, которая давала бы адекватные результаты во
всех случаях. Один из наиболее часто используемых подходов — это эвристи-
ческая скейлинговая теория Хагены [34], в которой средний размер кластера
(среднее количество атомов в кластере) дается формулой

〈N〉 = 33

(
Γ∗

1000

)2.35

(для Γ∗ > 1000), (1)

где параметр Γ∗, как предполагается, полностью определяет процесс класте-
ризации и дается выражением

Γ∗ = kh

(
0.74 d

tanα

)0.85

P0T
−2.29
0 , (2)

где kh = 1650 для аргона и kh = 2890 для криптона, d— критический диаметр
сопла в микрометрах, P0 и T0 — начальные давление и температура газа (в
миллибарах и кельвинах соответственно), α — половинный угол расширения
конического сопла.
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Из этих выражений видно, что геометрия сопла учитывается посредством
всего лишь двух параметров — критического диаметра d и половинного уг-
ла α расширения. Свойства используемого газа представлены только одним
числом kh. Кроме того, эта теория не дает пространственного распределения
параметров газокластерного течения. Таким образом, эта теория может быть
верна лишь для ограниченного числа вариантов — конические сопла, аргон
и криптон как рабочее вещество. Тем не менее, эта теория широко приме-
няется из-за ее простоты и легкости в использовании; уже стало традицией
сравнивать с ней результаты других методик оценки параметров кластеров.

Для получения более надежных данных для широкого круга вариантов
(формы сопел, рабочие вещества и начальные состояния газов) были разра-
ботаны некоторые экспериментальные методики. Обычно используются ин-
терферометрические измерения для получения средней плотности струи и
рэлеевское рассеяние для получения параметров кластеров, [35–37]. Рэлеев-
ское рассеяние дает сигнал, пропорциональный nc

〈
N2
〉 ≈ (1− β)na 〈N〉, где

nc и na — концентрации кластеров и атомов (или молекул для молекулярных
газов), N — количество атомов (молекул) в кластере, β — массовая доля га-
зовой фазы в газокластерной среде. Зная также концентрацию атомов na из
интерферометрии, можно определить два параметра из трех независимых:
β, nc и 〈N〉, так что требуется некоторая дополнительная информация для
получения полного описания кластеризованной среды. В [35] предполагает-
ся, что 1 − β — величина порядка 1, и поэтому, предположив β = 0, мы
внесем ошибку не больше чем в несколько раз. В [36] значение β берется из
численного моделирования.

Для больших (субмикронного размера) кластеров (которые получаются с
помощью специально сконструированного сопла) можно использовать экспе-
риментальные методики на основе рассеяния Ми вместо рэлеевского рассея-
ния [38,39]. Это позволяет непосредственно получить средний размер класте-
ра и его среднеквадратичное отклонение (но в предположении, что распре-
деление кластеров по размерам логарифмически нормальное).

Еще один метод исследования кластерных мишеней — это численное моде-
лирование. Была предложена математическая модель [40, 41, 60], основанная
на представлении кластеров как сферических микрокапель и на кинетиче-
ской теории Я. И. Френкеля [61, 62]. Позже эта модель была обобщена на
случай бинарных смесей газов, в которых одна компонента не образует кла-
стеров [38]. По результатам моделирования оказалось, что бинарные смеси
могут обеспечить высокую степень кластеризации кластеризующейся компо-
ненты, причем газ между кластерами состоит главным образом из инертной
компоненты. Это очень удобно для генерации мягких рентгеновских лучей,
когда в случае однородного рабочего вещества межкластерный газ мог бы
поглотить значительную часть рентгеновского излучения, испускаемого осве-



5

щенными лазерным импульсом кластерами. В случае смеси He + CO2 гелий
не поглощает излучения [4–6].

2 Математическая модель кластеризации
в сопловых течениях бинарных смесей

Рассмотрим газовую смесь из двух компонент: инертной (обозначаемой ин-
дексом i) и кластеризующейся, или конденсирующейся (обозначаемой индек-
сом c). Конденсирующаяся компонента, в свою очередь, разделена на газовую
фазу (индекс g) жидкую, или конденсирующуюся, обозначаемую индексом l.
Таким образом, фактически смесь состоит из трех компонент: инертная i,
конденсирующийся газ cg и кластеры cl.

Так как мы предполагаем кластеры маленькими и неподвижными относи-
тельно окружающего газа, мы можем считать состав нашей смеси (а именно
массовое или молярное соотношение между компонентами i и c) постоянным
и известным. Введем величину ϕ — массовую долю конденсирующейся ком-
поненты. Таким образом, для плотностей компонент можно написать

ρc = ϕρ, ρi = (1− ϕ)ρ.

Введем также так называемую степень сухости β, которая есть массовая
доля подкомпоненты cg во всей компоненте c. Тогда можно написать также

ρcg = βρc = βϕρ, ρcl = (1− β)ρc = (1− β)ϕρ, ρi = (1− ϕ)ρ.

В этих выражениях ρcg, ρcl и ρi — плотности компонент смеси, т. е. мас-
са соответствующей компоненты на единицу объема всей смеси. Поскольку
объем кластеров пренебрежимо мал, для газовых компонент они являются
также плотностями самих этих компонент, которые входят во все термоди-
намические соотношения для соответствующей компоненты. Для кластеров,
разумеется, ρcl много меньше, чем плотность жидкой фазы, которую мы бу-
дем обозначать как ρ0l .

Процесс образования кластеров может быть описан в кинетических тер-
минах и, разумеется, является существенно неравновесным. Тем не менее мы
предполагаем две газовые компоненты i и cg находящимися в термодинамиче-
ском равновесии друг с другом. Таким образом, температура обеих компонент
газовой фазы одинакова, Ti = Tcg = T , и может отличаться от температуры
кластеров Tcl. Другое предположение заключается в том, что давление сме-
си, в соответствии с законом Дальтона, равно сумме парциальных давлений
газообразных компонент, P = Pi+Pcg. Жидкая фаза не оказывает давления,
так как она не является сплошной.
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Эти предположения позволяют рассматривать плотность и удельную внут-
реннюю энергию смеси в целом, а не отдельных компонент. Таким образом,
система уравнений модели практически не отличается от таковой в случае
чистого рабочего газа [40, 41, 60]:

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, (3)

∂ρv

∂t
+ div(ρvv) = − gradP, (4)

∂

∂t

(
ρε+ ρ

v2

2

)
+ div

(
ρv

(
ε+

v2

2

))
= − divPv, (5)

∂ρΩn

∂t
+ div(ρvΩn) = Irn∗ + ṙnρΩn−1, n = 0, 1, 2, (6)

∂ρβ

∂t
+ div(ρvβ) = − 4

3

πρ0l Ir
3
∗

ϕ
− 4πρρ0l ṙΩ2

ϕ
. (7)

Здесь Ωn — моменты функции распределения кластеров по радиусу:

ρΩn =

∞∫
0

rnf(r,x, t) dr.

Таким образом, для третьего момента можно написать

1− β =
4

3

ρ0l πΩ3

ϕ
.

Мы используем ту же самую модель кинетики фазовых переходов, что и в
случае чистого газа, но принимая во внимание присутствие инертной компо-
ненты. Инертная компонента влияет на газодинамические параметры смеси,
но не участвует собственно в процессе кластерообразования. Для замыкания
системы (3)–(7) мы используем следующие соотношения. Критический ради-
ус

r∗ =
2σ(T )

ρ0lRT ln(Pcg/Ps(T ))
. (8)

Скорость ядрообразования

I =
1

ρ0l

√
2σ(T )μ

πNA

(
Pcg

kT

)2

exp

(
−4πσ(T ) r2∗

3kT

)
. (9)
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Скорость роста кластеров

ṙ =
Pcg

ρ0l
√
2πRT

(
1−

√
T

Ts(Pcg)

)
. (10)

Модель также включает в себя некоторые термодинамические соотноше-
ния, которые выражают свойства рабочего вещества и замыкают систему
уравнений. Для замыкания системы требуются выражения P (ρ, ε, β), T (ρ, ε, β),
а также некоторые выражения для величин на линии насыщения. В модели
для чистого газа мы использовали выражения

P = P (ρ, ε, β) = ρ
ε+ (1− β)Ls

γ

β (γ − 1)
− 1

, T =
P

βZρR
, (11)

являющиеся следствием уравнения состояния идеального газа и соотношения
между теплотой фазового перехода и значениями энтальпии различных фаз

Ls = Hg −Hl.

В модели газовой смеси мы применяем (11) к каждой из компонент i и c. В
результате вместо явного выражения (11) мы получаем систему алгебраиче-
ских уравнений, включающую (11) для обеих компонент, равенство темпе-
ратур компонент и соотношение между удельными внутренними энергиями
компонент:

ε = (1− ϕ)εi + ϕεc.

3 Экспериментальная верификация модели
Описанная выше численная модель основана на некоторых предположени-
ях, не представляющихся достаточно надежными. Основное возражение вы-
зывает применение термодинамического подхода к критическим зародышам
кластеров. Кроме того, термодинамические свойства рабочего вещества неиз-
вестны точно, так как возникновение кластеров происходит в метастабильном
переохлажденном газе. Поэтому необходима экспериментальная верифика-
ция получаемых по данной модели численных результатов.

Косвенное экспериментальное подтверждение адекватности модели (вер-
нее, ее версии для чистого газа) было получено, когда на основе расчетов было
разработано специальное трехступенчатое коническое сопло [40] для получе-
ния крупных (субмикронных размеров) кластеров. Крупные кластеры нужны
для уменьшения влияния предымпульса в случае низкого контраста лазерно-
го импульса [7]. Сопло состояло из трех последовательных конических сту-
пеней, первая из которых расширялась от диаметра 0.5 мм до 0.7 мм и имела
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длину 29 мм, вторая расширялась от 0.7 до 0.8 мм на длине 30 мм, и послед-
няя ступень, длиной 16 мм, имела выходной диаметр 2 мм. Такая геометрия
сопла была выбрана на основе численного моделирования для аргона при
начальном давлении 60 бар. Хотя первоначально прямые экспериментальные
измерения размеров кластеров не проводились, в [7] отмечалась хорошая кор-
реляция между измеренной в эксперименте интенсивностью рентгеновского
излучения и полученным из расчетов средним размером кластера.

Субмикронные размеры кластеров позволили применить эксперименталь-
ную технику на основе рассеяния Ми вместо обычно используемого рэлеев-
ского рассеяния [38, 39]. В этих работах рассматривались бинарные смеси
He(90%)+CO2(10%) и H2(70%)+CO2(30%) при начальном давлении 60 бар.
Для описанного выше трехступенчатого сопла расчеты дали для среднего
размера кластера значения 0.360 мкм и 0.588 мкм соответственно, причем
среднеквадратичное отклонение составило 0.072 мкм и 0.090 мкм для этих
двух газовых смесей соответственно. Экспериментальные измерения средне-
го размера кластера были проведены с использованием рассеяния Ми, и они
дали значения 0.26± 0.04 мкм (S.D. 0.08± 0.01 мкм) и 0.28± 0.03 мкм (S.D.
0.13± 0.02 мкм) соответственно. Таким образом, расхождение между экспе-
риментальными и численными результатами примерно двукратное. Следует
заметить, что двукратное различие в диаметре кластера соответствует разли-
чию примерно на порядок величины в объеме и, соответственно, количестве
атомов (молекул).

Систематическое сравнение параметров кластеров, полученных числен-
ным моделированием и из эксперимента, недавно было проведено в [36]. Авто-
ры этой работы исследовали математические модели образования кластеров,
очень близкие к (3)–(11), но с более точным термодинамическим замыкани-
ем. При рассмотрении модели возникают некоторые вопросы, как, например,
какую температуру следует приписать зародышу кластера, возникшему в пе-
реохлажденном газе — температуру окружающего газа или температуру на-
сыщения при давлении окружающего газа. В зависимости от ответа на этот
и другие подобные вопросы можно получить различные варианты модели,
результаты которых могут сильно отличаться друг от друга. На самом де-
ле, на эти вопросы нет убедительного и определенного ответа, так как они
основаны на предположении применимости термодинамического подхода к
возникающим зародышам кластеров.

На основании сравнения численных результатов с экспериментальными
данными в [36] был выбран вариант модели (называемый базовой моделью),
для которого результаты были ближе всего к эксперименту. Для этой моде-
ли расхождение с экспериментом, тем не менее, оставалось на уровне одного
порядка величины, что близко к тому, что наблюдалось в [38, 39]. Следует
заметить, что в [36] рассматривались другие условия эксперимента, в част-
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ности, в качестве рабочего вещества использовался аргон, и геометрия сопла
была другой. При таких условиях образование крупных кластеров не ожи-
дается, поэтому для измерений использовалась традиционная эксперимен-
тальная методика, основанная на интерферометрии и рэлеевском рассеянии.
Недостающий третий параметр брался из численного моделирования — было
отмечено, что степень сухости β, в отличие от размеров кластеров, не зависит
от варианта модели. Такое заключение вполне ожидаемо, так как степень су-
хости является характеристикой термодинамически равновесного состояния,
она не должна зависеть от кинетических процессов образования зародышей
кластеров, которые влияют на такие параметры, как размеры кластеров и их
концентрация.

Для сравнения нашей модели (3)–(11) с базовой моделью, предложенной
в [36], мы провели расчеты вариантов, рассмотренных в [36], по нашей моде-
ли. В соответствии с [36], было взято плоскосимметричное сопло с шириной в
критическом сечении 0.22 мм, полной длиной 10 мм и половинным углом рас-
ширения 14◦, рабочий газ был аргон. Было рассчитано две серии вариантов,
в серии с переменным давлением температура была 293 К, а давление меня-
лось от 10 до 100 бар. В температурной серии давление было фиксированным
и равным 50 бар, тогда как температура менялась от 200 до 350 К. Отдель-
ный вариант из той или другой серии может быть определен начальными
давлением или температурой P0 или T0, но в [36] варианты характеризова-
лись параметром Хагены Γ∗ (2), являющимся функцией P0 и T0. Фактически
Γ∗ не используется ни в нашей модели, ни в моделях, описанных в [36], и
поэтому нет никакого физического смысла в идентификации вариантов с по-
мощью этого параметра, это всего лишь вопрос представления результатов.
Более того, параметр Γ∗ вводился для конических сопел, тогда как в ста-
тье [36] рассматриваются плоскосимметричные. Мы используем этот способ
идентификации вариантов для представления наших расчетных результатов
для удобства сравнения их с результатами из [36]. Кроме того, представление
результатов в форме зависимости от Γ∗ позволяет представить результаты
для обеих серий, с изменяющимся давлением и изменяющейся температурой,
на одном графике, см. рис. 1–3. При этом хорошо видно, что зависимость вы-
численных параметров от Γ∗ разная для разных серий вариантов, что лишний
раз показывает отсутствие физического смысла параметра Γ∗ и что этот па-
раметр не может рассматриваться как величина, полностью определяющая
процесс кластеризации.

На рис. 1–3 представлены результаты одномерных расчетов. Синие и крас-
ные линии и полые значки взяты из [36] и соответствуют результатам базовой
модели для вариантов из серии с переменным давлением и переменной тем-
пературой соответственно. Результаты нашей модели (3)–(11) представлены
зелеными (для серии с переменным давлением) и пурпурными (для темпе-
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Рис. 1: Полная концентрация атомов na как функция от параметра Хаге-
ны Γ∗ в выходном сечении сопла. Полые значки и линии соответствуют ре-
зультатам [36], синие — серия с переменным давлением (начальное давле-
ние P0 меняется от 10 до 100 бар при постоянной начальной температуре
T0 = 293 К), красные — температурная серия (начальная температура T0

меняется от 200 до 350 К при постоянном начальном давлении P0 = 50 бар).
Зеленые и пурпурные сплошные квадратики — результаты расчетов по нашей
модели (3)–(11), серия с переменным давлением и переменной температурой
соответственно.
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Рис. 2: Массовая доля жидкой фазы 1− β как функция от параметра Хаге-
ны Γ∗ в выходном сечении сопла. Полые кружочки и линии соответствуют
результатам [36], синие — серия с переменным давлением (начальное давле-
ние P0 меняется от 10 до 100 бар при постоянной начальной температуре
T0 = 293 К), красные — температурная серия (начальная температура T0

меняется от 200 до 350 К при постоянном начальном давлении P0 = 50 бар).
Зеленые и пурпурные сплошные квадратики — результаты расчетов по нашей
модели (3)–(11), серия с переменным давлением и переменной температурой
соответственно.
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Рис. 3: Среднее количество атомов в кластере 〈N〉 как функция от парамет-
ра Хагены Γ∗ в выходном сечении сопла. Полые кружочки и линии соответ-
ствуют результатам [36], синие — серия с переменным давлением (начальное
давление P0 меняется от 10 до 100 бар при постоянной начальной температу-
ре T0 = 293 К), красные — температурная серия (начальная температура T0

меняется от 200 до 350 К при постоянном начальном давлении P0 = 50 бар).
Зеленые и пурпурные сплошные квадратики — результаты расчетов по на-
шей модели (3)–(11), серия с переменным давлением и переменной темпера-
турой соответственно. Черными кружочками отмечены экспериментальные
данные [36], полученные при разных давлениях и начальной температуре
T0 = 293 К.
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ратурной серии) сплошными квадратиками. Кроме того, экспериментальные
результаты [36] представлены на рис. 3 в виде сплошных черных кружочков
с планками погрешностей.

Величины na и β, показанные на рис. 1–2, определяются газодинамически-
ми и термодинамическими процессами, на них не оказывают влияния кине-
тические процессы образования кластеров. В [36] эти значения практически
не зависят от варианта модели. Тем не менее, различия в термодинамиче-
ском замыкании моделей (нашей (3)–(11) и [36]) приводят к значительным
отличиям значений этих величин.

Что касается величин, обусловленных кинетическими процессами, напри-
мер среднего размера кластера, то различия между результатами, получен-
ными по базовой модели [36] и по нашей модели (3)–(11), более заметны, см.
рис. 3. Как было отмечено в [36], для нашей модели (3)–(11) имеет место об-
ратная зависимость размера кластера от параметра Хагены Γ∗. Для некото-
рых вариантов (и определенного диапазона Γ∗) результаты модели (3)–(11)
соответствуют данным, полученным по базовой модели [36], и эксперимен-
тальным данным, с учетом их расхождения на порядок величины.

Результаты сравнения численных и экспериментальных данных, пред-
ставленные на рис. 3, показывают, что обе модели, наша (3)–(11) и базовая
из [36], дают ошибку на порядок величины для значений 〈N〉. Как было от-
мечено выше, это также имело место при применении нашей модели к экспе-
риментальным вариантам [38, 39]. В настоящее время численные модели не
дают более высокой точности прогноза размера кластера. Это может объяс-
няться вышеупомянутым принципиальным недостатком моделей кластерооб-
разования — они применяют термодинамический подход к метастабильному
состоянию газа и к очень мелким объектам наподобие ядер кластеризации,
которые следовало бы рассматривать на молекулярном уровне. С другой сто-
роны, мы не можем всецело полагаться на точность экспериментальных мето-
дик измерения размеров кластеров. Могут быть также и другие объяснения
существующего расхождения между данными, получаемыми из эксперимен-
та и моделирования. Например, точность изготовления сопла ограничена, и в
результате в расчетах может фигурировать иная, чем в эксперименте, геомет-
рия сопла. Также форма сопла и качество его поверхности может меняться в
ходе экспериментов под действием возникающего рентгеновского излучения
и потоков различных частиц.

4 Заключение
Численное моделирование стало важным источником информации о парамет-
рах кластерных мишеней. Модель (3)–(11) обычно дает качественное согласие
с экспериментальными данными и позволяет понять, чего можно ожидать,
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проводя эксперимент с определенной конфигурацией (геометрия сопла, рабо-
чий газ и его начальное состояние). Результаты, полученные по этой модели,
позволили провести оптимизацию экспериментальных конфигураций для по-
лучения мощных квантовых пучков в экспериментах с кластерными мишеня-
ми и фемтосекундными лазерными импульсами (см. результаты, полученные
в [2, 4, 5, 7–16, 25–28, 31, 32, 42–51]). В последние годы, когда были разрабо-
таны экспериментальные методики измерения параметров кластеров [38,39],
стало ясно, что требуется дальнейшее развитие математической модели для
получения более точного количественного соответствия.

В заключение авторы хотели бы выразить свою признательность колле-
гам — физикам-экспериментаторам, в многолетнем сотрудничестве с кото-
рыми проводились исследования, лежащие в основе этой работы. Наиболее
важная роль (в организации взаимодействия с различными эксперименталь-
ными группами, в постановках задач) принадлежит А. Я. Фаенову. В разные
периоды проведения исследований авторы работали в сотрудничестве с экспе-
риментальными группами Кансайского Института Фотонных Исследований,
Киото, Япония (Й. Фукуда и др.), Центра Исследований Сверхмощных Лазе-
ров и их Приложений университета Бордо (F. Blasco, F. Dorchies и др.), Ис-
следовательского центра Сакле, Франция (T. Auguste, P. d’Oliveira, S. Hulin
и др.)
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