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Попков К.А.
Синтез легкотестируемых схемприпроизвольныхконстантных

неисправностях на входах и выходах элементов
Доказаны следующие утверждения: для любого натурального 𝑘 су-

ществует базис, состоящий из булевых функций от не более чем 2𝑘 + 2
переменных (от не более чем 4𝑘+2переменных), в которомлюбуюбуле-
ву функцию, кроме константы 1, можно реализовать схемой из функци-
ональных элементов, неизбыточной и допускающей проверяющий тест
длины не более 3 (соответственно, диагностический тест длины не бо-
лее 4) относительно не более 𝑘 произвольных константных неисправно-
стей на входах и выходах элементов. Показано, что при рассмотрении
только произвольных константных неисправностей на входах элемен-
тов указанные оценки длин тестов можно понизить до 2.

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, произволь-
ная константная неисправность, проверяющий тест, диагностический
тест

Kirill Andreevich Popkov
Synthesis of easily testable logic networks under arbitrary stuck-at

faults at inputs and outputs of gates
The following assertions are proved: for each natural 𝑘, there exists a ba-

sis consisting of Boolean functions on not more than 2𝑘 + 2 variables (on
not more than 4𝑘 + 2 variables), in which one can implement any Boolean
function except the constant 1 by a logic network which is irredundant and
allows a fault detection test with a length not exceeding 3 (a diagnostic test
with a length not exceeding 4, respectively) under not more than 𝑘 arbitrary
stuck-at faults at inputs and outputs of gates. It is shown that, when con-
sidering only arbitrary stuck-at faults at inputs of gates, one can reduce the
mentioned bounds on lengths of tests to 2.

Key words: logic network, arbitrary stuck-at fault, fault detection test,
diagnostic test
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Введение

В работе рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем,
реализующих заданные булевыфункции. Логический подход к тестиро-
ваниюэлектрических схемпредложенС. В. ЯблонскимиИ.А. Чегис в [1];
этот подход также применим к тестированию схем из функциональных
элементов (см. [2, 3, 4]). Пусть имеется схема из функциональных эле-
ментов 𝑆 с одним выходом, реализующая булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛), где
𝑥̃𝑛 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Под воздействием некоторого источника неисправно-
стей один или несколько элементов схемы 𝑆 могут перейти в неисправ-
ное состояние. В результате схема 𝑆 вместо исходной функции 𝑓(𝑥̃𝑛) бу-
дет реализовывать некоторую булевуфункцию 𝑔(𝑥̃𝑛), вообще говоря, от-
личную от 𝑓 . Все такие функции 𝑔(𝑥̃𝑛), получающиеся при всевозмож-
ных допустимых для рассматриваемой задачи неисправностях элемен-
тов схемы 𝑆, называются функциями неисправности данной схемы.

Введём следующие определения [2, 3, 4]. Проверяющим тестом для
схемы 𝑆 называется такое множество 𝑇 наборов значений переменных
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что для любойотличнойот 𝑓(𝑥̃𝑛)функциинеисправности 𝑔(𝑥̃𝑛)
схемы 𝑆 в 𝑇 найдётся набор 𝜎̃, на котором 𝑓(𝜎̃) ̸= 𝑔(𝜎̃). Диагностическим
тестом для схемы 𝑆 называется такое множество 𝑇 наборов значений
переменных𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что𝑇 являетсяпроверяющимтестоми, кроме то-
го, для любых двух различных функций неисправности 𝑔1(𝑥̃𝑛) и 𝑔2(𝑥̃𝑛)
схемы 𝑆 в 𝑇 найдётся набор 𝜎̃, на котором 𝑔1(𝜎̃) ̸= 𝑔2(𝜎̃). Число наборов
в 𝑇 называется длиной теста. В качестве тривиального диагностического
(и проверяющего) теста длины 2𝑛 для схемы 𝑆 всегда можно взять мно-
жество, состоящее из всех двоичных наборов длины 𝑛. Тест называется
полным, если в схемемогут быть неисправны сколько угодно элементов,
и единичным, если в схеме может быть неисправен только один элемент.
Единичные тесты обычно рассматривают для неизбыточных схем (см. [4,
с. 110–111]), т. е. для таких схем, в которых любая допустимая неисправ-
ность любого одного элемента приводит к функции неисправности, от-
личной от исходнойфункции, реализуемой данной схемой (такиефунк-
ции неисправности называют нетривиальными).

Назовём проверяющий (диагностический) тест 𝑘-проверяющим (𝑘-
диагностическим), если в схеме могут быть неисправны не более 𝑘 эле-
ментов, где 𝑘 ∈ N. Будем рассматривать такие тесты только для 𝑘-неиз-
быточных схем (см. [5, с. 68]), в которых любая допустимая неисправ-
ность не менее одного и не более 𝑘 элементов приводит к нетривиаль-
ной функции неисправности. Очевидно, что понятия 1-проверяющего
теста, 1-диагностического теста и 1-неизбыточной схемы совпадают с
понятиями единичного проверяющего теста, единичного диагностиче-
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ского теста и неизбыточной схемы соответственно.
Любое множество булевых функций будем называть базисом.
Пусть зафиксирован виднеисправностей элементов,𝐵—произволь-

ныйфункционально полный базис и 𝑇 —единичныйпроверяющий тест
для некоторой схемы из функциональных элементов 𝑆 в базисе 𝐵. Вве-
дём следующие обозначения: пусть 𝐷𝐵

ЕП(𝑇 ) — длина теста 𝑇 ; 𝐷𝐵
ЕП(𝑆) =

= min𝐷𝐵
ЕП(𝑇 ), где минимум берётся по всем единичным проверяющим

тестам 𝑇 для схемы 𝑆; 𝐷𝐵
ЕП(𝑓) = min𝐷𝐵

ЕП(𝑆), где минимум берётся по
всем неизбыточным схемам 𝑆 в базисе 𝐵, реализующим функцию 𝑓 ;
𝐷𝐵
ЕП(𝑛) = max𝐷𝐵

ЕП(𝑓), где максимум берётся по всем булевым функци-
ям 𝑓 от 𝑛 переменных, для которых определено значение𝐷𝐵

ЕП(𝑓). Функ-
ция 𝐷𝐵

ЕП(𝑛) называется функцией Шеннона длины единичного проверя-
ющего теста. По аналогии сфункциями𝐷𝐵

ЕПможно ввестифункции𝐷
𝐵
ПП,

𝐷𝐵
𝑘-П, 𝐷

𝐵
ЕД, 𝐷

𝐵
ПД и 𝐷𝐵

𝑘-Д для соответственно полного проверяющего, 𝑘-
проверяющего, единичного и полного диагностического и 𝑘-диагнос-
тического тестов, зависящие от 𝑇 , от𝑆, от 𝑓 иот𝑛 (в определенияхфунк-
ций 𝐷𝐵

ПП(𝑓) и 𝐷
𝐵
ПД(𝑓) не предполагается неизбыточность схем, а в опре-

делениях функций 𝐷𝐵
𝑘-П(𝑓) и 𝐷

𝐵
𝑘-Д(𝑓) предполагается 𝑘-неизбыточность

схем). Так, например,𝐷𝐵
𝑘-Д(𝑛)—функция Шеннона длины 𝑘-диагности-

ческого теста.

Перечислим основные результаты, касающиеся тестирования схем
из функциональных элементов. Класс допустимых неисправностей
функциональных элементов ограничим константными неисправностя-
ми на входах и выходах элементов, а также только на входах элемен-
тов, при которых значение на неисправном входе (выходе) любого эле-
мента становится равно некоторой булевой константе. Неисправности
на входах и выходах элементов называются однотипными константны-
ми типа 𝑝, если эта константа одна и та же для каждого неисправно-
го элемента и равна 𝑝, и произвольными константными, если эта кон-
станта может быть равна как 0, так и 1 для каждого неисправного эле-
мента независимо от неисправностей других элементов. Для удобства
над буквой 𝐷 после символов, обозначающих базис, через точку с за-
пятой будем ставить символы «0, 1» или «𝑝» в случаях, когда в схемах
допускаются соответственно произвольные константные неисправно-
сти или однотипные константные неисправности типа 𝑝, 𝑝 ∈ {0, 1}, на
входах/выходах элементов, а под буквой𝐷 после символов, обозначаю-
щих вид функции — символы «(IO)» или «(I)» в случаях, когда в схемах
допускаются неисправности соответственно на входах и выходах эле-
ментов или только на входах элементов. Вполне разумно предполагать,
что если в базисе содержится булева константа 𝛼, то у элемента, её ре-
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ализующего, нет входов и не может быть неисправности типа 𝛼 на его
выходе.

В [4, с. 116] для базиса Жегалкина 𝐵1 = {&,⊕, 1, 0} показано, что
𝐷𝐵1; 0,1
ЕП (IO)(𝑛) 6 𝑛+ 3; при этом используется метод построения схем из ра-

боты [6]. К. К. Салуджа и С.М. Редди в [7] получили оценку 𝐷*𝐵1; 0,1
𝑘-П (IO)(𝑛) 6

6 4+
⌊log2 2𝑘⌋∑︀

𝑖=1

𝐶 𝑖
𝑛; наличие звёздочки над буквой𝐷 обусловлено тем, что в

указанной работе рассматривались схемы, содержащие, помимо вход-
ных переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, дополнительную входную переменную ℎ0,
вместо которой при реализации функций подавалась булева констан-
та, но которая принимала значения как 0, так и 1 на наборах из теста.
Д. С. Романовым и Е.Ю. Романовой в [8] для базисов𝐵′

1 = {&,⊕, 1},𝐵′′
1 =

= {&,⊕,∼} установлены неравенства𝐷𝐵′
1; 0,1

ЕП (IO)(𝑛) 6 16 и𝐷𝐵′′
1 ; 0,1

ЕП (IO)(𝑛) 6 16; в
частности, при 𝑛 > 14 улучшен упомянутый результат из [4] (любая схе-
ма в базисе𝐵′

1 является также схемой в базисе𝐵1). Н.П. Редькин в [9–11]
для базиса 𝐵2 = {&,∨,¬} получил оценки 𝐷𝐵2; 𝑝

ПП (I)(𝑛) . 4
(︁
2⌊

𝑛
2⌋ + 2⌈

𝑛
2⌉−1

)︁
,

𝐷𝐵2; 𝑝
ЕД (I)(𝑛) . 4

(︁
2⌊

𝑛
2⌋ + 2⌈

𝑛
2⌉−1

)︁
и 𝐷𝐵2; 0,1

ПП (I) (𝑛) . 2𝑛√
log2 𝑛

соответственно, где

𝑝 = 0 или 1. В работе [12] для любого натурального 𝑘 и для любой буле-
вой константы 𝑝 доказано существование базиса 𝐵3(𝑘, 𝑝), состоящего из
булевойфункцииотmax(𝑘+1; 3)переменныхифункции 𝑥, для которого,
в частности,𝐷𝐵3(𝑘,𝑝); 𝑝

𝑘-П (IO) (𝑛) = 2 при 𝑛 > 1 и𝐷𝐵3(𝑘,𝑝); 𝑝
𝑘-П (I) (𝑛) = 1 при 𝑛 > 0, а так-

же существование базиса𝐵4(𝑘, 𝑝), состоящего из булевой функции от не
более чем 2,5𝑘+2переменных и отрицания этойфункции, для которого,
в частности, 𝐷𝐵4(𝑘,𝑝); 𝑝

𝑘-Д (IO) (𝑛) = 2 и 𝐷𝐵4(𝑘,𝑝); 𝑝
𝑘-Д (I) (𝑛) = 1 при 𝑛 > 0 (следствия 1–4

и двойственные им результаты).
В данной работе будут рассматриваться 𝑘-проверяющие и 𝑘-диаг-

ностические тесты при 𝑘 ∈ N, а в качестве неисправностей функци-
ональных элементов — произвольные константные неисправности на
входах и выходах элементов, а также только на входах элементов. Бу-
дут определены базисы 𝐵5(𝑘) и 𝐵6(𝑘), состоящие из булевых функций
от не более чем 2𝑘 + 2 переменных и от не более чем 4𝑘 + 2 перемен-
ных соответственно, для которых, в частности, будут доказаны равен-
ства 𝐷𝐵5(𝑘); 0,1

𝑘-П (I) (𝑛) = 𝐷
𝐵6(𝑘); 0,1
𝑘-Д (I) (𝑛) = 2 при 𝑛 > 0, 𝐷𝐵5(𝑘); 0,1

𝑘-П (IO) (𝑛) = 3 при 𝑛 > 2 и
𝐷

𝐵6(𝑘); 0,1
𝑘-Д (IO) (𝑛) = 4 при 𝑛 > 3 (следствия 1–4 и теорема 5).
В дальнейшем для краткости верхние индексы 0, 1 у величин вида

𝐷𝐵5(𝑘); 0,1
... и𝐷𝐵6(𝑘); 0,1

... , зависящих от 𝑓 или от 𝑛, будем опускать.
Введём обозначения 0̃𝑟 = 0, . . . , 0⏟  ⏞  

𝑟

, 1̃𝑟 = 1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑟

, где 𝑟 ∈ N.
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Два двоичных набора называются противоположными, если они раз-
личаются во всех компонентах.

Будем называть два двоичных набора 𝑘-соседними, если они разли-
чаются не более, чем в 𝑘 компонентах.

Оговоримся, что нумерация компонент любого двоичного набора
идёт слева направо.

Проверяющие тесты

Рассмотрим базис 𝐵5(𝑘) = {𝜙(𝑥̃2𝑘+2), 𝜓(𝑥̃𝑘+1), 𝑥, 0}, где 𝜓(𝑥̃𝑘+1) =
= 𝑥1 . . . 𝑥𝑘+1 ∨ 𝑥1 . . . 𝑥𝑘+1, а 𝜙(𝑥̃2𝑘+2) — произвольная несамодвойствен-
ная булева функция (определение самодвойственной булевой функции
можно найти, например, в [13, с. 16]), для которой выполнены следую-
щие условия:

(i) 𝜙(𝛼̃2𝑘+2) = 𝛼 для 𝛼 = 0, 1;
(ii) 𝜙(𝜎̃) = 𝛼, где 𝛼 = 0, 1, а 𝜎̃ — любой двоичный набор длины 2𝑘 + 2,

𝑘-соседний с набором (𝛼̃2𝑘+2), кроме него самого.

Отметим, что условия (i), (ii) однозначноопределяют значенияфунк-
ции 𝜙(𝑥̃2𝑘+2) на всех наборах, кроме наборов ровно с 𝑘+1 нулевой и 𝑘+1
единичной компонентами. Для выполнения условия несамодвойствен-
ностинеобходимоидостаточно, чтобына каких-то двух противополож-
ных наборах ровно с 𝑘 + 1 нулевой и 𝑘 + 1 единичной компонентами
функция 𝜙 принимала одинаковые значения.

Легко видеть, что функция 𝜓 обладает следующими свойствами:

(iii) 𝜓(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑦⏟  ⏞  
𝑘

) = 𝑥⊕ 𝑦 ⊕ 1;

(iv) 𝜓(𝜎̃′) = 0, где 𝜎̃′— любой двоичный набор длины 𝑘+1, отличный
от наборов (0̃𝑘+1) и (1̃𝑘+1).

Любой функциональный элемент, реализующий функцию вида
𝜙(𝑥̃2𝑘+2) (вида 𝜓(𝑥̃𝑘+1), 𝑥, 0), будем называть 𝜙-элементом (соответствен-
но, 𝜓-элементом, инвертором, элементом «константа 0»).

Назовёмбулевуфункцию 𝑓(𝑥̃𝑛), где𝑛 > 1,тождественной, если 𝑓 ≡ 𝑥𝑖
для некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

Лемма 1. Любую тождественную булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛) можно реали-
зовать 𝑘-неизбыточной схемой в базисе 𝐵5(𝑘), допускающей 𝑘-проверяю-
щийтест длины 0 относительно неисправностей на входах и выходах эле-
ментов.
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Доказательство. Функцию 𝑓 , очевидно, можно реализовать схемой,
не содержащей функциональных элементов. У такой схемы нет ни од-
ной функции неисправности, поэтому пустое множество является для
неё 𝑘-проверяющим тестом. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. В случае 𝑓 ≡ 0 справедливы равенства 𝐷
𝐵5(𝑘)
𝑘-П (I)(𝑓) = 0,

𝐷
𝐵5(𝑘)
𝑘-П (IO)(𝑓) = 1.

Доказательство. Функцию 𝑓 можно реализовать схемой 𝑆, состоя-
щей из одного элемента «константа 0» (обозначим этот элемент че-
рез 𝐸). Он не имеет входов, поэтому пустое множество является для
данной схемы 𝑘-проверяющим тестом относительно неисправностей
на входах элементов, откуда следует равенство 𝐷𝐵5(𝑘)

𝑘-П (I)(𝑓) = 0. При рас-
смотрении неисправностей на входах и выходах элементов единствен-
ной возможной неисправностью схемы 𝑆 является неисправность ти-
па 1 на выходе элемента 𝐸, при которой схема станет реализовывать
константу 1. Указанная неисправность обнаруживается на любом дво-
ичном наборе длины 𝑛, поэтому 𝐷𝐵5(𝑘)

𝑘-П (IO)(𝑓) 6 1. С другой стороны, вы-
ход любой схемы в базисе 𝐵5(𝑘), реализующей константу 0, очевидно,
не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому он является выхо-
дом некоторого функционального элемента. Тогда при неисправности
типа 1 выхода этого элемента получающаяся схема станет реализовы-
вать константу 1, которуюнадо отличить отфункции 𝑓 хотя бына одном
наборе, откуда следует, что𝐷𝐵5(𝑘)

𝑘-П (IO)(𝑓) > 1. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Для любой 𝑘-неизбыточной схемы в базисе 𝐵5(𝑘), реализу-
ющей не тождественную и отличную от константы 0 булеву функцию
𝑓(𝑥̃𝑛), любой 𝑘-проверяющий тест относительно неисправностей на вхо-
дах элементов содержит хотя бы два набора.

Доказательство. Выход любой 𝑘-неизбыточной схемы 𝑆, реализую-
щей функцию 𝑓 , не может совпадать ни с одним из её входов, поэто-
му он является выходом некоторого функционального элемента 𝐸, от-
личного от элемента «константа 0» и, как следствие, имеющего хотя бы
один вход. Тогда при неисправности типа 𝛼, 𝛼 ∈ {0, 1}, любого фикси-
рованного входа этого элемента получающаяся схема будет реализовы-
вать нетривиальнуюфункциюнеисправности, котораяможет отличать-
ся от функции 𝑓(𝑥̃𝑛) только на тех наборах, на которых в случае отсут-
ствия неисправностей в схеме 𝑆 на указанном входе элемента 𝐸 возни-
кает значение 𝛼. Данные два множества наборов при 𝛼 = 0 и 𝛼 = 1 не
пересекаются, а в любой 𝑘-проверяющий тест для схемы 𝑆 относитель-
но неисправностей на входах элементов должно входить хотя бы одно-
му набору из каждого из этих множеств, откуда следует справедливость
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леммы 3.
Назовём булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛) палиндромной, если на любой паре

противоположных наборов длины 𝑛 она принимает одинаковые значе-
ния.

Будем говорить, что функциональный элемент 𝐸 ′ расположен в схе-
ме 𝑆 ниже функционального элемента 𝐸, если в этой схеме существует
ориентированный путь от 𝐸 к 𝐸 ′.

Введём обозначение 𝛼𝛽 = 𝛼 ⊕ 𝛽 ⊕ 1, где 𝛼, 𝛽 ∈ {0, 1}. Очевидно, что
𝛼1 = 𝛼, 𝛼0 = 𝛼, 1𝛽 = 𝛽 и 0𝛽 = 𝛽.

Лемма 4. Любую не палиндромную булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛) можно реа-
лизовать 𝑘-неизбыточной схемой в базисе 𝐵5(𝑘), состоящей только из 𝜙-
элементов и инверторов и допускающей 𝑘-проверяющийтест {𝜎̃0, 𝜎̃1} от-
носительно неисправностей на входах и выходах элементов, где 𝜎̃0 и 𝜎̃1 —
произвольные два противоположных двоичных набора длины 𝑛, такие, что
𝑓(𝜎̃0) = 0 и 𝑓(𝜎̃1) = 1.

Замечание 1. Существование таких наборов 𝜎̃0 и 𝜎̃1 следует из того,
что функция 𝑓 не является палиндромной.

Доказательство леммы 4. Пусть 𝐴 = [{𝜙(𝑥̃2𝑘+2)}] — замыкание мно-
жества {𝜙(𝑥̃2𝑘+2)}, тогда 𝐴 ⊆ 𝑇01 в силу условия (i) (определения замы-
кания и замкнутого класса 𝑇01 можно найти, например, в [13] на с. 14
и 34 соответственно). Докажем, что 𝐴 = 𝑇01. Как было отмечено выше,
функция 𝜙 принимает одинаковые значения на каких-то двух противо-
положных наборах длины 2𝑘+ 2, содержащих 𝑘+ 1 нулевую и 𝑘+ 1 еди-
ничную компоненты. Без ограничения общности это наборы (0̃𝑘+1, 1̃𝑘+1)
и (1̃𝑘+1, 0̃𝑘+1). Если 𝜙(0̃𝑘+1, 1̃𝑘+1) = 𝜙(1̃𝑘+1, 0̃𝑘+1) = 0, то из определения
функции 𝜙 нетрудно получить, что 𝜙(𝑥, . . . , 𝑥⏟  ⏞  

𝑘+1

, 𝑦, . . . , 𝑦⏟  ⏞  
𝑘+1

) = 𝑥𝑦,

𝜙(𝑥, . . . , 𝑥⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑦, . . . , 𝑦⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑥𝑦, 𝑥𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦

и

𝜙(𝑥, . . . , 𝑥⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑥 ∨ 𝑦, . . . , 𝑥 ∨ 𝑦⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑥 ∨ 𝑦𝑧, 𝑥 ∨ 𝑦𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦𝑧; (1)

если же 𝜙(0̃𝑘+1, 1̃𝑘+1) = 𝜙(1̃𝑘+1, 0̃𝑘+1) = 1, то из определения функции 𝜙
нетрудно получить, что 𝜙(𝑥, . . . , 𝑥⏟  ⏞  

𝑘+1

, 𝑦, . . . , 𝑦⏟  ⏞  
𝑘+1

) = 𝑥 ∨ 𝑦,

𝜙(𝑥, . . . , 𝑥⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑦, . . . , 𝑦⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥𝑦
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и выполнено соотношение (1). Таким образом, {𝑥∨𝑦𝑧, 𝑥𝑦} ⊆ 𝐴, следова-
тельно, 𝑇01 = [{𝑥 ∨ 𝑦𝑧, 𝑥𝑦}] ⊆ 𝐴 (равенство 𝑇01 = [{𝑥 ∨ 𝑦𝑧, 𝑥𝑦}] установле-
но, например, в [13, с. 41]). Отсюда и из соотношения 𝐴 ⊆ 𝑇01 получаем,
что𝐴 = 𝑇01, т. е. любую булеву функцию ℎ(𝑥̃𝑛) из класса 𝑇01 можно выра-
зить формулой 𝜑ℎ надмножеством {𝜙(𝑥̃2𝑘+2)}. Тогда существует схема 𝑆ℎ

в базисе 𝐵5(𝑘), состоящая только из входных переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 и 𝜙-
элементов, выход каждого из которых, кроме выходного, соединён ров-
но с одним входом ровно одного элемента, моделирующая формулу 𝜑ℎ.

На наборе (𝛼̃𝑛) на всех 2𝑘 + 2 входах и на выходе каждого элемента
схемы 𝑆ℎ в силу условия (i) возникнет значение 𝛼, где 𝛼 = 0, 1. Пред-
положим, что среди всех входов и выходов элементов схемы 𝑆ℎ есть не
менее одного и не более 𝑘 неисправных. Из всех элементов этой схемы,
у которых хотя бы один вход и/или выход неисправны, выберем произ-
вольный «нижний» элемент 𝐸, ниже которого в схеме 𝑆ℎ не существует
элемента с указанным свойством (это можно сделать, так как схема 𝑆
конечна и не содержит ориентированных циклов). Пусть значение на
выходе элемента 𝐸, если он неисправен, либо значение на произволь-
ном неисправном входе элемента 𝐸, если выход этого элемента испра-
вен, равно 𝛿, 𝛿 ∈ {0, 1}.

Докажем, что значение на выходе этого элемента на наборе (𝛿𝑛) в
схеме 𝑆ℎ равно 𝛿. Если неисправен выход элемента 𝐸, то утверждение
очевидно. Если же указанный выход исправен, то хотя бы один из вхо-
дов элемента 𝐸 неисправен и значение на нём равно 𝛿. Тогда на набо-
ре (𝛿𝑛) значения не менее чем на одном и не более чем на 𝑘 входах этого
элемента в схеме 𝑆ℎ отличны от «правильных», т. е. от 𝛿, поскольку всего
в этой схеме неисправны не более 𝑘 входов/выходов элементов, а выхо-
ды элементов в ней не ветвятся. Тогда в силу условия (ii) значение на
выходе элемента 𝐸 на наборе (𝛿𝑛) в схеме 𝑆 равно 𝛿, что и требовалось
доказать.

Далее изменение значения на выходе элемента 𝐸 на наборе (𝛿𝑛) в
схеме 𝑆ℎ с «правильного» значения 𝛿 на 𝛿 пройдёт по цепочке до выхо-
да схемы 𝑆ℎ (здесь снова используются тот факт, что всего в этой схеме
неисправны не более 𝑘 входов/выходов элементов, а выходы элементов
в ней не ветвятся, и условие (ii)). Таким образом, неисправность схе-
мы 𝑆ℎ будет обнаружена на наборе (𝛿𝑛). Отсюда следует, что данная схе-
ма 𝑘-неизбыточна и множество {(0̃𝑛, 1̃𝑛)} является для неё 𝑘-проверяю-
щим тестом.

Пусть 𝜎̃1 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛) и 𝑓 ′(𝑥̃𝑛) = 𝑓(𝑥𝜎1
1 , . . . , 𝑥

𝜎𝑛
𝑛 ). Тогда 𝜎̃0 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛),

𝑓 ′(0̃𝑛) = 𝑓(0𝜎1, . . . , 0𝜎𝑛) = 𝑓(𝜎1, . . . , 𝜎𝑛) = 𝑓(𝜎̃0) = 0,

𝑓 ′(1̃𝑛) = 𝑓(1𝜎1, . . . , 1𝜎𝑛) = 𝑓(𝜎1, . . . , 𝜎𝑛) = 𝑓(𝜎̃1) = 1,
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поэтому 𝑓 ′(𝑥̃𝑛) ∈ 𝑇01. Значит, существует 𝑘-неизбыточная схема 𝑆𝑓 ′ в ба-
зисе 𝐵5(𝑘), реализующая функцию 𝑓 ′ и допускающая 𝑘-проверяющий
тест из наборов (0̃𝑛) и (1̃𝑛). Для каждого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} в случае 𝜎𝑖 = 1
подадим на вход данной схемы, отвечающий переменной 𝑥𝑖, саму эту
переменную, а в случае 𝜎𝑖 = 0 соединим каждый вход каждого элемента
схемы 𝑆𝑓 ′, на который подавалась переменная 𝑥𝑖, с выходом (своего) ин-
вертора, на вход которого подадимпеременную 𝑥𝑖. Полученную схему (с
темже выходным элементом, что и у схемы 𝑆𝑓 ′) обозначим через 𝑆; лег-
ко видеть, что на её выходе реализуется функция 𝑓 ′(𝑥𝜎1

1 , . . . , 𝑥
𝜎𝑛
𝑛 ) = 𝑓(𝑥̃𝑛).

Заметим, что неисправность на входе и/или выходе каждого «добав-
ленного» инвертора схемы 𝑆 равносильна некоторой неисправности
на входе элемента, соединённого с выходом этого инвертора. Поэтому
можно считать, что неисправными в схеме 𝑆 могут быть только вхо-
ды/выходы элементов из её подсхемы 𝑆𝑓 ′. На наборе 𝜎̃1 на все входы
подсхемы 𝑆𝑓 ′ по построению поступят единицы, а на наборе 𝜎̃0 — ну-
ли. Множество {(0̃𝑛), (1̃𝑛)} позволяет обнаружить любую неисправность
не более 𝑘 входов/выходов элементов в этой подсхеме. Отсюда следует,
что схема 𝑆 является 𝑘-неизбыточной и допускает 𝑘-проверяющий тест
из наборов 𝜎̃0 и 𝜎̃1. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Любую палиндромную булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛), отличную от
константы 0, можно реализовать схемой в базисе 𝐵5(𝑘), 𝑘-неизбыточной
и допускающей 𝑘-проверяющий тест длины 2 относительно неисправно-
стей на входах и выходах элементов, кроме неисправности типа 1 на вы-
ходе выходного элемента схемы.

Доказательство. Существуют такие два противоположных набора
длины 𝑛, на каждом из которых функция 𝑓 принимает значение 1, по-
скольку 𝑓 ̸≡ 0. Обозначим тот из них, первая компонента которого рав-
на единице, через 𝜎̃1, а другой — через 𝜎̃0. Пусть 𝜎̃1 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛) и
𝑓(𝑥̃𝑛) = 𝑓(𝑥̃𝑛)⊕ 𝑥1 ⊕ 1. Тогда 𝜎1 = 1, 𝜎̃0 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛),

𝑓(𝜎̃0) = 𝑓(𝜎̃0)⊕ 𝜎1 ⊕ 1 = 1⊕ 0⊕ 1 = 0,

𝑓(𝜎̃1) = 𝑓(𝜎̃1)⊕ 𝜎1 ⊕ 1 = 1⊕ 1⊕ 1 = 1,

поэтому 𝑓(𝑥̃𝑛)—не палиндромная функция. Тогда в силу леммы 4 суще-
ствует 𝑘-неизбыточная схема 𝑆 ′ в базисе𝐵5(𝑘), реализующаяфункцию 𝑓
и допускающая 𝑘-проверяющий тест из наборов 𝜎̃0 и 𝜎̃1 относительно
неисправностей на входах и выходах элементов. Соединим выход дан-
ной схемы со входом 𝜓-элемента𝐸, отвечающим первой переменной, а
на все остальные входы этого элемента подадим переменную 𝑥1. Выход
элемента 𝐸 объявим выходом полученной схемы, которую обозначим
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через 𝑆. В силу свойства (iii) она реализует функцию

𝜓(𝑓(𝑥̃𝑛), 𝑥1, . . . , 𝑥1⏟  ⏞  
𝑘

) = 𝑓(𝑥̃𝑛)⊕ 𝑥1 ⊕ 1 = 𝑓(𝑥̃𝑛)⊕ 𝑥1 ⊕ 1⊕ 𝑥1 ⊕ 1 = 𝑓(𝑥̃𝑛).

При отсутствии неисправностей в схеме 𝑆 в силу равенств 𝑓(𝜎̃1) = 1,
𝜎1 = 1 и 𝑓(𝜎̃0) = 0 на все входы элемента 𝐸 на наборе 𝜎̃1 поступят еди-
ницы, а на наборе 𝜎̃0 — нули. Если выход элемента 𝐸 исправен, а хотя
бы один из его входов или из входов/выходов элементов подсхемы 𝑆 ′

неисправен, то хотя бы на одном из этих наборов не менее чем на од-
ном и не более чем на 𝑘 входах элемента 𝐸 возникнут «неправильные»
значения, а тогда в силу свойства (iv) значение на выходе элемента 𝐸,
т. е. на выходе схемы 𝑆, изменится, поэтому неисправность будет об-
наружена на одном из наборов 𝜎̃0, 𝜎̃1. Наконец, неисправность типа 0
на выходе элемента 𝐸 обнаруживается на любом из этих двух наборов,
так как 𝑓(𝜎̃0) = 𝑓(𝜎̃1) = 1. Поэтому схема 𝑆 является 𝑘-неизбыточной
относительно неисправностей на входах и выходах элементов, кроме
неисправности типа 1 на выходе её выходного элемента, и допускает
𝑘-проверяющий тест из наборов 𝜎̃0 и 𝜎̃1 относительно неисправностей
указанного вида. Лемма 5 доказана.

Теорема 1. Для любой булевой функции 𝑓(𝑥̃𝑛) справедливо равенство

𝐷
𝐵5(𝑘)
𝑘-П (I)(𝑓) =

{︃
0, если 𝑓 —тождественная функция или 𝑓 ≡ 0,
2 в остальных случаях.

Следствие 1. Для любого 𝑛 > 0 справедливо равенство𝐷𝐵5(𝑘)
𝑘-П (I)(𝑛) = 2.

Доказательство теоремы 1. Равенство 𝐷𝐵5(𝑘)
𝑘-П (I)(𝑓) = 0 в случаях, когда

𝑓 — тождественная функция и 𝑓 ≡ 0, следует из лемм 1 и 2 соответ-
ственно. Если же функция 𝑓 не тождественная и отлична от констан-
ты 0, то неравенство 𝐷𝐵5(𝑘)

𝑘-П (I)(𝑓) > 2 вытекает из леммы 3, а неравенство
𝐷

𝐵5(𝑘)
𝑘-П (I)(𝑓) 6 2— из лемм 4 и 5. Теорема 1 доказана.

Лемма 6. Не существует схем в базисе 𝐵5(𝑘), реализующих констан-
ту 1 и 𝑘-неизбыточных относительно неисправностей на входах и выходах
элементов.

Доказательство. Выход любой схемы в базисе 𝐵5(𝑘), реализующей
константу 1, очевидно, не может совпадать ни с одним из её входов, по-
этому он является выходом некоторого функционального элемента. То-
гда при неисправности типа 1 на выходе этого элемента получающаяся



12

схема по-прежнему будет реализовывать константу 1, т. е. исходная схе-
ма 𝑘-избыточна. Лемма 6 доказана.

Очевидно, что никакая тождественная функция не является палин-
дромной, а константа 0 является палиндромной функцией.

Теорема 2. Для любой булевой функции 𝑓(𝑥̃𝑛), отличной от констан-
ты 1, справедливо равенство

𝐷
𝐵5(𝑘)
𝑘-П (IO)(𝑓) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если 𝑓 —тождественная функция,
1, если 𝑓 ≡ 0,
2, если 𝑓 — не тождественная и

не палиндромная функция,
3, если 𝑓 — палиндромная функция и 𝑓 ̸≡ 0.

Если же 𝑓 ≡ 1, то значение𝐷𝐵5(𝑘)
𝑘-П (IO)(𝑓) не определено.

Следствие 2. Для любого 𝑛 > 2 справедливо равенство𝐷𝐵5(𝑘)
𝑘-П (IO)(𝑛) = 3.

Доказательство теоремы 2. Вместо 𝐷𝐵5(𝑘)
𝑘-П (IO)(𝑓) для краткости будем

писать 𝐷(𝑓). В случае 𝑓 ≡ 1 значение 𝐷(𝑓) не определено в силу лем-
мы 6. Равенства 𝐷(𝑓) = 0, если функция 𝑓 тождественная, и 𝐷(𝑓) = 1,
если 𝑓 ≡ 0, следуют из лемм 1 и 2 соответственно. В случае, когда функ-
ция 𝑓 не тождественная и не палиндромная, неравенство 𝐷(𝑓) > 2 сле-
дует из леммы 3, а неравенство𝐷(𝑓) 6 2— из леммы 4.

Пусть 𝑓 — палиндромная функция и 𝑓 ̸≡ 0, 1. В силу леммы 5 функ-
цию 𝑓 можно реализовать схемой 𝑆 в базисе 𝐵5(𝑘), 𝑘-неизбыточной и
допускающей 𝑘-проверяющий тест длины 2 относительно неисправно-
стей на входах и выходах элементов, кроме неисправности типа 1 на
выходе выходного элемента схемы. Добавим в этот тест любой двоич-
ный набор длины 𝑛, на котором функция 𝑓 принимает значение 0. На
нём обнаруживается неисправность типа 1 на выходе выходного эле-
мента схемы 𝑆 (возможно, при наличии в ней других неисправных вхо-
дов/выходов элементов). Поэтому данная схема 𝑘-неизбыточна относи-
тельно неисправностей на входах и выходах элементов и допускает 𝑘-
проверяющий тест длины не более 3 относительно неисправностей ука-
занного вида. Отсюда следует, что𝐷(𝑓) 6 3.

Докажем, неравенство 𝐷(𝑓) > 3. Предположим, что это не так, т. е.
𝐷(𝑓) 6 2. В силу леммы 3 имеем 𝐷(𝑓) > 2, поэтому 𝐷(𝑓) = 2. Зна-
чит, существует 𝑘-неизбыточная схема 𝑆 ′ в базисе 𝐵5(𝑘), реализующая
функцию 𝑓 и допускающая 𝑘-проверяющий тест из каких-то двух на-
боров 𝜋̃1 и 𝜋̃2. Пусть 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠 — все существенные переменные функ-
ции 𝑓 . Предположим, что 𝑖𝑗-е компонентынаборов 𝜋̃1 и 𝜋̃2 совпадаютдля
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некоторого 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑠} и равны 𝛼. Переменная 𝑥𝑖𝑗 обязана подавать-
ся хотя бы на один вход хотя бы одного элемента схемы 𝑆 ′, поскольку
𝑥𝑖𝑗 ∈ {𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠}. Тогда неисправность типа 𝛼 этого входа нельзя об-
наружить ни на одном из наборов 𝜋̃1, 𝜋̃2; противоречие. Следовательно,
наборы 𝜋̃1 и 𝜋̃2 различаются в каждой из 𝑖1-й, . . . , 𝑖𝑠-й компонент.

Далее, пусть 𝜋̃′1 — набор, противоположный набору 𝜋̃1. Тогда 𝑓(𝜋̃1) =
= 𝑓(𝜋̃′1) в силу палиндромности функции 𝑓 . Наборы 𝜋̃′1 и 𝜋̃2 совпада-
ют в 𝑖1-й, . . ., 𝑖𝑠-й компонентах, а функция 𝑓(𝑥̃𝑛) существенно зависит
только от переменных 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠, поэтому 𝑓(𝜋̃′1) = 𝑓(𝜋̃2). Таким образом,
𝑓(𝜋̃1) = 𝑓(𝜋̃2). Отсюда следует, что неисправность типа 𝑓(𝜋̃1) на выходе
выходного элемента схемы 𝑆 ′ нельзя обнаружить ни на одном из набо-
ров 𝜋̃1, 𝜋̃2, т. е. множество {𝜋̃1, 𝜋̃2} не является 𝑘-проверяющим тестом
для этой схемы. Полученное противоречие означает, что𝐷(𝑓) > 3. Тео-
рема 2 доказана.

Замечание 2. Среди всех схем, построенных при доказательстве
верхних оценок величин 𝐷𝐵5(𝑘)

𝑘-П (I)(𝑓) и 𝐷
𝐵5(𝑘)
𝑘-П (IO)(𝑓) в теоремах 1 и 2 соот-

ветственно, элемент «константа 0» использовался только в построении
схем, реализующих тождественный нуль, а 𝜓-элемент — только в по-
строении схем, реализующих отличные от нуля палиндромные функ-
ции (причём в единственном числе).

Диагностические тесты

Пусть 𝜉(𝑥̃3𝑘+2), 𝜂(𝑥̃4𝑘+2) — булевы функции, удовлетворяющие следу-
ющим условиям при 𝛼 = 0, 1:

(v) 𝜉(𝛼̃3𝑘+2) = 𝛼;
(vi) на всех наборах, 𝑘-соседних с набором (𝛼̃3𝑘+2), кроме него самого,

функция 𝜉 принимает значение 𝛼;
(vii) на всех наборах, 𝑘-соседних с набором 𝜌𝛼 =

(︁
𝛼̃𝑘+1, 𝛼̃

2𝑘+1
)︁
, функ-

ция 𝜉 принимает значение 𝛼;
(viii) 𝜂(𝛼̃4𝑘+2) = 1;
(ix) на всех наборах, 𝑘-соседних с набором (𝛼̃4𝑘+2), кроме него самого,

функция 𝜂 принимает значение 0;
(x) на всех наборах, 𝑘-соседних с набором 𝜈𝛼 =

(︁
𝛼̃2𝑘+1, 𝛼̃

2𝑘+1
)︁
, функ-

ция 𝜂 принимает значение 𝛼.

На всех остальных двоичных наборах длины 3𝑘 + 2 (длины 4𝑘 + 2)
функция 𝜉 (соответственно, 𝜂) может принимать произвольные значе-
ния.
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Покажем, что каждая из функций 𝜉(𝑥̃3𝑘+2), 𝜂(𝑥̃4𝑘+2) определена кор-
ректно, т. е. множества наборов, на которых она принимает значения 0
и 1, не пересекаются. Заметим, что для любого 𝛼 ∈ {0, 1} набор (𝛼̃3𝑘+2)

отличается от каждого из наборов
(︁
𝛼̃
3𝑘+2

)︁
, 𝜌𝛼 по крайней мере в 2𝑘 + 1

компоненте, поэтому любой набор, 𝑘-соседний с набором (𝛼̃3𝑘+2), отли-
чается от каждого из наборов

(︁
𝛼̃
3𝑘+2

)︁
, 𝜌𝛼 по крайней мере в 𝑘 + 1 ком-

поненте, т. е. не может быть 𝑘-соседним ни с одним из этих наборов.
Набор (𝛼̃3𝑘+2) отличается от набора 𝜌𝛼 в 𝑘 + 1 компоненте, поэтому не
является 𝑘-соседним с этим набором. Кроме того, наборы 𝜌0 и 𝜌1 раз-
личаются в 3𝑘 + 2 компонентах, поэтому никакой набор, 𝑘-соседний с
набором 𝜌0, не может быть 𝑘-соседним с набором 𝜌1. Из приведённых
рассуждений и условий (v)–(vii) следует, что множества наборов, на ко-
торыхфункция 𝜉(𝑥̃3𝑘+2)принимает значения 0и 1, не пересекаются, зна-
чит, она определена корректно.

Далее, для любого 𝛼 ∈ {0, 1} набор (𝛼̃4𝑘+2) отличается от набора 𝜈1
в 2𝑘 + 1 компоненте, поэтому никакой набор, 𝑘-соседний с набором
(𝛼̃4𝑘+2), не может быть 𝑘-соседним с набором 𝜈1. Наборы 𝜈0 и 𝜈1 разли-
чаются в 4𝑘 + 2 компонентах, поэтому никакой набор, 𝑘-соседний с на-
бором 𝜈0, не может быть 𝑘-соседним с набором 𝜈1. Кроме того, любые
два из наборов (0̃4𝑘+2), (1̃4𝑘+2) и 𝜈0 различаются по крайней мере в 2𝑘 + 1
компоненте, поэтому не являются 𝑘-соседними. Из приведённых рас-
суждений и условий (viii)–(x) следует, что множества наборов, на кото-
рых функция 𝜂(𝑥̃4𝑘+2) принимает значения 0 и 1, не пересекаются, зна-
чит, она определена корректно.

Рассмотрим базис 𝐵6(𝑘) = {𝜙(𝑥̃2𝑘+2), 𝜉(𝑥̃3𝑘+2), 𝜂(𝑥̃4𝑘+2), 𝑥, 0}, где
𝜙(𝑥̃2𝑘+2) — булева функция из базиса 𝐵5(𝑘). Любой функциональный
элемент, реализующий функцию вида 𝜉(𝑥̃3𝑘+2) (вида 𝜂(𝑥̃4𝑘+2)), будем на-
зывать 𝜉-элементом (соответственно, 𝜂-элементом).

По аналогии с леммами соответственно 1, 2, 3 и 6 доказываются сле-
дующие утверждения.

Лемма 7. Любую тождественную булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛) можно реали-
зовать 𝑘-неизбыточной схемой в базисе𝐵6(𝑘), допускающей 𝑘-диагности-
ческий тест длины 0 относительно неисправностей на входах и выходах
элементов.

Лемма 8. В случае 𝑓 ≡ 0 справедливы равенства 𝐷
𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (I)(𝑓) = 0,

𝐷
𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (IO)(𝑓) = 1.

Лемма 9. Для любой 𝑘-неизбыточной схемы в базисе 𝐵6(𝑘), реализу-
ющей не тождественную и отличную от константы 0 булеву функцию
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𝑓(𝑥̃𝑛), любой 𝑘-диагностический тест относительно неисправностей на
входах элементов содержит хотя бы два набора.

Лемма 10. Не существует схем в базисе 𝐵6(𝑘), реализующих констан-
ту 1 и 𝑘-неизбыточных относительно неисправностей на входах и выходах
элементов.

Через 𝐼𝜎̃(𝑥̃𝑛) будем обозначать булеву функцию, принимающую зна-
чение 1 на наборе 𝜎̃ и значение 0 на всех остальных двоичных наборах
длины 𝑛.

Лемма 11. Любую не палиндромную булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛), принимаю-
щую значения 0 и 1 на каких-то противоположных наборах 𝜎̃0 и 𝜎̃1 соот-
ветственно, можно реализовать схемой в базисе 𝐵6(𝑘), 𝑘-неизбыточной
и допускающей 𝑘-диагностический тест {𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправ-
ностей на входах и выходах элементов, при которых выход выходного эле-
мента схемы исправен, причём все её функции неисправности принадле-
жат множеству {𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

, 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
, 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

⊕ 𝐼𝜎̃1
}.

Доказательство. Пусть 𝑓 ′ = 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
⊕ 𝐼𝜎̃1

⊕ 1. Тогда справедливы соот-
ношения

𝑓 ′(𝜎̃0) = 𝑓(𝜎̃0)⊕ 𝐼𝜎̃0
(𝜎̃0)⊕ 𝐼𝜎̃1

(𝜎̃0)⊕ 1 = 0⊕ 1⊕ 0⊕ 1 = 0, (2)
𝑓 ′(𝜎̃1) = 𝑓(𝜎̃1)⊕ 𝐼𝜎̃0

(𝜎̃1)⊕ 𝐼𝜎̃1
(𝜎̃1)⊕ 1 = 1⊕ 0⊕ 1⊕ 1 = 1, (3)

из которых следует, что функция 𝑓 ′(𝑥̃𝑛) не является палиндромной.
Построим схему 𝑆 в базисе 𝐵6(𝑘), реализующую функцию 𝑓(𝑥̃𝑛) (см.

рис. 1). Схема 𝑆 состоит из 3𝑘 + 2 подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆3𝑘+2 и выходного 𝜉-
элемента𝐸, входы которого соединяются с выходами этих подсхем (1-й
вход — с выходом подсхемы 𝑆1, . . . , (3𝑘 + 2)-й вход — с выходом под-
схемы 𝑆3𝑘+2). Каждая из подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆𝑘+1 реализует функцию 𝑓(𝑥̃𝑛), а
каждая из подсхем 𝑆𝑘+2, . . . , 𝑆3𝑘+2 — функцию 𝑓 ′(𝑥̃𝑛), причём каждая из
подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆3𝑘+2 является 𝑘-неизбыточной схемой, состоящей толь-
ко из 𝜙-элементов и инверторов и допускающей 𝑘-проверяющий тест
{𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправностей на входах и выходах элементов;
существование таких схем следует из леммы 4. При этом используются
тот факт, что функции 𝑓 и 𝑓 ′ не являются палиндромными, и соотноше-
ния 𝑓(𝜎̃0) = 0, 𝑓(𝜎̃1) = 1, а также (2) и (3).

Докажем, что построенная схема 𝑆 в случае отсутствия в ней неис-
правностей реализует функцию 𝑓(𝑥̃𝑛). Всюду ниже в доказательстве
леммы будет предполагаться, что 𝛼 — произвольное число из множе-
ства {0, 1}. На любом двоичном наборе 𝜏𝛼 длины 𝑛, на котором функ-
ция 𝑓 принимает значение 𝛼, отличном от набора 𝜎̃𝛼, на выходе каж-
дой из подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆𝑘+1 возникнет значение 𝛼, а на выходе каждой
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Рис. 1. Схема 𝑆

из подсхем 𝑆𝑘+2, . . . , 𝑆3𝑘+2 — значение

𝑓 ′(𝜏𝛼) = 𝑓(𝜏𝛼)⊕ 𝐼𝜎̃0
(𝜏𝛼)⊕ 𝐼𝜎̃1

(𝜏𝛼)⊕ 1 = 𝛼⊕ 0⊕ 0⊕ 1 = 𝛼,

поскольку 𝜏𝛼 /∈ {𝜎̃0, 𝜎̃1} (действительно, 𝜏𝛼 ̸= 𝜎̃𝛼 по определению и 𝜏𝛼 ̸=
̸= 𝜎̃𝛼 в силу того, что 𝑓(𝜏𝛼) = 𝛼 ̸= 𝑓(𝜎̃𝛼)). Тогда на входы элемента 𝐸
будет подан в точностинабор 𝜌𝛼, а на его выходе, т. е. на выходе схемы𝑆,
возникнет значение 𝜉(𝜌𝛼) = 𝛼 = 𝑓(𝜏𝛼) в силу условия (vii). Далее, на
наборе 𝜎̃𝛼 на выходе каждой из подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆𝑘+1 возникнет значение
𝑓(𝜎̃𝛼) = 𝛼, а на выходе каждой из подсхем 𝑆𝑘+2, . . . , 𝑆3𝑘+2 — значение

𝑓 ′(𝜎̃𝛼) = 𝑓(𝜎̃𝛼)⊕ 𝐼𝜎̃𝛼
(𝜎̃𝛼)⊕ 𝐼𝜎̃𝛼

(𝜎̃𝛼)⊕ 1 = 𝛼⊕ 1⊕ 0⊕ 1 = 𝛼.

Тогда на входы элемента𝐸 будет подан в точности набор (𝛼̃3𝑘+2), а на его
выходе, т. е. на выходе схемы𝑆, возникнет значение 𝜉(𝛼̃3𝑘+2) = 𝛼 = 𝑓(𝜎̃𝛼)
в силу условия (v). Таким образом, на выходе схемы 𝑆 реализуется в точ-
ности функция 𝑓(𝑥̃𝑛).

Найдём все возможные функции неисправности схемы 𝑆 относи-
тельно неисправностей на входах и выходах элементов, при которых
выход выходного элемента 𝐸 схемы исправен. Неисправность на 𝑖-м
входе элемента𝐸 равносильна неисправности такогоже типа на выходе
выходного элемента подсхемы 𝑆𝑖, где 𝑖— произвольный индекс от 1 до
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3𝑘+2. Поэтому можно считать, что неисправными в схеме 𝑆 могут быть
только входы/выходы элементов из её подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆3𝑘+2. При произ-
вольной неисправности не менее одного и не более 𝑘 входов/выходов
таких элементов на любом входном наборе схемы 𝑆 могут измениться
значения не более чем на 𝑘 входах элемента 𝐸. Поэтому на любом на-
боре 𝜏𝛼, на котором функция 𝑓 принимает значение 𝛼, отличном от на-
бора 𝜎̃𝛼, на входы элемента 𝐸 поступит набор, 𝑘-соседний с набором 𝜌𝛼,
а на его выходе, т. е. на выходе схемы 𝑆, возникнет значение 𝛼 = 𝑓(𝜏𝛼) в
силу условия (vii).

На наборах 𝜎̃0 и 𝜎̃1 на входы элемента𝐸 поступят наборы 𝜋̃0 и 𝜋̃1 дли-
ны 3𝑘 + 2, 𝑘-соседние с наборами (0̃3𝑘+2) и (1̃3𝑘+2) соответственно. При
этом выполнено хотя бы одно из соотношений 𝜋̃0 ̸= (0̃3𝑘+2), 𝜋̃1 ̸= (1̃3𝑘+2),
поскольку множество {𝜎̃0, 𝜎̃1} является 𝑘-проверяющим тестом для каж-
дой из 𝑘-неизбыточных схем 𝑆1, . . . , 𝑆3𝑘+2 (значение на выходе любой из
этих схем, содержащей хотя бы один неисправный элемент, изменится
хотя бы на одном из наборов 𝜎̃0, 𝜎̃1). Следовательно, значение на вы-
ходе элемента 𝐸, т. е. на выходе схемы 𝑆, изменится хотя бы на одном
из наборов 𝜎̃0, 𝜎̃1 в силу условий (v), (vi). Таким образом, на выходе схе-
мы 𝑆 возникнет функция неисправности, отличающаяся от функции 𝑓
по крайней мере на одном из этих двух наборов и совпадающая с функ-
цией 𝑓 на всех наборах длины 𝑛, отличных от указанных двух.

Тем самым показано, что все возможные функции неисправности
схемы 𝑆 принадлежат множеству {𝑓⊕𝐼𝜎̃0

, 𝑓⊕𝐼𝜎̃1
, 𝑓⊕𝐼𝜎̃0

⊕𝐼𝜎̃1
}. Каждую из

них можно отличить от любой другой и от функции 𝑓 хотя бы на одном
из наборов 𝜎̃0, 𝜎̃1, поэтому схема 𝑆 является 𝑘-неизбыточной и допус-
кает 𝑘-диагностический тест {𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправностей на
входах и выходах элементов, при которых выход её выходного элемен-
та исправен. Лемма 11 доказана.

Лемма 12. Любую булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛), для которой существуютта-
кие два противоположных двоичных набора 𝜎̃0 и 𝜎̃1 длины 𝑛, что 𝑓(𝜎̃0) =
= 𝑓(𝜎̃1) = 1, можно реализовать схемой в базисе 𝐵6(𝑘), 𝑘-неизбыточной и
допускающей 𝑘-диагностическийтест {𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправно-
стей на входах и выходах элементов, при которых выход выходного элемен-
та схемы исправен, причём все её функции неисправности принадлежат
множеству {𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

, 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
, 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

⊕ 𝐼𝜎̃1
}, а в случае 𝑘 = 1 — множеству

{𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
, 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1

}.
Доказательство.Пусть 𝑓 ′ = 𝑓⊕𝐼𝜎̃0

, 𝑓 ′′ = 𝑓⊕𝐼𝜎̃1
⊕1. Тогда справедливы

соотношения

𝑓 ′(𝜎̃0) = 𝑓(𝜎̃0)⊕ 𝐼𝜎̃0
(𝜎̃0) = 1⊕ 1 = 0, (4)



18

𝑓 ′(𝜎̃1) = 𝑓(𝜎̃1)⊕ 𝐼𝜎̃0
(𝜎̃1) = 1⊕ 0 = 1, (5)

𝑓 ′′(𝜎̃0) = 𝑓(𝜎̃0)⊕ 𝐼𝜎̃1
(𝜎̃0)⊕ 1 = 1⊕ 0⊕ 1 = 0, (6)

𝑓 ′′(𝜎̃1) = 𝑓(𝜎̃1)⊕ 𝐼𝜎̃1
(𝜎̃1)⊕ 1 = 1⊕ 1⊕ 1 = 1, (7)

из которых следует, чтофункции 𝑓 ′(𝑥̃𝑛)и 𝑓 ′′(𝑥̃𝑛)не являются палиндром-
ными.

Построим схему 𝑆 в базисе 𝐵6(𝑘), реализующую функцию 𝑓(𝑥̃𝑛) (см.
рис. 2). Схема 𝑆 состоит из 4𝑘 + 2 подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆4𝑘+2 и выходного 𝜂-
элемента𝐸, входы которого соединяются с выходами этих подсхем (1-й
вход — с выходом подсхемы 𝑆1, . . . , (4𝑘 + 2)-й вход — с выходом подсхе-
мы 𝑆4𝑘+2). Каждая из подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆2𝑘+1 реализует функцию 𝑓 ′(𝑥̃𝑛), а
каждая из подсхем 𝑆2𝑘+2, . . . , 𝑆4𝑘+2 —функцию 𝑓 ′′(𝑥̃𝑛), причём каждая из
подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆4𝑘+2 является 𝑘-неизбыточной схемой, состоящей толь-
ко из 𝜙-элементов и инверторов и допускающей 𝑘-проверяющий тест
{𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправностей на входах и выходах элементов;
существование таких схем следует из леммы 4, того, что функции 𝑓 ′ и 𝑓 ′′
не являются палиндромными, и соотношений (4)–(7).

E

(x1,...,xn)

.. .S1 Sk+1 Sk+2 S4k+2
.. .

.. .

f ''

.. .

.. .

 

f ''

.. .
f ' f '

η  

Рис. 2. Схема 𝑆

Докажем, что построенная схема 𝑆 в случае отсутствия в ней неис-
правностей реализует функцию 𝑓(𝑥̃𝑛). Всюду ниже в доказательстве
леммы будет предполагаться, что 𝛼 — произвольное число из множе-
ства {0, 1}. На любом двоичном наборе 𝜏𝛼 длины 𝑛, на котором функ-
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ция 𝑓 принимает значение 𝛼, отличном от наборов 𝜎̃0 и 𝜎̃1, на выходе
каждой из подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆2𝑘+1 возникнет значение

𝑓 ′(𝜏𝛼) = 𝑓(𝜏𝛼)⊕ 𝐼𝜎̃0
(𝜏𝛼) = 𝛼⊕ 0 = 𝛼,

а на выходе каждой из подсхем 𝑆2𝑘+2, . . . , 𝑆4𝑘+2 — значение

𝑓 ′′(𝜏𝛼) = 𝑓(𝜏𝛼)⊕ 𝐼𝜎̃1
(𝜏𝛼)⊕ 1 = 𝛼⊕ 0⊕ 1 = 𝛼.

Тогда на входы элемента 𝐸 будет подан в точности набор 𝜈𝛼, а на его
выходе, т. е. на выходе схемы 𝑆, возникнет значение 𝜂(𝜈𝛼) = 𝛼 = 𝑓(𝜏𝛼)
в силу условия (x). Далее, на наборе 𝜎̃𝛼 на выходе каждой из подсхем
𝑆1, . . . , 𝑆4𝑘+2 возникнет значение 𝛼 в силу (4), (6) при 𝛼 = 0 и (5), (7)
при 𝛼 = 1. Тогда на входы элемента 𝐸 будет подан в точности набор
(𝛼̃4𝑘+2), а на его выходе, т. е. на выходе схемы 𝑆, возникнет значение
𝜂(𝛼̃4𝑘+2) = 1 = 𝑓(𝜎̃𝛼) в силу условия (viii). Таким образом, на выходе схе-
мы 𝑆 реализуется в точности функция 𝑓(𝑥̃𝑛).

Найдём все возможные функции неисправности схемы 𝑆 относи-
тельно неисправностей на входах и выходах элементов, при которых
выход выходного элемента 𝐸 схемы исправен. Неисправность на 𝑖-м
входе элемента𝐸 равносильна неисправности такогоже типа на выходе
выходного элемента подсхемы 𝑆𝑖, где 𝑖— произвольный индекс от 1 до
4𝑘+2. Поэтому можно считать, что неисправными в схеме 𝑆 могут быть
только входы/выходы элементов из её подсхем 𝑆1, . . . , 𝑆4𝑘+2. При произ-
вольной неисправности не менее одного и не более 𝑘 входов/выходов
таких элементов на любом входном наборе схемы 𝑆 могут изменить-
ся значения не более чем на 𝑘 входах элемента 𝐸. Поэтому на любом
наборе 𝜏𝛼, на котором функция 𝑓 принимает значение 𝛼, отличном от
наборов 𝜎̃0 и 𝜎̃1, на входы элемента 𝐸 поступит набор, 𝑘-соседний с на-
бором 𝜈𝛼, а на его выходе, т. е. на выходе схемы 𝑆, возникнет значение
𝛼 = 𝑓(𝜏𝛼) в силу условия (x).

На наборах 𝜎̃0 и 𝜎̃1 на входы элемента𝐸 поступят наборы 𝜋̃0 и 𝜋̃1 дли-
ны 4𝑘 + 2, 𝑘-соседние с наборами (0̃4𝑘+2) и (1̃4𝑘+2) соответственно. При
этом выполнено хотя бы одно из соотношений 𝜋̃0 ̸= (0̃4𝑘+2), 𝜋̃1 ̸= (1̃4𝑘+2),
поскольку множество {𝜎̃0, 𝜎̃1} является 𝑘-проверяющим тестом для каж-
дой из 𝑘-неизбыточных схем 𝑆1, . . . , 𝑆4𝑘+2. Следовательно, значение на
выходе элемента𝐸, т. е. на выходе схемы 𝑆, изменится хотя бына одном
из наборов 𝜎̃0, 𝜎̃1 в силу условий (viii), (ix). Такимобразом, на выходе схе-
мы 𝑆 возникнет функция неисправности, отличающаяся от функции 𝑓
по крайней мере на одном из этих двух наборов и совпадающая с функ-
цией 𝑓 на всех наборах длины 𝑛, отличных от указанных двух.

Тем самым показано, что все возможные функции неисправности
схемы 𝑆 принадлежат множеству {𝑓⊕𝐼𝜎̃0

, 𝑓⊕𝐼𝜎̃1
, 𝑓⊕𝐼𝜎̃0

⊕𝐼𝜎̃1
}. Каждую из
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них можно отличить от любой другой и от функции 𝑓 хотя бы на одном
из наборов 𝜎̃0, 𝜎̃1, поэтому схема 𝑆 является 𝑘-неизбыточной и допуска-
ет 𝑘-диагностический тест𝑇 = {𝜎̃0, 𝜎̃1} относительнонеисправностейна
входах и выходах элементов, при которых выход её выходного элемента
исправен.

Пусть 𝑘 = 1. Если при отсутствии неисправностей в схеме 𝑆 на неко-
тором входе/выходе некоторого элемента этой схемы, кроме выхода
элемента 𝐸, на двух наборах из множества 𝑇 возникает одно и то же
значение 𝛽, то неисправность типа 𝛽 указанного входа/выхода нельзя
обнаружитьнанаборахиз данногомножества, однако этопротиворечит
тому, что 𝑇 является 𝑘-диагностическим тестом для 𝑘-неизбыточной
схемы 𝑆. Поэтому на любом входе/выходе любого элемента схемы 𝑆,
за исключением выхода элемента 𝐸, на двух наборах из множества 𝑇
возникают различные значения. Тогда неисправность типа 𝛾, 𝛾 ∈ {0, 1},
любого входа/выхода любого элемента этой схемы, кроме выхода эле-
мента 𝐸, обнаруживается только на том наборе 𝜎̃′ из множества 𝑇 , на
котором значение на указанном входе/выходе в отсутствие неисправ-
ностей равно 𝛾, и не обнаруживается на другом наборе 𝜎̃′′ из данного
множества. Значит, при рассматриваемой неисправности на наборе 𝜎̃′
схема 𝑆 выдаст значение 𝑓(𝜎̃′), а на наборе 𝜎̃′′ — «правильное» значе-
ние 𝑓(𝜎̃′′).

Приведённые выше рассуждения показывают, что любая функция
неисправности схемы 𝑆 отличается от функции 𝑓(𝑥̃𝑛) ровно на одном
наборе из множества 𝑇 и совпадает с ней на всех остальных наборах,
т. е. принадлежит множеству {𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

, 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
}. Лемма 12 доказана.

Теорема 3. Для любой булевой функции 𝑓(𝑥̃𝑛) справедливо равенство

𝐷
𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (I)(𝑓) =

{︃
0, если 𝑓 —тождественная функция или 𝑓 ≡ 0,
2 в остальных случаях.

Следствие 3. Для любого 𝑛 > 0 справедливо равенство𝐷𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (I)(𝑛) = 2.

Доказательство теоремы 3. Равенство 𝐷𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (I)(𝑓) = 0 в случаях, когда

𝑓 — тождественная функция и 𝑓 ≡ 0, следует из лемм 7 и 8 соответ-
ственно. Если же функция 𝑓 не тождественная и отлична от констан-
ты 0, то неравенство 𝐷𝐵6(𝑘)

𝑘-Д (I)(𝑓) > 2 вытекает из леммы 9, а неравенство
𝐷

𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (I)(𝑓) 6 2 — из лемм 11 и 12. Стоит лишь отметить, что если 𝑓 —

не палиндромная функция, то существуют такие два противоположных
набора 𝜎̃0 и 𝜎̃1 длины 𝑛, для которых 𝑓(𝜎̃0) = 0 и 𝑓(𝜎̃1) = 1, а в случае,
когда 𝑓 — палиндромная функция и 𝑓 ̸≡ 0, существуют такие два про-
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тивоположных набора 𝜎̃0 и 𝜎̃1 длины 𝑛, что 𝑓(𝜎̃0) = 𝑓(𝜎̃1) = 1. Теорема 3
доказана.

Лемма 13. Любую не палиндромную булеву функцию 𝑓(𝑥̃𝑛) можно ре-
ализовать схемой в базисе 𝐵6(𝑘), 𝑘-неизбыточной и допускающей 𝑘-диаг-
ностическийтест длины не более 4 относительно неисправностей на вхо-
дах и выходах элементов.

Доказательство.Существуют такиепротивоположныенаборы 𝜎̃0 и 𝜎̃1
длины 𝑛, что 𝑓(𝜎̃0) = 0 и 𝑓(𝜎̃1) = 1. По лемме 11 функцию 𝑓 можно ре-
ализовать схемой 𝑆 в базисе 𝐵6(𝑘), 𝑘-неизбыточной и допускающей 𝑘-
диагностический тест {𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправностей на входах
и выходах элементов, при которых выход выходного элемента схемы
исправен, причём все её функции неисправности принадлежат множе-
ству {𝑓⊕𝐼𝜎̃0

, 𝑓⊕𝐼𝜎̃1
, 𝑓⊕𝐼𝜎̃0

⊕𝐼𝜎̃1
}. Если же указанный выход неисправен и

выдаёт 0 (выдаёт 1), то на выходе схемы𝑆 возникнетфункциянеисправ-
ности, тождественно равная нулю (соответственно, единице) и тем са-
мымотличная отфункции 𝑓 , поскольку константы 0и 1 являютсяпалин-
дромными функциями. Таким образом, данная схема 𝑘-неизбыточна
относительно неисправностей на входах и выходах элементов. Соста-
вим таблицу значенийфункции 𝑓 и всех возможныхфункцийнеисправ-
ности схемы 𝑆 на наборах 𝜎̃0 и 𝜎̃1.

𝑓 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1

𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
⊕ 𝐼𝜎̃1

0 1
𝜎̃0 0 1 0 1 0 1
𝜎̃1 1 1 0 0 0 1

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функ-
цию 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

от константы 1, если 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
̸≡ 1, а также функцию 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1

от
константы 0, если 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1

̸≡ 0. В случае 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
̸≡ 1 добавим во множество

{𝜎̃0, 𝜎̃1}произвольныйнабордлины𝑛, на которомфункция 𝑓⊕𝐼𝜎̃0
прини-

мает значение 0, а в случае 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
̸≡ 0 добавим в полученное множество

произвольный набор длины 𝑛, на котором функция 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
принимает

значение 1. Итоговое множество будет являться 𝑘-диагностическим те-
стом длины не более 4 для схемы 𝑆 относительно неисправностей на
входах и выходах элементов. Лемма 13 доказана.

Лемма 14. Пусть 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠, где 𝑠 > 2, — все существенные перемен-
ные булевой функции 𝑓(𝑥̃𝑛), а двоичные наборы 𝜋̃1, 𝜋̃2, 𝜋̃3 длины 𝑛 и числа
𝛼, 𝛾 ∈ {0, 1}, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑠} таковы, что 𝑖𝑗-я компонента каждого из на-
боров 𝜋̃1, 𝜋̃2 равна 𝛾, 𝑓(𝜋̃1) = 𝑓(𝜋̃2) = 𝛼, а 𝑓(𝜋̃3) = 𝛼. Пусть схема 𝑆 в
базисе 𝐵6(𝑘) является 𝑘-неизбыточной, реализует функцию 𝑓(𝑥̃𝑛), и мно-
жество {𝜋̃1, 𝜋̃2, 𝜋̃3} является для неё 𝑘-диагностическим тестом относи-
тельно неисправностей на входах и выходах элементов. Тогда на любом
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наборе длины 𝑛, 𝑖𝑗-я компонента которого равна 𝛾, функция 𝑓 принимает
значение 𝛼.

Доказательство.Переменная 𝑥𝑖𝑗 обязана подаваться хотя бы на один
вход 𝑣 хотя бы одного элемента схемы 𝑆, поскольку 𝑥𝑖𝑗 ∈ {𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠}.
Тогда неисправность типа 𝛾 этого входа нельзя обнаружить ни на од-
ном из наборов 𝜋̃1, 𝜋̃2, значит, она должна обнаруживаться на наборе 𝜋̃3.
Отсюда вытекает, что для получающейся функции неисправности 𝑔 схе-
мы 𝑆 справедливы равенства 𝑔(𝜋̃1) = 𝑓(𝜋̃1) = 𝛼, 𝑔(𝜋̃2) = 𝑓(𝜋̃2) = 𝛼 и
𝑔(𝜋̃3) = 𝑓(𝜋̃3) = 𝛼, т. е. функцию 𝑔 нельзя отличить ни на одном из на-
боров 𝜋̃1, 𝜋̃2, 𝜋̃3 от константы 𝛼, возникающей на выходе данной схемы
при неисправности типа 𝛼 на выходе её выходного элемента. С учётом
того, что множество {𝜋̃1, 𝜋̃2, 𝜋̃3} является 𝑘-диагностическим тестом для
схемы 𝑆, это может быть только в том случае, когда 𝑔 ≡ 𝛼.

При подаче на входы схемы 𝑆 произвольного двоичного набора дли-
ны 𝑛, 𝑖𝑗-я компонента которого равна 𝛾, на вход 𝑣 поступает значение 𝛾,
поэтому функция 𝑔, возникающая на выходе схемы при неисправности
типа 𝛾 этого входа, на любом таком наборе принимает такое же значе-
ние, как и функция 𝑓 . С учётом тождества 𝑔 ≡ 𝛼 получаем, что на любом
наборе длины 𝑛, 𝑖-я компонента которого равна 𝛾, функция 𝑓 принима-
ет значение 𝛼. Лемма 14 доказана.

В следующей теореме рассмотрен случай неисправностей на входах
и выходах элементов при 𝑘 = 1, т. е. когда неисправным может быть
только один вход/выход только одного элемента.

Теорема 4. Для любой булевой функции 𝑓(𝑥̃𝑛), отличной от констан-
ты 1, справедливо равенство

𝐷
𝐵6(1)
ЕД (IO)(𝑓) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, если 𝑓 —тождественная функция,
1, если 𝑓 ≡ 0,
2, если 𝑓 ≡ 𝑥𝑖 для некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛},
3, если 𝑓 — несамодвойственная функция и 𝑓 ̸≡ 0,
4, если 𝑓 — самодвойственная функция

и 𝑓 /∈ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}.

Если же 𝑓 ≡ 1, то значение𝐷𝐵6(1)
ЕД (IO)(𝑓) не определено.

Следствие 4. Для любого 𝑛 > 3 справедливо равенство𝐷𝐵6(1)
ЕД (IO)(𝑛) = 4.

Для доказательства следствия 4 достаточно заметить, что функция
𝑥1 ⊕ 𝑥2 ⊕ 𝑥3 является самодвойственной.
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Доказательство теоремы 4. Вместо 𝐷𝐵6(1)
ЕД (IO)(𝑓) для краткости будем

писать 𝐷(𝑓). В случае 𝑓 ≡ 1 значение 𝐷(𝑓) не определено в силу лем-
мы 10. Равенства 𝐷(𝑓) = 0, если функция 𝑓 тождественная, и 𝐷(𝑓) = 1,
если 𝑓 ≡ 0, следуют из лемм 7 и 8 соответственно. Пусть 𝑓 ≡ 𝑥𝑖 для
некоторого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Тогда функцию 𝑓 можно реализовать схемой в
базисе𝐵6(1), состоящейиз одного инвертора, на вход которого подаётся
переменная 𝑥𝑖. Очевидно, что у данной схемы есть только две функции
неисправности— константы 0 и 1, которыеможно отличить друг от дру-
га и от функции 𝑓 на множестве, состоящем из любых двух двоичных
наборов длины 𝑛, 𝑖-я компонента одного из которых равна единице, а
другого — нулю. Отсюда следует неравенство 𝐷(𝑓) 6 2. С другой сторо-
ны,𝐷(𝑓) > 2 в силу леммы 9, поэтому𝐷(𝑓) = 2.

Пусть 𝑓(𝑥̃𝑛) — произвольная булева функция, не принадлежащая
множеству {0, 1, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Докажем неравенство 𝐷(𝑓) > 3.
Предположим, что это не так, т. е. 𝐷(𝑓) 6 2. В силу леммы 9 имеем
𝐷(𝑓) > 2, поэтому 𝐷(𝑓) = 2. Значит, существует неизбыточная схема 𝑆
в базисе𝐵6(1), реализующая функцию 𝑓 и допускающая единичный ди-
агностический тест из каких-то двух наборов 𝜋̃1 и 𝜋̃2 длины 𝑛. Заметим,
что

𝑓(𝜋̃1) ̸= 𝑓(𝜋̃2), (8)

поскольку в противном случае неисправность типа 𝑓(𝜋̃1) на выходе вы-
ходного элемента схемы 𝑆 нельзя было бы обнаружить ни на одном из
этих двух наборов. Пусть 𝑥𝑖 — произвольная существенная переменная
функции 𝑓 . Переменная 𝑥𝑖 обязана подаваться хотя бы на один вход 𝑣
хотя бы одного элемента схемы 𝑆. Если 𝑖-е компоненты наборов 𝜋̃1 и 𝜋̃2
совпадают и равны 𝛽, то неисправность типа 𝛽 данного входа нельзя
обнаружить на наборах 𝜋̃1 и 𝜋̃2; противоречие. Значит, 𝑖-е компоненты
наборов 𝜋̃1 и 𝜋̃2 равны соответственно 𝛾 и 𝛾 для некоторого 𝛾 ∈ {0, 1}.
Тогда неисправность типа 𝛾 входа 𝑣 обнаруживается на наборе 𝜋̃2 и не
обнаруживается на наборе 𝜋̃1, т. е. при рассматриваемой неисправно-
сти на наборе 𝜋̃1 схема 𝑆 выдаст значение 𝑓(𝜋̃1), а на наборе 𝜋̃2 — зна-
чение 𝑓(𝜋̃2), которое равно 𝑓(𝜋̃1) в силу (8). Таким образом, полученную
функцию неисправности 𝑔1 схемы 𝑆 нельзя отличить ни на одном из на-
боров 𝜋̃1, 𝜋̃2 от константы 𝑓(𝜋̃1), возникающей на выходе данной схемы
при неисправности типа 𝑓(𝜋̃1) на выходе её выходного элемента. С учё-
том того, что {𝜋̃1, 𝜋̃2}— единичный диагностический тест для схемы 𝑆,
это может быть только в том случае, когда 𝑔1 ≡ 𝑓(𝜋̃1). Аналогично при
неисправности типа 𝛾 входа 𝑣 на выходе схемы 𝑆 возникнет функция
неисправности 𝑔2, принимающая на наборах 𝜋̃1 и 𝜋̃2 значения 𝑓(𝜋̃1) и
𝑓(𝜋̃2) = 𝑓(𝜋̃1) соответственно. Её нельзя отличить ни на одном из этих
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наборов от константы 𝑓(𝜋̃1), возникающей на выходе данной схемы при
неисправности типа 𝑓(𝜋̃1) на выходе её выходного элемента, поэтому
𝑔2 ≡ 𝑓(𝜋̃1).

Далее заметим, чтоприподачена входысхемы𝑆 произвольногодво-
ичного набора длины 𝑛, 𝑖-я компонента которого равна 𝛾, на вход 𝑣 по-
ступает значение 𝛾, поэтомуфункция 𝑔1, возникающая на выходе схемы
при неисправности типа 𝛾 этого входа, на любом таком наборе прини-
мает такое же значение, как и функция 𝑓 . С учётом тождества 𝑔1 ≡ 𝑓(𝜋̃1)
получаем, что на любом наборе длины 𝑛, 𝑖-я компонента которого рав-
на 𝛾, функция 𝑓 принимает значение 𝑓(𝜋̃1). Аналогично на любом набо-
ре длины 𝑛, 𝑖-я компонента которого равна 𝛾, функция 𝑔2 принимает та-
коеже значение, как ифункция 𝑓 . С учётом тождества 𝑔2 ≡ 𝑓(𝜋̃1)получа-
ем, что на любом такомнаборефункция 𝑓 принимает значение 𝑓(𝜋̃1). Но
тогда легко проверить, что на любом наборе длины 𝑛функция 𝑓 прини-
мает такоеже значение, как ифункция 𝑥𝑖⊕𝛾⊕𝑓(𝜋̃1), т. е. 𝑓 ≡ 𝑥𝑖⊕𝛾⊕𝑓(𝜋̃1).
Это означает, что либо 𝑓 ≡ 𝑥𝑖, либо 𝑓 ≡ 𝑥𝑖, но в таком случае 𝑓 ∈ {0, 1, 𝑥1,
. . . , 𝑥𝑛, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}; противоречие. Неравенство𝐷(𝑓) > 3 доказано.

Пусть 𝑓 — несамодвойственная функция и 𝑓 ̸≡ 0, 1. Докажем, что
𝐷(𝑓) 6 3; тогда с учётом неравенства𝐷(𝑓) > 3 будет установлено равен-
ство𝐷(𝑓) = 3. Функция 𝑓 принимает одно и то же значение на каких-то
двух противоположных наборах 𝜎̃0 и 𝜎̃1 длины 𝑛. Рассмотримдва случая.

1. Пусть 𝑓(𝜎̃0) = 𝑓(𝜎̃1) = 1. Тогда по лемме 12 (при 𝑘 = 1) функцию 𝑓
можно реализовать схемой 𝑆 ′ в базисе𝐵6(1), неизбыточной и допускаю-
щей единичный диагностический тест {𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправ-
ностей на входах и выходах элементов, при которых выход выходного
элемента схемы исправен, причём все её функции неисправности при-
надлежат множеству {𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

, 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
}. В случае же, если указанный вы-

ход неисправен и выдаёт 0 (выдаёт 1), то на выходе схемы 𝑆 ′ возник-
нет функция неисправности, тождественно равная нулю (соответствен-
но, единице). Таким образом, данная схема неизбыточна относительно
неисправностей на входах и выходах элементов. Составим таблицу зна-
чений функции 𝑓 и всех возможных функций неисправности схемы 𝑆 ′

на наборах 𝜎̃0 и 𝜎̃1.

𝑓 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1

0 1
𝜎̃0 1 0 1 0 1
𝜎̃1 1 1 0 0 1

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функ-
цию 𝑓 от константы 1. Добавим к этим наборам ещё один произволь-
ныйнабор длины 𝑛, на которомфункция 𝑓 принимает значение 0. Полу-



25

ченное множество будет являться единичным диагностическим тестом
длины 3 для схемы 𝑆 ′, откуда следует, что𝐷(𝑓) 6 3. Случай 1 разобран.

2. Пусть 𝑓(𝜎̃0) = 𝑓(𝜎̃1) = 0. Функция 𝑓 принимает значение 1на каких-
то противоположных наборах 𝜎̃0 и 𝜎̃1, поэтому по лемме 12 (при 𝑘 = 1) её
можно реализовать схемой 𝑆 ′ в базисе𝐵6(1), неизбыточной и допускаю-
щей единичный диагностический тест {𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправ-
ностей на входах и выходах элементов, при которых выход выходного
элемента 𝐸 схемы исправен, причём все функции неисправности схе-
мы 𝑆 ′ принадлежат множеству {𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

, 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
}. Соединим выход этой

схемы со входом инвертора 𝐼, выход которого объявим выходом полу-
ченной схемы; обозначим её через 𝑆 ′. Тогда при неисправности любого
входа/выхода любого элемента подсхемы 𝑆 ′, кроме выхода элемента 𝐸,
на выходе схемы 𝑆 ′ возникнет одна из функций неисправности

𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
= 𝑓 ⊕ 1⊕ 𝐼𝜎̃0

⊕ 1 = 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
,

𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
= 𝑓 ⊕ 1⊕ 𝐼𝜎̃1

⊕ 1 = 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1
,

а при произвольной неисправности входа или выхода элемента 𝐼 либо
выхода выходного элемента подсхемы 𝑆 ′ — одна из булевых констант 0
или 1. Таким образом, схема 𝑆 ′ неизбыточна относительно неисправно-
стей на входах и выходах элементов. Составим таблицу значений функ-
ции 𝑓 и всех возможных функций неисправности данной схемы на на-
борах 𝜎̃0 и 𝜎̃1.

𝑓 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1

0 1
𝜎̃0 0 1 0 0 1
𝜎̃1 0 0 1 0 1

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функ-
цию 𝑓 от константы 0. Добавим к этим наборам ещё один произволь-
ныйнабор длины 𝑛, на которомфункция 𝑓 принимает значение 1. Полу-
ченное множество будет являться единичным диагностическим тестом
длины 3 для схемы 𝑆 ′, откуда следует, что 𝐷(𝑓) 6 3. Случай 2 разобран.
Равенство𝐷(𝑓) = 3 доказано.

Пусть теперь 𝑓(𝑥̃𝑛)— самодвойственная функция и 𝑓 /∈ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥1,
. . . , 𝑥𝑛}. Неравенство 𝐷(𝑓) 6 4 следует из леммы 13 (при 𝑘 = 1) и того,
что функция 𝑓 , очевидно, не является палиндромной. Докажем нера-
венство 𝐷(𝑓) > 4. Предположим, что это не так, т. е. 𝐷(𝑓) 6 3. Выше
было установлено, что 𝐷(𝑓) > 3, поэтому 𝐷(𝑓) = 3. Значит, существует
неизбыточная схема 𝑆 ′′ в базисе 𝐵6(1), реализующая функцию 𝑓 и до-
пускающая единичный диагностический тест из каких-то трёх наборов
длины 𝑛. Данная функция не может принимать одинаковое значение 𝛽
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на всех этих наборах, поскольку в противном случае её нельзя было бы
отличить на них от константы 𝛽, возникающей при неисправности ти-
па 𝛽 на выходе выходного элемента схемы 𝑆 ′′. Поэтому на каких двух
наборах 𝜋̃1 и 𝜋̃2 из теста функция 𝑓 принимает значение 𝛼, а на третьем
наборе 𝜋̃3 из теста — значение 𝛼, где 𝛼 ∈ {0, 1}.

Пусть 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠 — все существенные переменные функции 𝑓 . Пред-
положим, что наборы 𝜋̃1 и 𝜋̃2 различаются в каждой из 𝑖1-й, . . . , 𝑖𝑠-й ком-
понент. Пусть 𝜋̃′1 — набор, противоположный набору 𝜋̃1. Тогда 𝑓(𝜋̃1) ̸=
̸= 𝑓(𝜋̃′1) в силу самодвойственности функции 𝑓 . Наборы 𝜋̃′1 и 𝜋̃2 совпа-
дают в 𝑖1-й, . . ., 𝑖𝑠-й компонентах, а функция 𝑓(𝑥̃𝑛) существенно зависит
только от переменных 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠, поэтому 𝑓(𝜋̃′1) = 𝑓(𝜋̃2). Таким образом,
𝑓(𝜋̃1) ̸= 𝑓(𝜋̃2), однако это противоречит тому, что 𝑓(𝜋̃1) = 𝑓(𝜋̃2) = 𝛼.
Следовательно, наборы 𝜋̃1 и 𝜋̃2 совпадают хотя бы в одной из 𝑖1-й, . . . ,
𝑖𝑠-й компонент; обозначим номер этой компоненты через 𝑖𝑗, а её зна-
чение в каждом из указанных наборов — через 𝛾. Тогда выполнены все
условия леммы 14 (при 𝑆 = 𝑆 ′′), из которой следует, что на любом на-
боре длины 𝑛, 𝑖𝑗-я компонента которого равна 𝛾, функция 𝑓 принимает
значение 𝛼. В таком случае на любом наборе длины 𝑛, 𝑖𝑗-я компонента
которого равна 𝛾, данная функция в силу её самодвойственности при-
нимает значение𝛼. Но тогда легко проверить, что на любомнаборе дли-
ны 𝑛 функция 𝑓 принимает такое же значение, как и функция 𝑥𝑖⊕ 𝛾⊕𝛼,
т. е. 𝑓 ≡ 𝑥𝑖 ⊕ 𝛾 ⊕ 𝛼. Это означает, что либо 𝑓 ≡ 𝑥𝑖, либо 𝑓 ≡ 𝑥𝑖, поэтому
𝑓 ∈ {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}; противоречие. Неравенство 𝐷(𝑓) > 4 доказа-
но.

В итоге получаем, что𝐷(𝑓) = 4. Теорема 4 доказана.

Теорема 5. Для любого 𝑘 ∈ N справедливо равенство 𝐷𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (IO)(𝑛) = 4

при 𝑛 > 3, причём в случае 𝑘 > 2 доля тех булевых функций 𝑓 от 𝑛 пере-
менных, для которых 𝐷𝐵6(𝑘)

𝑘-Д (IO)(𝑓) = 4, стремится к 1 при 𝑛→ ∞.

Доказательство. Вместо 𝐷𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (IO)(𝑛), 𝐷

𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (IO)(𝑓) для краткости будем

писать соответственно 𝐷(𝑛), 𝐷(𝑓). Неравенство 𝐷(𝑛) > 4 при 𝑛 > 3
вытекает из следствия 4 (любой 𝑘-диагностический тест для любой 𝑘-
неизбыточной схемыявляется единичнымдиагностическимтестомдля
той же схемы, которая при этом неизбыточна). Докажем неравенство
𝐷(𝑛) 6 4. Для этого достаточно доказать неравенство 𝐷(𝑓) 6 4 для лю-
бой булевойфункции 𝑓(𝑥̃𝑛), для которой определено значение𝐷(𝑓). При
𝑓 ≡ 1 оно не определено в силу леммы 1; при 𝑓 ≡ 0 указанное неравен-
ство следует из леммы8, а в случае, когдафункция 𝑓 непалиндромная—
из леммы 13.

Пусть 𝑓 —палиндромная функция и 𝑓 ̸≡ 0, 1. Тогда существуют такие
два противоположных двоичных набора 𝜎̃0 и 𝜎̃1 длины 𝑛, что 𝑓(𝜎̃0) =
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= 𝑓(𝜎̃1) = 1. По лемме 12 функцию 𝑓 можно реализовать 𝑘-неизбыточ-
ной схемой 𝑆 в базисе 𝐵6(𝑘), допускающей 𝑘-диагностический тест
{𝜎̃0, 𝜎̃1} относительно неисправностей на входах и выходах элементов,
при которых выход выходного элемента схемы исправен, причём все её
функции неисправности принадлежатмножеству {𝑓⊕𝐼𝜎̃0

, 𝑓⊕𝐼𝜎̃1
, 𝑓⊕𝐼𝜎̃0

⊕
⊕ 𝐼𝜎̃1

}. Если же указанный выход неисправен и выдаёт 0 (выдаёт 1), то
на выходе схемы 𝑆 возникнет функция неисправности, тождественно
равная нулю (соответственно, единице). Таким образом, данная схема
𝑘-неизбыточна. Составим таблицу значений функции 𝑓 и всех возмож-
ных функций неисправности схемы 𝑆 на наборах 𝜎̃0 и 𝜎̃1.

𝑓 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃1

𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0
⊕ 𝐼𝜎̃1

0 1
𝜎̃0 1 0 1 0 0 1
𝜎̃1 1 1 0 0 0 1

Видно, что указанные два набора не позволяют отличить только функ-
цию 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

⊕ 𝐼𝜎̃1
от константы 0, если 𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

⊕ 𝐼𝜎̃1
̸≡ 0, а также функ-

цию 𝑓 от константы 1. Добавим во множество {𝜎̃0, 𝜎̃1} произвольный на-
бор длины 𝑛, на котором функция 𝑓 принимает значение 0, а в случае
𝑓 ⊕ 𝐼𝜎̃0

⊕ 𝐼𝜎̃1
̸≡ 0 добавим в полученное множество произвольный набор

длины 𝑛, на котором функция 𝑓⊕𝐼𝜎̃0
⊕𝐼𝜎̃1

принимает значение 1. Итого-
вое множество будет являться 𝑘-диагностическим тестом длины не бо-
лее 4 для схемы 𝑆, откуда следует, что𝐷(𝑓) 6 4. Неравенство𝐷(𝑛) 6 4, а
вместе с ним равенство𝐷(𝑛) = 4 при 𝑛 > 3 доказаны.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть 𝑘 > 2, 𝑛 > 2 и 𝑓 — про-
извольная булевафункция от 𝑛 переменных, не принадлежащаямноже-
ству 𝑈 = {0, 1, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}, для которой 𝐷(𝑓) 6 3. Докажем, что
𝑓 ∈ 𝐹𝑛, где 𝐹𝑛 — множество булевых функций от 𝑛 переменных, каж-
дая из которых при подстановке вместо каких-то двух её переменных
каких-то булевых констант становится равна некоторой булевой кон-
станте. Из теоремы 4 следует, что 𝐷(𝑓) > 3, поэтому 𝐷(𝑓) = 3. Значит,
существует неизбыточная схема 𝑆 ′ в базисе 𝐵6(𝑘), реализующая функ-
цию 𝑓 и допускающая 𝑘-диагностический тест из каких-то трёх наборов
длины 𝑛. Данная функция не может принимать одинаковое значение 𝛽
на всех этих наборах, поскольку в противном случае её нельзя было бы
отличить на них от константы 𝛽, возникающей при неисправности ти-
па 𝛽 на выходе выходного элемента схемы 𝑆 ′. Поэтому на каких двух
наборах 𝜋̃1 и 𝜋̃2 из теста функция 𝑓 принимает значение 𝛼, а на третьем
наборе 𝜋̃ из теста — значение 𝛼, где 𝛼 ∈ {0, 1}.

Пусть 𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠 — все существенные переменные функции 𝑓 . Ясно,
что 𝑠 > 2. Если 𝑖𝑗-е компонентынаборов 𝜋̃1 и 𝜋̃2 совпадают для некоторо-
го 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑠}, то выполненывсе условия леммы14 (при𝑆 = 𝑆 ′, 𝜋̃3 = 𝜋̃).
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Из неё следует, что на любом наборе длины 𝑛, 𝑖𝑗-я компонента которо-
го равна 𝛾, функция 𝑓 принимает значение 𝛼. Но тогда при подстановке
вместо переменной 𝑥𝑖𝑗 константы 𝛾, а вместо любой другой переменной
из множества 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 произвольной булевой константы данная функ-
ция становится равна константе 𝛼, откуда вытекает, что 𝑓 ∈ 𝐹𝑛, что и
требовалось доказать.

Пусть теперь наборы 𝜋̃1 и 𝜋̃2 различаются в каждой из 𝑖1-й, . . . , 𝑖𝑠-й
компонент. Наборы 𝜋̃ и 𝜋̃1 различаются хотя бы в одной из этих компо-
нент, поскольку 𝑓(𝜋̃) ̸= 𝑓(𝜋̃1). Пусть они различаются в 𝑖𝑞-й компоненте,
𝑞 ∈ {1, . . . , 𝑠}, причём 𝑖𝑞-е компоненты наборов 𝜋̃ и 𝜋̃1 равны 𝜋𝑞 и 𝜋𝑞 со-
ответственно. Тогда 𝑖𝑞-я компонента набора 𝜋̃2 равна 𝜋𝑞. Аналогично на-
боры 𝜋̃ и 𝜋̃2 различаются в какой-то 𝑖𝑡-й компоненте, 𝑡 ∈ {1, . . . , 𝑠}, и их
𝑖𝑡-е компоненты равны 𝜋𝑡 и 𝜋𝑡 соответственно, где 𝜋𝑡 ∈ {0, 1}, а 𝑖𝑡-я ком-
понента набора 𝜋̃1 равна 𝜋𝑡. При этом 𝑡 ̸= 𝑞, так как в противном случае
𝑖𝑞-я компонента набора 𝜋̃2 была бы равна одновременно 𝜋𝑞 и 𝜋𝑞. Соста-
вим для наглядности таблицу значений 𝑖𝑞-й и 𝑖𝑡-й компонент наборов
𝜋̃1, 𝜋̃2 и 𝜋̃.

𝑖𝑞 𝑖𝑡
𝜋̃1 𝜋𝑞 𝜋𝑡
𝜋̃2 𝜋𝑞 𝜋𝑡
𝜋̃ 𝜋𝑞 𝜋𝑡

Каждая из переменных 𝑥𝑖𝑞 , 𝑥𝑖𝑡 обязана подаваться хотя бы на один вход
хотя бы одного элемента схемы 𝑆 ′, поскольку 𝑥𝑖𝑞 , 𝑥𝑖𝑡 ∈ {𝑥𝑖1, . . . , 𝑥𝑖𝑠}; обо-
значим эти входы через 𝑣𝑞 и 𝑣𝑡 соответственно. Тогда неисправность ти-
па 𝜋𝑞 входа 𝑣𝑞 нельзя обнаружить нина одномиз наборов 𝜋̃2, 𝜋̃, так как их
𝑖𝑞-е компоненты равны 𝜋𝑞. Значит, данная неисправность должна обна-
руживатьсянанаборе 𝜋̃1. Отсюдавытекает, чтодляполучающейсяфунк-
ции неисправности 𝑔𝑞 схемы 𝑆 ′ справедливы равенства 𝑔𝑞(𝜋̃1) = 𝑓(𝜋̃1) =
= 𝛼. Если, помимонеисправности типа 𝜋𝑞 входа 𝑣𝑞, в схеме 𝑆 ′ также име-
ет место неисправность типа 𝜋𝑡 входа 𝑣𝑡, то для получающейся функ-
ции неисправности 𝑔𝑞𝑡 данной схемы справедливы равенства 𝑔𝑞𝑡(𝜋̃1) =
= 𝑔𝑞(𝜋̃1) = 𝛼, поскольку на наборе 𝜋̃1 на вход 𝑣𝑡 в случае исправности
этого входа и неисправности типа 𝜋𝑞 входа 𝑣𝑞 подаётся 𝑖𝑡-я компонен-
та набора 𝜋̃1, которая равна 𝜋𝑡 и, следовательно, неисправность типа 𝜋𝑡
входа 𝑣𝑡 никак не отразится на значении, выдаваемой схемой 𝑆 ′ на этом
наборе.

Далее, неисправность типа 𝜋𝑡 входа 𝑣𝑡 нельзя обнаружить ни на од-
ном из наборов 𝜋̃1, 𝜋̃, так как их 𝑖𝑡-е компоненты равны 𝜋𝑡. Значит, дан-
ная неисправность должна обнаруживаться на наборе 𝜋̃2. Отсюда выте-
кает, что для получающейся функции неисправности 𝑔𝑡 схемы 𝑆 ′ спра-
ведливы равенства 𝑔𝑡(𝜋̃2) = 𝑓(𝜋̃2) = 𝛼. Если, помимо неисправности ти-
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па 𝜋𝑡 входа 𝑣𝑡, в схеме 𝑆 ′ также имеет место неисправность типа 𝜋𝑞 вхо-
да 𝑣𝑞, то для получающейся функции неисправности 𝑔𝑞𝑡 данной схемы
справедливы равенства 𝑔𝑞𝑡(𝜋̃2) = 𝑔𝑡(𝜋̃2) = 𝛼, поскольку на наборе 𝜋̃2 на
вход 𝑣𝑞 в случае исправности этого входа и неисправности типа 𝜋𝑡 вхо-
да 𝑣𝑡 подаётся 𝑖𝑞-я компонента набора 𝜋̃2, которая равна 𝜋𝑞 и, следова-
тельно, неисправность типа 𝜋𝑞 входа 𝑣𝑞 никак не отразится на значении,
выдаваемой схемой 𝑆 ′ на этом наборе.

В случае отсутствия неисправностей в схеме 𝑆 ′ на наборе 𝜋̃ на входы
𝑣𝑞 и 𝑣𝑡 поступают значения 𝜋𝑞 и 𝜋𝑡 соответственно, поскольку 𝑖𝑞-я (𝑖𝑡-я)
компонента набора 𝜋̃ равна 𝜋𝑞 (соответственно, 𝜋𝑡). Поэтому одновре-
менная неисправность входа 𝑣𝑞 типа 𝜋𝑞 и входа 𝑣𝑡 типа 𝜋𝑡 никак не отра-
зится на значении, выдаваемой схемой 𝑆 ′ на указанном наборе. Отсюда
следуют равенства 𝑔𝑞𝑡(𝜋̃) = 𝑓(𝜋̃) = 𝛼.

В итоге получаем, что функция неисправности 𝑔𝑞𝑡 схемы 𝑆 ′ прини-
мает значение 𝛼 на каждом из наборов 𝜋̃1, 𝜋̃2 и 𝜋̃, поэтому её нельзя
отличить ни на одном из этих наборов от константы 𝛼, возникающей
на выходе данной схемы при неисправности типа 𝛼 на выходе её вы-
ходного элемента. С учётом того, что множество {𝜋̃1, 𝜋̃2, 𝜋̃} является 𝑘-
диагностическим тестом для схемы 𝑆 ′, это может быть только в том слу-
чае, когда 𝑔𝑞𝑡 ≡ 𝛼.

Заметим, что при подаче на входы схемы 𝑆 ′ произвольного двоично-
го набора длины𝑛, 𝑖𝑞-я компонента которого равна 𝜋𝑞, а 𝑖𝑡-я компонента
равна 𝜋𝑡, на вход 𝑣𝑞 поступает значение 𝜋𝑞, а на вход 𝑣𝑡—значение 𝜋𝑡, по-
этому функция 𝑔𝑞𝑡, возникающая на выходе схемы при одновременной
неисправности входа 𝑣𝑞 типа 𝜋𝑞 и входа 𝑣𝑡 типа 𝜋𝑡, на любом таком набо-
ре принимает такое же значение, как и функция 𝑓 . С учётом тождества
𝑔𝑞𝑡 ≡ 𝛼 получаем, что на любом наборе длины 𝑛, 𝑖𝑞-я компонента кото-
рого равна 𝜋𝑞, а 𝑖𝑡-я компонента равна 𝜋𝑡, функция 𝑓 принимает значе-
ние 𝛼. Следовательно, при подстановке вместо переменной 𝑥𝑖𝑞 констан-
ты 𝜋𝑞, а вместо переменной 𝑥𝑖𝑡 константы 𝜋𝑡 данная функция становится
равна константе 𝛼, т. е. 𝑓 ∈ 𝐹𝑛, что и требовалось доказать.

Тем самым установлено, что в случае 𝑛 > 2 произвольная булева
функция 𝑓 от 𝑛 переменных, не принадлежащая множеству 𝑈 , для ко-
торой 𝐷(𝑓) 6 3, принадлежит множеству 𝐹𝑛. Среди функций из множе-
ства 𝑈 могут быть функции 𝑓 от 𝑛 переменных, для которых 𝐷(𝑓) 6 3
(и даже точно есть — см. леммы 7, 8), но все они принадлежат 𝐹𝑛, по-
скольку 𝑈 ⊆ 𝐹𝑛 в силу определений этих множеств. Значит, все булевы
функции 𝑓 от 𝑛 переменных, где 𝑛 > 2, для которых 𝐷(𝑓) 6 3, принад-
лежат множеству 𝐹𝑛.

Оценим величину |𝐹𝑛|. Пусть 𝐹 𝛼,𝛽,𝛾
𝑛,𝑖,𝑗 — подмножество множества 𝐹𝑛,

состоящее из всех булевых функций, каждая из которых при подстанов-
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ке вместо переменной 𝑥𝑖 константы 𝛼, а вместо переменной 𝑥𝑗 констан-
ты 𝛽, где 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑛, становится равна константе 𝛾. Любая функция
из множества 𝐹 𝛼,𝛽,𝛾

𝑛,𝑖,𝑗 принимает значение 𝛾 на любом из 2𝑛−2 двоичных
наборов длины 𝑛, 𝑖-я компонента которых равна 𝛼, а 𝑗-я — равна 𝛽, а
на остальных 2𝑛 − 2𝑛−2 наборах может принимать произвольные значе-
ния, поэтому |𝐹 𝛼,𝛽,𝛾

𝑛,𝑖,𝑗 | = 22
𝑛−2𝑛−2. Любая функция из множества 𝐹𝑛 при-

надлежит множеству 𝐹 𝛼,𝛽,𝛾
𝑛,𝑖,𝑗 для некоторых 𝑖, 𝑗, 𝛼, 𝛽 и 𝛾, откуда следуют

соотношения
𝐹𝑛 ⊆

⋃︁
16𝑖<𝑗6𝑛,
𝛼,𝛽,𝛾∈{0,1}

𝐹 𝛼,𝛽,𝛾
𝑛,𝑖,𝑗 ,

|𝐹𝑛| 6
∑︁

16𝑖<𝑗6𝑛,
𝛼,𝛽,𝛾∈{0,1}

|𝐹 𝛼,𝛽,𝛾
𝑛,𝑖,𝑗 | =

∑︁
16𝑖<𝑗6𝑛,
𝛼,𝛽,𝛾∈{0,1}

22
𝑛−2𝑛−2

= 𝐶2
𝑛 · 23 · 22

𝑛−2𝑛−2

=

= 4𝑛(𝑛− 1) · 22𝑛−2𝑛−2

,

|𝐹𝑛|
22𝑛

6
4𝑛(𝑛− 1) · 22𝑛−2𝑛−2

22𝑛
=

4𝑛(𝑛− 1)

22𝑛−2 → 0 (𝑛→ ∞),

т. е. отношение числа булевых функций из множества 𝐹𝑛 к общему чис-
лу булевых функций от 𝑛 переменных стремится к 0 при 𝑛 → ∞. В силу
доказанного выше это означает, что доля тех булевых функций 𝑓 от 𝑛
переменных, для которых 𝐷(𝑓) 6 3, стремится к 0 при 𝑛 → ∞. Следо-
вательно, доля тех булевых функций 𝑓 от 𝑛 переменных, для которых
𝐷(𝑓) > 4, стремится к 1 при 𝑛→ ∞. Осталось заметить, что при 𝑓 ̸≡ 1 из
неравенства 𝐷(𝑓) > 4 вытекает равенство 𝐷(𝑓) = 4 в силу доказанного
соотношения 𝐷(𝑓) 6 4 для любой булевой функции 𝑓 от 𝑛 переменных,
кроме константы 1, а 1 ∈ 𝐹𝑛. Теорема 5 доказана.

Замечание 3. Среди всех схем, построенных при доказательстве
верхних оценок величин𝐷𝐵6(𝑘)

𝑘-Д (I)(𝑓),𝐷
𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (IO)(𝑓) и𝐷

𝐵6(𝑘)
𝑘-Д (IO)(𝑛) в теоремах 3,

4 и 5 соответственно, элемент «константа 0» использовался только в по-
строении схем, реализующих тождественный нуль, 𝜉-элемент — толь-
ко в построении схем, реализующих не палиндромные функции (тео-
ремы 3, 5) либо самодвойственные функции (теорема 4), причём не бо-
лее чем в единственном числе, а 𝜂-элемент— только в построении схем,
реализующих палиндромныефункции (теоремы 3, 5) либо несамодвой-
ственные функции (теорема 4), причём не более чем в единственном
числе.
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