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Алгебры бернуллиевских распределений с единственной пре-

дельной точкой
Рассматриваются индуцированные системой булевых функций ал-

гебры бернуллиевских распределений, у которых основное множество
имеет единственную предельную точку. Найдены необходимые усло-
вия единственности предельной точки и доказан критерий порождения
алгебры распределений с единственной предельной точкой.
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Введение

Задачи построения дискретных преобразователей случайных вели-
чин рассматривались в математической кибернетике достаточно дав-
но. Одна из постановок задачи заключается в конструировании пре-
образователей из функций, которые получают в качестве аргументов
независимые случайные величины с известными распределениями.

В такой постановке естественным образом возникают вопросы вы-
разимости одних распределений через другие. Подобные задачи весьма
удобно формулировать на языке универсальных алгебр: каждой преоб-
разующей функции соответствует некоторая (индуцированная) опе-
рация на распределениях, тем самым задается алгебра на множестве
распределений, в которой можно рассматривать подалгебры, порож-
даемые различными множествами. По-видимому, впервые в подобных
терминах эти задачи были сформулированы в работеФ.И. Салимова [2].

Вообще говоря, рассматривались алгебры распределений случайных
величин над различными конечными множествами, однако в рамках
данной работы мы ограничимся только бернуллиевскими случайны-
ми величинами, преобразования которых осуществляются булевыми
функциями. Это, по-видимому, наиболее изученный класс задач, осо-
бенно в случае, когда распределения имеют рациональные компоненты
(см., например, работу Р.М. Колпакова [1]).

Помимо выразимости случайных величин рассматривалась также
аппроксимируемость: возможность построения случайной величины,
распределение которой сколь угодно близко к требуемому. Фактически,
задачи об аппроксимируемости сводятся к исследованию множества
предельных точек в алгебрах распределений. Таким образом, наличие и
структурамножества предельных точек в алгебре представляютинтерес
с точки зрения задачи аппроксимации распределений.

Для достаточно простых систем булевых функций индуцируемые
алгебры распределений могут быть всюду плотными в множестве рас-
пределений. Так, например, в работе Р. Л. Схиртладзе [3] показано, что
любое невырожденное распределение порождает при подстановке в си-
стему функций «конъюнкция, дизъюнкция, отрицание» всюду плотную
алгебру.

Ранее в работе [4] были описаны алгебры, индуцированные замкну-
тыми классами булевых функций, содержащие все свои предельные
точки. Примечательно, что за исключением подклассов конъюнкций,
дизъюнкций и линейных функций, для всех прочих классов индуциро-
ванные алгебры, содержащие все свои предельные точки, оказываются
выпуклыми множествами (изоморфными подотрезкам отрезка [0, 1]).
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При этом для конечно-порожденных алгебр, индуцированных за-
мкнутымиподклассамиконъюнкций, дизъюнкцийилилинейныхфунк-
ций (в том числе собственными), можно показать, что алгебра имеет не
более одной предельной точки.

Данная работа, фактически, распространяет результат о единствен-
ности предельной точки с алгебр, индуцированных замкнутыми клас-
сами, на алгебры, индуцированныепроизвольными системамибулевых
функций. Ее также можно рассматривать как естественное продолже-
ние исследований из работы [5], где были описаны все конечные алгеб-
ры бернуллиевских распределений, т. е. алгебры, не имеющие предель-
ных точек вовсе.

Алгебры бернуллиевских распределений

Напомним, что булевой функцией 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) называется отображе-
ние {0, 1}𝑛 → {0, 1}. Переменная 𝑥𝑖 называется существенной для функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), если найдутся такие 𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1},
что 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 0, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛) ̸= 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖−1, 1, 𝛼𝑖+1, . . . , 𝛼𝑛). Функции,
равные константам 0 и 1, не имеют существенных переменных. Бу-
дем использовать обозначение 𝑥̄ для функции «отрицание» (𝑥̄ = 𝑥 + 1
(mod 2)) и обозначение ⊕ для суммирования mod 2.

Введем несколько классов булевых функций. Будем считать, что
вместе с каждой функцией, принадлежащей классу, в нем также лежат
все функции, получающиеся в результате добавления несущественных
переменных и переименования переменных. Положим 𝑀𝑈 = {0, 1, 𝑥},
𝑈 = {0, 1, 𝑥, 𝑥̄},𝐾 = {min(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)}𝑛>1∪{0, 1},𝐷 = {max(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)}𝑛>1∪
{0, 1}, 𝐿 = {𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑛 ⊕ 𝑐 | 𝑐 ∈ {0, 1}}𝑛>0. Также будем использовать
обозначения 𝒜(0) = 𝐾, 𝒜(1) = 𝐷, 𝒜(12) = 𝐿. Отметим, что имеет место
включение𝑀𝑈 ⊂ 𝐾,𝐷,𝐿.

Пусть 𝑋 —бернуллиевская случайная величина, значения которой
принадлежат множеству {0, 1}. Тогда ее распределение есть двумерный
вектор (𝑝0, 𝑝1), где 𝑝0 > 0, 𝑝1 > 0, 𝑝0 + 𝑝1 = 1. Такой вектор однозначно
задается любой из двух своих компонент, для определенности далее бу-
дем использовать компоненту 𝑝1. Множество таких векторов находится
в естественном взаимно-однозначном соответствии с отрезком [0, 1],
поэтому далее, говоря о бернуллиевских распределениях, будем отож-
дествлять их с числами из этого отрезка.

Если 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—булева функция от 𝑛 переменных и 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛—
независимые в совокупности бернуллиевские случайные величины со
значениями в {0, 1}и распределениями 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ [0, 1] соответственно,
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то 𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) есть также случайная величина со значениями в {0, 1} и
для ее распределения 𝑞 ∈ [0, 1] выполнено

𝑞 =
∑︁

(𝜎1,...,𝜎𝑛)∈{0,1}𝑛,
𝑓(𝜎1,...,𝜎𝑛)=1

𝜋(𝑝1, 𝜎1) · · · 𝜋(𝑝𝑛, 𝜎𝑛), (1)

где 𝜋(𝑝, 1) = 𝑝 и 𝜋(𝑝, 0) = 1 − 𝑝. Таким образом, каждая булева функ-
ция 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) индуцирует отображение 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) : [0, 1]𝑛 → [0, 1],
заданное равенством (1). Непосредственно из определения вытекает,
что если 𝑔 = 𝑓 , то 𝑔 = 1 − 𝑓 .

Выражение 𝑓(𝑝, . . . , 𝑝) будем называть характеристическим много-
членом функции 𝑓 и обозначать ℎ𝑓(𝑝).

Для набора 𝜎̃ = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑚) ∈ {0, 1}𝑚, 𝑚 6 𝑛 и функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
введемобозначение 𝑓𝜎̃(𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝜎1, . . . , 𝜎𝑚, 𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛). Неслож-
но видеть, что для 𝑓 имеет место следующее представление, по ана-
логии с булевыми функциями далее называемое разложением по пер-
вым𝑚 переменным:

𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) =
∑︁

𝜎̃∈{0,1}𝑚
𝜋(𝑝1, 𝜎1) · · · 𝜋(𝑝𝑚, 𝜎𝑚) ̂︀𝑓𝜎̃(𝑝𝑚+1, . . . , 𝑝𝑛).

Разложение функции 𝑓 по всем ее 𝑛 переменным дает выражение,
идентичное формуле (1).

Пусть 𝐵—некоторое множество булевых функций. Обозначим 𝐵̂ =
{𝑓 | 𝑓 ∈ 𝐵}, тогда ⟨[0, 1], 𝐵̂⟩ есть алгебра бернуллиевских распределений,
индуцированная множеством 𝐵. В алгебре ⟨[0, 1], 𝐵̂⟩ имеются различ-
ные, в том числе несобственные, подалгебры, которые мы также будем
называть алгебрами бернуллиевских распределений.

Сформулируем несколько вспомогательных утверждений об инду-
цированных функциях и алгебрах распределений. Следующее утвер-
ждение легко проверяются с использованием соотношений (1).

Лемма 1. ⟨{0, 1}, 𝐵̂⟩—подалгебра алгебры ⟨[0, 1], 𝐵̂⟩, изоморфная ал-
гебре ⟨{0, 1}, 𝐵⟩.

Характеристический многочлен не определяет однозначно функ-
цию 𝑓 , однако имеет место следующее утверждение.

Лемма 2. Характеристический многочлен ℎ𝑓(𝑝) булевой функции 𝑓 по-
стоянныйтогда итолькотогда, когда выполнено 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≡ 𝑐 ∈ {0, 1}.
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Доказательство. Достаточность легко проверяется с помощью фор-
мулы (1), покажем необходимость. Если ℎ𝑓(𝑝) = 𝑐 при всех 𝑝, то, в
частности, ℎ𝑓(0) = ℎ𝑓(1) = 𝑐, что в силу леммы 1 влечет 𝑐 ∈ {0, 1}.

Предположим, что 𝑓 ̸≡ 0 и при этом имеет место ℎ𝑓(𝑝) ≡ 0. Тогда,
в частности, для любого 𝑝0 ̸∈ {0, 1} выполнено ℎ𝑓(𝑝0) = 0. При этом из
𝑓 ̸≡ 0 вытекает, что характеристический многочлен ℎ𝑓(𝑝0) содержит по
крайней мере одно слагаемое вида 𝜋(𝑝0, 𝜎1) · · · 𝜋(𝑝0, 𝜎𝑛) с некоторыми
𝜎1, . . . , 𝜎𝑛 ∈ {0, 1}. Легко видеть, что при 𝑝0 ̸∈ {0, 1} это слагаемое стро-
го положительно. В совокупности с неотрицательностью всех прочих
слагаемых, входящих в ℎ𝑓(𝑝0), получаем, что ℎ𝑓(𝑝0) > 0, что противоре-
чит сделанному предположению. Таким образом, тождество ℎ𝑓(𝑝) ≡ 0
влечет 𝑓 ≡ 0.

Если ℎ𝑓(𝑝) ≡ 1, то ℎ𝑓(𝑝) ≡ 0, откуда по доказанному выше получаем,
что 𝑓 ≡ 0, что равносильно 𝑓 ≡ 1. Лемма доказана.

Пусть заданыраспределения 𝑝, 𝑞 ∈ [0, 1]и число𝛼 ∈ [0, 1]. Распределе-
ние 𝛼𝑝+(1−𝛼)𝑞 будем называть выпуклой комбинацией распределений 𝑝
и 𝑞. Всевозможные выпуклые комбинации образуют отрезок, соединя-
ющий распределения 𝑝 и 𝑞. Для индуцированных функций выполнено
следующее утверждение, легко проверяемое с помощью равенства (1).

Лемма 3.

𝑓(𝛼𝑝 + (1 − 𝛼)𝑞, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) = 𝛼𝑓(𝑝, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑞, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛).

Алгебры с единственной предельной точкой

Точка 𝑞 ∈ [0, 1] называется предельной точкой множества 𝐺 ⊆ [0, 1],
если для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝑞′ ∈ 𝐺, что 0 < |𝑞′ − 𝑞| < 𝜀.

Если 𝑞—предельная точка множества 𝐺, то существует такая после-
довательность {𝑞𝑛}𝑛∈N ⊆ 𝐺 ∖ {𝑞}, что 𝑞𝑛 → 𝑞 при 𝑛 → ∞, более того,
такую последовательность можно выбрать монотонной.

Если множество 𝐺 конечно, то оно не имеет предельных точек.
Если множество 𝐺 ⊆ [0, 1] счетно, то оно имеет по крайней мере одну
предельную точку.

Доказательство необходимых условий единственности предельной
точки в алгебре основано на следующем утверждении.

Лемма4. Пусть все𝑛 > 1переменныхфункции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) существен-
ные и ⟨𝐺, 𝑓⟩—алгебра распределений с единственной предельной точкой
𝑞 ∈ [0, 1]. Пусть 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ [0, 1] и {𝛼1, . . . , 𝛼𝑛} ∋ 𝑞. Тогда 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑞.
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Доказательство. Пусть 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ [0, 1], положим 𝑟 = |{𝑖 | 𝛼𝑖 ̸= 𝑞}|.
Докажем утверждение для всевозможных наборов 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 индукцией
по величине 𝑟.

Основание индукции. При 𝑟 = 0 доказываемое равенство превраща-
ется в 𝑓(𝑞, . . . , 𝑞) = 𝑞. Пусть {𝑝𝑠}𝑠∈N ⊆ 𝐺 ∖ {𝑞}—последовательность,
монотонно сходящаяся к 𝑞: такая существует, поскольку 𝑞—предельная
точка множества 𝐺.

Рассмотрим множество {𝑓(𝑝𝑠, . . . , 𝑝𝑠)}𝑠∈N = {ℎ𝑓(𝑝𝑠)}𝑠∈N ⊆ 𝐺. Если это
множество конечно, то найдется такая постоянная 𝑐 и подпоследова-
тельность {𝑝𝑠𝑗}𝑗∈N, что ℎ𝑓(𝑝𝑠𝑗) = 𝑐. Поскольку ℎ𝑓(𝑡)—многочлен, получа-
ем, что ℎ𝑓(𝑡) = 𝑐 при всех 𝑡, а это по лемме 2 влечет 𝑓 ≡ 𝑐 ∈ {0, 1}, что
противоречит существенности всех переменных функции 𝑓 .

Следовательно, множество {ℎ𝑓(𝑝𝑠)}𝑠∈N счетно и оно имеет предель-
ную точку, а поскольку оно лежит в 𝐺, этой предельной точкой являет-
ся 𝑞. Тогда существует подпоследовательность {ℎ𝑓(𝑝𝑠𝑗)}𝑗∈N, сходящаяся
к 𝑞. При этом lim

𝑗→∞
𝑝𝑠𝑗 = lim

𝑠→∞
𝑝𝑠 = 𝑞. Отсюда в силу непрерывности функ-

ции ℎ𝑓(𝑡) получаем, что 𝑓(𝑞, . . . , 𝑞) = ℎ𝑓(𝑞) = lim
𝑗→∞

ℎ𝑓(𝑝𝑠𝑗) = 𝑞.

Предположение и шаг индукции. Пусть 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑞 для всех набо-
ров 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, в которых 𝑟 < 𝑅. Докажем утверждение для 𝑟 = 𝑅 < 𝑛. Без
ограничения общности можно считать, что 𝛼𝑅+1 = · · · = 𝛼𝑛 = 𝑞. Пусть
{𝑝𝑠}𝑠∈N ⊆ 𝐺 ∖ {𝑞}—последовательность, монотонно сходящаяся к 𝑞. Для
всевозможных 𝑖1, . . . , 𝑖𝑅 ∈ N рассмотрим множества

𝐴𝑖1,...,𝑖𝑅 = {𝑓(𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅, 𝑝𝑠, . . . , 𝑝𝑠)}𝑠∈N ⊆ 𝐺.

Предположим, что все множества 𝐴𝑖1,...,𝑖𝑅 —конечные. Если 𝐴𝑖1,...,𝑖𝑅

конечно, то найдется такая величина 𝑐(𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅) и такая подпоследо-
вательность {𝑝𝑠𝑗}𝑗∈N, что при всех 𝑗 выполнено

𝑓(𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅, 𝑝𝑠𝑗 , . . . , 𝑝𝑠𝑗) = 𝑐(𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅).

В силу счетности множества {𝑝𝑠𝑗}𝑗∈N получаем, что при всех 𝑡 ∈ [0, 1]
имеет место

𝑓(𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅, 𝑡, . . . , 𝑡) = 𝑐(𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅). (2)

Поскольку все множества 𝐴𝑖1,...,𝑖𝑅 конечны, то же имеет место при лю-
бых 𝑖1, . . . , 𝑖𝑅 и соответствующих 𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅. При этом, как несложно
заметить, величина 𝑐(𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅) выражается многочленом от перемен-
ных 𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅. На месте каждого из значений 𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅 в равенстве (2)
могут стоять произвольные элементы из счетного множества {𝑝𝑠}𝑠∈N.
Поскольку 𝑓 и 𝑐 являются многочленами от 𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑅, отсюда вытекает,
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что равенство (2) выполняется при произвольных 𝜉1, . . . , 𝜉𝑅, 𝑡:

𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑅, 𝑡, . . . , 𝑡) = 𝑐(𝜉1, . . . , 𝜉𝑅). (3)

Рассмотрим разложение функции 𝑓 по ее первым 𝑅 переменным:

𝑓(𝜉1, . . . , 𝜉𝑅, 𝑡, . . . , 𝑡) =
∑︁

𝜎̃∈{0,1}𝑅
𝜋(𝜉1, 𝜎1) . . . 𝜋(𝜉𝑛, 𝜎𝑅) ̂︀𝑓𝜎̃(𝑡, . . . , 𝑡) =

=
∑︁

𝜎̃∈{0,1}𝑅
𝜋(𝜉1, 𝜎1) . . . 𝜋(𝜉𝑛, 𝜎𝑅)ℎ𝑓𝜎̃(𝑡).

Тождество (3) можно переписать следующим образом:∑︁
𝜎̃∈{0,1}𝑅

𝜋(𝜉1, 𝜎1) . . . 𝜋(𝜉𝑛, 𝜎𝑅)ℎ𝑓𝜎̃(𝑡) = 𝑐(𝜉1, . . . , 𝜉𝑅).

Продифференцируем обе части этого тождества по переменной 𝑡. По-
лучим следующее тождество:∑︁

𝜎̃∈{0,1}𝑅
𝜋(𝜉1, 𝜎1) . . . 𝜋(𝜉𝑛, 𝜎𝑅)ℎ′

𝑓𝜎̃
(𝑡) = 0. (4)

Оно выполняется при произвольных 𝜉1, . . . , 𝜉𝑅 ∈ [0, 1]. Возьмем произ-
вольный двоичный набор 𝜏 ∈ {0, 1}𝑅 и положим 𝜉1 = 𝜏1, . . . , 𝜉𝑅 = 𝜏𝑅.
Тогда тождество (4) превратится в тождество ℎ′

𝑓𝜏
(𝑡) = 0, выполнен-

ное при всех 𝑡. Из него следует, что характеристический многочлен
функции 𝑓𝜏 постоянный, а это в свою очередь по лемме 2 влечет, что
сама функция 𝑓𝜏 —константа. В силу произвольности 𝜏 получаем, что
у функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) переменные 𝑥𝑅+1, . . . , 𝑥𝑛 несущественные, что
противоречит условию леммы. Полученное противоречие показывает,
что все множества 𝐴𝑖1,...,𝑖𝑅 не могут быть конечными.

Итак, среди множеств 𝐴𝑖1,...,𝑖𝑅 найдется хотя бы одно счетное, пусть
это𝐴𝑚1,...,𝑚𝑅

. Тогда оно имеет предельную точку, и, поскольку𝐴𝑚1,...,𝑚𝑅
⊆

𝐺, этой предельной точкой является 𝑞. Следовательно, найдется та-
кая подпоследовательность {𝑝𝑠𝑗}𝑗∈N, что 𝑓(𝑝𝑚1

, . . . , 𝑝𝑚𝑅
, 𝑝𝑠𝑗 , . . . , 𝑝𝑠𝑗) → 𝑞

при 𝑗 → ∞. В силу непрерывности функции 𝑓(𝑝𝑚1
, . . . , 𝑝𝑚𝑅

, 𝑡, . . . , 𝑡) по
переменной 𝑡, а также равенства lim

𝑗→∞
𝑝𝑠𝑗 = 𝑞 получаем, что

𝑓(𝑝𝑚1
, . . . , 𝑝𝑚𝑅

, 𝑞, . . . , 𝑞) = 𝑞.

Пусть 𝜉 лежит между 𝑝𝑚1
и 𝑞 (отметим, что 𝑝𝑚1

̸= 𝑞). Тогда найдется
такое 𝛽 ∈ [0, 1], что 𝜉 = (1 − 𝛽)𝑝𝑚1

+ 𝛽𝑞. В силу предположения индук-
ции имеем равенство 𝑓(𝑞, 𝑝𝑚2

, . . . , 𝑝𝑚𝑅
, 𝑞, . . . , 𝑞) = 𝑞. Тогда по лемме 3
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получаем, что

𝑓(𝜉, 𝑝𝑚2
, . . . , 𝑝𝑚𝑅

, 𝑞, . . . , 𝑞) = 𝑓((1 − 𝛽)𝑝𝑚1
+ 𝛽𝑞, 𝑝𝑚2

, . . . , 𝑝𝑚𝑅
, 𝑞, . . . , 𝑞) =

= (1 − 𝛽)𝑓(𝑝𝑚1
, 𝑝𝑚2

, . . . , 𝑝𝑚𝑅
, 𝑞, . . . , 𝑞) + 𝛽𝑓(𝑞, 𝑝𝑚2

, . . . , 𝑝𝑚𝑅
, 𝑞, . . . , 𝑞) =

= (1 − 𝛽)𝑞 + 𝛽𝑞 = 𝑞.

Таким образом, для любого 𝛼1 ∈ [min{𝑝𝑚1
, 𝑞},max{𝑝𝑚1

, 𝑞}] выполнено
𝑓(𝛼1, 𝑝𝑚2

, . . . , 𝑝𝑚𝑅
, 𝑞, . . . , 𝑞) = 𝑞. Поскольку 𝑓 является многочленом, по-

лучаем, что это же равенство выполнено при произвольных 𝛼1. Анало-
гично далее показываем, что

𝑓(𝛼1, 𝛼2, 𝑝𝑚3
, . . . , 𝑝𝑚𝑅

, 𝑞, . . . , 𝑞) = · · · = 𝑓(𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑅, 𝑞, . . . , 𝑞) = 𝑞

при произвольных 𝛼1, . . . , 𝛼𝑅. Таким образом шаг индукции, а вместе с
ним и лемма доказаны.

Лемма5. Пустьалгебра распределений ⟨𝐺, 𝑓⟩имеетединственнуюпре-
дельную точку 𝑞 ∈ [0, 1]. Тогда либо 𝑓 ∈ 𝑀𝑈 , либо 𝑞 ∈ {0, 12 , 1} и 𝑓 ∈ 𝒜(𝑞).

Доказательство. Покажем, что если 𝑓 ̸∈ 𝑀𝑈 , то выполнено второе
утверждение. Без ограничения общности считаем, что все 𝑛 перемен-
ных функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) существенные. Поскольку 𝑓 ̸∈ 𝑀𝑈 , выполне-
но 𝑛 > 1. Тогда к алгебре ⟨𝐺, 𝑓⟩ применимо утверждение леммы 4, из
которой вытекает, что для любых {𝛼1, . . . , 𝛼𝑛} ∋ 𝑞 выполнено равенство
𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑞.

Пусть 𝑓0(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(0, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑓1(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).
Рассмотрим разложение функции 𝑓 по первой переменной при 𝛼1 = 𝑞:

𝑞 = 𝑓(𝑞, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = (1 − 𝑞)̂︀𝑓0(𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) + 𝑞 ̂︀𝑓1(𝛼2, . . . , 𝛼𝑛). (5)

Это тождество, которые выполняется при произвольных значениях
𝛼2, . . . , 𝛼𝑛. Рассмотрим 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1}. Тогда согласно лемме 1 имеет
место ̂︀𝑓0(𝛼2, . . . , 𝛼𝑛), ̂︀𝑓1(𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ∈ {0, 1}. Как следствие, на всех наборах
𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1} тождество (5) принимает один из следующих видов:

𝑞 = (1 − 𝑞) · 0 + 𝑞 · 0 (6)
𝑞 = (1 − 𝑞) · 0 + 𝑞 · 1 (7)
𝑞 = (1 − 𝑞) · 1 + 𝑞 · 0 (8)
𝑞 = (1 − 𝑞) · 1 + 𝑞 · 1 (9)

Легко видеть, что из равенства (6) следует, что 𝑞 = 0, из равенства (8) —
что 𝑞 = 1

2, из равенства (9) — что 𝑞 = 1. Для заданной функции 𝑓 на все-
возможных наборах 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1} равенства (5) могут переходить



10

только в одно из соотношений (6),(8),(9), и, возможно, в соотноше-
ние (7). Предположим, что ни для одного набора 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1}
равенство (5) не переходит в какое-то из соотношений (6),(8),(9). Тогда
для всех наборов равенство (5) переходит в соотношение (7), откуда
следует, что при всех 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1} имеют место равенства:

𝑓(0, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = 0, 𝑓(1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = 1.

Из этих равенств вытекает, что 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1, что противоречит
предположению 𝑓 ̸∈ 𝑀𝑈 .

Итак, для любой функции 𝑓 ̸∈ 𝑀𝑈 выполнено 𝑞 ∈ {0, 12 , 1}. При
этом, если 𝑞 = 0, то для любого набора 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1} выполнено
𝑓(0, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = 0; если 𝑞 = 1, то для любого набора 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1}
выполнено 𝑓(1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = 1; наконец, если 𝑞 = 1

2, то для любого набора
𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1} выполнено 𝑓(0, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) ̸= 𝑓(1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛).

Поскольку в рассуждениях выше вместо переменной 𝑥1 можно взять
любую другую, получаем, что единственность предельной точки у мно-
жества 𝐺 влечет одно из трех утверждений:

1. 𝑞 = 0 и для любых 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1}, (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ̸= (1, . . . , 1) выпол-
нено 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 0.

2. 𝑞 = 1 и для любых 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ {0, 1}, (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ̸= (0, . . . , 0) выпол-
нено 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 1.

3. 𝑞 = 1
2 и на любых 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, 𝛽 ∈ {0, 1}, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} выполнено

𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑖 ⊕ 𝛽, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ⊕ 𝛽.

Несложно проверить, что эти три условия в точности описывают функ-
ции из множеств 𝒜(𝑞). Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть алгебра распределений ⟨𝐺, 𝐵̂⟩ имеет единственную
предельную точку 𝑞 ∈ [0, 1]. Тогда либо 𝐵 ⊆ 𝑀𝑈 , либо 𝑞 ∈ {0, 12 , 1} и 𝐵 ⊆
𝒜(𝑞).

Доказательство. Если ⟨𝐺, 𝐵̂⟩—алгебра с единственнойпредельнойточ-
кой 𝑞 ∈ [0, 1] и 𝑓 ∈ 𝐵, то ⟨𝐺, 𝑓⟩—также алгебра с единственной предель-
ной точкой 𝑞. По лемме 5 либо 𝑓 ∈ 𝑀𝑈 , либо 𝑞 ∈ {0, 12 , 1} и 𝑓 ∈ 𝒜(𝑞), Если
𝐵 ⊆ 𝑀𝑈 , то утверждение теоремы выполнено.

Если 𝐵 ∖𝑀𝑈 ̸= ∅, то 𝑞 ∈ {0, 12 , 1} и 𝐵 ∖𝑀𝑈 ⊆ 𝒜(𝑞). Поскольку𝑀𝑈 ⊂
⊂ 𝒜(𝑞) при любом 𝑞 ∈ {0, 12 , 1}, получаем, что𝐵 ⊆ (𝐵 ∖𝑀𝑈)∪𝑀𝑈 ⊆ 𝒜(𝑞),
что и требовалось доказать.
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Порождение единственной предельной точки

Для множества 𝐺 ⊆ [0, 1] определим замыкание 𝑉𝐵(𝐺) относительно
операций из множества 𝐵̂ как наименьшую по включению подалгебру
⟨[0, 1], 𝐵̂⟩, содержащую множество 𝐺. Отметим, что если 𝐴 ⊆ 𝐵, то
𝑉𝐴(𝐺) ⊆ 𝑉𝐵(𝐺).

Докажем критерий того, что множество𝐺 порождает алгебру с един-
ственной предельной точкой.

Сформулируем сначала несколько вспомогательных утверждений.

Лемма 6. Пусть все 𝑛 > 1 переменных функции 𝑓 существенные.

Если 𝑓 ∈ 𝐾, то 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) =
𝑛∏︀

𝑖=1

𝑝𝑖.

Если 𝑓 ∈ 𝐷, то 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 1 −
𝑛∏︀

𝑖=1

(1 − 𝑝𝑖).

Если 𝑓 = 𝑥1⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑛⊕ 𝑐 ∈ 𝐿, то (1− 2𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)) = (−1)𝑐
𝑛∏︀

𝑖=1

(1− 2𝑝𝑖).

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐾. Так как 𝑓 имеет 𝑛 > 1 существенных пе-
ременных, 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = min(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Следовательно, 𝑓(𝜎1, . . . , 𝜎𝑛) =
1 равносильно 𝜎1 = · · · = 𝜎𝑛 = 1, откуда по формуле (1) получаем, что
𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 𝑝1 · · · 𝑝𝑛.

Пусть теперь 𝑓 ∈ 𝐷. Так как 𝑓 имеет 𝑛 > 1 существенных пе-
ременных, 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = max(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Рассмотрим 𝑔 = 𝑓 . Тогда
𝑔(𝜎1, . . . , 𝜎𝑛) = 1 равносильно 𝜎1 = · · · = 𝜎𝑛 = 0, откуда получаем
𝑔(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = (1 − 𝑝1) · · · (1 − 𝑝𝑛) и 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 1 − (1 − 𝑝1) · · · (1 − 𝑝𝑛).

Пусть, наконец, 𝑓 ∈ 𝐿. Докажем утверждение индукцией по 𝑛. Если
𝑛 = 1, то 𝑓(𝑥1) = 𝑥1 или 𝑓(𝑥1) = 𝑥1 ⊕ 1. В первом случае 𝑓(𝑝1) = 𝑝1,
откуда 1− 2𝑓(𝑝1) = (−1)0(1− 2𝑝1). Во втором случае 𝑓(𝑝1) = 1− 𝑝1, откуда
1 − 2𝑓(𝑝1) = 1 − 2(1 − 𝑝1) = 2𝑝1 − 1 = (−1)1(1 − 2𝑝1)

Пусть утверждение доказано для 𝑛 = 𝑁 , докажем его для 𝑛 = 𝑁 + 1.
Рассмотрим 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁+1) = 𝑥1⊕· · ·⊕𝑥𝑁⊕𝑥𝑁+1⊕𝑐. Пусть 𝑓0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) =
𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑁 ⊕ 𝑐 и 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) = 𝑥1 ⊕ · · · ⊕ 𝑥𝑁 ⊕ 𝑐. Тогда имеет место
разложение 𝑓 по последней переменной:

𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑁+1) = (1 − 𝑝𝑁+1)̂︀𝑓0(𝑝1, . . . , 𝑝𝑁) + 𝑝𝑁+1
̂︀𝑓1(𝑝1, . . . , 𝑝𝑁).

Отсюда получаем, опуская для краткости аргументы функций:

1 − 2𝑓 = 1 − (1 − 𝑝𝑁+1) · 2̂︀𝑓0 − 𝑝𝑁+1 · 2̂︀𝑓1 =

= 1 + (1 − 𝑝𝑁+1)(1 − 2̂︀𝑓0) + 𝑝𝑁+1(1 − 2̂︀𝑓1) − (1 − 𝑝𝑁+1) − 𝑝𝑁+1 =

= (1 − 𝑝𝑁+1)(1 − 2̂︀𝑓0) + 𝑝𝑁+1(1 − 2̂︀𝑓1).
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Применим к функциям 𝑓0 и 𝑓1 предположение индукции. Тогда

1 − 2𝑓 = (1 − 𝑝𝑁+1)(−1)𝑐
𝑁∏︁
𝑖=1

(1 − 2𝑝𝑖) + 𝑝𝑁+1(−1)𝑐+1
𝑁∏︁
𝑖=1

(1 − 2𝑝𝑖) =

= (−1)𝑐(1 − 𝑝𝑁+1 − 𝑝𝑁+1)
𝑁∏︁
𝑖=1

(1 − 2𝑝𝑖) = (−1)𝑐
𝑁+1∏︁
𝑖=1

(1 − 2𝑝𝑖),

что и требовалось доказать.

Из леммы 6 вытекают несколько простых следствий.

Следствие 1. Если у функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝒜(𝑞) все 𝑛 > 1 переменных

существенные, то (1 + 4𝑞(1− 𝑞))|𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)− 𝑞| =
𝑛∏︀

𝑖=1

(1 + 4𝑞(1− 𝑞))|𝑝𝑖− 𝑞|.

Следствие 2. Если у функции 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝒜(𝑞) все 𝑛 > 1 переменных
существенные, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ [0, 1], {𝛼1, . . . , 𝛼𝑛} ∋ 𝑞, то 𝑓(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝑞.

Следствие 3. Если для заданных 𝑞 ∈ {0, 12 , 1} и 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 ∈ [0, 1] число 𝑟 ∈

∈ [0, 1] удовлетворяет (1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑟 − 𝑞| =
𝑛∏︀

𝑖=1

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑝𝑖 − 𝑞|, то

найдется такая функция 𝑓 ∈ 𝒜(𝑞), что 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 𝑟.

Следствие 4. 𝑉𝒜(𝑞)(𝐺) = {𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) | 𝑓 ∈ 𝒜(𝑞); 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺}.

Доказательство. Из включения 𝑀𝑈 ⊆ 𝒜(𝑞) и определения замыкания
легко следует, что 𝐺 ⊆ {𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) | 𝑓 ∈ 𝒜(𝑞); 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺} ⊆ 𝑉𝒜(𝑞)(𝐺).
Покажем, что множество 𝐺′ = {𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) | 𝑓 ∈ 𝒜(𝑞); 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺}—
подалгебра. Пусть заданы 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚 ∈ 𝐺′ и 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝒜(𝑞). То-
гда по определению множества 𝐺′ для каждого 𝑟𝑗 найдется такая
функция 𝜙𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙𝑗) ∈ 𝒜(𝑞) и такой набор 𝑝𝑗𝑖 ∈ 𝐺, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙𝑗, что
𝑟𝑗 = ̂︁𝜙𝑗(𝑝𝑗1, . . . , 𝑝𝑗𝑙𝑗). По следствию 1 для каждого 𝑟𝑗 выполнено равенство

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑟𝑗 − 𝑞| =
𝑙𝑗∏︀
𝑖=1

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑝𝑗𝑖 − 𝑞|. Рассмотрим 𝑓(𝑟1, . . . , 𝑟𝑚).

В силу следствия 1 имеем:

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑓(𝑟1, . . . , 𝑟𝑚) − 𝑞| =
𝑚∏︁
𝑗=1

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑟𝑗 − 𝑞| =

=
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑙𝑗∏︁
𝑖=1

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑝𝑗𝑖 − 𝑞|.
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Тогда из следствия 3 вытекает, что найдется такаяфункция𝜙 ∈ 𝒜(𝑞), что
𝑓(𝑟1, . . . , 𝑟𝑚) = ̂︀𝜙(𝑝11, . . . , 𝑝𝑚𝑙𝑚). Поскольку 𝑝11, . . . , 𝑝𝑚𝑙𝑚 ∈ 𝐺, имеет место̂︀𝜙(𝑝11, . . . , 𝑝𝑚𝑙𝑚) ∈ 𝐺′, откуда 𝑓(𝑟1, . . . , 𝑟𝑚) ∈ 𝐺′. Следствие доказано.

Нам также потребуется следующая теорема, характеризующая ко-
нечные алгебры бернуллиевских распределений.

Теорема 2 [5]. Пусть ⟨𝐺, 𝐵̂⟩—конечная алгебра бернуллиевских рас-
пределений, индуцированная множеством булевых функций 𝐵. Тогда име-
ет место по крайней мере одно из следующих утверждений:

1. 𝐺 ⊆ {0, 1};
2. 𝐵 ⊆ 𝑈 ;

3. 𝐺 = {𝑝}, 𝑝 ̸∈ {0, 1}—алгебраическое число;

4. 𝐺 ⊆ {0, 12 , 1}, 𝐵 ⊆ 𝐿.

Сформулируем теперь критерий. Через 𝜆(𝐺) будем обозначать мно-
жество предельных точек множества 𝐺.

Теорема 3. Для того, чтобы порождаемая множеством 𝐺 ⊂ [0, 1] ал-
гебра распределений𝑉𝐵(𝐺)имела единственнуюпредельнуюточку 𝑞 ∈ [0, 1],
необходимо и достаточно выполнение одного из следующих условий:

1. 𝐵 ⊆ 𝑀𝑈 и 𝜆(𝐺) = {𝑞};
2. 𝑞 = 1

2, 𝐵 ⊆ 𝑈 и 𝜆(𝐺) = {𝑞};
3. 𝑞 ∈ {0, 12 , 1}, 𝐵 ̸⊆ 𝑈 , 𝐵 ⊆ 𝒜(𝑞), 𝜆(𝐺) ⊆ {𝑞} и 𝐺 ̸⊆ {0, 𝑞, 1}.

Доказательство. Необходимость. Пусть𝑉𝐵(𝐺)имеет единственнуюпре-
дельную точку 𝑞 ∈ [0, 1]. Из включения 𝐺 ⊆ 𝑉𝐵(𝐺) вытекает, что
𝜆(𝐺) ⊆ {𝑞}.

Если 𝐵 ⊆ 𝑈 (в том числе, если 𝐵 ⊆ 𝑀𝑈 ), то выполнено 𝑉𝐵(𝐺) ⊆
⊆ 𝐺 ∪ {1 − 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} ∪ {0, 1}. Если множество 𝐺 конечно, то 𝑉𝐵(𝐺)
также конечно и не имеет предельных точек. Поскольку 𝑉𝐵(𝐺) имеет
предельную точку 𝑞, получаем, что 𝜆(𝐺) = {𝑞}.

Если 𝐵 ⊆ 𝑈 , и при этом 𝐵 ̸⊆ 𝑀𝑈 , то 𝑥̄ ∈ 𝐵. Тогда 𝑉𝐵(𝐺) замкнуто от-
носительно операции, индуцированной функцией 𝑥̄, и, следовательно,
вместе с каждой точкой 𝑟 ∈ 𝑉𝐵(𝐺) также содержит точку 1−𝑟. Тогда, если
𝑞—предельная точка множества 𝑉𝐵(𝐺), то 1− 𝑞 также является его пре-
дельной точкой. В силу единственности предельной точки получаем,
что 𝑞 = 1 − 𝑞, откуда 𝑞 = 1

2.
Пусть теперь 𝐵 ̸⊆ 𝑈 . По теореме 1 из единственности предельной

точки 𝑞 в алгебре ⟨𝑉𝐵(𝐺), 𝐵̂⟩ вытекает, что 𝑞 ∈ {0, 12 , 1} и 𝐵 ⊆ 𝒜(𝑞).
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Условие 𝐺 ̸⊆ {0, 1} очевидно необходимо в силу леммы 1. Если 𝑞 = 1
2

и 𝐵 ⊆ 𝒜(12) = 𝐿, то из леммы 1 и следствия 2 вытекает равен-
ство 𝑉𝐵({0, 12 , 1}) = {0, 12 , 1}, которое влечет необходимость условия
𝐺 ̸⊆ {0, 12 , 1} в этом случае.

Достаточность. Если 𝐵 ⊆ 𝑈 , достаточность условия 𝜆(𝐺) = {𝑞} (и
дополнительного условия 𝑞 = 1

2 в случае 𝐵 ̸⊆ 𝑀𝑈 ) легко вытекает из
включения 𝑉𝐵(𝐺) ⊆ 𝐺 ∪ {1 − 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} ∪ {0, 1}.

Пусть далее 𝑞 ∈ {0, 12 , 1}, 𝐵 ̸⊆ 𝑈 , 𝐵 ⊆ 𝒜(𝑞), 𝜆(𝐺) ⊆ {𝑞} и 𝐺 ̸⊆ {0, 𝑞, 1}.
Покажем, что 𝑉𝐵(𝐺) имеет единственную предельную точку 𝑞.

Предположим, что 𝑉𝐵(𝐺) не имеет предельных точек, тогда 𝑉𝐵(𝐺)
конечно. С учетом условий, которым удовлетворяют множества 𝐵 и 𝐺,
по теореме 2 получаем, что единственный случай, в котором возможно
конечное множество 𝑉𝐵(𝐺)—это 𝐺 = {𝑝} и 𝑉𝐵(𝐺) = {𝑝}.

Тогда найдется функция 𝑓 ∈ 𝐵 ∖ 𝑈 с 𝑛 > 2 существенными пе-
ременными, для которой выполнено ℎ𝑓(𝑝) = 𝑝. По следствию 1 это
равносильно равенству (1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑝− 𝑞| = ((1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑝− 𝑞|)𝑛, из
которого следует, что (1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑝− 𝑞| ∈ {0, 1}. Несложно убедиться,
что при 𝑞 ∈ {0, 12 , 1} это влечет 𝑝 ∈ {0, 𝑞, 1}.

Таким образом конечность множества 𝑉𝐵(𝐺) влечет 𝐺 = {𝑝}, где 𝑝 ∈
∈ {0, 1}, а это противоречит условию 𝐺 ̸⊆ {0, 𝑞, 1}. Получаем, что мно-
жество 𝑉𝐵(𝐺) счетно, и имеет предельные точки. Покажем, что в дей-
ствительности предельная точка единственна и равна 𝑞.

Из включения 𝐵 ⊆ 𝒜(𝑞) вытекает, что 𝑉𝐵(𝐺) ⊆ 𝑉𝒜(𝑞)(𝐺), поэтому
достаточно доказать единственность предельной точки 𝑞 для множе-
ства 𝑉𝒜(𝑞)(𝐺).

Пусть 𝜉—предельная точка множества 𝑉𝒜(𝑞)(𝐺), тогда существует
такая монотонная последовательность {𝜉𝑛}𝑛∈N ∈ 𝑉𝒜(𝑞)(𝐺), что 𝜉𝑛 → 𝜉 при
𝑛 → ∞. В силу монотонности последовательности 𝜉𝑛 все ее элементы
различны, и, кроме того, не ограничивая общности можно считать, что
𝜉𝑛 ̸= 𝑞 при всех 𝑛. В силу следствия 4 имеет место представление:

𝑉𝒜(𝑞)(𝐺) = {𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) | 𝑓 ∈ 𝒜(𝑞); 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺}.

Следовательно, для каждого элемента последовательности 𝜉𝑛 найдется
функция 𝑓𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑙𝑛) ∈ 𝒜(𝑞), у которой все 𝑙𝑛 переменных существен-
ные, и такие элементы 𝑔𝑛1, . . . , 𝑔𝑛𝑙𝑛 ∈ 𝐺, что 𝜉𝑛 = ̂︀𝑓𝑛(𝑔𝑛1, . . . , 𝑔𝑛𝑙𝑛). Отме-
тим, что 𝑔𝑛𝑖 ̸= 𝑞, так как в противном случае по следствию 2 имело бы
место 𝜉𝑛 = ̂︀𝑓𝑛(𝑔𝑛1, . . . , 𝑔𝑛𝑙𝑛) = 𝑞, что противоречит выбору 𝜉𝑛 ̸= 𝑞.

Также можно считать, что 𝑔𝑛1, . . . , 𝑔𝑛𝑙𝑛 ̸∈ {0, 1}, так как в противном
случае можно заменить функцию 𝑓𝑛 на функцию 𝑓 ′

𝑛 ∈ 𝒜(𝑞) с меньшим
числом существенных переменных.
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Обозначим 𝐺′ = {𝑔𝑛𝑖}𝑛∈N,𝑖=1,...,𝑙𝑛. Предположим, что последователь-
ность {𝑙𝑛}𝑛∈N ограничена и множество 𝐺′ конечно. Тогда имеется лишь
конечное число вариантов значений для ̂︀𝑓𝑛(𝑔𝑛1, . . . , 𝑔𝑛𝑙𝑛), а это противо-
речит тому, что все элементы последовательности {𝜉𝑛}𝑛∈N различны.

Итак, либо последовательность {𝑙𝑛}𝑛∈N не ограничена, либо множе-
ство 𝐺′ счетно.

Рассмотрим сначала первый вариант. Тогда найдется такая под-
последовательность {𝑙𝑛𝑠

}𝑠∈N, что 𝑙𝑛𝑠
→ ∞ при 𝑠 → ∞. Положим 𝛾 =

= max
𝑔∈𝐺∖{0,1}

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑔 − 𝑞| < 1. По следствию 1 для функции 𝑓𝑛𝑠
полу-

чаем: (1 + 4𝑞(1− 𝑞))|̂︁𝑓𝑛𝑠
(𝑔𝑛𝑠1, . . . , 𝑔𝑛𝑠𝑙𝑛𝑠)− 𝑞| =

𝑙𝑛𝑠∏︀
𝑖=1

(1 + 4𝑞(1− 𝑞))|𝑔𝑖− 𝑞| 6 𝛾𝑙𝑛𝑠 .

При 𝑠 → ∞ имеет место 𝛾𝑙𝑛𝑠 → 0, откуда вытекает, что также вы-
полнено (1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|̂︁𝑓𝑛𝑠

(𝑔𝑛𝑠1, . . . , 𝑔𝑛𝑠𝑙𝑛𝑠) − 𝑞| → 0. Это соотношение рав-
носильно 𝜉𝑛𝑠

= ̂︁𝑓𝑛𝑠
(𝑔𝑛𝑠1, . . . , 𝑔𝑛𝑠𝑙𝑛𝑠) → 𝑞. Поскольку предел подпоследо-

вательности совпадает с пределом последовательности, получаем, что
также имеет место 𝜉𝑛 = ̂︀𝑓𝑛(𝑔𝑛1, . . . , 𝑔𝑛𝑙𝑛) → 𝑞 при 𝑛 → ∞, т. е. 𝜉 = 𝑞.

Рассмотримтеперь второйвариант.Пустьпоследовательность {𝑙𝑛}𝑛∈N
ограничена, но при этом множество 𝐺′ счетно. Из ограниченности
последовательности {𝑙𝑛}𝑛∈N следует, что множество функций {𝑓𝑛}𝑛∈N
конечно, а значит существует такая функция 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑁) и такая под-
последовательность {𝑛𝑠}𝑠∈N, что 𝑓𝑛𝑠

= 𝜙, т. е. 𝜉𝑛𝑠
= ̂︀𝜙(𝑔𝑛𝑠1, . . . , 𝑔𝑛𝑠𝑁).

Среди множеств 𝐺𝑖 = {𝑔𝑛𝑠𝑖}𝑠∈N при 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 есть по крайней
мере одно счетное, для удобства будем считать, что это 𝐺1. Посколь-
ку 𝐺1 ⊆ 𝐺′ ⊆ 𝐺 и 𝜆(𝐺) ⊆ {𝑞} получаем, что 𝑞—предельная точка
множества 𝐺1, а следовательно существует такая подпоследователь-
ность {𝑛′

𝑠}𝑠∈N, что 𝑔𝑛′
𝑠1 → 𝑞 при 𝑠 → ∞.

Положим 𝛾 = max
𝑔∈𝐺′

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑔 − 𝑞|. По следствию 1 получаем:

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|̂︁𝑓𝑛′
𝑠
(𝑔𝑛′

𝑠1, 𝑔𝑛′
𝑠2, . . . , 𝑔𝑛′

𝑠𝑁) − 𝑞| =

=
𝑁∏︁
𝑖=1

(1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑔𝑛′
𝑠𝑖 − 𝑞| 6 (1 + 4𝑞(1 − 𝑞))|𝑔𝑛′

𝑠1 − 𝑞|𝛾𝑁−1.

Тогда 𝑔𝑛′
𝑠1 → 𝑞 при 𝑠 → ∞ влечет 𝜉𝑛′

𝑠
= ̂︁𝑓𝑛′

𝑠
(𝑔𝑛′

𝑠1, 𝑔𝑛′
𝑠2, . . . , 𝑔𝑛′

𝑠𝑁) → 𝑞 при
𝑠 → ∞. Поскольку предел подпоследовательности совпадает с пределом
последовательности, получаем, что 𝜉𝑛 → 𝑞, и следовательно 𝜉 = 𝑞.
Теорема доказана.

Следствие 5. Если𝐺 ⊂ [0, 1] конечно и 𝑉𝐵(𝐺) имеет единственную пре-
дельную точку 𝑞 ∈ [0, 1], то 𝑞 ∈ {0, 12 , 1}.
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Следствие 6. Если для какого-то конечного множества 𝐺 ̸⊆ {0, 12 , 1}
алгебра распределений 𝑉𝐵(𝐺) имеет единственную предельную точку 𝑞 ∈
∈ [0, 1], то для любого конечного 𝐺′ ̸⊆ {0, 12 , 1} алгебра 𝑉𝐵(𝐺′) имеет ту же
предельную точку 𝑞.

Автор выражает признательность О.М.Касим-Заде за внимание к
данной работе.
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