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В.А. Балашов1, Е.Б. Савенков1. Численный расчет двумерных течений двух-
фазной жидкости с учетом смачиваемости с помощью квазигидродинамиче-
ских уравнений.

Аннотация.Настоящая работа посвящена продолжению разработки числен-
ного алгоритма для расчета двумерных двухфазных изотермических вязких
течений с поверхностными эффектами с учетом смачиваемости на границе с
твердой стенкой в областях с воксельной геометрией. В качестве математи-
ческой модели использована квазигидродинамическая регуляризация уравне-
ний Навье–Стокса–Кана–Хилларда. При этом воксельная геометрия границы
расчетной области интерпретируется как аппроксимация некоторой (неиз-
вестной) кусочно-гладкой границы. Приведены результаты расчета формы
капли, касающейся двух плоских стенок, для различных углов смачивания,
а также вытеснения в двумерном поровом дублете.

Ключевые слова: уравнения Навье–Стокса–Кана–Хилларда, квазигидро-
динамическая регуляризация, угол смачивания, многофазные течения, диф-
фузная граница

V.A. Balashov, E.B. Savenkov. Numerical simulation of two-dimensional two-
phase fluid flows accounting for wettability with quasi-hydrodynamic equations.

Abstract. The present paper is devoted to further development of numerical
algorithm for simulation of two-dimensional two-phase isothermal viscous flows
with surface effects accounting for wettability on solid boundaries in voxel domains.
Quasi-hydrodynamic regularization of Navier–Stokes–Cahn–Hilliard equations is
used. Voxel boundary is interpreted as approximation of some (unknown) piecewise-
smooth surface. Simulation results of stationary droplet touching two plane walls
with different wetting angles are presented. Also two-phase flow simulations in
pore doublet geometry model are performed.

Key words and phrases: Navier–Stokes–Cahn–Hilliard equations, quasi-hyd-
rodynamic regularization, wetting angle, multiphase flows, diffuse interface
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1 Введение

Представленная работа посвящена разработке численного алгоритма для
расчета двумерных двухфазных вязких изотермических течений с учетом
поверхностного натяжения на межфазной границе и угла смачивания на гра-
нице с твердой стенкой. Используемая математическая модель течения яв-
ляется квазигидродинамической (КГиД) регуляризацией системы уравнений
Навье–Стокса–Кана–Хилларда (НСКХ) [1–3]. Суть этой регуляризации со-
стоит в физически мотивированном добавлении диссипативных слагаемых,
пропорциональных малому параметру 𝜏 > 0, имеющему размерность вре-
мени. Это позволяет использовать явные симметричные разностные схемы,
сравнительно простые в реализации.

В настоящей работе мы считаем, что геометрия расчетной области имеет
«воксельное» представление (в рассматриваемом двумерном случае — «пик-
сельное»): расчетная область покрывается декартовой равномерной сеткой,
и каждой ячейке приписывается значение 0 или 1 в зависимости от того,
есть ли материал в соответствующей точке или нет. Если в ячейке возможно
течение жидкости, то будем ее называть активной, если нет — неактивной.

Выбор «воксельного» представления обусловлен тем, что во многих прак-
тически важных задачах, связанных с исследованиями свойств различных
материалов, геометрия расчетной области не может быть охарактеризова-
на точно и является результатом предварительного анализа материала. На-
пример, это имеет место в рамках технологии «цифровой керн», набираю-
щей все большую популярность при проведении геофизических исследований.
Для определения геометрии порового пространства некоторого образца гор-
ной породы (керна) используют компьютерную микротомографию (𝜇CT). Ее
результаты обрабатывают специальными алгоритмами сегментации и полу-
чают бинарное «воксельное» представление порового пространства, которое
используют, например, для численного моделирования течения жидкости в
нем с целью определения коэффициента проницаемости.

В работе [4] показано, что два способа интерпретации границы расчет-
ной области — как точной и как аппроксимации некоторой кусочно-гладкой
(вообще говоря неизвестной) поверхности, могут приводить к существенно
различным результатам. В настоящей работе алгоритм из [4], использующий
второй подход, модифицирован и доработан в части аппроксимации краевых
условий на «ступенчатом» участке твердой границы. Представлены результа-
ты моделирования равновесной формы капли, расположенной между двумя
плоскими «ступенчатыми» стенками и вытеснения одной жидкости другой
в геометрии порового дублета. Полученные результаты демонстрируют кор-
ректность разработанного метода.
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2 КГиД регуляризация уравнений НСКХ

В соответствии с [1–3] КГиД система уравнений изотермической двухком-
понентной смеси с учетом поверхностных эффектов и без учета внешней силы
имеет вид:

𝜕𝑡𝜌 + div 𝑗𝑚 = 0, (2.1)

𝜕𝑡(𝜌𝑢) + div(𝑗𝑚 ⊗ 𝑢) + ∇𝑝 = divΠ, (2.2)

𝜕𝑡(𝜌𝐶) + div(𝑗𝑚𝐶) = div
(︀
𝑀∇𝜇

)︀
, (2.3)

где 𝜌 > 0, 𝑢, 0 < 𝐶 < 1 — полная плотность (плотность смеси) и скорость
жидкости; 𝐶 — массовая концентрация одного из компонентов жидкости:
𝐶 = 𝐶1, 𝐶2 = 1 − 𝐶1, 𝐶𝑖 = 𝜌𝑖/𝜌, 𝜌𝑖 — массовая плотность 𝑖-го компонента,
𝑖 = 1, 2 — номер компонента. Указанные параметры зависят от (𝑥, 𝑡), а 𝑥 =
(𝑥, 𝑦) = (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω̄ и Ω — ограниченная область в R2 с кусочно-гладкой
границей 𝜕Ω, 𝑡 > 0. Здесь и ниже дивергенция тензора берется по его первому
индексу, символ ⊗ означает тензорное произведение векторов.

Массовая плотность свободной энергии Гельмгольца имеет вид [5, 6]:

Ψ(𝜌, 𝐶,∇𝐶) = Ψ0(𝜌, 𝐶) +
𝜆1

2
|∇𝐶|2,

Ψ0(𝜌, 𝐶) = 𝐶Ψ(1)(𝜌) + (1 − 𝐶)Ψ(2)(𝜌) + Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶), Ψ(𝑖)(𝜌) = 𝑐2𝑠𝑖 ln
𝜌

𝜌𝑖
,

Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶) = 𝐴𝜓𝐶
2(1 − 𝐶)2,

где 𝑐𝑠𝑖 > 0 — скорость звука в компоненте с номером 𝑖, 𝜌𝑖 = const > 0, 𝑖 = 1, 2.
Здесь Ψ(1), Ψ(2) — свободные энергии компонентов, Ψ𝑠𝑒𝑝 — «разделяющая»
свободная энергия, а 𝜆1 > 0 и 𝐴𝜓 > 0 — параметры. При этом давление
задается формулой 𝑝(𝜌, 𝐶) = 𝜌2Ψ′

0𝜌(𝜌, 𝐶) =
(︀
𝑐2𝑠1𝐶 + 𝑐2𝑠2(1 − 𝐶)

)︀
𝜌. Здесь и

ниже (·)′𝜌 = 𝜕/𝜕𝜌 и (·)′𝐶 = 𝜕/𝜕𝐶.
Для простоты будем рассматривать смесь двух жидкостей с одинаковыми

уравнениями состояния. Тогда Ψ(1) = Ψ(2), 𝑐𝑠1 = 𝑐𝑠2 = 𝑐𝑠, 𝑝 = 𝑐2𝑠𝜌.
Регуляризованный поток массы 𝑗𝑚 задается формулами

𝑗𝑚 = 𝜌(𝑢−𝑤), 𝑤 =
𝜏

𝜌

[︀
𝜌(𝑢 · ∇)u + ∇𝑝 + divQ

]︀
.

Здесь 𝑤 — регуляризующая скорость, наличие которой является особенно-
стью КГиД подхода, 𝜏 > 0 — релаксационный параметр, имеющий размер-
ность времени. Слагаемые, имеющие порядок 𝑂(𝜏), могут рассматриваться
как физически мотивированные регуляризаторы, обеспечивающие устойчи-
вость явных центрально-разностных аппроксимаций уравнений (2.1) – (2.3).
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Тензор напряжений имеет вид

Π = Π𝑁𝑆 −Q + Π𝜏 , (2.4)

где Π𝑁𝑆 — тензор вязких напряжений Навье–Стокса, Q — тензор капилляр-
ных напряжений, Π𝜏 — регуляризующий тензор:

Π𝑁𝑆 = 2𝜂D(u) +
(︀
𝜁 − 2

3𝜂)(divu)I, D(u) := 1
2(∇u + ∇u𝑇 ),

Q = 𝜆1𝜌∇𝐶 ⊗∇𝐶, Π𝜏 = 𝜌𝑢⊗𝑤. (2.5)

Здесь ∇𝑢 = {𝜕𝑖𝑢𝑗}2𝑖,𝑗=1, 𝜂 > 0 и 𝜁 > 0 — коэффициенты динамической и объ-
емной вязкости соответственно, I — единичный тензор. В настоящей работе
положим 𝜁 = 0.

В (2.3) параметр 𝑀(𝐶) > 0 называют подвижностью. Обобщенный хими-
ческий потенциал задается выражением

𝜇(𝜌, 𝐶) = Ψ′
0𝐶(𝜌, 𝐶) − 𝜆1

𝜌
div(𝜌∇𝐶). (2.6)

При 𝜏 = 0 имеем𝑤 = 0, и система (2.1) – (2.3) переходит в систему уравне-
ний Навье–Стокса–Кана–Хилларда вязкой сжимаемой изотермической двух-
компонентной смеси.

Межфазное (поверхностное) натяжение 𝜎 с механической точки зрения
представляет собой избыточное тангенциальное (по отношению к межфаз-
ной границе) напряжение, которое определяется по формуле Беккера [7–16].
С термодинамической точки зрения поверхностное натяжение является избы-
точной свободной энергией, сосредоточенной в поверхностном слое [13,15,17,
18]. В случае плоской межфазной границы 𝜎 связано с параметрами модели
согласно выражению

𝜎 =

+∞∫︁
−∞

𝜆1𝜌

(︂
𝑑𝐶

𝑑𝑥

)︂2

𝑑𝑥. (2.7)

Пренебрегая изменением плотности для профиля концентрации в случае плос-
кой межфазной границы, имеем:

𝐶(𝑥) =
1

2
+

1

2
th

𝛽(𝑥− 𝑥0)

2
, 𝛽 =

√︂
2𝐴𝜓

𝜆1
. (2.8)

Здесь 𝑥0 соответствует положению условной межфазной границы. Для по-
верхностного натяжения в этом случае получаем 𝜎 = 𝜌

√︀
𝐴𝜓𝜆1/18.

Определим межфазный слой как область пространства, такую, что {𝑥 :
𝐶𝜀 6 𝐶 6 1 − 𝐶𝜀}. Тогда для толщины межфазного слоя 𝜀 справедливо

𝜀 =
2

𝛽
ln

1 − 𝐶𝜀

𝐶𝜀
=

√︃
2𝜆1

𝐴𝜓
ln

1 − 𝐶𝜀

𝐶𝜀
.
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Если 𝐶𝜀 = 0.05, то 𝜀 ≈ 4.164
√︀

𝜆1/𝐴𝜓.
Система уравнений (2.1) – (2.6) дополняется граничными условиями, зада-

ющими нетривиальный угол смачивания на границе с твердой стенкой. При
выборе таких условий мы следуем работам [19–22].

Будем считать, что полная энергия системы имеет вид

ℰ =

∫︁
Ω

𝜌𝑒 𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕Ω

Ψ𝑤 𝑑𝑠,

где функция Ψ𝑤(𝐶) описывает поверхностную плотность свободной энергии
твердой границы и задается следующим образом:

Ψ𝑤(𝐶) = [1 − 𝑔(𝐶)]𝜎𝑏𝑤 + 𝜎𝑟𝑤𝑔(𝐶) =

= 𝜎𝑏𝑤 + (𝜎𝑟𝑤 − 𝜎𝑏𝑤)𝑔(𝐶) = 𝜎𝑏𝑤 + 𝜎 cos 𝜃 𝑔(𝐶), (2.9)

где, 𝑔(𝐶) = 3𝐶2 − 2𝐶3, 𝜎𝑏𝑤 и 𝜎𝑟𝑤 обозначают поверхностную плотность сво-
бодной энергии на границе «синяя жидкость–стенка» и «красная жидкость–
стенка» соответственно. Здесь и далее «красной» фазой (жидкостью) мы на-
зываем область пространства, где 𝐶 ≈ 1, а «синей» — область с 𝐶 ≈ 0. В (2.9)
использовано соотношение Юнга [15, 23], связывающее величины 𝜎𝑟𝑤, 𝜎𝑏𝑤 и
𝜎 c углом смачивания 𝜃 выражением 𝜎𝑟𝑤−𝜎𝑏𝑤−𝜎 cos 𝜃 = 0. При этом угол 𝜃
определен в некоторой точке линии трехфазного контакта (линии пересече-
ния поверхности уровня 𝐶 = 0.5 и твердой стенки) так, что одна его грань
касается границы «твердая стенка–синяя жидкость» (если стенка плоская, то
эта грань с ней совпадает), а другая касается поверхности 𝐶 = 0.5. Граничное
условие, задающее контактный угол 𝜃, имеет вид:

𝜕𝑛𝐶 =
6𝜎 cos 𝜃

𝜌𝜆1
𝐶(1 − 𝐶).

Приведем полный набор краевых условий на твердой стенке, который ис-
пользуется в настоящей работе:

𝜕𝑛𝜇 = 0, 𝜕𝑛𝐶 =
6𝜎 cos 𝜃

𝜌𝜆1
𝐶(1 − 𝐶), 𝑢 = 0, 𝜕𝑛𝑝 = −𝑛 · divQ. (2.10)

Последнее условие необходимо, поскольку оно, в совокупности с условием
прилипания, обеспечивает равенство 𝑤 · 𝑛 = 0, а значит, и условие непроте-
кания 𝑗𝑚 · 𝑛 = 0. Последнее условие в (2.10) с учетом уравнения состояния
𝑝 = 𝑐2𝑠𝜌 можно переписать в виде

𝑐2𝑠𝜕𝑛𝜌 = −𝑛 · divQ. (2.11)
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(i− 1
2
, j∗ + 1

2
)

(i+ 1
2
, j∗ + 1

2
)

(i, j∗ − 1
2
)

(i− 1
2
, j∗)

(i, j∗)

Рис. 1. Часть «ступенчатой» подложки и направления нормалей в центрах
граничных ребер.

3 Аппроксимация граничных условий

Для аппроксимации уравнений (2.1) – (2.3) в настоящей работе использо-
вана разностная схема из [4, 24]. Ребро какой-либо ячейки будем называть
граничным, если оно инцидентно активной и неактивной ячейкам, и актив-

ным, если оно инцидентно двум активным ячейкам.
При описании и реализации алгоритмов для учета краевых условий в

некоторых случаях удобно определять значения параметров течения в цен-
трах граничных ребрер рассматриваемых ячеек. Поэтому в настоящем раз-
деле мы иногда будем относить величины 𝐶 и 𝜌 не только к узлам основной
сетки, но и к узлам вспомогательных сеток.

Аппроксимация граничных условий и соответствующие численные алго-
ритмы для плоской границы, перпендикулярной одной из координатных осей,
рассмотрены в работе [4].

Приведем описание разностной схемы, аппроксимирующей граничные ус-
ловия (2.10), и соответствующих численных алгоритмов, доработанных и мо-
дифицированных по сравнению с алгоритмами из [4].

Рассмотрим плоскую ступенчатую границу, которая интерпретируется
как аппроксимация некоторой плоскости (в двумерном случае — прямой ли-
нии) (см. рисунок 1). Выпишем используемые разностные соотношения, соот-
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ветствующие первым трем краевым условиям в (2.10), для граничного узла
(𝑖, 𝑗*) с внутренней нормалью 𝑛 (на рисунке 1 этот узел обозначен симво-
лом , символом «*» отмечены полуцелые индексы):

𝜇− 1
2 ,+

1
2
− 𝜇

ℎ/
√

2
= 0,

𝐶− 1
4 ,+

1
4
− 𝐶

ℎ/
√

8
=

6𝜎 cos 𝜃

𝜆1𝜌− 1
4 ,+

1
4

𝐶(1 − 𝐶), 𝑢 = 0. (3.12)

Здесь для некоторой сеточной функции 𝑣 введены обозначения 𝑣 = 𝑣𝑖,𝑗*,
(𝑣±𝑘,±𝑙)𝑖,𝑗* = 𝑣𝑖±𝑘,𝑗*±𝑙, для некоторых чисел 𝑘 и 𝑙. В выражениях (3.12) нор-
мальные производные аппроксимируются односторонними разностными про-
изводными. При этом для концентрации 𝐶 используется значение в узле
(𝑖 − 1/4, 𝑗* + 1/4) (на рисунке 1 обозначен красным плюсом « »), а для
химического потенциала 𝜇 — значение в узле (𝑖 − 1/2, 𝑗* + 1/2) (обозначен
символом « »).

Значения концентрации 𝐶 (а также скорости 𝑢 и плотности 𝜌) в узле
(𝑖−1/4, 𝑗*+1/4) вычисляются как полусумма значений 𝐶 в узлах (𝑖, 𝑗*+1/2)
и (𝑖−1/2, 𝑗*). Значение в первом узле находится непосредственно, поскольку
это центр расчетной ячейки. Во втором узле (на рисунке 1 обозначен как
« ») значения 𝐶 вычисляются как среднее арифметическое значений в узлах
(𝑖−1, 𝑗*−1/2) и (𝑖, 𝑗*+1/2). Подчеркнем, что в работе [4] предлагался другой
подход к их вычислению.

При аппроксимации условия (2.11) в узле (𝑖, 𝑗*) удобно воспользоваться
«повернутой» системой координат 𝑥̃𝑂̃𝑦 так, что ее центр совпадает с рассмат-
риваемым узлом, ось 𝑂̃𝑦 соноправлена с вектором нормали (направление оси
𝑂̃𝑥̃ определяется из условия совпадения ориентации 𝑥̃𝑂̃𝑦 c ориентацией 𝑥𝑂𝑦).
В указанной системе координат условие (2.11) примет вид

𝑐2𝑠𝜕𝑦𝜌 =

[︂
0
1

]︂𝑇
· divQ = −(𝜕𝑥̃𝑄𝑥̃𝑦 + 𝜕𝑦𝑄𝑦𝑦).

Выпишем его аппроксимацию в узле (𝑖, 𝑗*):

𝑐2𝑠
𝜌− 1

4 ,+
1
4
− 𝜌

ℎ/
√

8
= − 𝜌

ℎ
√

2

{︂
(𝛿𝑦𝐶)+ 1

2 ,+
1
2

𝐶+ 1
2 ,+

1
2
− 𝐶

ℎ/
√

2
− (𝛿𝑦𝐶)− 1

2 ,− 1
2

𝐶 − 𝐶− 1
2 ,− 1

2

ℎ/
√

2

}︂
−

− 𝜌

ℎ/
√

8

{︃(︂
𝐶− 1

4 ,+
1
4
− 𝐶

ℎ/
√

8

)︂2
− (𝛿𝑦𝐶)2

}︃
. (3.13)

Здесь введено обозначение для односторонней производной вдоль нормали
𝛿𝑦𝐶 = (𝐶−1/4,+1/4−𝐶)/(ℎ/

√
8). Выпишем для того же узла сеточные форму-
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(i− 1
2
, j∗ + 1

2
)

(i+ 1
2
, j∗ + 1

2
)

(i, j∗ − 1
2
)(i− 1

2
, j∗ − 1

2
)

(i, j∗)

(i+ 1
2
, j∗ + 3

2
)

Рис. 2. Часть «ступенчатой» подложки и направления нормалей в угловых
узлах и центрах граничных ребер.

лы, аппроксимирующие некоторые следствия из (2.10):

𝑗𝑚𝑥 = 0, 𝑗𝑚𝑦 = 0, Π𝜏
𝑥𝑙 = 0, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦},

Π𝑁𝑆
𝑥𝑥 = −4

3
𝜂

(𝑢𝑥)𝑖− 1
2 ,𝑗

*

ℎ/2
, Π𝑁𝑆

𝑥𝑦 = 𝜂

{︃
−

(𝑢𝑦)𝑖− 1
2 ,𝑗

*

ℎ/2
+

(𝑢𝑥)𝑖,𝑗*+ 1
2

ℎ/2

}︃
,

𝑄𝑥𝑦 = 𝜆1𝜌𝑖,𝑗*
𝐶𝑖,𝑗* − 𝐶𝑖− 1

2 ,𝑗
*

ℎ/2
·
𝐶𝑖,𝑗*+ 1

2
− 𝐶𝑖,𝑗*

ℎ/2
, 𝑄𝑥𝑥 = 𝜆1𝜌𝑖,𝑗*

(︂
𝐶𝑖,𝑗* − 𝐶𝑖− 1

2 ,𝑗
*

ℎ/2

)︂2

.

Второе условие в (3.12) представляет собой квадратное уравнение, реше-
ние которого может быть представлено в виде

𝐶 =

{︃
1
2

(︁
1 + 1

𝛾 − sign(𝛾)
√
𝐷
)︁
, 𝛾 ̸= 0,

𝐶− 1
4 ,+

1
4
, 𝛾 = 0.

(3.14)

Здесь 𝛾 = (6ℎ𝜎 cos 𝜃)/(
√

8𝜆1𝜌−1/4,+1/4) и 𝐷 = (1 + 1/𝛾)2 − 4𝐶−1/4,+1/4/𝛾. По-
скольку 𝐶−1/4,+1/4 ∈ [0, 1], то 𝐷 > 0, и концентрация, рассчитанная по фор-
муле (3.14), также будет иметь областью значений отрезок [0, 1]. Функция
sign — стандартная знаковая функция со значениями −1, 0 и 1.

Теперь для полноты рассмотрим случай конфигурации, представленной
на рисунке 2, которая отличается от конфигурации на рисунке 1 тем, что
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Рис. 3. Начальное распределение концентрации на сетке 100 × 100 ячеек.
Серым цветом обозначена стенка.

Рис. 4. Соответствие между значениями концентрации 𝐶 и цветом.

ячейка с центром (𝑖 − 1, 𝑗* − 1/2) является неактивной, а значит, значение
концентрации 𝐶 в узле (𝑖 − 1/2, 𝑗* − 1/2) (на рисунке 2 обозначен как « »)
не определено. В этом случае при аппроксимации граничного условия (2.11)
в узле (𝑖, 𝑗*) мы пользуемся соотношением

𝑐2𝑠
𝜌− 1

2 ,+
1
2
− 𝜌

ℎ/
√

2
= − 𝜌

ℎ
√

2

{︂
(𝛿𝑦𝐶)+ 1

2 ,+
1
2

𝐶+ 1
2 ,+

1
2
− 𝐶

ℎ/
√

2
− (𝛿𝑦𝐶)− 1

2 ,− 1
2

𝐶 − 𝐶− 1
2 ,− 1

2

ℎ/
√

2

}︂
−

− 𝜌

ℎ/
√

2

{︃(︂
𝐶− 1

2 ,+
1
2
− 𝐶

ℎ/
√

2

)︂2
− (𝛿𝑦𝐶)2

}︃
. (3.15)

Значение 𝐶−1/2,−1/2 не определено. Узел (𝑖 − 1/2, 𝑗* − 1/2) мы считаем
фиктивным и определяем в нем значение 𝐶 линейной экстраполяцией так,
что (𝐶−1/2,−1/2 + 𝐶−1/2,+1/2)/2 = 𝐶−1/2, 0.
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(a) 𝜃* = 154.57∘, сетка 100 × 100.

(b) 𝜃* = 149.40∘, сетка 200 × 200.

Рис. 5. Распределения 𝐶, полученные на момент времени 𝑡 = 0.06 с при угле
смачивания 𝜃 = 150∘. Для наглядности рисунки повернуты на 45∘.

4 Результаты расчетов

4.1 Капля между плоскими «ступенчатыми» стенками

В качестве первого теста рассмотрим задачу о расчете равновесной фор-
мы капли, расположенной между двумя плоскими «ступенчатыми» (в виду
воксельного представления геометрии расчетной области) стенками, задава-
емыми уравнениями 𝑦 = −𝑥 + 5𝐿𝑥/4 и 𝑦 = −𝑥 + 3𝐿𝑥/4. При этом будем
рассматривать различные значения угла смачивания 𝜃.

На всех сторонах расчетной области зададим условия (2.10) и следующий
набор параметров: 𝐴𝜓 = 104Дж/кг, 𝜆1 = 1.25 · 10−4Дж · м2/кг, 𝑐𝑠 = 500м/с,
𝑀0 = 5 · 10−10 кг · с/м2, 𝜂 = 5 · 10−3Па · с.

Длину и высоту расчетной области положим 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 0.01м. Шаг по
пространству выберем как ℎ = 𝐿𝑥/𝑁𝑥, где 𝑁𝑥 — число расчетных ячеек вдоль
𝑂𝑥. Шаг по времени для сетки с 𝑁𝑥 = 100 зададим ∆𝑡 = 8 · 10−8 с. Здесь и
далее начальные скорость и плотность во всех расчетных ячейках положим
𝑢0 = 0, 𝜌0 = 1 кг/м3. Начальное распределение концентрации 𝐶 задается
таким образом, что капля имеет форму прямоугольника (см. рисунок 3), сто-
роны которого перпендикулярны указанным стенкам. На рисунке 4 представ-
лено соответствие между значениями концентрации 𝐶 и цветом (легенда).

На рисунках 5a и 5b представлены полученные распределения концен-
трации 𝐶 для 𝜃 = 150∘ на момент времени 𝑡 = 0.06 с на сетках 100 × 100
и 200 × 200 ячеек соответственно. В подписях к рисункам указано значение
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10−3 10−2 10−1 100

t, 10−2
ñ

100◦

120◦

140◦

160◦

θ∗ 100× 100
200× 200
400× 400
600× 600

Рис. 6. Зависимость 𝜃* от времени 𝑡 при 𝜃 = 150∘.

наблюдаемого угла смачивания 𝜃*, который вычисляется согласно [4]. Также
был проведен расчет на сетках 400 × 400 и 600 × 600 ячеек. На указанный
момент времени значения наблюдаемого угла составляли 147.62∘ и 147.51∘

соответственно. На рисунке 6 представлена зависимость наблюдаемого 𝜃* от
времени, полученная при расчете на различных сетках. Аналогичные расче-
ты проведены для 𝜃 = 110∘ при тех же параметрах. Результаты представлены
на рисунках 7a, 7b и 8.

Видно, что полученные значения 𝜃* близки к 𝜃, но при измельчении сетки
сходятся к числу, меньшему заданного 𝜃. Это можно объяснить тем, что пред-
положения, использованные при выводе граничных условий смачивания [19],
здесь, строго говоря, не выполнены: жидкость является сжимаемой, а меж-
фазная граница, вообще говоря, не является плоской. Также свой вклад в
отклонение 𝜃* от 𝜃 могут вносить паразитные токи на межфазной границе.

4.2 Вытеснение жидкости в поровом дублете

В данном разделе рассматривается вытеснение жидкости в системе двух
параллельно соединенных каналов различного сечения. Иногда такую мо-
дельную область называют поровым дублетом (pore doublet model) [25, 26].
Зададим параметры течения как в предыдущем разделе, размеры области
𝐿𝑥 = 0.02м, 𝐿𝑦 = 𝐿𝑥/2, число ячеек вдоль оси 𝑂𝑥 𝑁𝑥 = 200, шаг по про-
странству ℎ = 𝐿𝑥/𝑁𝑥, шаг по времени ∆𝑡 = 8 · 10−8 с. На входной границе
(𝑥 = 0) зададим условия 𝑢 = (1, 0)м/с, 𝜕𝑥𝜌 = 0, 𝐶 = 1; на выходной (𝑥 = 𝐿𝑥):
𝜕𝑥𝑢 = 0, 𝜕𝑥𝐶 = 0, 𝜌 = 1 кг/м3. В начальный момент времени во всех ячей-
ках для плотности и скорости положим 𝜌 = 1 кг/м3, 𝑢 = (1, 0)м/с, а для
концентрации 𝐶 = 1, если 𝑥 < 𝐿𝑥/10, и 𝐶 = 0 в противном случае.
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(a) 𝜃* = 109.49∘, сетка 100 × 100.

(b) 𝜃* = 112.14∘, сетка 200 × 200.

Рис. 7. Распределения 𝐶, полученные на момент времени 𝑡 = 0.06 с при угле
смачивания 𝜃 = 110∘. Для наглядности рисунки повернуты на 45∘.

10−2 10−1 100

t, 10−2
с

90◦

100◦

110◦

120◦

θ∗
400× 400
200× 200
100× 100

Рис. 8. Зависимость 𝜃* от времени 𝑡 при 𝜃 = 110∘.

На рисунках 9a – 9d представлено распределение концентрации, получен-
ное в расчетах на различные моменты времени при задании 𝜃 = 150∘. Отме-
тим, что ширина верхнего канала составляет 18ℎ, а нижнего — 36ℎ. На ри-
сунках 10a – 10d для тех же моментов времени представлено распределение
𝐶 при 𝜃 = 30∘. Видна качественная разница между двумя рассмотренными
случаями: при 𝜃 = 150∘ красная жидкость полностью вытеснила синюю, а
при 𝜃 = 30∘ значительная часть синей жидкости осталась в поре.
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(a) 𝑡 = 40 ∆𝑡.

(b) 𝑡 = 160 ∆𝑡.

(c) 𝑡 = 330 ∆𝑡.

(d) 𝑡 = 530 ∆𝑡.

Рис. 9. Распределения 𝐶 для различных моментов времени при 𝜃 = 150∘.
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(a) 𝑡 = 40 ∆𝑡.

(b) 𝑡 = 160 ∆𝑡.

(c) 𝑡 = 330 ∆𝑡.

(d) 𝑡 = 530 ∆𝑡.

Рис. 10. Распределения 𝐶 для различных моментов времени при 𝜃 = 30∘.
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5 Заключение

В представленной работе на основе квазгидродинамической регуляриза-
ции уравнений Навье–Стокса–Кана–Хилларда разработан численный алго-
ритм для расчета двумерных двухфазных двухкомпонентных изотермиче-
ских течений вязкой жидкости с поверхностными эффектами на границах
между жидкими фазами (например поверхностное натяжение) и на границе
с твердой стенкой (контактный угол 0∘ < 𝜃 < 180∘). При этом рассматривает-
ся воксельная геометрия, граница которой, в свою очередь, интерпретируется
как аппроксимация некоторой (вообще говоря, неизвестной) кусочно гладкой
поверхности. Представленный алгоритм является непосредственным разви-
тием алгоритма, предложенного в [4]. Его основное отличие заключается в
модификации и доработке аппроксимации краевых условий на «ступенча-
тых» участках твердой границы.

Приведены результаты расчетов равновесного состояния капли, располо-
женной между двумя плоскими «ступенчатыми» (ввиду воксельного пред-
ставления) стенками при задании различных значений угла смачивания 𝜃.
Показано, что наблюдаемый угол смачивания 𝜃* близок к 𝜃. Отметим, что
с измельчением расчетной сетки угол 𝜃* не сходится к 𝜃 (однако близок к
нему), что может быть связано с невыполнением условий, при которых полу-
чены граничные условия смачивания. Такое же поведение 𝜃* наблюдалось и
в более простом случае плоской стенки, перпендикулярной оси 𝑂𝑦 [4].

Проведено моделирование вытеснения одной жидкости другой в геометри-
ческой модели порового дублета, которая представляет собой два параллель-
но соединенных канала различного сечения. Отмечена качественная разница
между результатами, полученными при задании различных 𝜃: если вытесня-
ющая фаза хорошо смачивает твердую стенку, то первичная фаза полностью
вытесняется; если же вытесняющая фаза плохо смачивает твердую стенку,
то первичная фаза частично продолжает заполнять поровое пространство.

Полученные в настоящей работе результаты демонстрируют корректность
разработанного метода. В дальнейшем планируется обобщение построенного
алгоритма на трехмерный случай и его применение к расчетам двухфазных
течений в областях, соответствующих геометрии порового пространства ре-
альных образцов горных пород.

Работа была выполнена с использованием оборудования центра коллек-
тивного пользования «Комплекс моделирования и обработки данных ис-
следовательских установок мега-класса» НИЦ «Курчатовский институт»,
http://ckp.nrcki.ru/.
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