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О МЕТОДЕ ЧАСТИЦ В НЕОДНОРОДНОЙ РАССЕИВАЮЩЕЙ СРЕДЕ 

Рассмотрена задача Коши для кинетического и электродинамических 

уравнений, описывающих распространение потока электронов в неоднородной 

рассеивающей среде с разрывными характеристиками и генерацию самосогла-

сованного электромагнитного поля. Представлены подходы к интерпретации 

обобщенного решения, обосновывающего применение метода частиц для чис-

ленного решения кинетического уравнения.  
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ON THE PARTICLES METHOD IN THE SCATTERING MEDIUM 

The Cauchy problem for the kinetic and electrodynamic equations describing 

the propagation of the electron beam in an inhomogeneous scattering medium with 

discontinuous characteristics and the generation of a self-consistent electromagnetic 

field are considered. Approaches to the interpretation of the generalized solution 

substantiating the application of the particle method for the numerical solution of the 

kinetic equation are represented. 
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Введение 

Электроны с высокой энергией, рассеиваясь в среде, ионизируют и воз-

буждают ее частицы, генерируют тормозное излучение, испытывают упругое 

рассеяние [1-4]. В результате ударной ионизации рассеивающего вещества об-

разуются вторичные электроны низкой энергии [5-7]. Распространение элек-

тронов приводит к образованию объемного заряда и электромагнитного поля 

[8]. При достаточной интенсивности потока электромагнитное поле оказывает-

ся самосогласованным и влияет на движение заряженных частиц, что приводит 

к неустойчивостям их потока [9]. Электронный поток с интенсивностью, доста-

точной для создания самосогласованного электромагнитного поля, создает, 

например, ускоритель КАЛЬМАР, который эксплуатируется в НИЦ «Курчатов-

ский институт» [10].  

Процессы переноса и рассеяния интенсивного потока электронов описы-

ваются квазилинейными кинетическим и электродинамическими уравнениями. 

Одним из основных подходов к численному решению математических задач 

для кинетических уравнений является метод частиц [11-12]. Он состоит в пере-

ходе к моделированию динамической системы путем построения обобщенного 

решения кинетического уравнения. Метод частиц медленно сходится и требует 

организации вычисления функционалов над пространством обобщенных реше-

ний.  

С другой стороны, он допускает эффективную программную реализацию на па-

раллельных суперкомпьютерах. 

Авторам данной работы удалось получить на основе метода частиц ре-

зультаты, имеющие определенное практическое значение [13,14]. Выявлено, 

что решение ряда актуальных практических задач требует применения метода 

частиц для моделирования переноса электронов в рассеивающей среде несмот-

ря на то, что в классическом виде метод частиц разработан для бесстолкнови-

тельной плазмы [15]. В работе [16] обобщенное решение построено для неод-

нородного уравнения Власова в однородной поглощающей среде. Применение 

метода частиц в однородной рассеивающей среде рассмотрено в работе [17]. Но 

это далеко не исчерпало всех практически важных случаев. В частности, взаи-

модействие пучка электронов ускорителя КАЛЬМАР с преградой сопровожда-

ется ее нагревом. В результате вещество преграды плавится и испаряется. В 

твердой фазе образуется механический импульс давления, перераспределяю-

щий плотность вещества. Рассеивающие свойства преграды изменяются, по-

скольку макроскопические сечения столкновений пропорциональны плотности 

вещества и сложно зависят от его состава. При длительности импульса в не-



4 

 

                                                                    мп 127с 

сколько сотен наносекунд оказывается, что рассеивающие свойства существен-

но изменяются уже за время его действия. Кроме того, даже при низких интен-

сивностях потока электронов, не способных выделить энергию, сопоставимую с 

теплотой сублимации вещества, существует проблема конечности размера пре-

грады. На границе преграды свойства среды меняются скачком, причем разрыв 

терпят как сечения, так и коэффициенты уравнений Максвелла: диэлектриче-

ская и магнитная проницаемость, собственная проводимость. В результате раз-

рывными оказываются нормальные к поверхностям преграды компоненты 

электромагнитного поля, входящие коэффициентами в кинетическое уравне-

ние. 

Данная работа посвящена анализу применимости метода частиц в средах 

с нестационарными разрывными рассеивающими свойствами. Следует отме-

тить, что моделирование электронных потоков существенно превосходит по 

сложности рассмотрение переноса фотонов. Это связано с тем, что на электро-

ны воздействует самосогласованное электромагнитное поле, а рассеяние опре-

деляется дальнодействующим кулоновским взаимодействием со средой. По 

этой причине в работе рассматривается именно кинетическое уравнение для 

электронов. Алгоритмы моделирования электронных столкновений обобщают-

ся на случай позитронов и фотонов, а также применимы для описания каскада в 

целом. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим функцию распределения электронов  , ,f f t r p  в фазовом 

пространстве   3 3,  
r p

r p  координат  , ,x y zr  и импульсов  , ,x y zp p pp . 

Эта функция подчиняется уравнениям: 

где t  – лабораторное время, v  – скорость электрона,  ,tE E r  и  ,tH H r  –

 напряженность электрического и магнитного полей соответственно, divr  и 

divp  – дивергенции в координатном и импульсном пространствах соответ-

 
    

     

div div

, ,

tf
f e f vf

t

Q t d v f






     

     

r p
v E + β,H

r,p p p,p p

 (1) 

 
1 4

rot
c t c


 



E
H j ,    

1
rot

c t


 



H
Ε , (2) 
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ственно, e  – заряд электрона, cβ v , с  – скорость света в вакууме, t  –

 полное макроскопическое сечение рассеяния электронов,   p,p  –

 дифференциальное макроскопическое сечение рассеяния электронов, p  и p  –

 импульсы электрона до и после рассеяния соответственно, j  – плотность тока 

электронов. Внешний источник электронов задает функция  , ,Q Q t r p  в пра-

вой части уравнения (1). 

Задача Коши для уравнений (1)-(2), как показано в работе [17], имеет ре-

шение в классе финитных обобщенных функций [18], заданных на основном 

пространстве финитных бесконечно дифференцируемых функций  ,  r p в 

фазовом пространстве  ,r p , зависящих от параметра 0t  . Начальные данные в 

нулевой момент времени считаются однородными. Плотность тока  ,tj j r  в 

уравнениях Максвелла (2) определяется как действие финитной обобщенной 

функции  , ,f tv r p  [18] на бесконечно дифференцируемую функцию  , ,W r α

, 
3α r , 0  , удовлетворяющую условиям 

Функция  , ,W r α  не является финитной в пространстве  ,r p , тем не 

менее плотность тока и концентрация электронов  ,n n t r  определены кор-

ректно именно в силу финитности  , ,f t r p : 

При таком определении плотность тока, а значит, и напряженности элек-

трического и магнитного поля, вычисляемые из уравнений Максвелла (2), яв-

ляются бесконечно дифференцируемыми функциями координат. Поэтому сла-

гаемое     div divf e f   r p
v E + β,H  в левой части уравнения (1) является фи-

нитной обобщенной функцией [18]. 

В работе [17] также показано, что интеграл столкновений в уравнении (1) 

представим в виде свертки финитных обобщенных функций      p,p r r  и

 , ,f f t r p . Внешний источник электронов  , ,Q Q t r p  в правой части урав-

нения (1) задается финитной обобщенной функцией переменных r  и p .  

  
3

, , 1W d 
r

r α  ,        
3

0
lim , , , ,d W  


 
r

r r α r p α p . 
 

     , , , , ,f t W j α p v r α ,       , , , ,,n f t W α p r α . (3) 
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Допущение неоднородности свойств среды приводит к следующим про-

блемам. Величины   и t  перестают быть независимыми от r , становясь 

функциями  , , ,t   r p p ,  , ,t t p r . По переменной r  данные функции могут 

терпеть разрывы первого рода. Уравнения (2) для электромагнитного поля в ва-

куумоподобной среде превращаются в уравнения Максвелла в сплошной среде 

где   r  – диэлектрическая проницаемость,    r  – собственная прово-

димость,    r  – магнитная проницаемость среды. 

В результате произведения    fE + β,H , 
tvf ,    f  p,p p  теряют 

свою определенность как финитные обобщенные функции. 

Численный алгоритм решения уравнения (1) строится на основе того фак-

та, что оно эквивалентно интегральному уравнению: 

где функции  , , ,s s t tr r r p ,  , , ,s s t tp p r p  являются решениями уравнений 

движения: 

с начальными условиями 
s

t t
r r , 

s

t t
p p . Подынтегральное выражение в 

показателе экспоненты имеет вид 

где  , , ,s s t t r r r p ,  , , ,s s t t p p r p . 

  
4

rot
c t c





  



E
H E j ,    rot

c t

 
 



H
Ε , (4) 

 

     

   

0

, , , , , , ,

exp ,

t

t

t s s s

t

f dt d d Q t d t v f t

dt v



  

      
 

 
    

 

   



r p r p p r p p r p

r r p p

 (5) 

 
s

sd

dt


r
v ,      

1
, , ,

s
s s sd

e t t
dt c

      

p
E r v H r  (6) 

    , ,t s t s s sv t p v p     r , (7) 
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Эквивалентность уравнений (1) и (5) исследована в [17] для бесконечно диффе-

ренцируемых в фазовом пространстве  ,r p  коэффициентов  , , ,t   r p p , 

 , ,t t p r ,  ,tE E r  и  ,tH H r . Рассмотрим формально процедуру исследо-

вания для разрывных коэффициентов. 

Подставим (5) в (1) и рассмотрим действие результата подстановки на 

функцию из основного пространства. Рассмотрим подробно промежуточные 

выкладки. Действие  , ,f t r p  на функцию из основного пространства имеет 

вид: 

Рассмотрим действие функции из основного пространства на первое сла-

гаемое (1): 

 

 

       
0

,

, , , , , , , ,

t

f

dt d d d d Q t d t v f t



 



      
      r p r p r p r p p r p p r p

   exp

t

t s s s

t

dt v  
 

    
 
 r r p p . 

(8) 

 

 

         

, ,

, , , , , , ,

f
d d d d

t

Q t d t v f t

 

  

 
  

 

        
 

   



r p r p r p

r p p r p p r p r r p p

       
0

, , , , , , , ,

t

dt d d d d Q t d t v f t       
      r p r p r p r p p r p p r p

     , , exp

t

t s s t s s s

t

t v dt v   
 

     
 
r p r r p p

       
0

, , , , , , , ,

t

dt d d d d Q t d t v f t       
      r p r p r p r p p r p p r p

    exp div

t

t s s s s

t

dt v  
 

     
 
 r

v r r p p

       
0

, , , , , , , ,

t

dt d d d d Q t d t v f t       
      r p r p r p r p p r p p r p
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Здесь учтено, что  , , ,s t t r r p r ,  , , ,s t t p r p p . Разрывы функций  , stE r  

и  , stH r  не создают проблем для дифференцирования в импульсном простран-

стве. 

Выполним интегрирование по переменным ,r p  в первом слагаемом 

 , f t    и интегрирование по частям во втором и третьем. 

Рассмотрим действие на основную функцию второго слагаемого (1): 

       
1

exp div , , ,

t

t s s s s s s

t

dt v e t t
c

  
                  
 p

r r E r v H r p p . 

 

       , , , , , , , , ,
f

d d Q t d t v f t
t

  
            

  r p r p r p p r p p r p

       
0

, , , , , , , ,

t

dt d d d d Q t d t v f t       
      r p r p r p r p p r p p r p

     , , exp

t

t s s t s s s

t

t v dt v   
 

     
 
r p r r p p

 

     

0

,

, , , , , , , exp

t

t

t s

t

dt d d d d

Q t d t v f t dt v



 

 

 
          

 

    

 

r p r p r p

r p p r p p r p

     grad , s s s     r r,p v r r p p

       
0

, , , , , , , ,

t

dt d d d d Q t d t v f t       
      r p r p r p r p p r p p r p

     

   

1
exp grad , , , ,

.

t

t s s s s

t

s s

dt v e t t
c

 

 

               

  

 p
r,p E r v H r

r r p p

 

(9) 

 

  

       
0

,div

, , , , , , , ,

t

f

dt d d d d Q t d t v f t



 



      
      

r
v

r p r p r p r p p r p p r p  
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Выполним интегрирование по частям 

Рассмотрим третье слагаемое 

Выполним интегрирование по частям 

Рассмотрим действие на функцию из основного пространства четвертого 

слагаемого (1): 

    exp div

t

t s s s

t

dt v  
 

    
 
 r

v r r p p . 

 

  

     
0

,div

, , , , , , ,

t

f

dt d d d d Q t d t v f t







       
      

r
v

r p r p r p p r p p r p

     exp grad , ,

t

t s s s

t

dt v   
 

    
 
 r

r p v r r p p . 

(10) 

 

   
1

,div , , ,e t t f
c


   

      
   

p E r v H r

       
0

, , , , , , , ,

t

e dt d d d d Q t d t v f t       
      r p r p r p r p p r p p r p

       
1

exp div , , ,

t

t s s s

t

dt v t t
c

  
              

   
 p

r r E r v H r p p . 

 

 

   
1

,div , , ,e t t f
c


   

      
   

p E r v H r

     
0

, , , , , , ,

t

e dt d d d d Q t d t v f t       
      r p r p r p p r p p r p

     

   

1
exp grad , , , , ,

.

t

t s

t

s s

dt v t t
c

 

 

           
  

  

 p
r p E r v H r

r r p p
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Таким образом, подстановка (2) в (1) образует невязку следующей 

структуры: 

Если функции  , , ,t r p p ,  , ,t t p r ,  ,tE r  и  ,tH r  бесконечно диф-

ференцируемы, то интегрирование по r  и p  обращает невязку в ноль. В против-

ном случае представленное рассмотрение теряет смысл. 

В актуальных задачах зависимость функций  , , ,t r p p ,  , ,t t p r  от 

пространственных переменных определяет распределение плотности рассеива-

ющей среды. Для невозмущенной преграды эта величина задается кусочно-

постоянной функцией координат, то есть терпит разрывы первого рода. Если 

преграда разрушается под действием ионизирующего излучения, то плотность 

вычисляется путем решения уравнения неразрывности среды. В этом случае 

она может сохранять разрывы первого рода и являться дифференцируемой вне 

точек разрыва. Аналогично нормальные компоненты электрического поля тер-

пят разрывы первого рода на границах сред с различной диэлектрической про-

ницаемостью, оставаясь дифференцируемыми функциями вне областей разры-

ва.  

 

 

   
0

, ,

t

tvf dt d d d d       r p r p r p

     , , , , , , ,Q t d t v f t      
 r p p r p p r p

     , , exp

t

t t s s s

t

t p v dt v   
 

    
 
r r r p p . 

 

 

     
0

, , , , , , ,

t

dt d d d d Q t d t v f t     
      r p r p r p p r p p r p

   exp

t

t s s s

t

dt v  
 

     
 
 r r p p

          , , , , , grad ,t s s t st t v       
 r

r p r p r p r,p v v

         
1 1

grad , , , , , , ,s s se t t t t
c c


             

p r,p E r v H r E r v H r . 

(11) 
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2. Модель рассеивающей среды 

Источник электронов финитен, поэтому область, занимаемая электрона-

ми, в каждый момент времени ограничена. Преграда имеет конечные размеры. 

Но задача Коши для уравнений (1)-(2) формулируется в бесконечном простран-

стве. Это означает, что в качестве рассеивающей среды необходимо рассматри-

вать не только материалы преграды, но и все окружающее пространство. Рас-

смотрим геометрическую модель рассеивающей среды в трехмерном евклидо-

вом пространстве 
3
.  

Пусть рассеивающая преграда состоит из М элементов с заданными фи-

зико-химическими свойствами. Односвязные воздушные и вакуумные области 

внутри и в окрестности преграды также рассматриваются как отдельные эле-

менты. Сопоставим элементу с номером m , 1,...,m M , максимальное откры-

тое множество 
mD  расположенных внутри него точек 

3
. Обозначим 

3

0D  . 

Обозначим символом 
mD  границу множества 

mD , 0,...,m M , 
0D   .  

Множества 
mD  в совокупности со всеми своими открытыми подмноже-

ствами определяют базу топологии в 3

0

\
M

m

m

D


   . 

Рассмотрим систему множеств  , состоящую из пустого множества, 

множеств 
mD , 0,...,m M  и всех их конечных объединений. Пересечение и 

объединение любого числа множеств из системы   есть множество из системы 

 . Все множества системы   есть подмножества множества 
3
. 

Таким образом, система множеств   определяет на множестве   тополо-

гию [19]. Введенная топология пространства  ,   является слабой [19] по от-

ношению к топологии на множестве  , индуцированной стандартной тополо-

гией пространства 
3
, базой которой служат открытые шары. Рассмотрение 

точек, соответствующих границам, и открытых множеств, их содержащих, в 

топологии пространства  ,   исключается. 

Кинетическое и электродинамические уравнения модели содержат неод-

нородные по пространственным переменным и нестационарные по времени ко-

эффициенты, моделирующие рассеивающие и электрофизические свойства ма-

териалов аппарата. Будем рассматривать эти коэффициенты как функции, огра-

ниченные в пространстве 
3
, дифференцируемые на каждом из множеств mD  и 

терпящие разрывы первого рода на границах mD . 
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В таких условиях функции  ,tj j r ,  ,tE E r  и  ,tH H r  также огра-

ничены, дифференцируемы на каждом из множеств mD  и терпят разрывы на 

границах mD . 

3. Рассмотрение функции распределения как плотности меры 

Рассмотрим конструкцию    s sd d    r p r r p p . Представим ее в ви-

де 

где  ...  – функция Хевисайда, причем 

       s s s sx x y y z z       r r  аналогично тому, как 

       s s s sx x y y z z       r r . Соответственно, 

       s s s s

x x y y z zp p p p p p       p p . 

Функция    s s   r r p p  определяет сосредоточенную в точке  ,s s
r p  

меру Дирака [19] в фазовом пространстве  ,r p . Она принимает значение 1 для 

каждого открытого множества из эвклидова пространства  ,r p , содержащего 

точку  ,s s
r p . Для открытого множества, не содержащего точку  ,s s

r p , мера 

Дирака равна нулю. В такой интерпретации невязка (11) представляет собой 

интеграл функции  

по мере Дирака, определяемой распределением    s s   r r p p .  

Области разрыва коэффициентов являются поверхностями в пространстве

 ,r p , поэтому имеют нулевую меру. Финитность функции   r,p  и компо-

нент ее градиента обеспечивает конечность интеграла в бесконечных пределах. 

        s s s sd d d d          r p r r p p r r p p , 
 

 

     
0

, , , , , , , exp

t t

t s

t

dt d d Q t d t v f t dt v 
 

         
 

    r p r p p r p p r p

          , , , , , grad ,t s s t st t v       
 r

r p r p r p r,p v v

         
1 1

grad , , , , , , ,s s se t t t t
c c


             

p r,p E r v H r E r v H r  
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По этим причинам интеграл равен нулю, что обосновывает эквивалентность 

уравнений (1) и (5). В такой интерпретации функцию распределения электро-

нов – решение уравнений (1) и (5), можно рассматривать как плотность меры 

Дирака, определенной на открытых множествах в пространстве  ,r p . Напри-

мер, в отсутствие рассеяния решение уравнения (1) имеет вид: 

Плотность меры (12) соответствует мере Дирака, определяемой соотно-

шением 

Из (12) и (13) следует, что dF fd d r p . 

В такой интерпретации требование бесконечной дифференцируемости 

функции  , ,W r α  становится излишним. Соотношения (3) преобразуются к 

виду 

4. Сглаживание коэффициентов 

Пусть 
mD  – замыкание множества mD . Существует бесконечно диффе-

ренцируемая функция  mh r , равная единице при mDr , нулю при \ mDr , и 

заключенная между нулем и единицей при  \m mD D  r . Доказательство 

этого утверждения совпадает с доказательством леммы, приведенным в [18, 

стр. 62]. Следствием данного утверждения является существование разложения 

единицы  me , 0 1me  , 
0

1
M

mm
e


  при mDr , 0me   при mDr , соответ-

ствующего открытому покрытию  mD  множества   [18]. 

Представим функцию, выражающую, например, любое из полных макро-

скопических сечений  ,t v r  в пространстве 
3
, в виде: 

      
0

, , exp

t t

t s s s

t

f dt d d Q t dt v  
 

    
 

   r p r p r r p p . (12) 

        
0

, , exp, ,

t t

t s s s

t

F dt d d Q t dt vt 
 

      
 

   r r p r p r rp p p . (13) 

    , , , ,W dF t j v r α α p ,     , , , ,W dF tn   r α α p . (14) 



14 

 

                                                                    мп 127с 

где  mD  – характеристическая функция множества  mD , равная 1 при 

mDr  и 0 при 
mDr . Аналогичное представление введем для других коэффи-

циентов уравнений (1)-(3) – функций  ,tE r ,  ,tH r , а также макроскопическо-

го дифференциального сечения рассеяния. Каждому из них поставим в соответ-

ствие представление в пространстве   следующего вида: 

В точках пространства   представления (15) и (16) совпадают. При этом 

в представлении (15) функции являются разрывными, а в представлении (16) – 

бесконечно дифференцируемыми.  

Решение уравнений (1)-(2) с представлением коэффициентов типа (16) 

может рассматриваться в пространстве обобщенных функций. 

Заключение 

Метод частиц разработан как алгоритм решения уравнения Власова для 

моделирования бесстолкновительной плазмы в самосогласованном электромаг-

нитном поле. Дальнейшее его развитие и применение показали, что в совокуп-

ности с методом последовательных поколений [20.  Кольчужкин А.М., Учайкин 

В.В. Введение в теорию прохождения частиц через вещество. М.: Атомиздат, 

1978.] он весьма эффективен и для моделирования ионизованных сред со 

столкновениями. 

Основой метода частиц является наличие у уравнения Власова обобщен-

ного решения. Это позволяет надеяться, что построение обобщенного решения 

для любого линейного или квазилинейного кинетического уравнения обоснует 

применимость данного метода для его численного решения. 

Применение метода частиц для решения практических задач показывает, 

что он зачастую работает правильно еще до построения обобщенного решения. 

Например, это оказалось справедливым для рассеивающих сред с разрывными 

свойствами. В этом смысле данная работа не создает основ для построения но-

вых численных методов, а лишь представляет собой попытку интерпретировать 

математически уже применяемые алгоритмы. 

      
0

, ,
M

t t

m m

m

v v D 


 r r , (15) 

      
0

, ,
M

t t

m m

m

v v e 


r r r . (16) 
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Предложены две интерпретации обобщенного решения кинетического 

уравнения в среде со столкновениями. Первая вводит меру Дирака и, по сути, 

исключает поверхности разрывов из рассмотрения. Вторая интерпретация 

предполагает сглаживание коэффициентов уравнений. Опыт применения алго-

ритма метода частиц для сред с разрывными показал следующее. Сила Лоренца 

– коэффициент при слагаемом в кинетическом уравнении, отвечающем за ба-

ланс в пространстве импульсов, – определяется решением уравнений Максвел-

ла. Коэффициенты уравнений Максвелла усредняются на разрывах при постро-

ении полностью консервативной разностной схемы. В результате сглаживаются 

и функции, определяющие значения напряженностей компонент электромаг-

нитного поля. В то же время при рассмотрении движения электронов считается, 

что они переходят из одной среды в другую мгновенно. Это означает, что точки 

разрыва не рассматриваются. Таким образом, можно сказать, что в численном 

алгоритме, показавшем свою эффективность в практических задачах (напри-

мер, [13,14]), используются обе интерпретации обобщенного решения. 
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