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В.А. Балашов1, А.А. Злотник2, Е.Б. Савенков1 . ×èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ
ðàñ÷åòà òðåõìåðíûõ äâóõôàçíûõ òå÷åíèé ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè â îá-
ëàñòÿõ ñ âîêñåëüíîé ãåîìåòðèåé

Аннотация Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ ðàñ÷åòà òðåõ-
ìåðíûõ âÿçêèõ ñæèìàåìûõ èçîòåðìè÷åñêèõ äâóõôàçíûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ
òå÷åíèé ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîðìû ñ âîê-
ñåëüíîé ãåîìåòðèåé, îñíîâàííûé íà êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè
ìîäåëè ñ äèôôóçíîé ãðàíèöåé. Ïîñòðîåíà íîâàÿ óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ ðàç-
íîñòíàÿ ñõåìà. Ïîäðîáíî îïèñàí ñïîñîá åå ðåàëèçàöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè.
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñòåêàíèÿ êàïëè íà ïîäëîæêå è âû-
òåñíåíèÿ îäíîé æèäêîñòè äðóãîé â êàíàëå ñëîæíîé ôîðìû.

Ключевые слова: êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà, ìíîãîôàçíûå òå÷åíèÿ, äèôôóçíàÿ ãðàíèöà, ðåãóëÿðèçîâàííûå óðàâíå-
íèÿ Íàâüå-Ñòîêñà-Êàíà-Õèëëàðäà, âîêñåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Balashov V.A., Zlotnik A.A., Savenkov E.B. Numerical algorithm for simulation
of three-dimensional two-phase �ows with surface e�ects within domains with
voxel geometry.

Abstract The paper presents a numerical algorithm for computing three-dimen-
sional viscous compressible isothermal two-phase two-component �ows with surface
e�ects in domains of complex shape with voxel geometry. The algorithm is based
on quasi-hydrodynamic regularization of the diffuse-interface model. A new impro-
ved �nite-di�erence scheme is constructed. The method of its implementing on
the domain boundary is described in detail. The simulation results are given for
spreading of a drop on a substrate and displacement of a �uid by another one in
a channel of complex shape.

Key words and phrases: quasi-hydrodynamic system of equations, �nite-di�er-
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1 Введение

Êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ (ÊÃèÄ ) ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëü-
íîé ìîäèôèêàöèåé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà ñ äî-
ïîëíèòåëüíûìè ìàëûìè ñëàãàåìûìè äèññèïàòèâíîãî õàðàêòåðà [1�3]. Ýòè äî-
ïîëíèòåëüíûå ÊÃèÄ-äîáàâêè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôèçè÷åñêè îáîñíî-
âàííûå ðåãóëÿðèçàòîðû, ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå
ðàçíîñòíûå àëãîðèòìû äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé. Â ðàáîòàõ àâòîðîâ [4�7] ïðåäëî-
æåíà ÊÃèÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ìíîãîêîìïîíåíòíîé
æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ, à òàêæå íà÷àòî åå èññëåäîâà-
íèå. Â îñíîâå ìîäåëè ëåæèò ìåòîä ¾äèôôóçíîé ãðàíèöû¿, êîòîðûé ïðåä-
ïîëàãàåò, ÷òî ôàçû ðàçäåëåíû ñëîåì ìàëîé, íî êîíå÷íîé øèðèíû, â ïðåäå-
ëàõ êîòîðîãî ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî [8, 9]. Ïðè ýòîì
ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ôàç îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûì íåïðåðûâíûì
ñêàëÿðíûì ïîëåì, òàê íàçûâàåìûì ¾ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà¿. Â êà÷åñòâå ïî-
ñëåäíåãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûñòóïàåò ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ.
Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â èñïîëüçóåìîé ìîäåëè íå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôà-
çû. Îäíàêî áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíîìó âèäó ñâîáîäíîé ýíåðãèè è ñëàãàåìûì,
ñîäåðæàùèì ãðàäèåíòû ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà, â îáëàñòè òå÷åíèÿ îáðàçóþòñÿ
ïîäîáëàñòè, çàíÿòûå ñìåñüþ ñ ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíûì ïî ïðîñòðàíñòâó ñî-
ñòàâîì. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî óêàçàííûå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà çàíÿòû
îòäåëüíîé ôàçîé, êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòíûì
ñîñòàâîì.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è âàëèäàöèè àëãîðèòìà ðàñ÷å-
òà äâóõôàçíûõ âÿçêèõ ñæèìàåìûõ èçîòåðìè÷åñêèõ òå÷åíèé ñ âîçìîæíîñòüþ
ðàñ÷åòà â òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîðìû, ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ çàäàíà
â ¾âîêñåëüíîì¿ ïðåäñòàâëåíèè.

Àêòóàëüíîñòü òàêîé ïîñòàíîâêè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ òåõíî-
ãåííûõ èëè ïðèðîäíûõ ìàòåðèàëîâ ãåîìåòðèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íå ìîæåò
áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà òî÷íî. Ê òàêèì ìàòåðèàëàì ìîæíî îòíåñòè, íàïðè-
ìåð, îáðàçöû ãîðíûõ ïîðîä èëè ïåíîìåòàëëîâ (metal foams). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè òàêèõ ñðåä ÷àñòî èñïîëüçóþò êîìïüþòåðíóþ ìèêðî-
òîìîãðàôèþ. Íà îñíîâå åå ðåçóëüòàòîâ ñòðîÿò áèíàðíîå òðåõìåðíîå (¾âîê-
ñåëüíîå¿) èçîáðàæåíèå îáðàçöà èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà: êàê è â ñëó÷àå äâó-
ìåðíîãî ¾ïèêñåëüíîãî¿ èçîáðàæåíèÿ, êàæäîé ÿ÷åéêå ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷å-
íèå 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, åñòü ëè ìàòåðèàë â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå
èëè íåò [10, 11]. ×àñòî äëÿ òàêèõ çàäà÷ ãåîìåòðèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âûáè-
ðàþò ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùåé ñ ïîñòðîåííûì âîêñåëüíûì èçîáðàæåíèåì.

Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ (â òîì
÷èñëå ôèëüòðàöèîííûõ) îáðàçöîâ ãîðíûõ ïîðîä ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ýêñïå-
ðèìåíòà íà îñíîâå èõ ìèêðîòîìîãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ îáû÷íî îáúåäè-
íÿþòñÿ ïîä íàçâàíèåì ¾öèôðîâîé êåðí¿ (¾digital rock physics¿) è â ïîñëåäíåå
âðåìÿ ïðèîáðåòàþò âñå áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü.
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2 КГиД система уравнений изотермической

двухкомпонентной смеси

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [4, 5] ÊÃèÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé áàðîòðîïíîé äâóõêîìïî-
íåíòíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ è áåç âíåøíèõ ñèë âêëþ÷àåò
óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû, èìïóëüñà è ìàññû êîìïîíåíòà

𝜕𝑡𝜌 + div 𝑗𝑚 = 0, (2.1)

𝜕𝑡(𝜌𝑢) + div(𝑗𝑚 ⊗ 𝑢) + ∇𝑝 = divΠ, (2.2)

𝜕𝑡(𝜌𝐶) + div(𝑗𝑚𝐶) = div
(︀
𝑀∇𝜇

)︀
, (2.3)

ãäå 𝜌 > 0, 𝑢, 0 < 𝐶 < 1 � ïîëíàÿ ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, ìàññîâàÿ êîíöåíòðà-
öèÿ îäíîãî èç êîìïîíåíòîâ æèäêîñòè, çàâèñÿùèå îò (𝑥, 𝑡), à 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
= (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω̄ è Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé
𝜕Ω, 𝑡 > 0. Çäåñü è íèæå äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà áåðåòñÿ ïî åãî ïåðâîìó èíäåêñó,
ñèìâîëû ¾⊗¿ è ¾·¿ îçíà÷àþò òåíçîðíîå è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

Ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ Ãåëüìãîëüöà ñìåñè âîçüìåì â ñëåäóþùåì âèäå [8, 9]

Ψ(𝜌, 𝐶,∇𝐶) = Ψ0(𝜌, 𝐶) +
𝜆1

2
|∇𝐶|2,

Ψ0(𝜌, 𝐶) = 𝐶Ψ(1)(𝜌) + (1 − 𝐶)Ψ(2)(𝜌) + Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶), Ψ(𝑖)(𝜌) = 𝑐2𝑖𝑠 ln
𝜌

𝜌𝑖
,

Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶) = 𝐴𝜓𝐶
2(1 − 𝐶)2,

ãäå 𝑐𝑖𝑠 =
√ℛ𝑖𝑇 > 0 � ñêîðîñòü çâóêà, 𝜌𝑖 = const > 0, 𝑖 = 1, 2. Çäåñü Ψ(1),

Ψ(2) � ñâîáîäíûå ýíåðãèè êîìïîíåíòîâ, à 𝜆1 > 0, 𝐴𝜓 > 0 � ïàðàìåòðû.
Ïðè ýòîì äàâëåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé 𝑝(𝜌, 𝐶) = 𝜌2Ψ′

0𝜌(𝜌, 𝐶). Êàê ñëåäñòâèå
𝑝(𝜌, 𝐶) =

(︀
𝑐21𝑠𝐶 + 𝑐22𝑠(1 − 𝐶)

)︀
𝜌. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñìåñü

äâóõ èçîòåðìè÷åñêèõ æèäêîñòåé ñ îäèíàêîâûìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ. Òî-
ãäà Ψ(1) = Ψ(2) = Ψ, 𝑐1𝑠 = 𝑐2𝑠= 𝑐𝑠, à äëÿ äàâëåíèÿ èìååì 𝑝 = 𝑐2𝑠𝜌.

Ðåãóëÿðèçîâàííûé ïîòîê ìàññû 𝑗𝑚 çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

𝑗𝑚 = 𝜌(𝑢−𝑤), 𝑤 =
𝜏

𝜌

[︀
𝜌(𝑢 · ∇)u + ∇𝑝 + divQ

]︀
, (2.4)

ãäå 𝑤 � ðåãóëÿðèçóþùàÿ ñêîðîñòü, ñóùåñòâåííàÿ â ÊÃèÄ ïîäõîäå, à 𝜏 > 0 �
ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âðåìåíè.

Òåíçîð Π = Π𝑁𝑆−Q+Π𝜏 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òåíçîðîâ âÿçêèõ íàïðÿæåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà Π𝑁𝑆, êàïèëëÿðíûõ íàïðÿæåíèé Q è ðåãóëÿðèçóþùåãî Π𝜏 :

Π𝑁𝑆 = 2𝜂D(u) +
(︀
𝜁 − 2

3𝜂)(divu)I, D(u) := 1
2(∇u + ∇u𝑇 ),
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Q = 𝜆1𝜌∇𝐶 ⊗∇𝐶, Π𝜏 = 𝜌𝑢⊗𝑤.

Çäåñü 𝜂 > 0 è 𝜁 > 0 � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû äèíàìè÷åñêîé è îáúåìíîé
âÿçêîñòè ñîîòâåòñòâåííî, I � åäèíè÷íûé òåíçîð,∇𝑢 = {𝜕𝑖𝑢𝑗}3𝑖,𝑗=1 ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè (𝜕1, 𝜕2, 𝜕3) ≡ (𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝜕𝑧).

Â (2.3) 𝑀 = 𝑀(𝐶) > 0 � êîýôôèöèåíò ïîäâèæíîñòè, à îáîáùåííûé
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

𝜇(𝜌, 𝐶) = Ψ′
0𝐶(𝜌, 𝐶) − 𝜆1

𝜌
div(𝜌∇𝐶). (2.5)

Ïðè 𝜏 = 0 èìååì 𝑤 = 0, è ýòà ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ñèñòåìó óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà-Êàíà-Õèëëàðäà âÿçêîé ñæèìàåìîé èçîòåðìè÷åñêîé äâóõêîì-
ïîíåíòíîé ñìåñè.

Ñèñòåìó (2.1)�(2.3) äîïîëíèì íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝜌|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥), 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝐶|𝑡=0 = 𝐶0(𝑥) (2.6)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ñ òâåðäîé ïîâåðõíîñòüþ (òâåðäîé ñòåíêå):

𝑗𝑚 · 𝑛 = 0, 𝑢 = 0, 𝜕𝑛𝜇 = 0, 𝜕𝑛𝐶 = 0, (2.7)

ãäå 𝑛 � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê 𝜕Ω. Ïåðâîå èç óñëîâèé (2.7) îáåñïå÷èâàåò
îòñóòñòâèå ïîòîêà ïîëíîé ìàññû, à òðåòüå � ìàññû êîìïîíåíòà ÷åðåç òâåðäóþ
ñòåíêó. Âòîðîå óñëîâèå � ýòî óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ, à ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
óãîë ìåæäó ëþáîé ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ôóíêöèè 𝐶 (â òîì ÷èñëå è 𝐶 = 1/2,
êîòîðàÿ îáû÷íî óñëîâíî ñ÷èòàåòñÿ ãðàíèöåé ðàçäåëà ôàç) è òâåðäîé ñòåíêîé
ðàâåí 𝜋/2 íà íåé. Ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå ñ ó÷åòîì âòîðîãî ïðèíèìàåò âèä
𝜕𝑛𝑝 = −𝑛 · divQ. Çàìåòèì, ÷òî

𝑛 · divQ = (𝜕𝑛𝐶) div(𝜆1𝜌∇𝐶) +
𝜆1

2
𝜌𝜕𝑛

(︀
|∇𝐶|2

)︀
=

𝜆1

2
𝜌𝜕𝑛

(︀
|∇𝐶|2

)︀
ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî êðàåâîãî óñëîâèÿ. Îòáðîñèì îñòàâøååñÿ ñëàãàåìîå (îò-
ìåòèì, ÷òî îíî îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïëîñêîì ó÷àñòêå ãðàíèöû) è ïåðåéäåì
ê áîëåå ïðîñòûì êðàåâûì óñëîâèÿì íà òâåðäîé ñòåíêå

𝜕𝑛𝑝 = 0, 𝑢 = 0, 𝜕𝑛𝜇 = 0, 𝜕𝑛𝐶 = 0. (2.8)

3 Разностная схема

Ïîñòðîèì äëÿ ÊÃèÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1)�(2.5) ïðè (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 ÿâ-
íóþ äâóõñëîéíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ èç ðà-
áîòû [12].
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Ïóñòü Ω = [0, 𝐿𝑥] × [0, 𝐿𝑦] × [0, 𝐿𝑧] � îáëàñòü ðàñ÷åòà. Íà [0, 𝐿𝑥] ââåäåì
ðàâíîìåðíóþ ñåòêó 𝜔̄𝑥ℎ ñ óçëàìè 𝑥𝑚 = (𝑚 − 1/2)ℎ𝑥, 1 6 𝑚 6 𝑁𝑥 è øàãîì
ℎ𝑥 = ℎ. Óçëû 𝑥𝑖 ñ èíäåêñàìè 0,−1, . . . è𝑁𝑥+1, 𝑁𝑥+2, . . . ÿâëÿþòñÿ ôèêòèâíû-
ìè, òî åñòü òàêèìè, ÷òî îíè ëèáî çàâåäîìî îòíîñÿòñÿ ê íåàêòèâíûì ÿ÷åéêàì,
ëèáî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé (âòåêàíèÿ, âûòåêàíèÿ,
ïåðèîäè÷íîñòè è ò.ï.). Ïóñòü 𝜔𝑥ℎ ñîñòîèò èç óçëîâ 𝑥𝑚, 2 6 𝑚 6 𝑁𝑥− 1, ÿâëÿ-
þùèõñÿ âíóòðåííèìè äëÿ 𝜔̄𝑥ℎ. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ двойственную ñåòêó
𝜔̄*
𝑥ℎ ñ óçëàìè 𝑥𝑚+1/2 = (𝑥𝑚 + 𝑥𝑚+1)/2, 0 6 𝑚 6 𝑁𝑥 è åå âíóòðåííþþ ÷àñòü

𝜔*
𝑥ℎ ñ óçëàìè 𝑥𝑚+1/2, 1 6 𝑚 6 𝑁𝑥 − 1. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ñåòêè ñ øàãàìè

ℎ𝑦 = ℎ𝑧 = ℎ (äëÿ ïðîñòîòû) íà [0, 𝐿𝑦] è [0, 𝐿𝑧] ñîîòâåòñòâåííî.
Ââåäåì òðåõìåðíûå ñåòêè 𝜔̄ℎ = 𝜔̄𝑥ℎ× 𝜔̄𝑦ℎ× 𝜔̄𝑧ℎ è 𝜔̄*

ℎ = 𝜔̄*
𝑥ℎ× 𝜔̄*

𝑦ℎ× 𝜔̄*
𝑧ℎ. Àíà-

ëîãè÷íî äëÿ 𝜔ℎ, 𝜔*
ℎ. Ïóñòü ñåòêà 𝜔̄𝑙*,ℎ ïîëó÷àåòñÿ èç 𝜔̄ℎ â ðåçóëüòàòå çàìåíû

ñîìíîæèòåëÿ 𝜔̄𝑙ℎ íà 𝜔̄*
𝑙ℎ, à ñåòêà 𝜔̄*

𝑙*,ℎ � èç 𝜔̄*
ℎ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ñîìíîæè-

òåëÿ 𝜔̄*
𝑙ℎ íà 𝜔̄𝑙ℎ. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ñåòêè 𝜔𝑙*,ℎ, 𝜔*

𝑙*,ℎ. Çäåñü 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåòêà 𝜔̄ℎ ñîäåðæèò öåíòðû ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê. Òîãäà

öåíòðû ãðàíåé ëåæàò íà ñåòêàõ 𝜔̄𝑥*,ℎ, 𝜔̄𝑦*,ℎ, 𝜔̄𝑧*,ℎ, öåíòðû ðåáåð íà 𝜔̄*
𝑥*,ℎ, 𝜔̄

*
𝑦*,ℎ,

𝜔̄*
𝑧*,ℎ, à óãëîâûå óçëû � íà ñåòêå 𝜔̄*

ℎ. Îñíîâíûå ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ � ñêî-
ðîñòü 𝑢, ïëîòíîñòü 𝜌, êîíöåíòðàöèþ 𝐶 � îïðåäåëèì â óçëàõ îñíîâíîé ñåò-
êè 𝜔̄ℎ.

Ïóñòü 𝐻(𝜔) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîé ñåòêå 𝜔.
Äëÿ ôóíêöèé 𝑣 ∈ 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) è 𝑢 ∈ 𝐻(𝜔̄*

𝑙ℎ) ââåäåì îïåðàòîðû ñåòî÷íûõ óñðåä-
íåíèé 𝑠𝑙 : 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔*

𝑙ℎ), 𝑠
*
𝑙 : 𝐻(𝜔̄*

𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) è ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé

𝛿𝑙 : 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔*
𝑙ℎ),

∘
𝛿𝑙 : 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔𝑙ℎ), 𝛿*𝑙 : 𝐻(𝜔̄*

𝑙ℎ) → 𝐻(𝜔̄𝑙ℎ) ïî ñëåäóþ-
ùèì ôîðìóëàì:

(𝑠𝑙𝑣)𝑚−1/2 =
𝑣𝑚 + 𝑣𝑚−1

2
, (𝑠*𝑙 𝑢)𝑚 =

𝑢𝑚+1/2 + 𝑢𝑚−1/2

2
, (

∘
𝛿𝑙𝑣)𝑚 =

𝑣𝑚+1 − 𝑣𝑚−1

2ℎ
,

(𝛿𝑙𝑣)𝑚−1/2 =
𝑣𝑚 − 𝑣𝑚−1

ℎ
, (𝛿*𝑙 𝑢)𝑚 =

𝑢𝑚+1/2 − 𝑢𝑚−1/2

ℎ
.

Îòìåòèì, ÷òî
∘
𝛿𝑙 = 𝛿*𝑙 𝑠𝑙.

Ââåäåì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå âïåðåä ñ øàãîì ∆𝑡 > 0 ïî âðåìåíè

𝛿𝑡𝑣
𝑛 =

̂︀𝑣 𝑛 − 𝑣𝑛

∆𝑡
, ̂︀𝑣 𝑛 = 𝑣𝑛+1.

Ïóñòü ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåìàÿ ÿ÷åéêà íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò
ãðàíèö. Ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ óðàâíåíèé (2.1)�(2.3) çàïèøåì íà îñíîâíîé
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ñåòêå 𝜔ℎ:

𝛿𝑡𝜌 + 𝛿*𝑥𝑗𝑚𝑥 + 𝛿*𝑦𝑗𝑚𝑦 + 𝛿*𝑧𝑗𝑚𝑧 = 0, (3.1)

𝛿𝑡(𝜌𝑢𝑥) + 𝛿*𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑠𝑥𝑢𝑥) + 𝛿*𝑦(𝑗𝑚𝑦𝑠𝑦𝑢𝑥) + 𝛿*𝑧(𝑗𝑚𝑧𝑠𝑧𝑢𝑥) +
∘
𝛿𝑥𝑝 =

= 𝛿*𝑥Π𝑥𝑥 + 𝛿*𝑦Π𝑦𝑥 + 𝛿*𝑧Π𝑧𝑥,
(3.2)

𝛿𝑡(𝜌𝑢𝑦) + 𝛿*𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑠𝑥𝑢𝑦) + 𝛿*𝑦(𝑗𝑚𝑦𝑠𝑦𝑢𝑦) + 𝛿*𝑧(𝑗𝑚𝑧𝑠𝑧𝑢𝑦) +
∘
𝛿𝑦𝑝 =

= 𝛿*𝑥Π𝑥𝑦 + 𝛿*𝑦Π𝑦𝑦 + 𝛿*𝑧Π𝑧𝑦,
(3.3)

𝛿𝑡(𝜌𝑢𝑧) + 𝛿*𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑠𝑥𝑢𝑧) + 𝛿*𝑦(𝑗𝑚𝑦𝑠𝑦𝑢𝑧) + 𝛿*𝑧(𝑗𝑚𝑧𝑠𝑧𝑢𝑧) +
∘
𝛿𝑧𝑝 =

= 𝛿*𝑥Π𝑥𝑧 + 𝛿*𝑦Π𝑦𝑧 + 𝛿*𝑧Π𝑧𝑧,
(3.4)

̂︀𝜌𝛿𝑡𝐶 + 𝜌𝑠*𝑥[(𝑠𝑥𝑢𝑥−𝑤(𝑥)
𝑥 )𝛿𝑥𝐶] + 𝜌𝑠*𝑦[(𝑠𝑦𝑢𝑦−𝑤(𝑦)

𝑦 )𝛿𝑦𝐶] + 𝜌𝑠*𝑧[(𝑠𝑧𝑢𝑧−𝑤(𝑧)
𝑧 )𝛿𝑧𝐶] =

= 𝛿*𝑥 (𝑀𝛿𝑥𝜇) + 𝛿*𝑦 (𝑀𝛿𝑦𝜇) + 𝛿*𝑧 (𝑀𝛿𝑧𝜇) . (3.5)

Â îòëè÷èå îò íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîò, ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
óðàâíåíèÿ áåðóòñÿ â íåäèâåðãåíòíîì âèäå, ïðè÷åì ñ èñïîëüçîâàíèåì ̂︀𝜌𝑛 =𝜌𝑛+1.
Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ñåòî÷íûé
äèñáàëàíñ â äèñêðåòíîì óðàâíåíèè ïîëíîé ýíåðãèè. Ïîäðîáíîñòè àíàëèçà áó-
äóò ïðåäñòàâëåíû â ïîñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ.

Àïïðîêñèìàöèÿ êîìïîíåíò 𝑗𝑚, 𝑤 èìååò âèä:

𝑗𝑚𝑙 = (𝑠𝑙𝜌)
(︀
𝑠𝑙𝑢𝑙 − 𝑤

(𝑙)
𝑙

)︀
, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}, (3.6)

𝑤(𝑥)
𝑥 =

𝑠𝑥𝜏

𝑠𝑥𝜌

[︁
(𝑠𝑥𝜌)(𝑠𝑥𝑢𝑥)𝛿𝑥𝑢𝑥 + 𝑠𝑥{𝜌𝑠*𝑦[(𝑠𝑦𝑢𝑦)𝛿𝑦𝑢𝑥]} + 𝑠𝑥{𝜌𝑠*𝑧[(𝑠𝑧𝑢𝑧)𝛿𝑧𝑢𝑥]}+

+ (𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥h(𝜌) + 𝛿𝑥𝑄
𝑤
𝑥𝑥 + 𝛿*𝑦𝑄

𝑤
𝑦𝑥 + 𝛿*𝑧𝑄

𝑤
𝑧𝑥

]︁
, (3.7)

𝑤(𝑦)
𝑦 =

𝑠𝑦𝜏

𝑠𝑦𝜌

[︁
𝑠𝑦{𝜌𝑠*𝑥[(𝑠𝑥𝑢𝑥)𝛿𝑥𝑢𝑦]} + (𝑠𝑦𝜌)(𝑠𝑦𝑢𝑦)𝛿𝑦𝑢𝑦 + 𝑠𝑦{𝜌𝑠*𝑧[(𝑠𝑧𝑢𝑧)𝛿𝑧𝑢𝑦]}+

+ (𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦h(𝜌) + 𝛿*𝑥𝑄
𝑤
𝑥𝑦 + 𝛿𝑦𝑄

𝑤
𝑦𝑦 + 𝛿*𝑧𝑄

𝑤
𝑧𝑦

]︁
, (3.8)

𝑤(𝑧)
𝑧 =

𝑠𝑧𝜏

𝑠𝑧𝜌

[︁
𝑠𝑧{𝜌𝑠*𝑦[(𝑠𝑦𝑢𝑦)𝛿𝑦𝑢𝑧]} + 𝑠𝑧{𝜌𝑠*𝑥[(𝑠𝑥𝑢𝑥)𝛿𝑧𝑢𝑧]} + (𝑠𝑧𝜌)(𝑠𝑧𝑢𝑧)𝛿𝑧𝑢𝑧 +

+ (𝑠𝑧𝜌)𝛿𝑧h(𝜌) + 𝛿*𝑥𝑄
𝑤
𝑥𝑧 + 𝛿*𝑦𝑄

𝑤
𝑦𝑧 + 𝛿𝑧𝑄

𝑤
𝑧𝑧

]︁
. (3.9)

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ íîâûå àïïðîêñèìàöèè ñëàãàåìûõ 𝑢𝑘𝜕𝑙𝑢𝑙 è íåñòàíäàðòíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ñ ýíòàëüïèåé h(𝜌) = 𝑐2𝑠 ln 𝜌 èç [12,13] è

𝑄𝑤
𝑘𝑘 = 𝜆1(𝑠

*
𝑘 [(𝑠𝑘𝜌)𝛿𝑘𝐶])

∘
𝛿𝑘𝐶, 𝑄𝑤

𝑙𝑘 = 𝜆1(𝑠𝑘 [(𝑠𝑙𝜌)𝛿𝑙𝐶])𝑠𝑙𝛿𝑘𝐶, (3.10)

7



ãäå 𝑘, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝑘 ̸= 𝑙. Ïîñëåäíèå àïïðîêñèìàöèè êîìïîíåíò Q òàêæå
îòëè÷àþòñÿ îò èñïîëüçîâàííûõ íàìè ðàíåå.

Âåëè÷èíû 𝑗𝑚𝑙, 𝑤
(𝑙)
𝑙 îïðåäåëåíû íà 𝜔𝑙*,ℎ, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}, à ïàðàìåòð 𝜏 � íà

îñíîâíîé ñåòêå. Êîìïîíåíòû Π𝑘𝑙 = Π𝑁𝑆
𝑘𝑙 −𝑄

(𝑘)
𝑘𝑙 + Π𝜏

𝑘𝑙 òåíçîðà Π = Π𝑁𝑆−Q+
Π𝜏 îïðåäåëåíû íà 𝜔*𝑘,ℎ. Ïðè 𝑘, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧} äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà âÿçêèõ
íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà èñïîëüçóåì àïïðîêñèìàöèþ

Π𝑁𝑆
𝑘𝑘 = 4

3𝜂𝛿𝑘𝑢𝑘 − 2
3𝜂(1 − 𝛿𝑘𝑗)𝑠*𝑗(𝛿𝑗𝑠𝑘𝑢𝑗), Π𝑁𝑆

𝑘𝑙 = 𝜂𝛿𝑘𝑢𝑙 + 𝜂𝑠*𝑙 (𝛿𝑙𝑠𝑘𝑢𝑘), 𝑘 ̸= 𝑙,

ãäå 𝛿𝑖𝑗 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, äëÿ ïðîñòîòû 𝜁 = 0 è â ïåðâîé èç ôîðìóë ïî
èíäåêñó 𝑗 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî {𝑥, 𝑦, 𝑧}; òåíçîðà êàïèëëÿðíûõ
íàïðÿæåíèé �

𝑄𝑘𝑘≡ 𝜆1𝑠𝑘
{︀
𝑠*𝑘[(𝑠𝑘𝜌)𝛿𝑘𝐶] ·

∘
𝛿𝑘𝐶

}︀
= 𝑠𝑘𝑄

𝑤
𝑘𝑘, (3.11)

𝑄𝑘𝑙≡ 𝜆1𝑠
*
𝑙

{︀
𝑠𝑙[(𝑠𝑘𝜌)𝛿𝑘𝐶] · 𝑠𝑘𝛿𝑙𝐶

}︀
= 𝑠*𝑙𝑄

𝑤
𝑘𝑙, 𝑘 ̸= 𝑙, (3.12)

ãäå ñèìâîë ¾·¿ îçíà÷àåò óìíîæåíèå; ðåãóëÿðèçóþùåãî òåíçîðà (ñîãëàñíî [13]) �

Π𝜏
𝑘𝑘 = (𝑠𝑘𝑢𝑘)(𝑠𝑘𝜌)𝑤

(𝑘)
𝑘 , Π𝜏

𝑘𝑙 = (𝑠𝑘𝑢𝑘)(𝑠𝑘𝜌)𝑤
(𝑘)
𝑙 , 𝑘 ̸= 𝑙

ïðè÷åì â äîïîëíåíèå ê (3.7)�(3.9) èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû

𝑤
(𝑙)
𝑘 =

𝑠𝑙𝜏

𝑠𝑙𝜌

[︃
(𝑠𝑙𝜌)(𝑠𝑙𝑢𝑙)𝛿𝑙𝑢𝑘 + 𝑠𝑙{𝜌𝑠*𝑘[(𝑠𝑘𝑢𝑘)𝛿𝑘𝑢𝑘]} + 𝑠𝑙{𝜌𝑠*𝑚[(𝑠𝑚𝑢𝑚)𝛿𝑚𝑢𝑘]}+

+ 𝑠𝑙

{︂
𝜌𝑠*𝑘

[︂
𝛿𝑘h(𝜌) +

1

𝑠𝑘𝜌

(︀
𝛿𝑎𝑥𝑄

𝑤
𝑥𝑘 + 𝛿𝑎𝑦𝑄

𝑤
𝑦𝑘 + 𝛿𝑎𝑧𝑄

𝑤
𝑧𝑘

)︀]︂}︂]︃
, (3.13)

ãäå {𝑘, 𝑙,𝑚} � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà {𝑥, 𝑦, 𝑧} è

𝛿𝑎𝑘𝑄
𝑤
𝑘𝑘 = 𝛿𝑘𝑄

𝑤
𝑘𝑘, 𝛿𝑎𝑙𝑄

𝑤
𝑙𝑘 = 𝛿*𝑙𝑄

𝑤
𝑙𝑘, 𝑘 ̸= 𝑙.

Îáîáùåííûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë 𝜇 àïïðîêñèìèðóåì íà ñåòêå 𝜔ℎ:

𝜇 = Ψ′
0𝐶(𝜌, 𝐶) − 𝜆1

𝜌

{︀
𝛿*𝑥
[︀
(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶

]︀
+ 𝛿*𝑦

[︀
(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶

]︀
+ 𝛿*𝑧

[︀
(𝑠𝑧𝜌)𝛿𝑧𝐶

]︀}︀
. (3.14)

Àíàëèç ïîñòðîåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà çíà-
÷åíèé îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêå íà íîâîì ñëîå
ïî âðåìåíè, äîñòàòî÷íî çíàòü èõ çíà÷åíèÿ â ÿ÷åéêàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 1a. Èõ ÷èñëî ðàâíî 33 + 6 · 4 = 51.

Åñëè ãðàíü êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ èíöèäåíòíîé êàê àêòèâíîé, òàê
è íåàêòèâíîé ÿ÷åéêàì, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ ÿ÷åéêó òàêæå áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé.
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4 Алгоритм реализации граничных условий

Ðàññìîòðèì основную ÿ÷åéêó. Ïóñòü åå ãðàíü ñ öåíòðîì (𝑖, 𝑗, 𝑘), ëåæàùèì
íà ñåòêå 𝜔ℎ,*𝑥, ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åå
íîðìàëü � ýòî (±1, 0, 0), òàê ÷òî èíäåêñ 𝑖 � ïîëóöåëûé. Çàïèøåì ðàçíîñòíûå
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öåíòðà ðàññìàòðèâàåìîé ãðàíè, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûì

(a) Шаблон разностной схемы.

(1,2,4)

(2,1,4)

(2,2,4)

(2,3,4)

(3,2,4)

(b) Сечение 𝑘 = xc +2.

(0,2,3)

(1,1,3)

(1,2,3)

(1,3,3)

(2,0,3)

(2,1,3)

(2,2,3)

(2,3,3)

(2,4,3)

(3,1,3)

(3,2,3)

(3,3,3)

(4,2,3)

(c) Сечение 𝑘 = xc +1.

(0,1,2)

(0,2,2)

(0,3,2)

(1,0,2)

(1,1,2)

(1,2,2)

(1,3,2)

(1,4,2)

(2,0,2)

(2,1,2)

(2,2,2)

(2,3,2)

(2,4,2)

(3,0,2)

(3,1,2)

(3,2,2)

(3,3,2)

(3,4,2)

(4,1,2)

(4,2,2)

(4,3,2)

(d) Сечение 𝑘 = xc.

Ðèñ. 1. Øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû è åãî ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè 𝑘 = xc,
𝑘 = xc +1, 𝑘 = xc +2 ïðè xc ≡ 2. Cå÷åíèÿ 𝑘 = xc−1, 𝑘 = xc−2 ñèììåòðè÷íû
ñå÷åíèÿì 𝑘 = xc +1, 𝑘 = xc +2 îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 𝑘 = xc. Ðàññìàòðèâà-
åìàÿ ÿ÷åéêà çàøòðèõîâàíà.
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óñëîâèÿì (2.8):
𝜌 = 𝜌±1/2, 𝑢 = 0, 𝛿𝑥𝜇 = 0, 𝛿𝑥𝐶 = 0, (4.15)

ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå (𝑣±1/2)𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑣𝑖±1/2,𝑗,𝑘, 𝑣 � íåêîòîðàÿ ñåòî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ. Çäåñü ïåðâîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò àïïðîêñèìàöèè ñ ïåðâûì
ïîðÿäêîì ïåðâîãî óñëîâèÿ (2.8). Îñòàëüíûå òðè óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò îñòàâ-
øèìñÿ òðåì â (2.8). Êàê ñëåäñòâèå èç (4.15) âûïèøåì ñëåäóþùèå ñåòî÷íûå
ôîðìóëû äëÿ òîãî æå óçëà:

𝑗𝑚𝑥 = 0, 𝛿𝑏𝑥𝑢𝑙≡ ±(𝑢𝑙)±1/2

ℎ/2
, 𝑄𝑥𝑙 = 0, Π𝑁𝑆

𝑥𝑥 =
4

3
𝜂𝛿𝑏𝑥𝑢𝑥,

Π𝑁𝑆
𝑥𝑦 = 𝜂𝛿𝑏𝑥𝑢𝑦, Π𝑁𝑆

𝑥𝑧 = 𝜂𝛿𝑏𝑥𝑢𝑧, Π𝜏
𝑥𝑙 = 0, 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}.

(4.16)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ ñõåìà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â öåíòðå гра-

ничной ãðàíè îñíîâíîé ÿ÷åéêè è ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè 𝑂𝑥. ×òîáû çàïèñàòü
ñõåìó äëÿ ãðàíè÷íûõ ãðàíåé îñíîâíîé ÿ÷åéêè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè 𝑂𝑧
íóæíî â ðàçíîñòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ (4.15), (4.16) ôîðìàëüíî 𝑥 çàìåíèòü íà 𝑧,
à 𝑧 � íà 𝑥, ñ çàìåíîé ñäâèãà íà ±1/2 èíäåêñà 𝑖 íà 𝑘. Àíàëîãè÷íî äëÿ ãðàíåé,
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè 𝑂𝑦.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî âûïèñàííûå ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
â ðàçíîñòíîé ñõåìå (3.1)�(3.5), òî åñòü, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî 𝑗𝑚𝑥 = 0 íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîäñòàâëÿåòñÿ âî âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.1) èëè 𝛿𝑥𝜇 = 0 � â ïåðâîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.5).

Ââåäåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè òàê, ÷òîáû åå ãåîìåò-
ðè÷åñêîìó öåíòðó ñîîòâåòñòâîâàëè êîîðäèíàòû (2, 2, 2). Êàæäîé ÿ÷åéêå òàê-
æå ñîïîñòàâèì òðîéêó ÷èñåë, ñîâïàäàþùóþ ñ (ëîêàëüíûìè) êîîðäèíàòàìè
åå ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà. Èíîãäà äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå xc = 2.

Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè íà îñíîâå àêòèâíîñòè ñîñåäíèõ ÿ÷ååê ââåäåì íàáîð
÷èñåë (куб активности) 𝑎𝑖𝑗𝑘 ðàçìåðîì 5 × 5 × 5, ãäå 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè ÿ÷åéêà ñ èíäåêñàìè (𝑖, 𝑗, 𝑘) îòíîñèòñÿ ê òâåðäîé
ñòåíêå (ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåàêòèâíîé), òî 𝑎𝑖𝑗𝑘 = 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 𝑎𝑖𝑗𝑘 = 1.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ ÿ÷ååê, ó÷àñòâóþùèõ â ðàñ÷åòå, 𝑎222 = 1.

Äëÿ èëëþñòðàöèè îñíîâíîé èäåè ðåàëèçàöèè ñîîòíîøåíèé (3.1)�(3.14) íè-
æå ïîäðîáíî îïèñàíû àëãîðèòìû ðàñ÷åòà íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ.

Â àëãîðèòìå 1 îïèñàí ðàñ÷åò çíà÷åíèé îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ â
öåíòðå êàêîé ëèáî ãðàíè, ñ êîîðäèíàòàìè (𝑖, 𝑗, 𝑘), ãäå òîëüêî îäèí èç èíäåê-
ñîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëóöåëûì. Åñëè îáå ÿ÷åéêè, èíöèäåíòíûå ãðàíè, ÿâëÿþòñÿ àê-
òèâíûìè, òî èñêîìûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ óñðåäíåíèåì. Åñëè òîëüêî îäíà
ÿ÷åéêà ÿâëÿåòñÿ íåàêòèâíîé (òî åñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ ãðà-
íè÷íîé), òî çíà÷åíèÿ â åå öåíòðå âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Çäåñü è äàëåå âûðàæåíèå (𝑎 mod 𝑏) îçíà÷àåò
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Алгоритм 1 Ðàñ÷åò çíà÷åíèé 𝑢, 𝜌, 𝐶 â öåíòðå ãðàíè ñ êîîðäèíàòàìè (𝑖, 𝑗, 𝑘).

1: procedure calc_proc(𝑢, 𝜌, 𝐶, 𝑖, 𝑗, 𝑘)
2: 𝑏𝑖 = (2𝑖 mod 2), 𝑏𝑗 = (2𝑗 mod 2), 𝑏𝑘 = (2𝑘 mod 2)
3: 𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0, 𝑢𝑧 = 0, 𝜌 = 0, 𝐶 = 0
4: 𝑛𝑥 = 0, 𝑛𝑦 = 0, 𝑛𝑧 = 0, 𝑠𝑢𝑚 = 0
5: for 𝑟𝑖 = −𝑏𝑖/2 to 𝑏𝑖/2 do

6: for 𝑟𝑗 = −𝑏𝑗/2 to 𝑏𝑗/2 do

7: for 𝑟𝑘 = −𝑏𝑘/2 to 𝑏𝑘/2 do

8: 𝑎𝑐𝑡𝑣 = 𝑎𝑖+𝑟𝑖,𝑗+𝑟𝑗,𝑘+𝑟𝑘
9: 𝑠𝑢𝑚 = 𝑠𝑢𝑚 + 𝑎𝑐𝑡𝑣
10: 𝑛𝑥 = 𝑛𝑥+2 ·𝑟𝑖 ·𝑎𝑐𝑡𝑣, 𝑛𝑦 = 𝑛𝑦+2 ·𝑟𝑗 ·𝑎𝑐𝑡𝑣, 𝑛𝑧 = 𝑛𝑧+2 ·𝑟𝑘 ·𝑎𝑐𝑡𝑣
11: end for

12: end for

13: end for

14: if 𝑠𝑢𝑚 = 0 then ◁ îáå ñîñåäíèå ÿ÷åéêè íåàêòèâíû
15: Âûõîä èç ïðîöåäóðû
16: end if

17: if 𝑛𝑥 = 0 è 𝑛𝑦 = 0 è 𝑛𝑧 = 0 then ◁ îáå ñîñåäíèå ÿ÷åéêè àêòèâíû
18: ̃︀𝑢𝑙 = 0, ̃︀𝜌 = 0, ̃︀𝐶 = 0, ãäå 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}
19: for 𝑟𝑖 = −𝑏𝑖/2 to 𝑏𝑖/2 do

20: for 𝑟𝑗 = −𝑏𝑗/2 to 𝑏𝑗/2 do

21: for 𝑟𝑘 = −𝑏𝑘/2 to 𝑏𝑘/2 do

22: ̃︀𝑢𝑙 = ̃︀𝑢𝑙 + (𝑢𝑙)𝑖+𝑟𝑖,𝑗+𝑟𝑗,𝑘+𝑟𝑘, ãäå 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}
23: ̃︀𝜌 = ̃︀𝜌 + 𝜌𝑖+𝑟𝑖,𝑗+𝑟𝑗,𝑘+𝑟𝑘, ̃︀𝐶 = ̃︀𝐶 + 𝐶𝑖+𝑟𝑖,𝑗+𝑟𝑗,𝑘+𝑟𝑘

24: end for

25: end for

26: end for

27: 𝜌𝑖𝑗𝑘 = ̃︀𝜌/2, 𝐶𝑖𝑗𝑘 = ̃︀𝐶/2, (𝑢𝑙)𝑖𝑗𝑘 = ̃︀𝑢𝑙/2, ãäå 𝑙 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}
28: else ◁ ãðàíü îêàçàëàñü ãðàíè÷íîé
29: 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 = 𝑢𝑧 = 0
30: 𝜌𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜌𝑖+𝑛𝑥/2, 𝑗+𝑛𝑦/2, 𝑘+𝑛𝑧/2, 𝐶𝑖,𝑗,𝑘 = 𝐶𝑖+𝑛𝑥/2, 𝑗+𝑛𝑦/2, 𝑘+𝑛𝑧/2

31: end if

32: end procedure

îñòàòîê îò äåëåíèÿ 𝑎 íà 𝑏 (𝑎, 𝑏 ̸= 0 � öåëûå ÷èñëà), à sign � çíàêîâàÿ ôóíê-
öèÿ.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè â öåíòðàõ ðåáåð
îñíîâíîé ÿ÷åéêè: åñëè õîòÿ áû îäíà èç ÷åòûðåõ ÿ÷ååê, èíöèäåíòíûõ ðàññìàò-
ðèâàåìîìó ðåáðó, îêàçàëàñü íåàêòèâíîé, òî çíà÷åíèå ñêîðîñòè â öåíòðå ýòîãî
ðåáðà, ñîãëàñíî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, çàäàåòñÿ êàê 𝑢𝑖,𝑗,𝑘 = 0. Åñëè âñå ÷åòûðå
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ÿ÷åéêè àêòèâíû, òî çíà÷åíèå ñêîðîñòè âû÷èñëÿåòñÿ óñðåäíåíèåì ñ ïîìîùüþ
öèêëà, àíàëîãè÷íîãî ïðåäñòàâëåííîìó â ñòðîêàõ 19�26 àëãîðèòìà 1. Îòìå-
òèì, ÷òî òàê óñòðîåííûé öèêë ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
åäèíîîáðàçíî äëÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàííûõ ãðàíåé è ðåáåð.

Алгоритм 2 Ðàñ÷åò çíà÷åíèé ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé 𝛿𝑥𝐶 íà ãðàíÿõ. Àëãî-
ðèòìû ðàñ÷åòà 𝛿𝑦𝐶, 𝛿𝑧𝐶 àíàëîãè÷íû.

1: for 𝑙 = 1 to 36 do

2: (𝑖, 𝑗, 𝑘) = 𝑑𝑐𝑑𝑥𝐼𝑑𝑥[𝑙]
3: 𝑎+ = 𝑎𝑖+1/2,𝑗,𝑘, 𝑎− = 𝑎𝑖−1/2,𝑗,𝑘

4: if 𝑎+ + 𝑎− = 0 then ◁ Îáå èíöèäåíòíûå ÿ÷åéêè íåàêòèâíû
5: Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè öèêëà
6: end if

7: (𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑎+ · 𝑎− · (𝐶𝑖+1/2,𝑗,𝑘 − 𝐶𝑖−1/2,𝑗,𝑘)/ℎ
8: end for

Àíàëèç îïèñàííîé â ðàçäåëå 3 ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ
𝛿𝑥𝐶 äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü â öåíòðàõ íå âñåõ ãðàíåé ðàñ÷åòíîãî øàáëîíà.
Ïóñòü ñïèñîê 𝑑𝑐𝑑𝑥𝐼𝑑𝑥 ñîäåðæèò òðîéêè èíäåêñîâ (𝑖, 𝑗, 𝑘) (òîëüêî 𝑖 ÿâëÿåòñÿ
ïîëóöåëûì), ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðàì ýòèõ ãðàíåé. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà
÷àñòü ýòèõ óçëîâ (îíè îáîçíà÷åíû êàê ¾ ¿), ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòÿõ 𝑘 = xc,
𝑘 = xc +1, 𝑘 = xc +2. Â àëãîðèòìå 2 îïèñàíà ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ 𝛿𝑥𝐶 â óçëàõ èç ñïèñêà 𝑑𝑐𝑑𝑥𝐼𝑑𝑥.

Â ñòðîêå 4 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêà àêòèâíîñòè îáåèõ ÿ÷ååê, èíöèäåíò-
íûõ ðàññìàòðèâàåìîé ãðàíè. Åñëè îáå îíè îêàçàëèñü íåàêòèâíû, òî çíà÷åíèå
â ñîîòâåòñòâóþùåì óçëå äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðàñ÷åòà íå íóæíî è îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè öèêëà. Åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç
ÿ÷ååê àêòèâíà, òî 𝑎++𝑎− > 0 è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ñòðîêå 7. Èñïîëüçóåìîå
âûðàæåíèå äëÿ (𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗,𝑘 ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü äâà îñòàâøèõñÿ âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿ: êîãäà îáå ÿ÷åéêè àêòèâíû (𝑎+ · 𝑎− = 1) è êîãäà òîëüêî îäíà èç ÿ÷ååê
íåàêòèâíà (𝑎+ · 𝑎− = 0). Â ïåðâîì ñëó÷àå 𝛿𝑥𝐶 âû÷èñëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïî-
ñîáîì, òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðàíü àêòèâíà, à âî âòîðîì � â ñîîòâåòñòâèè
ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, ïîñêîëüêó ãðàíü îêàçàëàñü íåàêòèâíîé.

Äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ â îñíîâíîé ÿ÷åéêå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà êàïèëëÿðíûõ íàïðÿæåíèé 𝑄𝑥𝑦, âõîäÿùèõ íåïîñðåäñòâåííî â (2.2),
äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî â öåíòðàõ åå ãðàíåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè 𝑂𝑥
è èìåþùèõ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑖, 𝑗, 𝑘) = (xc±1/2, xc, xc). Â àëãîðèò-
ìå 3 îïèñàí ñïîñîá ðàñ÷åòà çíà÷åíèé 𝑄𝑥𝑦 â ýòèõ óçëàõ. Íà ðèñ. 2 îíè îáî-
çíà÷åíû ñèìâîëàìè ¾ ¿. Íà ðèñ. 2 äëÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ êîíôèãóðà-
öèé íåàêòèâíûõ ÿ÷ååê ïðåäñòàâëåíà ÷àñòü ðàñ÷åòíîãî øàáëîíà â ñå÷åíèè
𝑘 = xc, ñîäåðæàùàÿ ÿ÷åéêè, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà 𝑄𝑥𝑦 â óçëå ñ èíäåêñà-
ìè (𝑖, 𝑗, 𝑘) = (xc−1/2, xc, xc). Ñåðûì öâåòîì îáîçíà÷åíû неактивные ÿ÷åéêè.
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Алгоритм 3 Ðàñ÷åò çíà÷åíèÿ 𝑄𝑥𝑦 â óçëå (𝑖, 𝑗, 𝑘)

1: for 𝑚 = −1/2 to 1/2 do

2: 𝑗𝑚 = 𝑗 + 𝑚
3: 𝑎+ = sign(𝑎𝑖+1/2,𝑗𝑚+1/2,𝑘 + 𝑎𝑖−1/2,𝑗𝑚+1/2,𝑘)
4: 𝑎− = sign(𝑎𝑖+1/2,𝑗𝑚−1/2,𝑘 + 𝑎𝑖−1/2,𝑗𝑚−1/2,𝑘)

5: 𝑠𝑚 =
[︀
𝑎+𝜌𝑖,𝑗𝑚+1/2,𝑘(𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗𝑚+1/2,𝑘 + 𝑎−𝜌𝑖,𝑗𝑚−1/2,𝑘(𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗𝑚−1/2,𝑘

]︀
/(𝑎+ + 𝑎−)

6: 𝑑𝑐𝑚 =
[︀
(𝛿𝑦𝐶)𝑖+1/2,𝑗𝑚,𝑘 + (𝛿𝑦𝐶)𝑖−1/2,𝑗𝑚,𝑘

]︀
/2

7: end for

8: (𝑄𝑥𝑦)𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜆1(𝑠−1/2𝑑𝑐−1/2 + 𝑠1/2𝑑𝑐1/2)/2

(i, j)

(i, j + 1
2
)

(i, j − 1
2
)

(i+ 1
2
, j)(i− 1

2
, j)

(i+ 1
2
, j + 1)(i− 1

2
, j + 1)

(i, j − 1)

(i, j + 1)

(a)

(i, j)

(i, j + 1
2
)

(i, j − 1
2
)

(i+ 1
2
, j)(i− 1

2
, j)

(i+ 1
2
, j + 1)(i− 1

2
, j + 1)

(i+ 1
2
, j − 1)(i− 1

2
, j − 1)

(b)

Ðèñ. 2. ×àñòü ñå÷åíèÿ 𝑘 = xc ðàñ÷åòíîãî øàáëîíà ñ óçëàìè, íåîáõîäèìûìè
äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ 𝑄𝑥𝑦 â óçëå (𝑖, 𝑗, 𝑘) = (xc−1/2, xc, xc). Â ïîäïèñÿõ
ê óçëàì äëÿ êðàòêîñòè òðåòèé èíäåêñ 𝑘 = xc îïóùåí. Øòðèõîâêîé âûäåëåíà
îñíîâíàÿ ÿ÷åéêà. Ñåðûì öâåòîì îáîçíà÷åíû неактивные ÿ÷åéêè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ 𝛿𝑥𝐶 è 𝛿𝑦𝐶 âî âñåõ íåîáõîäèìûõ óçëàõ ïðåäâà-
ðèòåëüíî íàéäåíû â àëãîðèòìå 2, à çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè 𝑠𝑥𝜌 � â àëãîðèòìå 1.

Êàê âèäíî èç (3.12), çíà÷åíèÿ 𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶] · 𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶 íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü
â óçëàõ (𝑖, 𝑗±1/2, 𝑘) (íà ðèñ. 2 îíè îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè ¾ ¿). Ðàññìîòðèì
óçåë (𝑖, 𝑗 + 1/2, 𝑘) (ñëó÷àé 𝑚 = 1/2). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶] â ýòîì
óçëå íóæíû çíà÷åíèÿ 𝑠𝑥𝜌, 𝛿𝑥𝐶 â (𝑖, 𝑗, 𝑘) è (𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘), åñëè îíè òàì îïðåäå-

13



(i, j)
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, j − 1

2
)(i− 1

2
, j − 1

2
)

(i+ 1
2
, j + 1

2
)(i− 1

2
, j + 1

2
)

(i− 1, j + 1)

(i− 1, j)

(i− 3
2
, j − 1

2
)

(i− 1
2
, j − 3

2
)

(i− 3
2
, j − 1)

(i− 1
2
, j − 2)

(i+ 1
2
, j − 1)

(i− 3
2
, j)

(i+ 1
2
, j)

Ðèñ. 3. ×àñòü ñå÷åíèÿ 𝑘 = xc ðàñ÷åòíîãî øàáëîíà, ñ óçëàìè íåîáõîäèìûìè
äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ 𝑤

(𝑥)
𝑦 â óçëå (𝑖, 𝑗, 𝑘) = (xc−1/2, xc, xc). Â ïîäïèñÿõ ê

óçëàì äëÿ êðàòêîñòè òðåòèé èíäåêñ 𝑘 = xc îïóùåí. Øòðèõîâêîé âûäåëåíà
îñíîâíàÿ ÿ÷åéêà. Ñåðûì öâåòîì îáîçíà÷åíû неактивные ÿ÷åéêè.
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ëåíû. Ýòî òàê, åñëè â ïàðàõ ÿ÷ååê (𝑖 ± 1/2, 𝑗, 𝑘) è (𝑖 ± 1/2, 𝑗 + 1, 𝑘) õîòÿ áû
îäíà ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé óçåë îêàçû-
âàåòñÿ ¾âíóòðè¿ ñòåíêè, à çíà÷åíèÿ 𝑠𝑥𝜌 è 𝛿𝑥𝐶 â íåì íå îïðåäåëåíû. Ïðîâåðêà
ýòîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñòðîêàõ 3 è 4. Åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ÿ÷ååê
ñ èíäåêñàìè (𝑖 ± 1/2, 𝑗 + 1, 𝑘) ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé, òî 𝑎+ = 1. Â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óçëå (𝑖, 𝑗 + 1, 𝑘) îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ 𝑠𝑥𝜌 è 𝛿𝑥𝐶.
Àíàëîãè÷íî äëÿ 𝑎− è óçëà (𝑖, 𝑗, 𝑘). Ïðè ðàñ÷åòå â óçëå (𝑖, 𝑗 + 1/2, 𝑘) äëÿ êîí-
ôèãóðàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2a, èìååì 𝑎+ = 𝑎− = 1. Â ðåçóëüòàòå
𝑠1/2 = [𝜌𝑖,𝑗,𝑘(𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗,𝑘 +𝜌𝑖,𝑗+1,𝑘(𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗+1,𝑘]/2. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû 𝑠𝑥(𝛿𝑦𝐶) íà
äàííîì ýòàïå íå òðåáóåò ïðîâåðîê: ÿ÷åéêè (𝑖 ± 1/2, 𝑗, 𝑘) çàâåäîìî ÿâëÿþòñÿ
àêòèâíûìè, à çíà÷èò âåëè÷èíà 𝛿𝑦𝐶 â óçëàõ (𝑖± 1/2, 𝑗 + 1/2, 𝑘) îïðåäåëåíà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óçåë (𝑖, 𝑗−1/2, 𝑘) (ñëó÷àé 𝑚 = −1/2). Â ñëó÷àå, ïðåä-
ñòàâëåííîì íà ðèñ. 2a, èìååì 𝑎− = 0, ïîñêîëüêó ÿ÷åéêè (𝑖 ± 1/2, 𝑗 − 1, 𝑘)
íåàêòèâíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óçåë (𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘) îêàçàëñÿ ¾âíóòðè¿ ñòåíêè. Íà
ðèñ. 2a îí îáîçíà÷åí ñèìâîëîì ¾ ¿. Òîãäà âûðàæåíèå â ñòðîêå 5 ïðèíèìàåò
âèä 𝑠−1/2 = 𝜌𝑖,𝑗,𝑘(𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗,𝑘, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
𝛿𝑦𝐶 = 0 â óçëàõ (𝑖 ± 1/2, 𝑗 − 1/2, 𝑘) (íà ðèñ. 2a îíè èçîáðàæåíû ñèìâîëà-
ìè ¾ ¿) ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû 𝑠𝑥(𝛿𝑦𝐶) çäåñü
òàêîå æå êàê â ñëó÷àå 𝑚 = 1/2.

Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ íåàêòèâíûõ ÿ÷ååê, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2b.
Â óçëå (𝑖, 𝑗 + 1/2, 𝑘) âñå íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå,
êàê äëÿ êîíôèãóðàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2a. Ïðè âû÷èñëåíèè çíà-
÷åíèé â óçëå (𝑖, 𝑗 − 1/2, 𝑘) èìååì 𝑎+ = 𝑎− = 1. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó,
÷òî íåîáõîäèìûå âåëè÷èíû â óçëå (𝑖, 𝑗 − 1, 𝑘) îïðåäåëåíû. Ïîýòîìó èìååì
𝑠−1/2 = [𝜌𝑖,𝑗,𝑘(𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗,𝑘+𝜌𝑖,𝑗−1,𝑘(𝛿𝑥𝐶)𝑖,𝑗−1,𝑘]/2. Ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ 𝛿𝑥𝐶 â óç-
ëå (𝑖, 𝑗− 1, 𝑘) (íà ðèñ. 2b îáîçíà÷åí êàê ¾ ¿) è 𝛿𝑦𝐶 â óçëå (𝑖− 1/2, 𝑗− 1/2, 𝑘)
(íà ðèñ. 2b îáîçíà÷åí êàê ¾ ¿) áûëè âû÷èñëåíû â àëãîðèòìå 2. Ïðîöåäóðû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà Q àíàëîãè÷íû.

Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé àëãîðèòì 4 âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíòû
𝑤

(𝑥)
𝑦 â óçëàõ (𝑖, 𝑗, 𝑘) = (xc±1/2, xc, xc), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàì ãðàíåé

îñíîâíîé ÿ÷åéêè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ 𝑂𝑥. Íà ðèñ. 3 îíè îáîçíà-
÷åíû ñèìâîëàìè ¾ ¿. Ðàññìîòðèì óçåë (𝑖, 𝑗, 𝑘) = (xc−1/2, xc, xc). Íàïîìíèì,
÷òî ÿ÷åéêà (𝑖+1/2, 𝑗, 𝑘) ÿâëÿåòñÿ çàâåäîìî àêòèâíîé, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíîé, à (𝑖 − 1/2, 𝑗, 𝑘) ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ãðàíü ñ öåíòðîì (𝑖, 𝑗, 𝑘) ÿâëÿëàñü áû ãðàíè÷íîé. Òîãäà ñîãëàñíî óñëîâèþ ïðè-
ëèïàíèÿ â óçëå (𝑖, 𝑗, 𝑘) èìååì 𝑢 = 0, à çíà÷èò çàâåäîìî Π𝜏

𝑥𝑦 = 𝜌𝑢𝑥𝑤
(𝑥)
𝑦 = 0 è

âåëè÷èíó 𝑤
(𝑥)
𝑦 äàæå íå íóæíî âû÷èñëÿòü.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

𝑏𝑦 = (𝑠𝑦𝑢𝑦)𝛿𝑦𝑢𝑦 + 𝛿𝑦h(𝜌) +
(︀
𝛿*𝑥𝑄

𝑤
𝑥𝑦 + 𝛿𝑦𝑄

𝑤
𝑦𝑦 + 𝛿*𝑧𝑄

𝑤
𝑧𝑦

)︀ 1

𝑠𝑦𝜌
, 𝑏𝑧 = (𝑠𝑧𝑢𝑧)𝛿𝑧𝑢𝑦.
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Алгоритм 4 Ïðîöåäóðà äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ 𝑤
(𝑥)
𝑦 â óçëå ñ èíäåêñàìè

(𝑖, 𝑗, 𝑘), ñîîòâåòñòâóþùèìè öåíòðó ãðàíè îñíîâíîé ÿ÷åéêè, êîòîðàÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ 𝑂𝑥.

1: for 𝑚 = −1/2 to 1/2 do

2: for 𝑛 = −1/2 to 1/2 do

3: 𝑖𝑚 = 𝑖 + 𝑚, 𝑗𝑛 = 𝑗 + 𝑛
4: if 𝑎𝑖𝑚,𝑗𝑛+1/2,𝑘 · 𝑎𝑖𝑚,𝑗𝑛−1/2,𝑘 = 0 then

5: 𝑏𝑦𝑚,𝑛 = 0
6: else

7: for 𝑙 = −1/2 to 1/2 do

8: 𝑖𝑙 = 𝑖𝑚 + 𝑙, 𝑗𝑙 = 𝑗𝑛 + 𝑙, 𝑘𝑙 = 𝑘 + 𝑙
9: 𝑎+ = sign

(︀
𝑎𝑖𝑙+1/2,𝑗𝑛+1/2,𝑘 + 𝑎𝑖𝑙+1/2,𝑗𝑛−1/2,𝑘

)︀
10: 𝑎− = sign

(︀
𝑎𝑖𝑙−1/2,𝑗𝑛+1/2,𝑘 + 𝑎𝑖𝑙−1/2,𝑗𝑛−1/2,𝑘

)︀
11: 𝑑𝑐𝑑𝑦𝑎𝑣𝑟,1 =

{︀
𝑎+ ·(𝛿𝑦𝐶)𝑖𝑙+1/2,𝑗𝑛,𝑘+𝑎− ·(𝛿𝑦𝐶)𝑖𝑙−1/2,𝑗𝑛,𝑘

}︀
/(𝑎++𝑎−)

12: 𝑎+ = sign
(︀
𝑎𝑖𝑚,𝑗𝑛+1/2,𝑘𝑙+1/2 + 𝑎𝑖𝑚,𝑗𝑛−1/2,𝑘𝑙+1/2

)︀
13: 𝑎− = sign

(︀
𝑎𝑖𝑚,𝑗𝑛+1/2,𝑘𝑙−1/2 + 𝑎𝑖𝑚,𝑗𝑛−1/2,𝑘𝑙−1/2

)︀
14: 𝑑𝑐𝑑𝑦𝑎𝑣𝑟,2 =

{︀
𝑎+ · (𝛿𝑦𝐶)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘𝑙+1/2 + 𝑎− · (𝛿𝑦𝐶)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘𝑙−1/2

}︀
/(𝑎+ + 𝑎−)

15: (𝑄𝑤
𝑥𝑦)𝑖𝑙,𝑗𝑛,𝑘 = 𝜆1 {𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶]}𝑖𝑙,𝑗𝑛,𝑘 · 𝑑𝑐𝑑𝑦𝑎𝑣𝑟,1

16: (𝑄𝑤
𝑦𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑙,𝑘 = 𝜆1

{︀
𝑠*𝑦[(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶]

}︀
𝑖𝑚,𝑗𝑙,𝑘

· {𝑠*𝑦(𝛿𝑦𝐶)}𝑖𝑚,𝑗𝑙,𝑘
17: (𝑄𝑤

𝑧𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘𝑙 = 𝜆1 {𝑠𝑦[(𝑠𝑧𝜌)𝛿𝑧𝐶]}𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘𝑙 · 𝑑𝑐𝑑𝑦𝑎𝑣𝑟,2
18: end for

19: (𝛿𝑥𝑄
𝑤
𝑥𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘 =

[︀
(𝑄𝑤

𝑥𝑦)𝑖𝑚+1/2,𝑗𝑛,𝑘 − (𝑄𝑤
𝑥𝑦)𝑖𝑚−1/2,𝑗𝑛,𝑘

]︀
/ℎ

20: (𝛿𝑦𝑄
𝑤
𝑦𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘 =

[︀
(𝑄𝑤

𝑦𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛+1/2,𝑘 − (𝑄𝑤
𝑦𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛−1/2,𝑘

]︀
/ℎ

21: (𝛿𝑧𝑄
𝑤
𝑧𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘 =

[︀
(𝑄𝑤

𝑧𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘+1/2 − (𝑄𝑤
𝑧𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘−1/2

]︀
/ℎ

22: 𝑏𝑦𝑚,𝑛 = (𝑢𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘(𝛿𝑦𝑢𝑦)𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘 + (𝛿𝑦h(𝜌))𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘+

+
(︀
𝛿𝑥𝑄

𝑤
𝑥𝑦 + 𝛿𝑦𝑄

𝑤
𝑦𝑦 + 𝛿𝑧𝑄

𝑤
𝑧𝑦

)︀
𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘

/𝜌𝑖𝑚,𝑗𝑛,𝑘
23: end if

24: 𝑘𝑛 = 𝑘 + 𝑛, 𝑏𝑧𝑚,𝑛 = 0
25: if 𝑎𝑖𝑚,𝑗,𝑘𝑛+1/2 · 𝑎𝑖𝑚,𝑗,𝑘𝑛−1/2 ̸= 0 then

26: 𝑏𝑧𝑚,𝑛 = (𝑢𝑧)𝑖𝑚,𝑗,𝑘𝑛(𝛿𝑧𝑢𝑦)𝑖𝑚,𝑗,𝑘𝑛
27: end if

28: 𝑏𝑚,𝑛 = 𝑏𝑦𝑚,𝑛 + 𝑏𝑧𝑚,𝑛
29: end for

30: end for

31: (𝑤
(𝑥)
𝑦 )𝑖,𝑗,𝑘 =

𝜏

𝜌𝑖,𝑗,𝑘

{︁
1
2

[︁
𝜌𝑖+1/2,𝑗,𝑘

1
2(𝑏1/2,1/2 + 𝑏1/2,−1/2)+

+𝜌𝑖−1/2,𝑗,𝑘
1
2(𝑏−1/2,1/2 + 𝑏−1/2,−1/2)

]︁
+ 𝜌𝑖,𝑗,𝑘(𝑢𝑥)𝑖,𝑗,𝑘(𝛿𝑥𝑢𝑦)𝑖,𝑗,𝑘

}︁
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Òîãäà âûðàæåíèå (3.13) ïðèìåò âèä:

𝑤(𝑥)
𝑦 =

𝑠𝑥𝜏

𝑠𝑥𝜌

[︀
(𝑠𝑥𝜌)(𝑠𝑥𝑢𝑥)𝛿𝑥𝑢𝑦 + 𝑠𝑥

{︀
𝜌𝑠*𝑦𝑏

𝑦
}︀

+ 𝑠𝑥 {𝜌𝑠*𝑧𝑏𝑧}
]︀
. (4.17)

Âåëè÷èíà 𝑏𝑦 âû÷èñëÿåòñÿ â óçëàõ (𝑖± 1/2, 𝑗 ± 1/2, 𝑘). Íà ðèñ. 3 îíè îáî-
çíà÷åíû ñèìâîëàìè ¾ ¿. Ðàccìîòðèì óçåë (𝑖 + 1/2, 𝑗 − 1/2, 𝑘), êîòîðîìó ñî-
îòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ öèêëà (ñòðîêè 1, 2) 𝑚 = 1/2, 𝑛 = −1/2 è
çíà÷èò 𝑖𝑚 = 𝑖+ 1/2, 𝑗𝑛 = 𝑗−1/2. Ñîãëàñíî êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííîé íà
ðèñ. 3, äàííûé óçåë ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì íåàêòèâíîé ãðàíè, ïîñêîëüêó ÿ÷åéêà
(𝑖 + 1/2, 𝑗 − 1, 𝑘) íåàêòèâíà. Ïîýòîìó 𝑎𝑖+1/2,𝑗−1,𝑘 · 𝑎𝑖+1/2,𝑗,𝑘 = 0 è 𝑏𝑦1/2,−1/2 = 0

(ñòðîêà 5). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâûì äâóì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.8), îáåñ-
ïå÷èâàþùèì óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óçåë (𝑖−1/2, 𝑗+1/2, 𝑘), êîòîðûé ïðèíàäëåæèò актив-

ной ãðàíè. Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè äëÿ 𝑏𝑦 âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî (ñòðîêà 22) è òðóäíîñòåé ýòî íå âûçûâàåò.

×òîáû íàéòè ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå 𝛿*𝑥𝑄
𝑤
𝑥𝑦 â (𝑖−1/2, 𝑗+1/2, 𝑘), íåîáõîäèìî

âû÷èñëèòü 𝑄𝑤
𝑥𝑦 = 𝜆1(𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶] · 𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶) â (𝑖− 1, 𝑗 + 1/2, 𝑘) è (𝑖, 𝑗 + 1/2, 𝑘),

êîòîðûå íà ðèñ. 3 îòìå÷åíû êàê ¾ ¿ (èì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
öèêëà (ñòðîêà 7) 𝑙 = ±1/2 ). Ðàññìîòðèì óçåë (𝑖 − 1, 𝑗 + 1/2, 𝑘), ëåæàùèé
íà ðåáðå, èíöèäåíòíîì íåàêòèâíîé ÿ÷åéêå (𝑖− 3/2, 𝑗, 𝑘). Âåëè÷èíû 𝑠𝑥𝜌 è 𝛿𝑥𝐶
â óçëàõ (𝑖 − 1, 𝑗 + 1, 𝑘) è (𝑖 − 1, 𝑗, 𝑘) (íà ðèñ. 3 îíè îáîçíà÷åíû êàê ¾ ¿)
ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëåíû â àëãîðèòìàõ 1 è 2. Óçåë (𝑖−1, 𝑗+1, 𝑘) çàâåäîìî íå
ïîïàäàåò ¾âíóòðü¿ ñòåíêè, òàê êàê ÿ÷åéêà (𝑖−1/2, 𝑗+1, 𝑘) çàâåäîìî àêòèâíà
(èíà÷å àëãîðèòì ïîïàäåò íà ñòðîêó 5).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶 ïðåäâàðèòåëüíî íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî çíà-
÷åíèÿ 𝛿𝑦𝐶 â íóæíûõ óçëàõ îïðåäåëåíû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîâåðêà, àíàëî-
ãè÷íàÿ ïðîâåðêå â àëãîðèòìå 2, îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñòðîêàõ 9, 10. Äëÿ ñëó÷àÿ
êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3, äëÿ óçëà (𝑖 − 1, 𝑗 + 1/2, 𝑘) èìååì
𝑎+ = 𝑎− = 1, à çíà÷èò 𝑑𝑐𝑑𝑦𝑎𝑣𝑟,1 = {(𝛿𝑦𝐶)𝑖−3/2,𝑗+1/2,𝑘 + (𝛿𝑦𝐶)𝑖−1/2,𝑗+1/2,𝑘}/2.
Âû÷èñëåíèå 𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶 â óçëå (𝑖, 𝑗 + 1/2, 𝑘) ïðîâîäèòñÿ òàê æå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå 𝑄𝑤
𝑥𝑦 â óçëå (𝑖 − 1/2, 𝑗 − 1/2, 𝑘). Îïèøåì

ëèøü âû÷èñëåíèå 𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶. Â äàííîì ñëó÷àå óçåë (𝑖− 3/2, 𝑗 − 1/2, 𝑘) (íà ðèñ. 3
îòìå÷åí ñèìâîëîì ¾ ¿) îêàçûâàåòñÿ ¾âíóòðè¿ ñòåíêè, è ïîýòîìó çíà÷åíèå
𝛿𝑦𝐶 â íåì íå îïðåäåëåíî. Ïîýòîìó â ñòðîêàõ 9, 10 ïîëó÷àåì 𝑎− = 0, 𝑎+ = 1 è
𝑑𝑐𝑑𝑦𝑎𝑣𝑟,1 = (𝛿𝑦𝐶)𝑖−1/2,𝑗−1/2,𝑘, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ 𝜕𝑥𝐶 = 0 ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè â óçëàõ (𝑖−1, 𝑗−1, 𝑘) è (𝑖−1, 𝑗, 𝑘).

Ïðèíöèï âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé 𝛿𝑧𝑄
𝑤
𝑧𝑦 àáñîëþòíî òàêîé æå êàê è äëÿ

𝛿𝑥𝑄
𝑤
𝑥𝑦, ïîýòîìó ïîäðîáíî íà íåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.
Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ 𝛿𝑦𝑄𝑤

𝑦𝑦 â (𝑖−1/2, 𝑗−1/2, 𝑘).

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ 𝑄𝑤
𝑦𝑦 = 𝜆1(𝑠

*
𝑦[(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶])

∘
𝛿𝑦𝐶 â óç-

ëàõ (𝑖 − 1/2, 𝑗, 𝑘) è (𝑖 − 1/2, 𝑗 − 1, 𝑘). Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî,
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ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ 𝑠𝑦𝜌 è 𝛿𝑦𝐶 â óçëàõ (𝑖− 1/2, 𝑗± 1/2, 𝑘), (𝑖− 1/2, 𝑗− 3/2, 𝑘)

áûëè âû÷èñëåíû â àëãîðèòìàõ 1 è 2. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî
∘
𝛿𝑦𝐶 ≡ 𝑠*𝑦𝛿𝑦𝐶.

Îòìåòèì, ÷òî èç îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ÿ÷åéêè îíè â òî÷íîñòè ðåàëèçóþò ðàçíîñòíóþ ñõåìó (3.1)�(3.14), åñëè â åå
ðàñ÷åòíîì øàáëîíå âñå ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûìè.

(a) 𝑡 = 0 с (b) 𝑡 = 6 · 10−5 с

(c) 𝑡 = 12 · 10−5 с (d) 𝑡 = 5220 · 10−5 с

Ðèñ. 4. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû ðàñòåêàíèÿ êàïëè íà ïîäëîæêå. Êðàñíûé
öâåò ñîîòâåòñòâóåò 𝐶 > 0.5, ÿ÷åéêè ñ 𝐶 < 0.5 íå ïîêàçàíû. Ñåðûì öâåòîì
ïîìå÷åíà òâåðäàÿ ñòåíêà.
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(a) Расположение сечения (b) Распределение 𝐶. Белым цветом поме-
чена изолиния 𝐶 = 0.5. Соответствие цвета
значению 𝐶 представлено на рис. 7

Ðèñ. 5. Ñå÷åíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïëîñêîñòüþ c íîðìàëüþ (−1, 1, 0) è ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè 𝐶 â íåì

(a) Расположение сечения (b) Распределение 𝐶. Белым цветом помечена изо-
линия 𝐶 = 0.5. Соответствие цвета значению 𝐶
представлено на рис. 7

Ðèñ. 6. Ñå÷åíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïëîñêîñòüþ c íîðìàëüþ (−1/2,−1/2, 1) è
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè 𝐶 â íåì

Ðèñ. 7. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó öâåòîì è çíà÷åíèåì êîíöåíòðàöèè 𝐶 (ëåãåíäà)
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5 Растекание капли по подложке

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñòåêàíèè êàïëè ïî ïîäëîæêå. Ïóñòü ðàñ÷åòíàÿ îá-
ëàñòü èìååò ôîðìó êóáà ñ ðåáðàìè äëèíîé 𝐿𝑥 = 𝐿𝑦 = 𝐿𝑧 = 𝐿 = 0.016ì. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäëîæêà ÿâëÿåòñÿ ¾ïëîñêîé¿ è ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâ-
íåíèåì 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1.25𝐿 (â ðàìêàõ âîêñåëüíîé ãåîìåòðèè). Òàêèì îáðàçîì,
îíà ¾îòñåêàåò¿ ÷àñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Íà âñåõ ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàíû óñëîâèÿ (2.8). Â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ çàäàþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ñêîðîñòü 𝑢0 = 0, ïëîòíîñòü 𝜌0 = 1 êã/ì3, êîíöåíòðàöèÿ

𝐶0 =

{︃
0.9, åñëè max{𝑥− 𝐿/2, 𝑦 − 𝐿/2, 𝑧 − 𝐿/2} < 𝐿/4;

0.1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íà ðèñ. 4a ïðåäñòàâëåíà íà÷àëüíàÿ ôîðìà êàïëè. Çäåñü è äàëåå ñåðûì öâåòîì
ïîìå÷åíû ÿ÷åéêè, îòíîñÿùèåñÿ ê òâåðäîé ñòåíêå, êðàñíûì � ê ÿ÷åéêàì ñ
𝐶 > 0.5, ñèíèì � ê ÿ÷åéêàì ñ 𝐶 < 0.5.

Â ðàñ÷åòå âçÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ: 𝜁 = 0,
𝜂 = 0.005Ïà · ñ, 𝜆1 = 10−3Äæ ·ì5/êã2, 𝐴𝜓 = 5 · 103Äæ/êã, 𝑀 = 𝑀0𝐶(1−𝐶),
𝑀0 = 10−9 êã · ñ/ì3, 𝑐𝑠 = 1000ì/ñ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíóþ äåêàðòîâó ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó ðàç-
ìåðîì 80 × 80 × 80 ÿ÷ååê ñ øàãîì ℎ = 𝐿/80 = 2 · 10−4ì. Øàã ïî âðåìåíè
âûáåðåì êàê ∆𝑡 = 6 · 10−8 ñ.

Çäåñü è äàëåå â ðàáîòå ïàðàìåòð 𝜏 çàäàí â âèäå 𝜏 = 𝛼*ℎ/𝑐𝑠 ñ 𝛼* = 0.5.
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû ýâîëþöèè ôîðìû êàïëè.

Óãëû è ðåáðà êóáà ïîñòåïåííî îêðóãëÿþòñÿ, ïðè÷åì ðàíüøå âñåãî ýòî ïðîèñ-
õîäèò ñ óãëàìè, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ á�îëüøèìè ïîâåðõíîñòíûìè ñèëàìè è, â ñâîþ
î÷åðåäü, ñâÿçàíî ñ á�îëüøèìè çíà÷åíèÿìè êðèâèçíû èìåííî â îêðåñòíîñòè ðå-
áåð. Âèäíî, ÷òî êàïëÿ ïîñòåïåííî ðàñòåêàåòñÿ è â èòîãå ñòàíîâèòñÿ ïîëóñôå-
ðîé (ñì. ðèñ. 4d), à äèàìåòð îñíîâàíèÿ êàïëè óâåëè÷èâàåòñÿ. Òàêæå íà ðèñ. 5,
6 äàíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè â ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò è èìåþùèõ íîðìàëè (−1, 1, 0) è (−1/2,−1/2, 0). Íà ðèñ. 7 ïðåä-
ñòàâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó öâåòîì è çíà÷åíèåì êîíöåíòðàöèè. Âèäíî, ÷òî
óãëû ìåæäó ìåæôàçíîé ãðàíèöåé è òâåðäîé ãðàíèöåé â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
áëèçêè ê 𝜋/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Äàííûé ðàñ÷åò èëëþñòðèðóåò ñîâìåñòíîå âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ ôîðìû
êàïëè ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ
çíà÷åíèå êîíòàêòíîãî óãëà.
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6 Вытеснение одной жидкости другой в канале

сложной формы

Â êà÷åñòâå âòîðîé çàäà÷è âîçüìåì ðàñ÷åò âûòåñíåíèÿ îäíîé æèäêîñòè
äðóãîé â êàíàëå ñëîæíîé ôîðìû, èìåþùåì ôîðìó êðóãëîé òðóáêè äëèíîé
𝐿𝑦 = 2.4 · 10−2 ì, ðàäèóñ ñå÷åíèÿ êîòîðîé çàâèñèò îò êîîðäèíàòû 𝑦 ïî ïðà-
âèëó 𝑅(𝑦) = 𝑅0[𝐴𝑟 sin(𝛼𝑟𝑦) + 1], ãäå 𝑅0 = 2𝐿𝑦/15, 𝐴𝑟 = 0.7 è 𝛼𝑟 = 5𝜋/𝐿𝑦
(ñì. ðèñ. 8). Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñî ñòîðîíàìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, â êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü ýòó òðóáêó.
Ïóñòü 𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧 � äëèíû åãî ðåáåð âäîëü 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧. Âåëè÷èíà 𝐿𝑦 � ýòî
äëèíà òðóáêè.

Ïóñòü íà ëåâîì òîðöå òðóáêè (𝑦 = 0) ôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè
𝑢 = (0, 1, 0)ì/ñ è êîíöåíòðàöèè 𝐶 = 0.9, à äëÿ ïëîòíîñòè 𝜕𝜌/𝜕𝑦 = 0; íà
ïðàâîì òîðöå (𝑦 = 𝐿𝑦) ôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè 𝜌 = 1 êã/ì3, à äëÿ
ñêîðîñòè è êîíöåíòðàöèè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 𝜕𝑦𝑢 = 0, 𝜕𝑦𝐶 = 0.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âî âñåé îáëàñòè çàäàíû 𝑢 = (0, 1, 0)ì/ñ,
𝜌 = 1 êã/ì3. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè èìååò âèä

𝐶 =

{︃
0.1, 𝑦 < 0.07𝐿𝑦,

0.9, 𝑦 > 0.07𝐿𝑦.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ øàãîì ℎ = 𝐿𝑦/𝑁𝑦 = 2 · 10−4 ì,
ãäå 𝑁𝑦 = 120 � ÷èñëî ÿ÷ååê âäîëü íàïðàâëåíèÿ 𝑂𝑦. Òîãäà â ñàìîì óçêîì
ñå÷åíèè òðóáêè íà äèàìåòð ïðèõîäèòñÿ 10 ÿ÷ååê, à â ñàìîì øèðîêîì � 54.

Øàã ïî âðåìåíè âûáåðåì êàê ∆𝑡 = 6 · 10−8 ñ. Çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ òàêèå æå êàê â ðàçäåëå 5.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ ÿ÷åéêà çàïîëíåíà ¾ñèíåé¿ æèäêîñòüþ, åñ-
ëè çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè â íåé 𝐶 < 0.5 è ¾êðàñíîé¿ � åñëè 𝐶 > 0.5.

Íà ðèñ. 10a�12d ïðåäñòàâëåíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû ýâîëþöèè òå÷å-
íèÿ. Ïðè ýòîì íà ðèñóíêàõ ñëåâà ïðåäñòàâëåíî îáúåìíîå ðàñïðåäåëåíèå êîí-
öåíòðàöèè: ñåðûì ïîëóïðîçðà÷íûì öâåòîì îáîçíà÷åíû ñòåíêè êàíàëà è ïðåä-
ñòàâëåíà òîëüêî êðàñíàÿ æèäêîñòü; íà ðèñóíêàõ ñïðàâà ïðåäñòàâëåíî ðàñ-
ïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè â ñå÷åíèè 𝑥 = 𝐿𝑥/2. Ñîîòâåòñòâèå öâåòà çíà÷åíèþ
êîíöåíòðàöèè ïîêàçàíî íà ðèñ. 7. Áåëûì öâåòîì îòìå÷åíà èçîëèíèÿ 𝐶 = 0.5;
îíà óñëîâíî ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ìåæôàçíîé ãðàíèöû.

Íà÷àëüíûå ýòàïû âûòåñíåíèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 10a�10d: êðàñíàÿ æèä-
êîñòü íàêàïëèâàåòñÿ â ïåðâîì ðàñøèðåíèè è ïîñòåïåííî íà÷èíàåò ïðîòåêàòü
÷åðåç ïåðâîå ¾ãîðëûøêî¿ âî âòîðîå ðàñøèðåíèå êàíàëà, ãäå òàêæå íà÷èíà-
åò íàêàïëèâàòüñÿ. Âèäíî, êàê ñòðóéêà óòîí÷àåòñÿ, à åå êîí÷èê óâåëè÷èâàåò-
ñÿ, ïðè÷åì ñòðåìèòñÿ ïðèíÿòü øàðîîáðàçíóþ ôîðìó. Çàòåì øåéêà ¾ðâåòñÿ¿,
à êîí÷èê âûíîñèòñÿ òå÷åíèåì ÷åðåç âòîðîå ãîðëûøêî â òðåòüå ðàñøèðåíèå.
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Ðèñ. 8. Îáëàñòü ðàñ÷åòà â âèäå òðóáêè ñ ñå÷åíèåì ïåðåìåííîãî ðàäèóñà
𝑅(𝑦) = 𝑅0[𝐴𝑟 sin(𝛼𝑟𝑦) + 1], ãäå 𝐴𝑟 = 0.7 è 𝛼𝑟 = 5𝜋/𝐿𝑦. Ñòåíêè òðóáêè èìåþò
¾ñòóïåí÷àòóþ¿ ôîðìó ââèäó âîêñåëüíîé ãåîìåòðèè.

Ïðè ýòîì íà ðèñ. 10d çàìåòíî îòêëîíåíèå óãëà ìåæäó ìåæôàçíîé ãðàíèöåé è
ñòåíêîé êàíàëà îò 𝜋/2; îíî îáúÿñíÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì ðàçðåøåíèåì ðàñ÷åò-
íîé ñåòêè. Òàêæå îáðàòèì âíèìàíèå íà ¾øëåéô¿, êîòîðûé íà÷èíàåò òÿíóòüñÿ
îò êîí÷èêà êàïëè â öåíòðå êàíàëà. Åãî íàëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ ïðèñóòñòâèåì
äèôôóçèîííûõ ýôôåêòîâ â ìîäåëè è áîëüøîãî ãðàäèåíòà ñêîðîñòè âáëèçè
öåíòðàëüíîé îñè êàíàëà. Ïîñëåäíåå õîðîøî âèäíî íà ðèñ. 9, ãäå èçîáðàæåíî
ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè íà ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 5.4 · 10−3 ñ â ñå÷åíèè
𝑥 = 𝐿𝑥/2.

Íà ðèñ. 11a�11b âèäíî, ÷òî ñòðóéêà ïîñëå îòðûâà ¾äîãîíÿåò¿ êàïëþ è
îòðûâàåò åå îò äðóãîé, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â òðåòüåì ðàñøèðåíèè. Çàòåì ïî-
ñëåäíÿÿ óíîñèòñÿ òå÷åíèåì íà ïðåäåëû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ñì. ðèñ. 11c). Íà
ðèñ. 11d âèäíî, ÷òî òå÷åíèå âî âòîðîì ãîðëûøêå êà÷åñòâåííî òàêîå æå êàê è
òå÷åíèå â ïåðâîì íà ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 12 · 10−3 ñ (ñì. ðèñ. 10d).

Íà ðèñ. 12a�12d èçîáðàæåíû çàêëþ÷èòåëüíûå ýòàïû ðàçâèòèÿ òå÷åíèÿ:
êðàñíàÿ æèäêîñòü íàêàïëèâàåòñÿ â êîí÷èêå ñòðóéêè â òðåòüåì ðàñøèðåíèè,
çàòåì îíà ðâåòñÿ, à êàïëÿ óíîñèòñÿ òå÷åíèåì çà ïðåäåëû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.
Æèäêîñòü ñíîâà íà÷èíàåò íàêàïëèâàòüñÿ â òðåòüåì ðàñøèðåíèè è òå÷åíèå
ïðèíèìàåò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 12d. Ïðè ýòîì ñèíÿÿ æèäêîñòü ïîë-
íîñòüþ íå âûòåñíåíà êðàñíîé, ÷òî êà÷åñòâåííî îòëè÷àåò òå÷åíèå â òðåòüåì
ðàñøèðåíèè îò ïåðâûõ äâóõ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òðåòüå ðàñøèðåíèå â
îòëè÷èå îò ïåðâûõ äâóõ îáðåçàíî âûõîäíîé ãðàíèöåé.

Íà ðèñ. 10c è 12a çàìåòíî ñèëüíîå îòêëîíåíèå ìåæôàçíîãî ôðîíòà îò
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Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè â ñå÷åíèè 𝑥 = 𝐿𝑥/2 íà ìîìåíò âðåìåíè
𝑡 = 5.4 · 10−3 ñ

îñåñèììåòðè÷íîé ôîðìû. Åãî ìîæíî îáúÿñíèòü ñ îäíîé ñòîðîíû òåì, ÷òî
ôîðìà êàíàëà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé, à ñ äðóãîé �
ñàìà ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà íå îáëàäàåò îñåâîé ñèììåòðèåé.

7 Заключение

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå íà îñíîâå êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêîé ðåãóëÿðèçà-
öèè ìîäåëè äèôôóçíîé ãðàíèöû ïîñòðîåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ ðàñ÷åòà
èçîòåðìè÷åñêèõ òå÷åíèé äâóõôàçíîé äâóõêîìïîíåíòíîé âÿçêîé ñæèìàåìîé
æèäêîñòè ñ ïîâåðõíîñòíûìè ýôôåêòàìè â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîðìû, ãåîìåò-
ðèÿ êîòîðûõ èìååò âîêñåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óãëó ñìà÷èâàíèÿ 𝜋/2. Ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå
ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî àëãîðèòìà. Íà ðÿäå òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíà åãî êîððåêòíîñòü. Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ ïëàíèðóåòñÿ ïðèìåíèòü àë-
ãîðèòì äëÿ ðàñ÷åòà äâóõôàçíûõ òå÷åíèé â ðåàëüíûõ îáðàçöàõ ãîðíûõ ïîðîä.
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(a) 𝑡 = 1.2 · 10−3 с

(b) 𝑡 = 3 · 10−3 с

(c) 𝑡 = 5.4 · 10−3 с

(d) 𝑡 = 6.6 · 10−3 с

Ðèñ. 10. Ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè 𝐶 äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè c
𝑡 = 1.2 · 10−3 ñ ïî 𝑡 = 6.6 · 10−3 ñ: ñëåâà � îáúåìíîå, ñïðàâà � â
ñå÷åíèè 𝑥 = 𝐿𝑥/2
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(a) 𝑡 = 7.8 · 10−3 с

(b) 𝑡 = 9 · 10−3 с

(c) 𝑡 = 10.8 · 10−3 с

(d) 𝑡 = 12 · 10−3 с

Ðèñ. 11. Ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè 𝐶 äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè c
𝑡 = 7.8 · 10−3 ñ ïî 𝑡 = 12 · 10−3 ñ: ñëåâà � îáúåìíîå, ñïðàâà � â
ñå÷åíèè 𝑥 = 𝐿𝑥/2
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(a) 𝑡 = 13.8 · 10−3 с

(b) 𝑡 = 15 · 10−3 с

(c) 𝑡 = 16.8 · 10−3 с

(d) 𝑡 = 42 · 10−3 с

Ðèñ. 12. Ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè 𝐶 äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè c
𝑡 = 13.8 · 10−3 ñ ïî 𝑡 = 42 · 10−3 ñ: ñëåâà � îáúåìíîå, ñïðàâà � â
ñå÷åíèè 𝑥 = 𝐿𝑥/2
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