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ÓÄÊ 534.1+539.3+532.59+517.9+519.6
Áàõîëäèí È.Á. Èññëåäîâàíèå ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðà-
íåíèå âîëí â òðóáå ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè ïðè íàëè÷èè çàïîëíåíèÿ
åå æèäêîñòüþ è ãàçîì

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëí â òðóáàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè è àíàëèçó ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ðàçðàáîò-
êå ìåòîäîâ èõ ðàñ÷åòà è àíàëèçó ðåøåíèé, ñîäåðæàùèõ îáðàòèìûå ñòðóêòó-
ðû ðàçðûâîâ, äëÿ ìîäåëè òðóáû ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ
òðóáû æèäêîñòüþ è ãàçîì. Äëÿ ñòåíîê òðóáû èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëü ìåì-
áðàíû è ìîäåëü ïëàñòèíû. Äàíà ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû æèäêîñòüþ è ãàçîì. Ðåøåíà çàäà÷à î ðàñïàäå
ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò ðàíåå ðàç-
ðàáîòàííîé òåîðèè îáðàòèìûõ ðàçðûâîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíà âîçìîæíîñòü
îïðîêèäûâàíèÿ âîëí. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà êîððåêöèè ÷èñëåííûõ ñõåì ïî-
ñðåäñòâîì âêëþ÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Âûâåäå-
íû ãèïåðáîëè÷åñêèå óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ âîëí ìàëîé àìïëè-
òóäû, àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿì Áóññèíåñêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáà, óïðóãîñòü, æèäêîñòü,ãàç, äèñïåðñèÿ, íåëèíåé-
íîñòü, ñòðóêòóðà ðàçðûâà, ÷èñëåííûé ìåòîä, çàäà÷à î ðàñïàäå ðàçðûâà.

Bakholdin I.B. Investigation of models that describe wave propa-
gation in �uid-�lled and gas-�lled tubes with elastic walls

The paper is devoted to development of models for description of waves in
tubes with elastic walls in the case when a tube is �lled by liquid or gas. It is
also devoted to development of numerical methods for these models. Membrane
model and plate model are used for tube. Numerical methods for solving equa-
tions for cases of �uid-�lled tube and gas-�lled tube are given. Riemann problem
is solved. Results obtained for �uid-�lled tube and gas-�lled tube correspond to
theory of reversible shocks. Ability of overlapping of waves is analyzed. Method
of correction of numerical schemes by the aid of inclusion of additional terms
with higher-order derivatives is developed. Hyperbolic simpli�ed equations and
Boussinesq-type equations are derived.

Keywords: tube, elasticity, �uid, gas, dispersion, nonlinearity, shock struc-
ture, numerical method, Riemann problem.
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1 Ââåäåíèå
Â äàííîé ðàáîòå îñóùåñòâëÿþòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ìîäåëåé òðóáû ñ óïðóãèìè
ñòåíêàìè è àíàëèç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàíåå ïðîâå-
äåííûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ñëó÷àÿ òðóáû ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì [1],
ñ çàïîëíåíèåì æèäêîñòüþ [2] è ñ ó÷åòîì íîâûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ñëó÷àÿ
òðóáû, çàïîëíåííîé ãàçîì.

Âîëíû â òðóáàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè, ðàññìàòðèâàëèñü âî ìíîãèõ ðà-
áîòàõ â ñâÿçè ñ àêòóàëüíîñòüþ òàêèõ èññëåäîâàíèé äëÿ òåõíè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèé è èçó÷åíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñì. íàïðèìåð îáçîð [3], ãäå,
â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíû ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äèñïåðñèåé: óðàâíåíèÿ
Êîðòåâåãà�äå Âðèçà è íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå èçó÷åíû óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ïîëíîé ìîäåëè ìåìáðàíû
è íåëèíåéíîé ãèïåðóïðóãîé ìîäåëè ñ êîíå÷íûìè äåôîðìàöèÿìè ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè íà÷àëüíîé ëàãðàíæåâîé ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû [4]. Ìîäåëè
ãèïåðóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðèìåíÿþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âîçìîæíî çíà÷è-
òåëüíîå ðàñòÿæåíèå èëè ñæàòèå îáðàçöà áåç åãî ðàçðóøåíèÿ. Â ýòîì ñëó-
÷àå èñïîëüçóåòñÿ íåëèíåéíûé óïðóãèé ïîòåíöèàë, îïðåäåëÿþùèé çàâèñè-
ìîñòü íàïðÿæåíèÿ îò ðàñòÿæåíèé, ïîäîáðàííûé íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ. Îáû÷íûå, øèðîêî èñïîëüçóåìûå ìîäåëè ëèíåéíîé èëè ñëàáîíå-
ëèíåéíîé óïðóãîñòè òàêæå ìîãóò áûòü îïèñàíû òàêèì ñïîñîáîì, ïîòåíöèàë
â ýòîì ñëó÷àå èìååò ïîëèíîìèàëüíûé âèä. Ýòè óðàâíåíèÿ ðàíåå áûëè èñ-
ñëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêè â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ [5] è â ñëó÷àå,
êîãäà òðóáà çàïîëíåíà æèäêîñòüþ [6�8]; îñíîâíîé öåëüþ ýòèõ ðàáîò áûëî
èññëåäîâàíèå óåäèíåííûõ âîëí.

Ðàíåå áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ îáðàòèìûõ ðàçðûâîâ [9�13] äëÿ ìîäåëåé
ñî ñëîæíîé äèñïåðñèåé (ïîä äèñïåðñèåé çäåñü ïîíèìàåòñÿ äèñïåðñèÿ â îáðà-
òèìûõ ñèñòåìàõ), åå îñíîâíûå ýëåìåíòû � ïðîãíîç âîçìîæíîãî òèïà ðàçðû-
âà ïî äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ è êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóð ðàçðûâîâ.
Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, ðåøåíèÿ äîëæíû ñîäåðæàòü îäíîðîäíûå ó÷àñòêè,
öåíòðèðîâàííûå ïðîñòûå âîëíû è ðàñøèðÿþùèåñÿ ñî âðåìåíåì âîëíîâûå
çîíû (ðàñøèðÿþùèåñÿ ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ), îïèñûâàåìûå óñðåäíåííûìè
óðàâíåíèÿìè, à òàêæå ëîêàëüíûå ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ òèïà êëàññè÷åñêèõ
è îáîáùåííûõ êèíêîâ è óåäèíåííûõ âîëí. Ïîä îáðàòèìûìè ñòðóêòóðàìè
ðàçðûâîâ ïîíèìàþòñÿ ïåðåõîäû ìåæäó îäíîðîäíûìè, ïåðèîäè÷åñêèìè, êâà-
çèïåðèîäè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè. Èññëåäîâàëèñü è ñëàáîäèññèïàòèâíûå äèñ-
ïåðñèîííûå ìîäåëè, â ýòîì ñëó÷àå òàêæå íàáëþäàþòñÿ îáðàòèìûå ñòðóêòó-
ðû, íî âîëíîâûå çîíû íå ðàñøèðÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, íî òîæå îïèñûâàþòñÿ
óñðåäíåííûìè óðàâíåíèÿìè.

Àíàëèòè÷åñêè è ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî àíàëèçà áûëè äåòàëüíî èññëåäî-
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âàíû óåäèíåííûå âîëíû è îáðàòèìûå ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ â ñëó÷àå òðóáû ñ
êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì [1]; ðàññìàòðèâàëèñü ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå
ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà è ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî íàéäåííûå ðåøåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþò òåîðèè îáðàòèìûõ ðàçðûâîâ. Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ
òðóáû ñ æèäêîñòüþ îïèñàíû â ðàáîòå [2].

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå èçâåñòíûõ óðàâíåíèé: ó÷è-
òûâàåòñÿ âÿçêîñòü è ñæèìàåìîñòü ìàòåðèàëà òðóáû, ñæèìàåìîñòü íàïîëíè-
òåëÿ, ó÷èòûâàåòñÿ æåñòêîñòü ñòåíîê òðóáû íà èçãèá. Äåëàåòñÿ ýòî äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäîâ ðàñ÷åòà.
Çàòåì àíàëèçèðóþòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà â
ñëó÷àå òðóáû, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ è ãàçîì. Â ðåøåíèÿõ íàáëþäàþò-
ñÿ îñíîâíûå ñòðóêòóðû îáðàòèìûõ ðàçðûâîâ, âûÿâëåííûå ðàíåå äëÿ äðóãèõ
ìîäåëåé. Çàòåì îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðîêèäûâàíèÿ óïðóãèõ âîëí, äå-
ëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî â äàííîé ìîäåëè â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìîäåëåé äèñ-
ïåðñèÿ ïîðîæäàåòñÿ ÷ëåíàìè ñ ïðîèçâîäíûìè íèçøåãî ïîðÿäêà è ïîòîìó,
íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ñòðóêòóð ðàçðûâîâ, ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ
âîçìîæíî îïðîêèäûâàíèå. Çàòåì èçëàãàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïðèìåíÿâ-
øèåñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ òå÷åíèÿ â òðóáàõ. Ðåçóëüòà-
òû òåîðèè îáðàòèìûõ è ñëàáîäèññèïàòèâíûõ ðàçðûâîâ èñïîëüçîâàëèñü ïðè
ïîäáîðå ÷èñëåííîé ñõåìû ïóòåì àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé çàäà÷è î ðàñ-
ïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Ïðèìåíÿëàñü ìåòîäèêà êîððåêöèè ñõåì ïóòåì
äîáàâëåíèÿ ÷ëåíîâ ñ ïðîèçâîäíûìè âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïîçâîëÿþùàÿ äîáè-
âàòüñÿ ñõîäèìîñòè áåç ñíèæåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Äàëåå äëÿ ñëó÷àåâ
çàïîëíåíèÿ æèäêîñòüþ è ãàçîì âûâîäÿòñÿ óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà è óðàâíåíèÿ äëèííûõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû, àíàëîãè÷íûå
îáû÷íûì è îáîáùåííûì óðàâíåíèÿì Áóññèíåñêà. Äëÿ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà
ðàíåå óæå èññëåäîâàëèñü ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü ðå-
çóëüòàòû.

2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, ïðåäëàãàåìûå
îáîáùåíèÿ, àíàëèç äèñïåðñèîííûõ âåòâåé

Óðàâíåíèÿ äëÿ ñòåíîê òðóáû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîëí â òðóáå ñ íåñæè-
ìàåìûìè óïðóãèìè îñåñèììåòðè÷íûìè ñòåíêàìè è ôèêñèðîâàííûì âíóò-
ðåííèì è âíåøíèì äàâëåíèåì èìåþò âèä [5]

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− P ∗rr′ = ρRz̈, (2.1)

(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
− σ2

λ2
+ P ∗rz′ = ρRr̈; (2.2)
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λ1 =
√
r′2 + z′2, λ2 =

r

R
, λ3 =

h

H
, P ∗ =

P

H
, σi = λi

∂W

∂λi
− p, i = 1, 2, 3.

Øòðèõîì îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé Z, ÿâëÿþùåéñÿ
íà÷àëüíîé ëàãðàíæåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé âäîëü òðóáû, òî÷-
êîé îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t, H è h � òîëùèíà ñòåíêè
òðóáû â íåíàïðÿæåííîì è íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, W = W (λ1, λ2, λ3) �
óïðóãèé ïîòåíöèàë, p � äàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ íåñæèìàåìîñòüþ ìàòåðèà-
ëà òðóáû [14], àíàëîãè÷íîå äàâëåíèþ â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (â òåîðèè
óïðóãîñòè íåñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò ìíîæèòåëåì
Ëàãðàíæà [15, 16]), ïàðàìåòð P � ðàçíîñòü ìåæäó âíóòðåííèì è âíåøíèì
äàâëåíèåì, ïàðàìåòð ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà òðóáû íà åäèíèöó ïëîùà-
äè. Äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ñòåíêè òðóáû èñïîëüçóåòñÿ ìåìáðàííàÿ
ìîäåëü, íåèçâåñòíûå z è r çàäàþò ïîâåðõíîñòü òðóáû â öèëèíäðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò, îñü z ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ îñüþ òðóáû. Çäåñü λi �
ãëàâíûå óäëèíåíèÿ, à σi � ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ, êîìïîíåíòû òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé. Èíäåêñû 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò øèðîòíîìó (êðóãîâîìó), ìåðèäè-
àíàëüíîìó (êàñàòåëüíîìó â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ) è
îðòîãîíàëüíîìó íàïðàâëåíèþ äåôîðìèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè íàãðóçêè

z = Z, r = R, h = H.

Ìîäåëü ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì ïðèãîäíà â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû
ãàçîì ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïëîòíîñòè. Äàâëåíèå ïîääåðæèâàåòñÿ çà ñ÷åò
ïåðåòåêàíèÿ â òðóáó ñðåäû èç ðåçåðâóàðà áîëüøîãî îáúåìà èëè ðàáîòû êîì-
ïðåññîðà.

Âÿçêîóïðóãàÿ ìîäåëü. Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåðèàëà
òðóáû âÿçêîóïðóãîé ìîäåëè òèïà Êåëüâèíà�Ôîéòõà [17] ëîãè÷íî äîáàâèòü
âÿçêèå íàïðÿæåíèÿ, íàïðèìåð, òàê:

σi → σi + σvi, σvi = νviλ̇i, i = 1, 2, 3.

Êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè ìîãóò çàâèñåòü îò äåôîðìàöèè.
Ïåðåõîä ê äâóìåðíîìó ïîòåíöèàëó. Ìàòåðèàë òðóáû ñ÷èòàåòñÿ íåñæè-

ìàåìûì, ïîýòîìó ñîãëàñíî ðàáîòå [18]

λ1λ2λ3 = 1, σi = λiŴi, Ŵ (λ1, λ2) = W (λ1, λ2, 1/(λ1, λ2)), i = 1, 2.

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Ŵi = ∂Ŵ/∂λi. Ïðèâåäåííàÿ âûøå
ôîðìóëà äëÿ íàïðÿæåíèé σ1 è σ2 âûâîäèòñÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâåíñòâå
íóëþ ïîïåðå÷íûõ íàïðÿæåíèé σ3 (ìåìáðàííàÿ ìîäåëü), òî÷íåå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû p è λ3W3 âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçíîñòüþ äàâëåíèé P .
Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîé âûøå âÿçêîóïðóãîé ìîäåëè àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïîëó÷àåì

σvi = νviλ̇i − νv3
˙(1/(λ1λ2)), i = 1, 2.
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Â ñëó÷àå ó÷åòà ñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà òðóáû, êîãäà âåëè÷èíà p îïðåäåëÿ-
åòñÿ óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè, òàêæå ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ σ1 è σ2,
íå ñîäåðæàùèå λ3, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäïîëîæåíèåì σ3 = 0 è íàéäÿ λ3
÷åðåç λ1, λ2. Íàïðèìåð, äëÿ îïèñàííîãî íèæå ìàòåðèàëà Ãåíêè,

σi = λ[1− λ/(λ+ 2µ)] ln(λ1λ2) + 2µ lnλi, i = 1, 2.

Âåëè÷èíû λ è µ çäåñü àíàëîãè÷íû ïàðàìåòðàì Ëàìå. Â ñëó÷àå áîëüøî-
ãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ Pe ìîæíî äëÿ ñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ èñïîëüçîâàòü
óñëîâèå σ3 = −Pe, åñëè |P − Pe|/Pe << 1. Íèæå óðàâíåíèÿ, êàê ïðàâèëî,
çàïèñàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èí σi áåç ðàñêðûòèÿ êîíêðåòíîãî èõ âèäà,
÷òî ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåíèé ìîäåëè.

Â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ñîäåð-
æèò ÷åòûðå äèñïåðñèîííûå âåòâè, êîòîðûå ìîæíî óñëîâíî ñîïîñòàâèòü ñ
ïðîäîëüíûìè è ïîïåðå÷íûìè óïðóãèìè âîëíàìè [1]. Âåòâü ïðîäîëüíûõ óïðó-
ãèõ âîëí ïåðåñåêàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, à âåòâü ïîïåðå÷íûõ âîëí � íåò.

Óðàâíåíèÿ äëÿ æèäêîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà òðóáà çàïîëíåíà èíåðöèîííîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, äàâëåíèå â òðóáå áóäåò íå ïîñòîÿííûì, ñëåäóåò
äîáàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè [6]

ṙz′ − r′ż + vr′ +
1

2
rv′ = 0, (2.3)

ρf(v̇z
′ − v′ż + vv′) + P ′ = 0. (2.4)

Çäåñü v � ñêîðîñòü æèäêîñòè, ρf � åå ïëîòíîñòü. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå-
íèå ñîäåðæèò ÷åòûðå äèñïåðñèîííûå âåòâè, ïåðåñåêàþùèå íà÷àëî êîîðäè-
íàò, êîòîðûå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ ïðîäîëüíûìè óïðóãèìè è ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèìè âîëíàìè.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ãàçà. Àíàëèç ìåòîäèêè âûâîäà óðàâíåíèé äëÿ òðóáû ñ
æèäêîñòüþ [4] ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû èíåðöèîííûì
ñæèìàåìûì ãàçîì íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû (2.3):

(ρ̇fz
′ − ρ′f ż)r2 + 2ρfr(ṙz

′ − r′ż) + (ρfvr
2)′ = 0. (2.5)

Â èçîòåðìè÷åñêîì è àäèàáàòè÷åñêîì ñëó÷àå èìååòñÿ áàðîòðîïèÿ, äîáàâëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âèäà

P = P (ρf), P ∗ = (P − Pe)/H,
Pe � âíåøíåå äàâëåíèå. Â ýòîé ìîäåëè (2.1), (2.2), (2.4), (2.5) øåñòü äèñ-
ïåðñèîííûõ âåòâåé: â îñíîâíîì ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ âîëí, â îñíîâíîì ïî-
ïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîëí è ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåòâè. Âåòâè,ñâÿçàííûå ñ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèåì â îñíîâíîì ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîëí, íå ïåðåñåêàþò íà÷àëî
êîîðäèíàò. Òàêèå âåòâè åñòü è â ñëó÷àå ìîäåëè ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíè-
åì, ïîýòîìó òàêóþ ìîäåëü ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê óïðîùåííóþ ìîäåëü
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òðóáû, çàïîëíåííîé ãàçîì. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî äèñïåðñèîííûå âåòâè ïðî-
äîëíûõ óïðóãèõ âîëí â ìîäåëè ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì âñå æå ìîæíî
ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ρf → 0 èç ìîäåëè òðóáû, çàïîëíåííîé æèä-
êîñòüþ. Â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ ïîëíîé ìîäåëè òðóáû, çàïîëíåííîé ãàçîì,
ïîòðåáóåòñÿ åùå âêëþ÷åíèå óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ïðè ó÷åòå òåðìîäèíàìèêè è
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ çàâèñèìîñòüþ äàâëåíèÿ îò òåìïåðàòóðû.

Ó÷åò òðåíèÿ è âÿçêîñòè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ó÷èòûâàòü òðåíèå
î ñòåíêè, âêëþ÷èâ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) ÷ëåí rF/H, ãäå F = F (v)
� ñèëà òðåíèÿ íà åäèíèöó äëèíû, îáû÷íî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, à â ëåâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.4) � ÷ëåí −2F/r, âåëè÷èíà r′ ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé.
Âÿçêîñòü çàïîëíèòåëÿ òðóáû ìîæíî ó÷åñòü, âêëþ÷èâ â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ (2.4) ÷ëåí cv2v

′′.
Ïðèìåð ïîòåíöèàëà. Ïîòåíöèàë â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, ïðîâåäåííûõ äà-

ëåå, ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ìàòåðèàëà Ãåíòà [19], ñ÷èòàþùåéñÿ ïðèãîäíîé äëÿ
ðåçèíîïîäîáíûõ ìàòåðèàëîâ [5]:

W = −µ̃Jm ln

(
1− λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 − 3

Jm

)
.

Âîçìîæíîå èñïîëüçîâàíèå èíîãî ïîòåíöèàëà èëè ó÷åò ñæèìàåìîñòè ìàòåðè-
àëà íå ìåíÿåò ìåòîäèêó ðàñ÷åòà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðóê-
òóðû ðàçðûâà òèïà êëàññè÷åñêîãî êèíêà (ñòðóêòóðà êëàññà −1 [13]), ñì.
ðàçä. 3, ñóùåñòâåííî ñâîéñòâî íåëèíåéíîãî óñèëåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè ðàñ-
òÿæåíèè, õàðàêòåðíîå äëÿ ðåçèí, ìåòàëëû îáëàäàþò ïðîòèâîïîëîæíûìè
ñâîéñòâàìè.

Î íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ óäîáíî
áðàòü ðàñïðåäåëåíèÿ r(Z) è z′(Z). Òîãäà

z(Z)=

∫ Z

0
z′(ζ)dζ.

Äàííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà (çàäà÷è Ðè-
ìàíà) áåðóòñÿ òàêèìè, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàâíîâå-
ñèÿ:

P ∗ = Ŵ2(r±∞, z′±∞)/(r±∞z′±∞).

Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìîãóò âûÿâëÿòüñÿ îäíîðîäíûå îáëàñòè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íåêîòîðûì äðóãèì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ.

Ó÷åò ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá. Öåëåñîîáðàçíîñòü ó÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ
ñòåíîê òðóáû íà èçãèá îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ïîìèìî âîçìîæíîñòè óòî÷íåíèÿ
ìîäåëè, áûëî ïîêàçàíî [1], ÷òî âêëþ÷åíèå æåñòêîñòè íà èçãèá â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî äëÿ êîððåêòíîñòè óðàâíåíèé, ñì. ðàçä. 3. Êðîìå òîãî,
èñïîëüçîâàíèå óïðîùåííîãî âàðèàíòà âêëþ÷åíèÿ æåñòêîñòè îêàçàëîñü óäîá-
íûì äëÿ ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííûõ ñõåì, ñì ðàçä. 4.
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Ó÷òåì ñîïðîòèâëåíèå íà èçãèá ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûì óðàâíåíèåì êî-
ëåáàíèé ïëàñòèíû

−Mxx + (σηx)x + P = ρηtt, M = Dηxx.

Çäåñü η � ñìåùåíèå ïî âåðòèêàëè, x � ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà, D �
æåñòêîñòü íà èçãèá, σ � íàòÿæåíèå, P � äàâëåíèå íà ïëàñòèíó,M � ìîìåíò.
Ó÷òåì âëèÿíèå ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá, ôîðìàëüíî âêëþ÷èâ â óðàâíåíèÿ
(2.1)-(2.2), íî íå â óðàâíåíèå (2.4), äîïîëíèòåëüíîå äàâëåíèå:

P→P + Pb,

Pb = −cosα
[
∂2

∂x2

(
D
∂2

∂x2r

)
−tgα ∂2

∂x2

(
D
∂2

∂x2z

)]
,
∂

∂x
=

cosα
z′

∂

∂Z
, tgα=

r′

z′
.

Ðèñ. 1

Çäåñü α(Z) � óãîë íàêëîíà ïî îòíîøåíèþ ê îñè Z
êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, îáðàçîâàííîé ïåðåñå÷åíèåì ïî-
âåðõíîñòè òðóáû ñ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå
îñü, x � êîîðäèíàòà â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
îñü êîòîðîé íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé ê ðàññìàòðè-
âàåìîé êðèâîé â íåêîòîðîé òî÷êå (r0(Z), z0(Z)), ðèñ. 1;
â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ

η=[(r−r0)−(z−z0)tgα0]cosα0.

Åñëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü íå ó÷èòûâàåòñÿ, òî

Pb = Pbs = −Dr′′′′.
Æåñòêîñòü íà èçãèá âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðóãîãî ïîòåíöèàëà

W , ëèíåàðèçîâàííîãî îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé

λ10(Z)=(r′2 + z′2)1/2, λ20(Z)=r/H, λ30(Z)=(λ10λ20)
−1.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå íà èçãèá íåâåëèêî, ïîñêîëüêó òðó-
áà òîíêîñòåííàÿ. Óðàâíåíèÿ áåãóùèõ âîëí, îïèñûâàþùèå ðåøåíèÿ, ñòàöèî-
íàðíûå â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàáëþäàòåëÿ, ïðè òàêîé ìîäèôèêà-
öèè óðàâíåíèé (2.1)-(2.2) èìåþò âîñüìîé ïîðÿäîê. Â íàèáîëåå óïðîùåííîì
âàðèàíòå (α≈ 0, z′≈ 1, h≈H, r≈R) èìååòñÿ èçîòðîïèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî
ïîòåíöèàëà, ìîæíî ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó D=Eh3/[12(1−ν2)],
èñïîëüçóåìóþ äëÿ îáû÷íîãî ëèíåéíî óïðóãîãî ìàòåðèàëà, E � ìîäóëü Þí-
ãà, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î
ñëàáîé ñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà (âåëèê ïåðâûé ïàðàìåòð Ëàìå λ)

E = µ(3λ+ 2µ)/(λ+ µ)≈3µ, ν = λ/[2(λ+ µ)]≈1/2, D= µh3/3.

8



Ïîýòîìó â ñëó÷àå óïðîùåííîãî ó÷åòà æåñòêîñòè íà èçãèá â ëåâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (2.2) òîëüêî äîáàâëÿåòñÿ ÷ëåí −br′′′′, ãäå

b= DR/H =µH2R/3.

Ïðè òàêîì óïðîùåííîì ó÷åòå æåñòêîñòè íà èçãèá óðàâíåíèÿ áåãóùèõ âîëí
èìåþò øåñòîé ïîðÿäîê â ñëó÷àå òðóáû ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì è âîñü-
ìîé ïîðÿäîê â ñëó÷àå òðóáû, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ.

Îòìåòèì, ÷òî óïðîùåííûé ó÷åò æåñòêîñòè áåç ó÷åòà ãåîìåòðè÷åñêîé
íåëèíåéíîñòè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûâîäà îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Êîðòåâåãà�
äå Âðèçà è Áóññèíåñêà, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå äëèííûõ âîëí ìàëîé
àìïëèòóäû â ñëîå æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè óïðóãîãî ïîêðûòèÿ [20, 11, 9].

Â ñëó÷àå ëèíåéíî óïðóãîãî ìàòåðèàëà ïðèâåäåííûå âûøå êîýôôèöèåí-
òû æåñòêîñòè íà èçãèá ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ
ñòåíîê òðóáû. Íàéäåì êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè â ñëó÷àå íåëèíåéíî óïðóãîãî
ìàòåðèàëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë ñæèìàåì è íàïðÿæåíèÿ îïèñûâà-
þòñÿ ñîîòíîøåíèåì

σi = λf(λ1λ2λ3) + λiWi, i = 1, 2, 3. (2.6)

Çäåñü f � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè λ→∞ ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà. Ôîðìóëîé, ïðèâîäèìîé
ê òàêîìó âèäó, îïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ìàòåðèàë Ãåíêè � ìîäåëü, ïðèìåíÿ-
åìàÿ äëÿ ýëàñòîìåðîâ [22,16]

σi = λ ln(λ1λ2λ3) + 2µ ln(λi).

Ïîìèìî ìàòåðèëà Ãåíêè, áûëè ðàññìîòðåíû [16] è íåêîòîðûå äðóãèå ìîäåëè
íåëèíåéíî óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, â òîì ÷èñëå è ñëàáî ñæèìàåìûõ. Ëèíåàðèçóÿ
çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé îò ãëàâíûõ óäëèíåíèé, ïîëó÷àåì

∆σ11=σ1,10ε11 + σ1,30ε33, ∆σ33=σ3,10ε11 + σ3,30ε33,

ãäå εii � êîìïîíåíòû òåíçîðà ìàëîé äåôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ,
îáîçíà÷åííîãî èíäåêñîì 0, ε22 = 0, ∆σii � êîìïîíåíòû ëèíåàðèçîâàííî-
ãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé, σi,j = ∂σi/∂λj. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà è îáîáùåíèÿ
ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà æåñòêîñòè ïëàñòèíû íà èçãèá [21] ìîæíî âû-
âåñòè ôîðìóëó

D = (σ1,10 − σ1,30σ3,10/σ3,30)h
3/12.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.6), ïðè λ→∞ ïîëó÷àåì

D = {W1 + λ1(W11 −W13) + [W3 + λ3(W33 −W31)]λ3/λ1}h3/12.

Â ðàíåå ðàçðàáîòàííîé òåîðèè îáðàòèìûõ ñòðóêòóð ðàçðûâîâ áûëà äàíà
êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ýâîëþöèîííûõ òèïîâ ñòðóêòóð. Èññëåäîâàëèñü â
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îñíîâíîì ìîäåëè, ïðèâîäÿùèå ê ñèñòåìàì áåãóùèõ âîëí ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà, íî ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè áûëè àáñòðàêòíûå, îíè áûëè äàíû
äëÿ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåííûå çäåñü èññëåäîâàíèÿ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ñèñòåìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ðåàëüíî ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè óðàâíåíèé, èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ÷òî ïîäòâåðæäàåò
öåëåñîîáðàçíîñòü òàêîãî àáñòðàêòíîãî ïîäõîäà.

Ïðè ó÷åòå æåñòêîñòè íà èçãèá ïîÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ, îáóñëîâëåííàÿ ïðî-
èçâîäíûìè âûñîêîãî ïîðÿäêà.

3 Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî
ðàçðûâà äëÿ ñëó÷àåâ çàïîëíåíèÿ òðóáû
æèäêîñòüþ è ãàçîì

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà è õàðàêòåð îæèäàåìûõ ðåøåíèé. Èññëåäîâàíèå ðåøå-
íèé çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé ñ êîíòðîëèðóå-
ìûì äàâëåíèåì áûëî ïðîèçâåäåíî ðàíåå [1]. Áûëî âûâåäåíî [6] äèñïåðñèîí-
íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ óðàâíåíèé (2.1)�(2.4), îïèñûâàþùèõ âîëíû â òðóáå,
çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ. Îñíîâíîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ óðàâíåíèé ñ êîíòðî-
ëèðóåìûì äàâëåíèåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ÷åòûðå äèñïåðñèîííûå âåòâè
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå ω = 0, k = 0, òîãäà êàê â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìî-
ãî äàâëåíèÿ òîëüêî äâå èç íèõ (ýòî âåòâè â îñíîâíîì ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ
âîëí) ïåðåñåêàþò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñ êàæäûì òàêèì ïåðåñå÷åíèåì ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ñâÿçàíà íåêîòîðàÿ ñòðóêòóðà ðàçðûâà èëè
öåíòðèðîâàííàÿ ïðîñòàÿ âîëíà, ïîýòîìó ïðè ó÷åòå ìàññû æèäêîñòè â òðóáå
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè èç-çà íà-
ëè÷èÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåòâåé. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà òðóáà
çàïîëíåíà æèäêîñòüþ, ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó P ∗. Íåò óðàâíåíèÿ,
íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþùåãî ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ýòîé âåëè÷è-
íû. Ýòî íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàíåå ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ýâîëþöèîííîãî òèïà, ñì. ðàçä. 4.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðàñ÷åòà â ñëó÷àå, êîãäà òðóáà çàïîëíåíà
æèäêîñòüþ, � çàìåíèòü æèäêîñòü ñëàáî ñæèìàåìûì ãàçîì (ñì. ðàçä. 2), âìå-
ñòî óðàâíåíèé (2.1)�(2.4) èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.3), (2.5), ïðèìå-
íÿòü ñòàíäàðòíûå ÿâíûå ÷èñëåííûå ñõåìû. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå
êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ, òàêàÿ ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ÷èñòî ðàäè-
àëüíûõ êîëåáàíèé ãàçà è ñòåíîê òðóáû, ïîìèìî ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåòâåé,
ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå äèñïåðñèîííûå âåòâè â îñíîâíîì ïîïåðå÷íûõ
óïðóãèõ âîëí, íå ïåðåñåêàþùèå íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì ñòðóêòóð ðàçðûâîâ íåò.

Äðóãîé ñïîñîá � èñêëþ÷èòü äàâëåíèå è ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ v, r, z
è q = ż. Äëÿ âûâîäà ýòèõ óðàâíåíèé äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà ṙ èç óðàâíåíèÿ
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(2.3) â óðàâíåíèå (2.2), â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ z̈ èç ïåðâîãî
èç óðàâíåíèÿ (2.1), çàòåì èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ P è äåëà-
åòñÿ ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå (2.4) è óðàâíåíèå(2.1). Ôîðìóëà äëÿ äàâëåíèÿ
èìååò âèä:

P ∗ + P ∗b =
P + Pb
H

=
−1

ξ

[
r′ρR
rz′2

v̇ +
ρR

2z′2
v̇′ + P

]
, ξ = 1 +

r′2

z′2
,

P =
1

rz′

[(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
− r′

z′

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− σ2

λ2

]

− ρR
rz′2

(q − v)

(
z′q − vr′ − 1

2rv
′

z′

)′
− ρR

rz′3

(
r′q − vr′ − 1

2
rv′
)(

1

2
v′ − q′

)
.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé â òðóáå, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, òåïåðü
òàêèå:

[
ρ∗fz

′ −
(
r′ρR2

rz′2ξ

)′]
v̇ −

[
r′ρR2

rz′2ξ
+

(
ρR2

2z′2ξ

)′]
v̇′ − ρR2

2z′2ξ
v̇′′ =

= ρ∗f(v
′q − vv′) +

[
−P ∗b +

P
ξ

]′
+ cv2v

′′ − {cv4v
′′′′}, ρ∗f =

ρf
H ,

(3.1)

ṙz′ − r′q + vr′ +
1

2
rv′ = 0 + {cr6r′′′′′′z′}, (3.2)

ż = q − {cz4z′′′′}, ρRq̇ =

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− (P ∗ + P ∗b )rr′. (3.3)

Â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ çäåñü äîáàâëåíû íåêîòîðûå ÷ëåíû, èíîãäà ïîëåçíûå
äëÿ ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííûõ ñõåì (ñì ðàçä. 4). Â ñëó÷àå âÿçêîóïðóãîé ìî-
äåëè (ñì. ðàçä. 2) äëÿ ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî íèæå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïî-
òðåáóåòñÿ åùå èñêëþ÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ ṙ′ è ṙ′′
â ôîðìóëàõ äëÿ σvi ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.3); â óïðîùåííîì âàðèàíòå
âêëþ÷àåòñÿ òîëüêî ÷ëåí cv2v

′′ (ñì. ðàçä. 6).
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ â áåçäèññèïàòèâíîì ñëó÷àå îòíîñÿòñÿ ê

êëàññó óðàâíåíèé îáðàòèìîãî òèïà, äëÿ êîòîðûõ áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ
îáðàòèìûõ ðàçðûâîâ [9�13].

Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ æèäêîñòüþ. Áûëè ïîëó÷åíû
÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé
(3.1)�(3.3). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ áûëà âçÿòà ñãëàæåííàÿ ñòóïåíüêà
äëÿ r è z′, ñêà÷êà äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè íå áûëî. Âûÿâëåíû òèïè÷íûå ðàíåå
âñòðå÷àâøèåñÿ ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ. Êàê è â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâ-
ëåíèÿ [1], ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ áûëè âûÿâëåíû ôëàòòåð, à
òàêæå íåóñòîé÷èâîñòü ñòðóêòóð ñîëèòîííîãî òèïà.
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Ðèñ. 2: Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà: 1 � r, 2 � σ1, 3 � P ∗, 4 � v

Áûëè îñóùåñòâëåíû ðàñ÷åòû ñ ó÷åòîì æåñòêîñòè ïî óïðîùåííîìó âàðè-
àíòó, P ∗b = −br′′′′ . Îñíîâíàÿ öåëü � êà÷åñòâåííûé àíàëèç âëèÿíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà b íà òèï ðåøåíèÿ è ñîïîñòàâëåíèå ñ ýôôåêòàìè, íàáëþäàåìûìè â
ðåøåíèÿõ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ
ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Êîðòåâåãà�äå Âðèçà.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð ãðàôèêîâ ïðè

v0 =0.1, R=1, ρ=1, ρ∗f =1, µ̃=2, Jm=30, z′−∞=1.1, t=1000, b=0.001.

Âèäíû êèíê è ñòðóêòóðû ñîëèòîííîãî òèïà. Çäåñü çàìåòíû áîëåå ìåäëåííûå
ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âîëíû (äåôîðìàöèè ñòåíîê òðóáû äëÿ ýòèõ âîëí ïðå-
èìóùåñòâåííî ïîïåðå÷íûå) è áîëåå áûñòðûå, â îñíîâíîì ïðîäîëüíûå óïðó-
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Ðèñ. 3: Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ïðè íàëè÷èè æåñòêîñòè íà èçãèá:
1 � cv2 = 0, 2 � cv2 = 0.02

ãèå, âîëíû.
Â ñëó÷àå ðèñ. 3 äëÿ êðèâîé 1 äàííûå òå æå, ÷òî è äëÿ ðèñ. 2, íî b = 0.1.

Ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà äëÿ â îñíîâíîì ïðîäîëüíûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ âïðà-
âî, çàìåíÿåòñÿ ðàçðûâîì ñ èçëó÷åíèåì, à äëÿ äâèæóùèõñÿ âëåâî � íåñòàöè-
îíàðíîé ñòðóêòóðîé õàîòè÷åñêîãî òèïà ñ âîëíîâûìè çîíàìè ïî îáå ñòîðîíû
îò ðàçðûâà. Õàðàêòåð îñòàëüíûõ ñòðóêòóð íå èçìåíèëñÿ, õîòÿ íåçíà÷èòåëü-
íî èçìåíèëàñü ñêîðîñòü èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ðàíåå ïîäîáíûå ýôôåêòû íà-
áëþäàëèñü ïðè ïåðåõîäå îò êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Âðèçà
ê îáîáùåííîìó óðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîäíîé ïÿòîãî ïîðÿäêà [9, 10], ïðèìåíÿ-
åìîìó äëÿ äëèííûõ âîëí â ñëîå æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè óïðóãîé ïëàñòèíû
íà ïîâåðõíîñòè. Íî çäåñü îíè íàáëþäàþòñÿ äëÿ ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ íå ñ
ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè, à ñ ïðîäîëüíûìè óïðóãèìè âîëíàìè. Ðàñ÷åòû ñ ïîë-
íûì ó÷åòîì æåñòêîñòè íà èçãèá òàêæå ïðîâîäèëèñü, îäíàêî â ñëó÷àå òîíêèõ
ñòåíîê äëÿ áîëüøèíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ ðåçóëüòàòû ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò
ñëó÷àÿ, êîãäà òàêîãî ó÷åòà íåò. Ó÷åò æåñòêîñòè òîíêîñòåííûõ òðóá àêòóàëåí
â ñëó÷àå ñëàáîãî ïðîäîëüíîãî íàòÿæåíèÿ èëè ïðè σ1 < 0, áåç òàêîãî ó÷åòà
óðàâíåíèÿ â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñòàíîâÿòñÿ íåêîððåêòíûìè [1], ñì. îáñóæäå-
íèå íèæå.

Ïðîâîäèëèñü òàêæå ðàñ÷åòû ïðè ó÷åòå ñëàáîé âÿçêîñòè ñðåäû, çàïîëíÿþ-
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ùåé òðóáó (èëè ìàòåðèàëà òðóáû ïî óïðîùåííîìó âàðèàíòó), cv2 > 0. Â ýòîì
ñëó÷àå, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü ñîãëàñíî òåîðèè îáðàòèìûõ è ñëàáîäèñ-
ñèïàòèâíûõ ðàçûâîâ, ñî âðåìåíåì âîëíîâûå çîíû ïåðåñòàþò ðàñøèðÿòüñÿ.
Ïðèìåð òàêîãî ðàñ÷åòà ïîêàçàí íà ðèñ. 3, êðèâàÿ 2, cv2 = 0.02 (äëÿ óäîáñòâà
ïðîñìîòðà êðèâàÿ ñìåùåíà ïî âåðòèêàëè, ò. å. ïîêàçàí ãðàôèê z′−z′−∞); êàê
è â ñëó÷àå êðèâîé 1, b = 0.1.

Ðèñ. 4: Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà: 1 � v0 = 0.4, ρf = 1; 2 �
v0 = −0.25, ρf = 1; 3 � v0 = 0.4, ρf = 10

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ v0 (v0 = 0.4 � êðèâàÿ 1 è v0 = −0.25 � êðèâàÿ 2, t = 1200,
b = 0) ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 4. Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ýòèõ ðåøå-
íèé, îáíàðóæåííûå â ðåçóëüòàòå àíàëèçà èõ ãðàôèêîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ëå-
âàÿ â îñíîâíîì ïðîäîëüíàÿ ïåðåõîäíàÿ ñòðóêòóðà ñîñòîèò èç ïðîñòîé âîëíû
è ñîëèòîííîé ñòðóêòóðû òèïà Æóãå, áîëåå äëèòåëüíûé ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò,
÷òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè çäåñü âîçíèêàþò äâå òàêèå ñîëèòîííûå ñòðóêòóðû,
âî âòîðîì ñëó÷àå âîçíèêàþò òðè êèíêà, ñì. ðèñ. 4; òàêèå ïîâòîðÿþùèåñÿ
ñòðóêòóðû ìîãóò íå ñîõðàíÿòüñÿ ïðè t → ∞. Êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 4 (ñìåùåíà
ïî âåðòèêàëè) èëëþñòðèðóåò âëèÿíèå ïëîòíîñòè ñðåäû, íàïîëíÿþùåé òðó-
áó, ρ∗f = 10. Êàê è â ñëó÷àå êðèâîé 1, v0 = 0.4. Çíà÷èòåëüíî óìåíüøèëàñü
ñêîðîñòü â îñíîâíîì ïîïåðå÷íûõ ñòðóêòóð. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè âÿçêîñòè èëè ïîâûøåíèè ïëîòíîñòè çàïîëíÿþùåé ñðåäû ðåøå-
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íèå â îáëàñòè íåâîëíîâûõ çîí áûñòðî ñòàíîâèòñÿ àâòîìîäåëüíûì.
Ïðè ðàñ÷åòàõ îïðîêèäûâàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîëí îáíàðóæåíî íå

áûëî, ÷òî ìîæíî ïðåäâèäåòü èç àíàëèçà óðàâíåíèÿ (3.1), â êîòîðîì èìåþòñÿ
âûñøèå ïðîèçâîäíûå, ïîðîæäàþùèå äèñïåðñèþ.

Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ ãàçîì. Áûë ïðîèçâåäåí òàêæå
ðàñ÷åò çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû
ãàçîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçîòåðìè÷íîñòü, P = Cρ, âåëè÷èíà C ïðè çàäàííîé
òåìïåðàòóðå ïîñòîÿííà. Ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà, ïîêà-
çàíû íà ðèñ. 5-6, t = 2500.

Íà ðèñ. 5 ñëåâà íàïðàâî: öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ âîëí,
âîçìîæíî öåíòðèðîâàííàÿ ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ âîëíà, êèíê, ñîëèòîííàÿ ñòðóê-
òóðà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âîëí, öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ
âîëí.

Ðèñ. 5: Òðóáà ñ ãàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà, v0 = 0

Íà ðèñ. 6 ñëåâà íàïðàâî: ðàçðûâ ñ èçëó÷åíèåì ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ âîëí,
âîçìîæíî ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âîëí (òàêèõ ñòðóêòóð
äâå, ñî âðåìåíåì îäíà èç íèõ ìîæåò èñ÷åçíóòü), êèíê, ñîëèòîííàÿ ñòðóê-
òóðà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âîëí, öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ
âîëí, êèíê, ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âîëí, öåíòðèðîâàííàÿ
âîëíà ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ âîëí (áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ãðàôèêà ïîçâî-
ëÿåò ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî öåíòðèðîâàííàÿ âîëíà ïðîäîëüíûõ âîëí
ñïðàâà ñîäåðæèò óçêóþ âîëíîâóþ çîíó è ñîëèòîííóþ ñòðóêòóðóÆóãå ìàëîé
àìïëèòóäû).

15



Ðèñ. 6: Òðóáà ñ ãàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà, v0 = −1

Ïðè ðàñ÷åòàõ îïðîêèäûâàíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âîëí îáíàðóæåíî íå áû-
ëî, ÷òî ìîæíî áûëî ïðåäâèäåòü èñõîäÿ èç ìåòîäèêè âûâîäà äëÿ íèõ àíàëî-
ãîâ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà, ñì. ðàçä. 6. Ïðåäëîæåííûå â ðàçä. 6 ïîäñòàíîâêè
ïðèâîäÿò ê äèñïåðñèîííîé ñèñòåìå ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè, îïèñûâàþùåé
ýâîëþöèþ âåëè÷èí ρf è v, è â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ âîëí êîíå÷íîé àìïëè-
òóäû. Â íåêîòîðûõ ðàñ÷åòàõ íàáëþäàëñÿ áëîóàï, áûñòðûé ðîñò âåëè÷èíû r
íà îãðàíè÷åííîì ó÷àñòêå, âîçìîæíî, ýòî îçíà÷àåò â ðåàëüíîñòè ðàçðóøåíèå
ñòåíîê òðóáû.

Îá îïðîêèäûâàíèè óïðóãèõ âîëí è îáëàñòÿõ íåêîððåêòíîñòè. Â òèïè÷-
íîì ñëó÷àå íåëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé (óïðîùåííûõ
óðàâíåíèé) âîçíèêàåò îïðîêèäûâàíèå âîëí. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè èëè äèñïåðñèè, âûçâàííîé îáðàòèìû-
ìè ÷ëåíàìè, òàêîå îïðîêèäûâàíèå íå ïðîèñõîäèò, à ôîðìèðóåòñÿ ñòðóêòóðà
ðàçðûâà, ñòàöèîíàðíàÿ èëè ðàñøèðÿþùàÿñÿ ñî âðåìåíåì. Íî ýòî, âèäèìî,
ñïðàâåäëèâî, êîãäà êîìïåíñàöèÿ îïðîêèäûâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âêëþ-
÷åíèÿ ÷ëåíîâ ñ ïðîèçâîäíûìè âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî
äàâëåíèÿ äèñïåðñèÿ óïðóãèõ âîëí âûçûâàåòñÿ ÷ëåíàìè ñ íèçøèìè ïðîèç-
âîäíûìè.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò ñòðóêòóðû ðàç-
ðûâîâ è íå òðåáóåòñÿ â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå äîáàâëÿòü äîïîëíèòåëüíûå
äèññèïàòèâíûå èëè äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû, íî ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ îïðîêèäûâàíèå âîëíû âîçìîæíî. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî
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ìîæíî ïîÿñíèòü òàê: åñëè â óðàâíåíèÿõ (2.1)-(2.2) óäàëèòü ÷ëåíû, ïîðîæäà-
þùèå äèñïåðñèþ, è îñòàâèòü òîëüêî ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà,
òî ïîëó÷èòñÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà:

(
Rσ1

u′

λ2
1

)′
= ρRü,

(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
= ρRr̈.

Ýòà ñèñòåìà ïðèìåíèìà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà èëè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ R, è íå ïðåäïîëàãàåòñÿ óñòðàíåíèÿ íåëè-
íåéíîãî îïðîêèäûâàíèÿ âîëí çà ñ÷åò äèñïåðñèè. Ýòà ìîäåëü ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ïîòåíöèàëà Ãåíòà äîïóñêàåò íàëè÷èå îäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ñ ðàçíûìè
çíà÷åíèÿìè ðàäèóñà ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèè äàâëåíèÿ, ïîýòîìó íàäâè-
ãàíèå îäíîãî ó÷àñòêà íà äðóãîé ìîæåò ïðèâåñòè ê îïðîêèäûâàíèþ âîëíû.

Ìîæíî è èçíà÷àëüíî çàäàòü äàííûå ñ îïðîêèäûâàíèåì. Îïðîêèäûâàíèå
âîëíû â ïëîñêîì ñëó÷àå ìîæíî íàáëþäàòü â ôèçè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå, ñäå-
ëàííîì ñ ïîìîùüþ ëèñòà áóìàãè èëè ðåçèíû, íå èìåþùèõ èçëîìîâ è îáëàäà-
þùèõ æåñòêîñòüþ íà èçãèá. Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ Ëàãðàíæåâà íà÷àëüíàÿ
êîîðäèíàòà, òî â îáëàñòè ïîñëå îïðîêèäûâàíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü èñõîäíûå
óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àòü îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå, â êîòîðîì íåèçâåñòíûå íåïðå-
ðûâíû, íî ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â äâóõ òî÷êàõ. Äëÿ ðàñ-
÷åòà òàêîãî ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
Ïðàâèëüíî îïèñûâàòü ÿâëåíèÿ òàêîå ðåøåíèå ìîæåò òîëüêî â ñëó÷àå êîí-
òðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ. Â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû ãàçîì èëè æèäêîñòüþ
òàêîå ðåøåíèå ôîðìàëüíî òîæå âîçìîæíî, íî îíî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî-
æåíèþ îá îäíîìåðíîñòè òå÷åíèé, ñäåëàííîìó ïðè âûâîäå óðàâíåíèé. Àíàëèç
ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå îïðîêèäûâàíèÿ óïðóãèõ âîëí òðóáà äîëæíà áûòü
íå ðàñòÿíóòà, à ñæàòà, ò. å. óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåêîððåêòíûìè [1].

Âûõîä â îáëàñòü íåêîððåêòíîñòè äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ ïðè íåêîòî-
ðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì ñëó÷àå â ðàñ÷åòå âîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå
âîëíû ñ ðàñòóùåé àìïëèòóäîé è ïîñëåäóþùàÿ àâàðèéíàÿ îñòàíîâêà ðàñ÷åòà,
íàñòóïàþùàÿ òåì áûñòðåå, ÷åì ìåëü÷å ñåòêà, ñõåìíûå ýôôåêòû îáåñïå÷èâà-
þò íåêîòîðîþ êîððåêöèþ ñèñòåìû íà ãðóáûõ ñåòêàõ. Âêëþ÷åíèå æåñòêîñòè
íà èçãèá èëè âÿçêîñòè ïî óïðîùåííîìó âàðèàíòó (ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ëèíåéíî-
ñòüþ) â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ òðóáû, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ,
ïðåâðàùàåò ñèñòåìó â òèïè÷íóþ êîððåêòíóþ äèñïåðñèîííóþ ñèñòåìó, ãäå
äèñïåðñèÿ ñâÿçàíà ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè; âîçìîæíîñòü îïðîêèäûâàíèÿ
èñ÷åçàåò. Âêëþ÷åíèå æå æåñòêîñòè ñ ïîëíûì ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîé íåëè-
íåéíîñòè òîæå êîððåêòèðóåò ñèñòåìó, ïðåäîòâðàùàåò èçëîìû ñòåíîê òðó-
áû (ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ), íî íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü îïðîêèäûâàíèÿ
âîëí, ïîñêîëüêó â òî÷êå îïðîêèäûâàíèÿ êîýôôèöèåíòû ïðè âûñøèõ ïðîèç-
âîäíûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü.
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4 Èñïîëüçóåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû
Ïðèìåíÿëàñü ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé ñî ñëîæíîé
äèñïåðñèåé (çäåñü ïîä äèñïåðñèåé ïîíèìàåòñÿ íåäèññèïàòèâíàÿ äèñïåðñèÿ)
è íåëèíåéíîñòüþ â íåäèññèïàòèâíîì èëè ñëàáîäèññèïàòèâíîì ñëó÷àÿõ [1,9�
12, 23]. Èñïîëüçîâàëèñü äâå ñõåìû: öåíòðèðîâàííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó è âðå-
ìåíè òðåõñëîéíàÿ ñõåìà òèïà "êðåñò" è öåíòðèðîâàííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó
äâóõøàãîâàÿ ñõåìà òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, ãäå íà ïåðâîì øàãå çíà÷åíèÿ
âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ ïîëîâèíû âðåìåííîãî øàãà, èíà÷å ýòî ìîæíî íàçûâàòü
ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû äëÿ àïïðîêñèìàöèè âðåìåííûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Ïðè íàëè÷èè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð,
â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàííûõ óðàâíåíèé â çàäà÷å î òðóáå, çàïîëíåííîé æèä-
êîñòüþ, ýòè ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñ öåíòðèðîâàíèåì ïî âðåìå-
íè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåÿâíîñòè ñõåìû, ïîñêîëüêó ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè
èñïîëüçóþòñÿ íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí íå ñ òåêóùåãî, à ñî ñëåäóþ-
ùåãî âðåìåííîãî øàãà. Ïðè äâóõøàãîâîé ñõåìå òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðè-
ìåíÿåòñÿ êàê íà øàãå ïðåäèêòîð, òàê è íà øàãå êîððåêòîð. Àíàëîãè÷íûå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïðîèçâîäíûå ðàíåå âñòðå÷àëèñü â óðàâíåíèÿõ
ýëåêòðîííîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå ïëàçìû [23] (ìàãíèòíàÿ ãèäðîäè-
íàìèêà ñ ó÷åòîì èíåðöèè ýëåêòðîíîâ, ïîðîæäàþùåé äèñïåðñèþ). Íåÿâíûå
óðàâíåíèÿ ðàçðåøàþòñÿ ìåòîäîì èòåðàöèé èëè ìåòîäîì ïðîãîíêè. Ïðè ðàñ-
÷åòàõ ñ äèññèïàöèåé ñõåìà "êðåñò" äëÿ äîñòèæåíèÿ óñòîé÷èâîñòè òðåáó-
åò ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ñ ïðîñòðàí-
ñòâåííûìè ïðîèçâîäíûìè ÷åòíîãî ïîðÿäêà: íåöåíòðèðîâàííàÿ ïî âðåìåíè
àïïðîêñèìàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé âåëè÷èí íà ïðåäûäóùåì âðå-
ìåííîì øàãå èëè öåíòðèðîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî øàáëîíó "ðîìá", êàê
â ñõåìå Äþôîðòà�Ôðàíêåëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Îáå ñõåìû óñëîâíî óñòîé÷èâû, óñëîâèå ñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî è èìååò âèä

τ < Cζks, C = const,

ζ è τ � øàãè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè. Ïðè âûáîðå ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíîãî çíà÷åíèÿ ks ìîæíî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü
ðîñòà ìîäóëÿ ÷àñòîòû ω = ω(k), ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî, äëÿ âñåõ äèñïåðñè-
îííûõ âåòâåé. Â ñëó÷àå óðàâíåíèé áåç ó÷åòà äèññèïàöèè è æåñòêîñòè ýòîò
ïîêàçàòåëü ðàâåí åäèíèöå, ïðè ó÷åòå � ðàâåí äâóì.

Äëÿ îáåèõ ñõåì ïðîâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ñåòî÷íîé ñõî-
äèìîñòè è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ýòèìè äâóìÿ ìåòî-
äàìè; ïðè ìàëûõ âðåìåííûõ øàãàõ ðåçóëüòàò ïðàêòè÷åñêè îäèí è òîò æå.
Ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ, îòíîñèòåëüíàÿ ìàøèííàÿ ïîãðåø-
íîñòü 10−14. Îáå ñõåìû èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàí-
ñòâó è ïî âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ñõåìíàÿ äèñïåðñèÿ ñóììèðóåòñÿ ñ äèñïåðñèåé
ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, îíà íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà êà÷åñòâåííûé
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âèä ðåøåíèé, è îãèáàþùàÿ âîëíîâûõ çîí îïèñûâàåòñÿ ïðàâèëüíî; â ñëó-
÷àå âîçíèêíîâåíèÿ âîëí, íå ïðîãíîçèðóåìûõ òåîðèåé, èõ ìîæíî óñòðàíèòü
óìåíüøåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî øàãà. Ïîýòîìó íèæå îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ñõåìíîé âÿçêîñòè. Ñõåìà òèïà "êðåñò" â óñòîé÷èâûõ ñëó÷àÿõ íå
îáëàäàåò ñõåìíîé âÿçêîñòüþ. Èñïîëüçóåìàÿ ñõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð êîí-
ñòðóêòèâíî ñõîäíà ñî ñõåìàìè òèïà Ëàêñà�Âåíäðîôôà [24], íî íå îòíîñèòñÿ
ê ýòîìó òèïó, ïîñêîëüêó â íåé íå èñïîëüçóåòñÿ óñðåäíåíèå ñõåìû Ëàêñà,
ïðèâîäÿùåå ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîé ñõåìíîé âÿçêîñòè, îïèñûâàåìîé
ïðîèçâîäíîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì τζ2.
Ñõåìû òèïà Ëàêñà-Âåíäðîôôà, êàê è òðåõñëîéíàÿ ñõåìà "êðåñò", òðåáóþò
ñïåöèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ âÿçêèõ ÷ëåíîâ.

Î ìåòîäèêå âûÿâëåíèÿ ÷èñëåííîé è ôèçè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ïðè
÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñêîðîñòü ðîñòà è äëèíà íàáëþäàåìûõ â ðàñ÷åòå
âîëí çàâèñèò îò âåëè÷èí øàãîâ ñåòêè è îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàí-
ñòâåííûìè è âðåìåííûìè øàãàìè, îòñóòñòâóåò ñõîäèìîñòü, òðåáóåòñÿ ïîäáîð
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èëè èçìåíåíèå ÷èñëåííîé ñõåìû. Â ñëó÷àå, åñëè â ðåøå-
íèÿõ èññëåäóåìûõ óðàâíåíèé ïðèñóòñòâóåò íåóñòîé÷èâîñòü âîëí êîíå÷íîé,
íå áåñêîíå÷íî ìàëîé äëèíû (â èçâåñòíûõ àâòîðó ñëó÷àÿõ ôèçè÷åñêè îñìûñ-
ëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü èìåííî òàêàÿ), ñõîäèìîñòü ïðè ïðèìåíåíèè ïîäõî-
äÿùèõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè äî-
ñòèãàåòñÿ. Â ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîé íåêîððåêòíîñòè óðàâíåíèé, ñâÿçàííîé
ñ íàëè÷èåì íåóñòîé÷èâûõ âîëí ñî ñêîëü óãîäíî áûñòðûì ðîñòîì âîçìóùå-
íèé (äëÿ èçâåñòíûõ íåêîððåêòíûõ óðàâíåíèé òàêîé ðîñò ïðîèñõîäèò ïðè
ñòðåìëåíèè äëèíû âîëíû ê íóëþ), îòñóòñòâóåò ñõîäèìîñòü, íî ñõîäÿùóþñÿ
ñõåìó íàéòè íå óäàåòñÿ, òðåáóåòñÿ èçìåíåíèå óðàâíåíèé.

Ïðîâåðêà ïðèìåíèìîñòè ÷èñëåííûõ ñõåì äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òðóáû
ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè. Â ðàíåå ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ â ñëó÷àå êîíòðîëèðó-
åìîãî äàâëåíèÿ [1] ïðèìåíÿëèñü äâå ýòè ñõåìû, è ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èé
ïðè èõ ïðèìåíåíèè îáíàðóæåíî íå áûëî. Ïðè ðàñ÷åòå â ñëó÷àå òðóáû, çàïîë-
íåííîé æèäêîñòüþ, îáíàðóæèëîñü, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ñõåìû òèïà "êðåñò"
âîçíèêàåò êðàåâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, îíà óñòðàíÿåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ äèññè-
ïàòèâíûõ çîí âáëèçè ãðàíèöû, ãäå â óðàâíåíèå äëÿ v äîáàâëÿåòñÿ äèññè-
ïàòèâíûé ÷ëåí ñ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà cv2v

′′, àïïðîêñèìèðóåìîé ïî
øàáëîíó "ðîìá" (êàê â ñõåìå Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè), à êîýôôèöèåíò ïðè ýòîé ïðîèçâîäíîé áåðåòñÿ òåì áîëüøèì, ÷åì
ìåíüøå ïðîñòðàíñòâåííûé øàã. Òàêàÿ ñõåìà ïðèìåíÿëàñü äëÿ êîíòðîëÿ, à
äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà ôè-
ãóðàõ â ðàçä. 3, ïðèìåíÿëàñü ñõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Ìåòîä ïðîãîíêè
ïîçâîëèë äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçîâàòü íåÿâíóþ äâóõñëîéíóþ
àïïðîêñèìàöèþ äëÿ v′ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1). Àíàëîãè÷íàÿ êðàåâàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü òðåõñëîéíîé ñõåìû áûëà âûÿâëåíà è ïðè ðàñ÷åòàõ òðóáû,
íàïîëíåííîé ãàçîì.
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Î øàáëîíå "ðîìá" íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Òðåõñëîé-
íàÿ ñõåìà òèïà "êðåñò" äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè îáëàäàåò íåêîð-
ðåòíîé ñõåìíîé âÿçêîñòüþ, íåóñòîé÷èâà è íå îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü. Êîð-
ðåêöèÿ òðåõñëîéíîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè âîçìîæíà ïó-
òåì äîáàâëåíèÿ ÷ëåíà ñ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ïî ñõåìå
Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ:

un+1
k − un−1

k

2τ
= a2u

n
k+1 + unk−1 − un+1

k − un−1
k

ζ2

= a2u
n
k+1 + unk−1 − 2unk

ζ2 − a2τ
2

ζ2

un+1
k + un−1

k − 2unk
τ 2 .

Îíà àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå

ut + a2τ
2

ζ2utt + a2τ
4

ζ2

2

4!
utttt = a2uxx + a2 2

4!
ζ2uxxxx.

Ñõåìà àáñîëþòíî óñòîé÷èâà, ò. å. íå èìååò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà øàã ïî
âðåìåíè. Åñëè ïîääåðæèâàåòñÿ óñëîâèå τ < ζ2, òî ñ÷èòàåòñÿ óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè. Åñëè æå τ = ζ, òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ a ôàêòè-
÷åñêè ñ÷èòàåòñÿ ãèáðèäíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è
êàê óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, è êàê âîëíîâîå óðàâíåíèå. Îïûò ðàñ÷åòîâ
áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ äèññèïà-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ïî ñõåìå "ðîìá" íå âûçûâàåò íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ðàñ÷åòàõ
óðàâíåíèé ñ îñíîâíûìè îáðàòèìûìè ÷ëåíàìè, àïïðîêñèìèðóåìûìè ïî ñõåìå
"êðåñò". Ïðè ðàñ÷åòàõ ñ áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì âÿçêîñòè, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî âûøå äëÿ óñòðàíåíèÿ ãðàíè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè, âëèÿíèå ÷ëåíà ut
ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Ôàêòè÷åñêè ñ÷èòàåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòî-
ðîãî, êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêè íåîáõîäèìîå
÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óñëîâèé, íåîáõîäèìûì äëÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ öåíòðèðîâàííîé ñõåìû, ñì. ìåòîäèêó â êîíöå äàííîãî ðàçäåëà.

Àíàëîãè÷íûå ñõåìû ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè
÷åòâåðòîãî è øåñòîãî ïîðÿäêà

un+1
k − un−1

k

2τ
=a2u

n
k+3+unk−3−6unk+2−6unk−2+15unk+1+15unk−1−10un+1
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n
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(34 − 226 + 15)ζ2uxxxxxxxx.
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Óñòîé÷èâîñòü (ïî êðàéíåé ìåðå óñëîâíàÿ) ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåê-
òðàëüíîãî ïðèçíàêà.

Ïîïûòêà óñòðàíèòü ãðàíè÷íóþ íåóñòîé÷èâîñòü äëÿ óðàâíåíèé, îïèñûâà-
þùèõ âîëíû â òðóáå ñ æèäêîñòüþ, ñ ïîìîùüþ ïîãëîùàþùåé çîíû ñ ïðîèç-
âîäíîé øåñòîãî ïîðÿäêà îêàçàëàñü íåóäà÷íîé. Òåì íå ìåíåå ïîãëîùàþùèå
çîíû ñ äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíîì ñ ïðîèçâîäíîé øåñòîãî ïîðÿäêà ýôôåêòèâíî
ïðèìåíÿëèñü äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Âðèçà ñ ïðîèçâîä-
íîé ïÿòîãî ïîðÿäêà [9], ýòî îáåñïå÷èâàåò äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè
êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

Êîððåêöèÿ ÷èñëåííûõ ñõåì ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ ÷ëåíîâ ñ âûñøèìè
ïðîèçâîäíûìè. Ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ â îáëàñòÿõ ñòðóêòóð ðàç-
ðûâîâ áûë îáíàðóæåí ìåäëåííûé ðîñò àìïëèòóä êîðîòêèõ âîëí, ïðèâîäÿ-
ùèé ñî âðåìåíåì ê áûñòðîìó ðîñòó àìïëèòóä âîëí â íåêîòîðîé îáëàñòè �
âû÷èñëèòåëüíûé áëîóàï. Ýòî ÿâëåíèå óñòðàíÿåòñÿ, åñëè äåëàòü ðàñ÷åò ïðå-
äèêòîðà íå äëÿ ïîëóöåëîãî øàãà, à äëÿ öåëîãî, íî òàêàÿ ñõåìà èìååò ïåðâûé
ïîðÿäîê ïî âðåìåíè è îáëàäàåò ñèëüíîé ñõåìíîé âÿçêîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëü-
íîé τ , ÷òî íåæåëàòåëüíî äëÿ ïðîâîäèìûõ çäåñü äëèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ òåîðå-
òè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ñõåìíàÿ âÿçêîñòü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîëíîâûå çî-
íû ñî âðåìåíåì ïåðåñòàþò ðàñøèðÿòüñÿ. Íî ýòà ñõåìà âïîëíå ïðèãîäíà äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Ðåãóëèðóÿ âåëè÷èíó âðåìåííîãî øàãà â ïðåäèêòîðå,
ìîæíî óïðàâëÿòü âåëè÷èíîé ñõåìíîé âÿçêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäèêòîð äëÿ
öåëîãî øàãà ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ñõåìå Ãîäóíîâà, îáëàäàþùåé áîëüøîé
óñòîé÷èâîñòüþ. Áûëà ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà êîððåêöèè ñõåìû ïóòåì äîáàâ-
ëåíèÿ â óðàâíåíèÿ ÷ëåíîâ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè, íå ìåíåå ÷åì íà äâà
ïîðÿäêà âûøå ïîðÿäêà ïðîèçâîäíûõ ÷ëåíà, àïïðîêñèìàöèÿ êîòîðîãî ìîãëà
ïîðîäèòü ðîñò âîëí. Êîýôôèöèåíò ïðè ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíàõ áðàë-
ñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ζ2, ïîñêîëüêó ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñè-
ìàöèè, ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðÿëàñü ñõîäèìîñòü (âîçìîæíî â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî âûáðàòü ïðîïîðöèîíàëüíîñòü τζ2, êàê â ñõåìàõ Ëàêñà-
Âåíäðîôôà, èëè ζ3). Òàêèì îáðàçîì, íå ìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè,
äîñòèãàåòñÿ ñõîäèìîñòü, à ðåçóëüòàò òàêîé äîáàâêè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê äîïîëíèòåëüíóþ ñõåìíóþ äèññèïàöèþ èëè ñõåìíóþ äèñïåðñèþ, íî íå
êàê èñêóññòâåííóþ äèññèïàöèþ èëè èñêóññòâåííóþ äèñïåðñèþ. Îáúÿñíèòü
òàêîé ïîäõîä èíòóèòèâíî ìîæíî òàê. Àïïðîêñèìèðóþùèå ÷èñëåííóþ ñõåìó
óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò, ïîìèìî ÷ëåíîâ èñõîäíûõ óðàâíåíèé, ÷ëåíû ñ ïðîèçâîä-
íûìè âûñîêîãî ïîðÿäêà, íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíûìè.
Êîððåêöèÿ òàêèõ íåêîððåêòíûõ óðàâíåíèé âîçìîæíà òîëüêî äîáàâëåíèåì
÷ëåíîâ ñ ïðîèçâîäíûìè òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî âûçâàëè íåêîððåêòíîñòü, èëè
âûøå [1].

Àíàëèç äèñïåðñèîííî-äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâ ñõåì íà ïðèìåðå óðàâíå-
íèÿ ïåðåíîñà. Ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ äâóõøàãîâûõ ÷èñëåí-
íûõ ñõåì, à èìåííî äâóõøàãîâàÿ ñõåìà ïðèìåíÿëàñü âûøå, ñîïîñòàâèì èõ
íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (òàêèå ñõåìû èíîãäà íàçûâàþòñÿ ñõåìàìè
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òèïà Ëàêñà-Âåíäðîôôà). Ïðèâåäåì íèæå íåêîòîðûå èç íèõ. Íàèìåíîâàíèÿ
êëàññè÷åñêèõ ñõåì òèïà Ëàêñà�Âåäðîôôà äàíû ñîãëàñíî [24].

Äâóõøàãîâàÿ ñõåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà (Ðèõòìàåðà), ïåðåõîäÿùàÿ â êëàñ-
ñè÷åñêóþ îäíîøàãîâóþ ñõåìó Ëàêñà-Âåíäðîôôà äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

u
n+1/2
k − unk+1+unk−1

2

τ/2
+c

unk+1 − unk−1

2ζ
= 0,

un+1
k − unk
τ

+c
u
n+1/2
k+1 − un+1/2

k−1

2ζ
= 0 (4.4)

Äâóõøàãîâàÿ ñõåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà (Á¼ðíñòåéíà):

u
n+1/2
k+1/2 −

unk+1+unk
2

τ/2
+ c

unk+1 − unk
ζ

= 0,
un+1
k − unk
τ

+ c
u
n+1/2
k+1/2 − u

n+1/2
k−1/2

ζ
= 0 (4.5)

Èñïîëüçîâàííàÿ âûøå ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

u
n+1/2
k − unk
τ/2

+ c
unk+1 − unk−1

2ζ
= 0,

un+1
k − unk
τ

+ c
u
n+1/2
k+1 − un+1/2

k−1

2ζ
= 0 (4.6)

Èñïîëüçîâàííàÿ âûøå ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

ũn+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2ζ
= 0,

un+1
k − unk
τ

+ c
ũn+1
k+1 − ũn+1

k−1

2ζ
= 0 (4.7)

Ïîñëåäíèå äâå ñõåìû íåëüçÿ íàçûâàòü ñõåìàìè òèïà Ëàêñà-Âåíäðîôôà,
ïîñêîëüêó â íèõ îòñóòñòâóåò óñðåäíåíèå unk+1+unk−1

2 , ÷òî êàê ðàç õàðàêòåðíî
äëÿ ñõåìû Ëàêñà [24].

Îäíîøàãîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ñòàðøèå îñòàòî÷íûå äèññèïàòèâíûå è îá-
ðàòèìûå äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé ïðè àïïðîêñèìà-
öèè ñõåì òàêèå:

1.
un+1
k − unk
τ

+ c
unk+2 − unk−2

4ζ
− c2τ

unk+2 + unk−2 − 2unk
8ζ2 = 0

− 1

3!
τ 2uttt − c 4

3!
ζ2uxxx − c2

(
4

3!
− 4

4!

)
τζ2uxxxx −

(
1

4!
− 1

2 · 3!

)
τ 3utttt

2.
un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2ζ
− c2τ

unk+1 + unk−1 − 2unk
2ζ2 = 0

− 1

3!
τ 2uttt − c 1

3!
ζ2uxxx − c2

(
1

2 · 3!
− 1

4!

)
τζ2uxxxx −

(
1

4!
− 1

2 · 3!

)
τ 3utttt

3.
un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2ζ
− c2τ

unk+2 + unk−2 − 2unk
8ζ2 = 0
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− 1

3!
τ 2uttt − c 1

3!
ζ2uxxx − c2

(
1

2 · 3!
− 4

4!

)
τζ2uxxxx −

(
1

4!
− 1

2 · 3!

)
τ 3utttt

4.
un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2ζ
− c22τ

unk+2 + unk−2 − 2unk
8ζ2 = 0

c2 1

2
τuxx − 1

3!
τ 2uttt − c 1

3!
ζ2uxxx

Ïðè àíàëèçå îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ, ñîõðàíÿÿ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ìîæíî
äåëàòü çàìåíó ut = −cux äëÿ âñåõ ñõåì, è áîëåå òî÷íûå çàìåíû ut = −cux−
c4/3!uxxxζ

2− 1/3!utttτ
2 äëÿ ñõåìû (4.4), ut = −cux− c1/3!uxxxζ

2− 1/3!utttτ
2

� äëÿ ñõåì (4.5) è (4.6) äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ÷ëåíîâ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè,
ñîäåðæàùèìè äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè. Äëÿ äèññèïàòèâíîãî ÷ëåíà
τ/2utt òàêèå çàìåíû çäåñü ñäåëàíû.

Ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè íà ïÿòèòî÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâåííîì øàáëîíå, åãî ìîæíî ñîçäàòü çà
ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìáèíàöèé øèðîêîãî è óçêîãî øàáëîíà äëÿ ïðîèç-
âîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïî-âèäèìîìó, ìîæíî ïîìèìî êîýôôèöè-
åíòà ïðè ÷ëåíå ñ äèññèïàöèåé, îïèñûâàåìîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà,
îáíóëèòü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðè äèñïåðñèîííîì ÷ëåíå ñ ïðîèçâîäíîé
òðåòüåãî ïîðÿäêà èëè äèññèïàòèâíîì ÷ëåíå ñ ïðîèçâîäíîé ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà.

Cõåìà (4.6) èìååò íåêîððåêòíóþ ñõåìíóþ âÿçêîñòü ïðè ëþáîì ñîîòíî-
øåíèè ìåæäó τ è ζ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ τ ÷ëåíîì ñ utttt
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ÷åðåäóÿ íà âðåìåííûõ øàãàõ ñõåìó (4.5) è (4.6), ìîæíî
ïîëó÷èòü ñõåìó ñ âÿçêîñòüþ, áëèçêîé ê íóëåâîé. Äðóãîé âàðèàíò: íà îäíîì
âðåìåííîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà (4.4), à íà äâóõ ïîñëåäóþùèõ øàãàõ
èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà (4.6).

Cõåìà (4.7) ñ ïðåäèêòîðîì äëÿ öåëîãî øàãà îáëàäàåò âÿçêîñòüþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Âñå ïðåäñòàâëåííûå ñõåìû ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøóþ
îäíîøàãîâóþ öåíòðèðîâàííóþ ïî ïðîñòðàíñòâó ñõåìó ñ äîáàâëåííûì ðàç-
íîñòíûì îïåðàòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì àïïðîêñèìàöèè äîïîëíèòåëüíîãî äèñ-
ñèïàòèâíîãî ÷ëåíà ñ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Îäíîøàãîâàÿ ñõåìà è
îñòàòî÷íûå ÷ëåíû, âûÿâëÿåìûå ïðè àíàëèçå àïïðîêñèìàöèè, èìåþò âèä:

un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2ζ
= 0 (4.8)

−c2 1

2
τuxx − 1

3!
τ 2uttt − c 1

3!
ζ2uxxx

Ó ýòîé ñõåìû âûÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûé äèññèïàòèâíûé ÷ëåí ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ÷òî ïðåäïîëàãàåò íåêîððåêòíîñòü.
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Àíàëèç íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà. Ïðîñòåéøàÿ ÿâíàÿ öåíòðèðî-
âàííàÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ñõåìà (4.8) ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ âðå-
ìåííîé ïðîèçâîäíîé îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîãî ðîñòà âîçìóùåíèé
ñ êîýôôèöèåíòîì èõ óâåëè÷åíèÿ íà âðåìåííîì øàãå ïîðÿäêà 1 + O(τ 2/ζ2),
ò. å. ðîñò ñêîëü óãîäíî óìåíüøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî τ ïðè óñëîâèè τ = Cζ2

[25]. Ýòî âûÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà, ò.å ïîäñòàíîâêîé
u = qn exp ikφ, max |q| =

√
1 + c2τ 2/ζ2. Íî max |q| = 1 + c2C2τ/2, åñëè

τ < Cζ2, C � íåêîòîðîå ÷èñëî, ÷òî ìåíüøå exp c2C2τ/2. Ñîãëàñíî ïðèâå-
äåííîìó â [25] êðèòåðèþ ñõåìà óñòîé÷èâà, ðàñ÷åò âîçìîæåí, íî âîçìóùåíèÿ
ïðè òàêîì ðàñ÷åòå ðàñòóò ñî âðåìåíåì ïî ýêñïîíåíòå, õîòÿ ïîêàçàòåëü ðîñòà
ìîæíî ñäåëàòü êàê óãîäíî ìàëûì. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ìå-
òîäó Ðóíãå�Êóòòû êîýôôèöèåíò ðîñòà èìååò ïîðÿäîê 1+O(τ 4/ζ4)), ò.å. ðîñò
âîçìóùåíèé çíà÷èòåëüíî çàìåäëÿåòñÿ. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ óñòðàíèìûé ðîñò
àìïëèòóäû óåäèíåííîé âîëíû, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå ïîäðàçäåëå
3 äàííîãî ðàçäåëà.

Ó ñõåìû (4.8) àïïðîêñèìàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, âòîðîãî � ïî
ïðîñòðàíñòâó è íåêîððåêòíàÿ (îòðèöàòåëüíàÿ) ñõåìíàÿ âÿçêîñòü, îïèñûâà-
åìàÿ ÷ëåíîì ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòîì
ïîðÿäêà τ . Íàëè÷èå íåêîððåêòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ êî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà íå îçíà÷àåò íåêîððåêòíîñòü ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ñõîäè-
ìîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ê ðåøåíèþ àïïðîêñèìèðóåìîãî óðàâíåíèÿ åñòü.
Ñõåìà áåç ðîñòà âîçìóùåíèé ñ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè, ñîãëàñíî óñëîâèþ
Êóðàíòà, ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî âÿçêîìó ÷ëåíó ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîýô-
ôèöèåíòîì ζ2/(2τ) [25]. Ïðè ó÷åòå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè τ ∼ ζ ýòîò êîýô-
ôèöèåíò èìååò ïîðÿäîê ζ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ðîñòà âîçìóùåíèé ìîæíî áðàòü
è ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà ñ òàêèì æå ïîðÿäêîì (ïðè
τ/2 ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà (4.5). Ýòî àíàëèòè÷åñêè îáîñíîâàííûé ïðèìåð ïðèìå-
íåíèÿ îïèñàííîé âûøå ìåòîäèêè, íî äëÿ ñõåìû ñ àïïðîêñèìàöèåé ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ êîððåêöèè ïðè ðàñ÷åòàõ äëÿ ñëó÷àÿ òðóáû, çà-
ïîëíåííîé æèäêîñòüþ.

1. Äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ áûë îáíàðóæåí ìåäëåííûé ðîñò
êîðîòêèõ âîëí â îáëàñòè ñ áîëüøèì ãðàäèåíòîì âåëè÷èíû r (îáëàñòü ðàñ-
øèðÿþùåéñÿ ñòðóêòóðû ðàçðûâà â îñíîâíîì ïîïåðå÷íûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ
âïðàâî, ñì. ðàçä. 3). Ïðè v0 < 0 ðàçâèòèå ýòîãî ÿâëåíèÿ çàìåäëÿåòñÿ ïóòåì
âêëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé æåñòêîñòè íà èçãèá ïî óïðîùåííîìó âàðèàí-
òó; äîñòàòî÷íî âûáðàòü âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà b = cζ2. Ýòî óìåíüøàåò
èçëó÷åíèå êîðîòêèõ (2-3 øàãà ñåòêè) âîëí â îáëàñòè áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ.
Àìïëèòóäà òàêèõ âîëí ìîæåò ðàñòè çà ñ÷åò íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ, çàõâà-
òà âîëí ñòðóêòóðàìè ðàçðûâîâ, óñèëåíèÿ ëèíåéíûõ âîëí ÷èñëåííîé ñõåìîé.
Ýòî èçëó÷åíèå ñõîäíî ñ èçëó÷åíèåì âîëí íà îáðàòèìûõ ðàçðûâàõ [1�2,9�12],
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ñâÿçàííûì ñ íåëèíåéíûì ðåçîíàíñîì è äèñïåðñèîííûìè ýôôåêòàìè, íî àì-
ïëèòóäà è äëèíà âîëí çäåñü çàâèñÿò îò øàãà ñåòêè. Ìîæíî äëÿ ïîäàâëåíèÿ
ðîñòà ýòèõ âîëí âêëþ÷èòü âûñøóþ äèññèïàöèþ, îïèñûâàåìóþ ïðîèçâîäíîé
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â óðàâíåíèÿ (3.1), (3.3), èëè îïèñûâàåìóþ ïðîèçâîäíîé
áîëåå âûñîêîãî, øåñòîãî ïîðÿäêà â óðàâíåíèè (3.2) (ñì. ÷ëåíû â ôèãóðíûõ
ñêîáêàõ), âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ òàêæå âûáèðàþòñÿ ïîðÿäêà êâàäðàòà
ïðîñòðàíñòâåííîãî øàãà.

Â ñëó÷àå ðèñ. 2 èñïîëüçîâàíà äèññèïàòèâíàÿ êîððåêöèÿ, cr6 = 10−6 , â
ñëó÷àå ðèñ. 3 cr6 = 5 · 10−7,ζ = 0.1. Â ñëó÷àå ðèñ. 4 èñïîëüçîâàíà äðóãàÿ
äèññèïàòèâíàÿ êîððåêöèÿ cv4 = cz4 = 10−5, ζ = 0.05. Â ñëó÷àå êðèâîé 2
íà ðèñ. 4 äëÿ îáëàñòè â îñíîâíîì ïðîäîëüíîé âîëíû ñëåâà ïîêàçàí ãðàôèê,
ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ íåäèññèïàòèâíîé êîððåêöèè, b = 10−3, ζ = 0.1.
Äèññèïàòèâíàÿ êîððåêöèÿ çäåñü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýòà ñòðóêòóðà ïåðå-
ñòàåò ðàñøèðÿòüñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âîëíû èìåþò ìàëóþ äëèíó, âî âñåõ
îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ ïðàêòè÷åñêè íåò ðàçëè÷èé äëÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ
ïîìîùüþ äèññèïàòèâíîé è íåäèññèïàòèâíîé êîððåêöèè.

2. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ âêëþ÷åíèå
æåñòêîñòè ïî óïðîùåííîìó âàðèàíòó ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì êîýôôèöè-
åíòà b òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ äèññèïàöèè, îïèñûâàåìîé ïðîèç-
âîäíîé øåñòîãî ïîðÿäêà, â óðàâíåíèå (3.2), ÷ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ (ðîñò
àìïëèòóä âîëí, ñõîäíûé ñ îïèñàííîé â ïîäðàçä. 1, ïðîÿâëÿåòñÿ â îáëàñòè
êèíêà, ñì. ðàçä. 3). Äëÿ ñëó÷àåâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 3, äëÿ óñòðàíåíèÿ ðî-
ñòà èñïîëüçîâàíà äèññèïàòèâíàÿ êîððåêöèÿ cr6 = 5 · 10−7. Â ñëó÷àå ìàëûõ
çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà æåñòêîñòè (à ýòî òàê äëÿ òîíêîñòåííûõ òðóá) áåç
òàêîé êîððåêöèè ìîæíî îáîéòèñü, ïîñêîëüêó çà îáîçðèìîå âðåìÿ íåóñòîé-
÷èâîñòü íå ðàçâèâàåòñÿ.

3. Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî àìïëèòóäà ïåðâîé âîëíû ñîëèòîííîé ñòðóêòóðû
ðàçðûâà äëÿ â îñíîâíîì ïðîäîëüíûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ âïðàâî èëè âëåâî,
ðîñëà ñî âðåìåíåì, è ýòà âîëíà ïîñòåïåííî îòäåëÿëàñü îò ñòðóêòóðû. Ïðè
óìåíüøåíèè τ èëè ζ ñêîðîñòü ðîñòà àìïëèòóäû ïåðâîé ñîëèòîíîïîäîáíîé
âîëíû óìåíüøàåòñÿ. Ýòîò íåïðèÿòíûé ýôôåêò ïðè ïðîäîëæèòåëüíûõ ðàñ÷å-
òàõ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ èçëèøíå ìàëûõ øàãîâ, îí óñòðàíÿåòñÿ ââåäåíèåì
äîïîëíèòåëüíîãî äèññèïàòèâíîãî ÷ëåíà cz4Z ′′′′ â óðàâíåíèå (3.3), âåëè÷èíà
cz4 áðàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíîé ζ2. Âêëþ÷åíèå ïðîèçâîäíîé øåñòîãî ïîðÿäêà
â óðàâíåíèå (3.2) òàêæå óñòðàíÿåò ýòîò ýôôåêò. Ýôôåêò ðîñòà àìïëèòóäû
ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî óåäèíåííàÿ âîëíà ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà (êëàññ 0 [13])
îáëàäàåò íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ. Åñëè êàêèå-òî âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò
ê óìåíüøåíèþ èëè, íàîáîðîò, ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû, âîëíà íå âîçâðàùà-
åòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå, à ñîõðàíÿåò íîâûå àìïëèòóäó è ñêîðîñòü. Åñëè
÷èñëåííûå ýôôåêòû òàêîâû, ÷òî îíè ñèñòåìàòè÷åñêè ñî âðåìåíåì ñíèæàþò
àìïëèòóäó óåäèíåííîé âîëíû, òî ýòî íå âëèÿåò íà êà÷åñòâåííûé âèä ðåøå-
íèÿ ïðè ðàñ÷åòå ñòðóêòóðû ñîëèòîííîãî òèïà, ïîñêîëüêó ñîëèòîíîïîäîáíàÿ
âîëíà îñòàåòñÿ ýëåìåíòîì ðàñøèðÿþùåéñÿ ñòðóêòóðû, à àìïëèòóäà ðàçðû-
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âà îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà è äîëæíà îñòàâàòüñÿ
ïîñòîÿííîé. Åñëè æå ÷èñëåííûå ýôôåêòû, íàîáîðîò, ñèñòåìàòè÷åñêè óâåëè-
÷èâàþò àìïëèòóäó óåäèíåííîé âîëíû, òî ñêîðîñòü ïåðâîé ñîëèòîíîïîäîáíîé
âîëíû óâåëè÷èâàåòñÿ, îíà ñî âðåìåíåì îòðûâàåòñÿ îò ñòðóêòóðû è ñòàíîâèò-
ñÿ óåäèíåííîé âîëíîé, à ðîñò åå àìïëèòóäû ïðîäîëæàåòñÿ. Ñî âðåìåíåì ýòî
ìîæåò ïðèâåñòè ê îñòàíîâêå ðàñ÷åòà.

Ïðèìåðû êîððåêöèè â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû ãàçîì. Îïèñàííàÿ âû-
øå ìåòîäèêà êîððåêöèè ÷èñëåííûõ ñõåì ïðèìåíÿëàñü òàêæå äëÿ ðàñ÷åòîâ â
ñëó÷àå òðóáû, çàïîëíåííîé ãàçîì. Êàê è â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ æèäêîñòüþ,
áûëà îáíàðóæåíà êðàåâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðè ïðèìåíåíèè öåíòðèðîâàíííîé
òðåõñëîéíîé ñõåìû, ïîýòîìó ïðèìåíÿëàñü ñõåìà òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð
ñ àïïðîêñèìàöèåé âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòû. Â ðàñ÷å-
òàõ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 5�6 â ðàçä.3, â ïðàâóþ ÷àñòü âñåõ
àïïðîêñèìèðóåìûõ óðàâíåíèé âèäà ż = . . . , ṙ = . . . , ρ̇ = . . . , v̇ = . . . áû-
ëè âêëþ÷åíû äîïîëíèòåëüíûå äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíîé øåñòîãî
ïîðÿäêà:

cz6 = cr6 = cρ6 = cv6 = 10−5.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäèêó êîððåêöèè ÷èñëåííûõ ñõåì, ïîñðåäñòâîì äî-
áàâëåíèÿ ÷ëåíîâ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè ìîæíî ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî óíè-
âåðñàëüíîé ìåòîäèêîé äëÿ ðàñ÷åòîâ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî äîáè-
âàòüñÿ íèçêîé ñõåìíîé äèññèïàöèè.

Ìåòîäèêà êîððåêöèè ñ öåëüþ èçìåíåíèÿ ÷èñëà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïî-
ñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ â ñëó÷àå óðàâíåíèé, òðåáóþùèõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è ðàçíîãî ÷èñëà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëå-
âîé è ïðàâîé ãðàíèöå (óðàâíåíèå ïåðåíîñà, Êîðòåâåãà�äå Âðèçà, ñâåðõçâó-
êîâàÿ ãàçîâàÿ äèíàìèêà, è. ò. ä.), äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ñ
îáëàñòÿõ âáëèçè ãðàíèöû ìîæíî äîáèâàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíîé ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷è ïðè ïðèìåíåíèè ñõåì ñ öåíòðèðîâàíèåì ïî ïðîñòðàíñòâó,
òðåáóþùèõ ïîñòàíîâêè îäèíàêîâîãî ÷èñëà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà îáåèõ ãðà-
íèöàõ. Ýòî äðóãîé âàðèàíò êîððåêöèè ÷èñëåííûõ ñõåì. Íî ïðàêòèêà ðàñ-
÷åòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåì ïðè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
ïîñðåäñòâîì ðàñ÷åòà â êîíå÷íîé îáëàñòè â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ ÷èñëà ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé îáû÷íî íå âîçíèêàåò, íî ïîãëîùàþùèå äèññèïàòèâíûå çîíû
ïîëåçíî ââîäèòü âáëèçè ãðàíèöû äëÿ óñòðàíåíèÿ îòðàæåíèé âîëí.

5 Óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ
Â òåîðèè ðåøåíèé ñ ðàçðûâàìè [17] äëÿ îïèñàíèÿ îáëàñòåé ñ ìåäëåííû-
ìè èçìåíåíèÿìè áûë ââåäåí òåðìèí "óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ". Óïðîùåííûå
óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå îáðàòèìûõ ñèñòåì îïèñûâàþò íåâîëíîâûå çîíû â çàäà-
÷å î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Îáû÷íî îíè ïîëó÷àþòñÿ îòáðàñûâàíè-
åì ÷ëåíîâ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè è íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûõ ÷ëåíîâ. Â
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ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ îíè ïîëó÷àþòñÿ îòáðàñûâàíèåì óðàâíå-
íèÿ (2.1):

u̇ = q′; ρRq̇ =

(
Rσ1

u

λ2
1

)′
− P ∗r′, λ1 = u = z′, P ∗ =

σ2

λ2ru
, (5.1)

P ∗ çäåñü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ó ëèíåàðèçîâàííîãî âàðèàíòà ýòèõ óðàâíå-
íèé äâå ïðÿìûå äèñïåðñèîííûå âåòâè.

Äëÿ ñëó÷àÿ çàïîëíåíèÿ òðóáû áàðîòðîïíûì ãàçîì ýòè óðàâíåíèÿ äîïîë-
íÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (2.5) è (2.4) è äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ
äàâëåíèÿ. Çäåñü ÷åòûðå ïðÿìûå äèñïåðñèîííûå âåòâè.

Òàêîé ïîäõîä îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ýòèõ ìîäåëåé äèñïåðñèîííàÿ
âåòâü ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîëí íå ïåðåñåêàåò íà÷àëî êîîðäèíàò.

Â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû æèäêîñòüþ âìåñòî óðàâíåíèÿ (2.5) èñïîëü-
çóåòñÿ óðàâíåíèå (2.3) è íå èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ. Ôîðìàëüíî
òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî âûâåñòè èç óðàâíåíèé (3.1)�(3.3), îòáðà-
ñûâàÿ âûñøèå ïðîèçâîäíûå è íåëèíåéíî-äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû, ïðè ýòîì
P = −σ2/(ruλ2). Íî ìîæíî ðàññìàòðèâòü åå è êàê ïðåäåëüíóþ ñèñòåìó
óïðîùåííûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû ãàçîì. Ó ëèíåàðèçîâàí-
íîãî âàðèàíòà ýòèõ óðàâíåíèé òàêæå èìååòñÿ ÷åòûðå äèñïåðñèîííûå âåòâè,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðÿìûå.

Äëÿ ñëó÷àÿ çàïîëíåíèÿ òðóáû áàðîòðîïíûì ãàçîì óðàâíåíèå (2.3) çàìå-
íÿåòñÿ óðàâíåíèåì (2.5) è äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ;
çäåñü òàêæå ÷åòûðå ïðÿìûå äèñïåðñèîííûå âåòâè.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèÿõ ïîäðàçóìåâàþòñÿ êîíå÷-
íûå èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé, â îòëè÷èå îò êðèòèêóåìûõ [4] óðàâ-
íåíèé äëèííûõ âîëí.

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííûõ óðàâíåíèé âîçìîæíî îï-
ðîêèäûâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ èëè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âîëí, òðåáóþùåå
ââåäåíèÿ ôèçè÷åñêîé âÿçêîñòè èëè èññëåäîâàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñ
ðàçðûâàìè íåîáðàòèìîãî òèïà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ
äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èëè ãàçîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè ïîòðåáóåòñÿ âûäåëÿòü
ðàçðûâû èëè èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå
íàõîäèòü òàêèå ðåøåíèÿ ïîñðåäñòâîì ñêâîçíîãî ñ÷åòà: ìåòîä èñêóññòâåííîé
âÿçêîñòè, ìåòîä Ãîäóíîâà, ìåòîä êîððåêöèè ïîòîêîâ, è. ò. ä.

6 Âûâîä óðàâíåíèé âîëí ìàëîé àìïëèòóäû
áåç ó÷åòà óïðóãèõ ïðîäîëüíûõ âîëí

Ðàññìîòðèì ìàëûå äåôîðìàöèè è äëèííûå âîëíû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
ñîñòîÿíèÿ r0, z′0, q0 = 0, v0. Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ: σ20 è
σ210 � ìàëûå ïàðàìåòðû; îòñóòñòâóåò ðåçîíàíñ, ò. å. ñêîðîñòü èññëåäóåìûõ
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âîëí íå áëèçêà ê ñêîðîñòè ëèíåéíûõ ïðîäîëüíûõ âîëí [σ10/(ρλ
2
10)]

1/2, ïîëó-
÷àåìîé èç ëèíåàðèçîâàííîãî âàðèàíòà óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè P ∗ = 0. Âîçìó-
ùåíèÿ ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé áóäóò èìåòü ïîðÿäîê êâàäðàòà âîçìóùåíèé
ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé. Ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðîäîëüíûìè âîëíàìè.

Âûâîä â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû æèäêîñòüþ. Èç óðàâíåíèé (3.1) è
(3.2) ìîæíî âûâåñòè íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå êëàññè÷åñêèì èëè
îáîáùåííûì (åñëè ó÷èòûâàåòñÿ æåñòêîñòü íà èçãèá) óðàâíåíèÿì Áóññèíåñêà:

ρ∗fz
′
0v̇ −

ρR2

2z′20
v̇′′ = −ρ∗fvv′ + (−P ∗bs + P)′ , ṙz′0 + vr′ +

1

2
rv′ = 0, (6.1)

P =
1

r0z′0

(
Rσ10

r′

λ2
10

)′
− σ2(λ10, λ2)

λ2rz
′
0
− ρR

r0z′20
(−v0)

−v0r
′ − 1

2r0v
′

z′0
.

Ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì, â ýòîì ïðèáëèæåíèè äîëæíû ñîõðà-
íÿòüñÿ òîëüêî êâàäðàòè÷íûå íåëèíåéíûå ÷ëåíû ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ åùå çàìåíà
(
σ2

λ2r

)′
→r′

[
− σ20

λ20r2
0

+
2σ20∆r

λ20r3
0
− σ20

λ2
20r0R

+
2σ20∆r

λ3
20r0R2 +

σ2,20

λ20r0R
+
σ2,220∆r

λ20r0R2

]
,

(
σ2

λ2r

)′
=

(
Ŵ2

r

)′
→r′

[
−Ŵ20

r2
0

+
2Ŵ20∆r

r3
0

+
Ŵ220

r0R
+
Ŵ2220∆r

r0R2

]
; ∆r=r − r0.

Ïåðâûé âàðèàíò çàìåíû ìîæíî ïðèìåíÿòü êàê â ñëó÷àå ñæèìàåìîãî ìàòå-
ðèàëà, òàê è íåñæèìàåìîãî, âòîðîé âûâåäåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëà
Ŵ , åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü â ñëó÷àå íåñæèìàåìîñòè. Ôîðìàëüíî ïðè âûâîäå
óðàâíåíèé ñ äîïóùåíèåì, ÷òî σ20 � ìàëûé ïàðàìåòð, â ýòèõ âûðàæåíèÿõ
÷ëåíû ñ σ20∆r è Ŵ20∆r ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîé â ðàçä. 2 âÿçêîóïðóãîé ìîäåëè â ïðàâóþ
÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (6.1) äîáàâëÿåòñÿ åùå ÷ëåí −crtṙ′, ïðè÷åì â ñëó÷àå
íåñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà

crt = [νv2 + νv3/(λ
2
10λ20)]/(Rλ20r0z

′
0).

Âîçìîæíî èñêëþ÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé v̇′′ èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (6.1) ïóòåì ïîäñòàíîâêè íèçøåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âå-
ëè÷èíû v, íî ïîëüçà òàêîãî èñêëþ÷åíèÿ íå î÷åâèäíà. Â ïîëó÷åííûõ òàêèì
îáðàçîì óðàâíåíèÿõ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîðîòêèõ âîëí áóäåò ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé äàæå áåç ó÷åòà æåñòêîñòè íà èçãèá, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò
ðåàëüíîñòè, òðåáóåòñÿ òàêæå ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè óðàâíåíèé. Îäíàêî îáà
òèïà óðàâíåíèé ðàâíîöåííû ïðè îïèñàíèè äëèííûõ âîëí. Ìîæíî òàêæå èñ-
êëþ÷èòü âðåìåííóþ ïðîèçâîäíóþ â äèññèïàòèâíîì ÷ëåíå ñ ïîìîùüþ íèçøå-
ãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ r è ïîëó÷èòü äèññèïàòèâíûé ÷ëåí (v0r

′′+r0v
′′/2)crt/z

′
0,

ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ v0 ïåðâûì ÷ëåíîì â ñêîáêàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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Ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ äëÿ óðàâíåíèé òàêîãî òèïà èññëåäîâàëèñü ðàíåå
[9, 11], îíè ðàññ÷èòûâàëèñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè, îïèñàííîé â ðàçä. 4. Ïðè-
ìåíÿÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû, èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî âûâåñòè îáû÷íîå èëè
îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Âðèçà, èñïîëüçóåìîå â òåîðèè îáðàòè-
ìûõ ðàçðûâîâ [9�13] â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå
óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ.

Âûâîä â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû ãàçîì. Óðàâíåíèÿ áåç ó÷åòà ïðîäîëü-
íûõ âîëí ìîæíî âûâåñòè è äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ r0, z′0, q0 = 0,
v0, ρf0, P0 èç óðàâíåíèÿ (2.2) è óðàâíåíèé (2.4), (2.5)

(
Rσ10

r′

λ2
10

)′
− σ2(λ10, λ2)

λ2
+ P ∗bsr0z

′
0 + P ∗rz′0 = ρRr̈,

ρf(v̇z
′
0 + vv′) + P ′=0, ρ̇fz

′
0r

2 + 2ρfrṙz
′
0 + (ρfvr

2)′=0; P =P (ρf).

(6.2)

Äëÿ ïðàâèëüíîãî ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ
âåëè÷èíû σ2/λ2, P ∗r, ρf v̇, P ′, ρ̇fr2, ρfrṙ è (ρfvr

2)′ ñëåäóåò çàìåíèòü ïðè-
áëèæåíèÿìè ïî âîçìóùåíèÿì ∆r, ∆v è ∆ρf ñ ñîõðàíåíèåì êâàäðàòè÷íîé
íåëèíåéíîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà íóæíî âûðàçèòü P ∗

èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (6.2) è, ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, íàéòè çà-
âèñèìîñòü ρf = ρf(r, r

′, r′′, r̈, r′′′′). Çàòåì íóæíî ïîäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå
âî âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ, çàòåì, èñïîëüçóÿ íèçøèå ïðèáëèæåíèÿ ïî-
ëó÷åííûõ óðàâíåíèé áåç äèñïåðñèîííûõ è íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, óñòðàíèòü
ïðîèçâîäíûå îò âåëè÷èíû r ïî âðåìåíè âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà è îñòàâèòü
òîëüêî íåëèíåéíûå ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà. Íåîáõîäèìûå äëÿ ïîäñòàíîâîê
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ñòåíîê ïðèâåäåíû íèæå:

P ∗ = −P ∗bs+
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,

ρf = ρf0 + ρfP0H∆P ∗ +
1

2
ρfPP0H

2c2
ρf∆r

2, ∆P ∗ = P ∗ − P ∗0 , P ∗0 =
Ŵ20

r0z′0
,

ρf0 =ρf(P
∗
0H), cρf =

Ŵ220
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− Ŵ20

r2
0z
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0
, ρfP0 =

(
∂ρf
∂P

)

0
, ρfPP0 =

(
∂2ρf
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)

0
,

ρf0(v̇z
′
0 + v0v

′) +Hcρfr
′ = 0,

ρfP0Hcρf ṙz
′
0r

2
0 + 2ρf0r0ṙz

′
0 + 2ρf0v0r0r

′ + ρf0v̇r
2
0 + ρfP0Hcρfr

′v0r
2
0 = 0.
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Ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåàðèçîâàííûé âàðèàíò
ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ñ èñêëþ÷åííîé äèñïåðñèåé.

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà. Óðàâíåíèÿ äàííîãî òèïà îáëàäàþò òèïè÷íûìè äèñ-
ïåðñèîííûìè ñâîéñòâàìè, âîçìîæíîñòü îïðîêèäûâàíèÿ âîëí íå ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ. Ìîæíî ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíûå ìåòîäû, îïèñàííûå â ðàçä. 4.

7 Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñèñòåìû óðàâíåíèé è èõ îáîáùåíèÿ, îïèñûâàþùèå
ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â òðóáàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè. Ðàñ÷åòû çàäà÷è î ðàñ-
ïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ïîêàçàëè, ÷òî íàáëþäàþòñÿ òèïè÷íûå ïðåäñêà-
çûâàåìûå òåîðèåé ñòðóêòóðû îáðàòèìûõ è ñëàáîäèññèïàòèâíûõ ðàçðûâîâ.
Ðàçðàáîòàíà äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòîâ ñ ïðèìåíåíèåì
òðåõñëîéíîé ñõåìû è ñêîððåêòèðîâàííîé äâóõñëîééíîé ñõåìû ñ àïïðîêñè-
ìàöèåé âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòû, ïðèãîäíàÿ äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ðåøåíèé è äðóãèõ íåäèññèïàòèâíûõ è ñëàáîäèññèïàòèâíûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Áàõîëäèí È.Á. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå óåäèíåííûõ âîëí è ñòðóêòóð

ðàçðûâîâ â òðóáàõ ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì// ÆÂÌÌÔ. 2015. Ò.
55. � 11. C. 120�136.

[2] Áàõîëäèí È.Á. Ïðèìåíåíèå òåîðèè îáðàòèìûõ ðàçðûâîâ äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíû â òðóáàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè//
ÏÌÌ. 2017. Ò. 81. Âûï. 4.

[3] Âîëîáóåâ À.Í. Òå÷åíèå æèäêîñòè â òðóáêàõ ñ ýëàñòè÷íûìè ñòåíêàìè//
Óñïåõè ôèç. íàóê. 1995. Ò. 165. � 2. ñ. 177�186.

[4] Epstein M., Johnston J. W. On the exact speed and amplitude of solitary
waves in �uid-�lled elastic tubes// Proc. Roy. Soc. London. A. 2001. V. 457.
I. 2009. P. 1195�1213.

[5] Fu Y.B., Pearce S. P. Characterization and stability of localized
bulging/necking in in�ated membrane tubes // IMA J. Appl. Math. 2010.
V. 75. � 4. P. 581�602.

[6] Fu Y.B., Il'ichev A. Solitary waves in �uid-�lled elastic tubes: existence,
persistence, and the role of axial displacement // IMA J. Appl. Math. 2010.
V. 75. � 2. P. 257�268.

30



[7] Il'ichev A.T., Fu I.B. Stability of aneurism solutions in �uid-�lled elastic
membrane tube// Acta Mech. Sinica. 2012. V. 28. � 4. P. 1209�1218.

[8] Il'ichev A.T., Fu I.B. Localized standing waves in a hyperelastic membrane
tube and their stabilization by a mean �ow// Math. Mech. Solids. 2015. V.
20. I. 10. P. 1198�2014.

[9] Áàõîëäèí È.Á. Áåçäèññèïàòèâíûå ðàçðûâû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-
äû. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 318 ñ.

[10] Áàõîëäèí È.Á. Ðàçðûâû, îïèñûâàåìûå îáîáùåííûìè óðàâíåíèÿìè
Êîðòåâåãà�äå Âðèçà // Èçâ. ÐÀÍ. ÌÆÃ. 1999. �4. Ñ. 95�109.

[11] Áàõîëäèí È.Á. Ñòðóêòóðû ãèäðàâëè÷åñêèõ ïðûæêîâ ïðè íàëè÷èè ëå-
äîâîãî ïîêðûòèÿ // Èçâ. ÐÀÍ. ÌÆÃ. 2000. � 4. Ñ. 139�146.

[12] Áàõîëäèí È.Á. Ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå ñòðóêòóðû ðàçðû-
âîâ äëÿ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì Êîðòåâåãà�
Áþðãåðñà // ÏÌÌ. 2011. T. 75. Âûï. 2. C. 271�302.

[13] Áàõîëäèí È.Á. Òåîðèÿ è êëàññèôèêàöèÿ îáðàòèìûõ ñòðóêòóð ðàçðûâîâ
â ìîäåëÿõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà // ÏÌÌ. 2014. T. 78. Âûï. 6. Ñ.
833�852.

[14] Ogden R. W. Non-linear Elastic Deformations. N. Y.: Dover, 1997.

[15] Ëóðüå À.Â. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.:Íàóêà, 1980. 512 ñ.

[16] Àäàìîâ À.À. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõêîíñòàíòíûõ îáîáùåíèé çà-
êîíà Ãóêà äëÿ èçîòðîïíûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðè êîíå÷íûõ äåôîð-
ìàöèÿõ// ÏÌÒÔ. 2001. Ò. 42. �5. Ñ. 183-192.

[17] Êóëèêîâñêèé À. Ã., Ñâåøíèêîâà Å.È. Íåëèíåéíûå âîëíû â óïðóãèõ ñðå-
äàõ. Ì.:Ìîñê. ëèöåé. 1998. 412 ñ.

[18] Haugton D. M., Ogden R.W. Bifurcation of in�ated circular cylinders of
elastic material under axial loading. I. Membrane theory for thin-walled
tubes// J. Mech. Phys. Solids. 1979. V. 27. � 3. P. 179�212.

[19] Gent A. N. A new constitutive relation for rubber// Rubber Chem. Technol.
1996. V. 69. I. 1. P. 59�61.

[20] Èëüè÷åâ À.Ò. , Ìàð÷åíêî À.Â. Î ðàñïðîñòðàíåíèè äëèííûõ íåëèíåé-
íûõ âîëí â òÿæåëîé æèäêîñòè ïîä ëåäÿíûì ïîêðîâîì // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ.
ÌÆÃ. 1989. � 1. Ñ. 88�95.

31



[21] Ñà÷åíêîâ À.À. Öèêë ëåêöèé ïî òåîðèè èçãèáà ïëàñòèí.//
Ó÷. ïîñîáèå. Êàçàíü: Êàçàíñêèé ôåäåð. óí-ò, 2012. 53 c.
http://repository.kpfu.ru/?p_id=51751

[22] Êîðîáåéíèêîâ Ñ.Í., Îëåéíèêîâ À.À., Ëàðè÷êèí À.Þ., Áàáè÷åâ À.Â.,
Àëåõèí Â.Â. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâêè îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé èçîòðîïíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè//
Äàëüíåâîñò. ìàò. æ. 2013. Ò. 13. � 2. Ñ. 222�249.

[23] Áàõîëäèí È.Á., Åãîðîâà Å.Ð., Èññëåäîâàíèå ìàãíèòîçâóêîâûõ óåäè-
íåííûõ âîëí äëÿ óðàâíåíèé ýëåêòðîííîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè//
ÆÂÌÌÔ. 2011. Ò. 51. � 3. Ñ. 515�528.

[24] Roach P. J. Computational Fluid Dynamics. Albuquerque, NM: Hermosa,
1976 = Ðîó÷ Ï. Äæ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà. Ì.: Ìèð, 1980.
616 ñ.

[25] Áàõâàëîâ Í.Ñ., Æèäêîâ Í.Ï., Êîáåëüêîâ Ã.Ì. ×èñëåííûå ìåòîäû.
Ì.:ÁÈÍÎÌ. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2003. 632 ñ.

Ñîäåðæàíèå
1 Ââåäåíèå 3

2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, ïðåäëàãàåìûå
îáîáùåíèÿ, àíàëèç äèñïåðñèîííûõ âåòâåé 4

3 Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà äëÿ
ñëó÷àåâ çàïîëíåíèÿ òðóáû
æèäêîñòüþ è ãàçîì 10

4 Èñïîëüçóåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû 18

5 Óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ 26

6 Âûâîä óðàâíåíèé âîëí ìàëîé àìïëèòóäû áåç ó÷åòà
óïðóãèõ ïðîäîëüíûõ âîëí 27

7 Çàêëþ÷åíèå 30

32


