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В.Г. Лысов

Об аппроксимациях Эрмита–Паде для произведения двух логариф-
мов.

Рассматриваются аппроксимации Эрмита–Паде для систем функций,
содержащих ln(1+1/z) ln(1−1/z). Исследование мотивировано теоретико-
числовыми приложениями, связанными с диофантовыми приближения-
ми произведений логарифмов. Рассмотрены две конструкции, для кото-
рых удается найти явный вид аппроксимаций Эрмита–Паде. Изучена их
асимптотика и доказана сходимость.

Ключевые слова: многочлены совместной ортогональности, вектор-
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1 Введение и основные результаты

1.1 Мотивация
В работе [15] японский математик Масаёси Хата доказал, что функция

f(x) := ln

(
1− 1

x

)
ln

(
1 +

1

x

)
(1)

принимает иррациональные значения во всех целых точках x > 54. До-
казательство основано на построении в явном виде рациональных ап-
проксимаций типа Паде для функции (1). А именно, рассматривались
последовательности многочленов с целыми коэффициентами Q(x;n, α)
и P (x;n, α), степени не выше n, такие, что

(Qf − P )(x) = O

(
1

x[αn]+1

)
, x→∞. (2)

Случай α = 1 соответствует классическим аппроксимациям Паде в бес-
конечно удаленной точке. В этом случае рациональная функция P/Q
порядка n существует и единственна, однако для произведения логариф-
мов (1) ее явный вид неизвестен. При α < 1 единственности уже нет, и
речь идет о какой-нибудь последовательности решений (2). Хата нашел
следующее представление (формулу Родрига) для знаменателей Q при
α = 1/4:

Q

(
x; 4n,

1

4

)
=

1

n!

dn

dxn
xn(x2 − 1)n

1

(2n)!

d2n

dx2n
x2n(x2 − 1)n (3)

и поставил задачу о нахождении в явном виде каких-нибудь рациональ-
ных аппроксимаций (2) при α ∈ (1/4, 1].

Задача Хаты была решена в [18] для случая α = 1/3. Приведем со-
ответствующую формулу Родрига

Q

(
x; 3n,

1

3

)
=

1

n!
(
[n2 ]!
)2×

×
(

1

x

d

dx

)[n2 ]

(x2 − 1)[n2 ]x2[n2 ]

(
1

x

d

dx

)[n2 ]

x2[n2 ]

(
d

dx

1

x

)n
(x2 − 1)nx2n. (4)

Арифметические свойства коэффициентов многочленов (4) не поз-
воляют доказать иррациональность f(x) при x ∈ {2, 3, . . . , 53}. Однако
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многочлены (4) позволяют улучшить верхнюю оценку меры иррацио-
нальности произведения логарифмов при больших x.

Напомним (см., например, [25]), что мерой иррациональности числа
γ ∈ R \ Q называется точная нижняя грань всех µ, для которых нера-
венство

∣∣∣γ − p
q

∣∣∣ < 1
qµ имеет лишь конечное число решений (p, q) ∈ Z2.

Конструктивное доказательство [15] позволяет оценить сверху меру ир-
рациональности f(x) величиной µ(x), где µ — монотонно убывающая
функция целого аргумента x > 54, имеющая предел lim

x→∞
µ(x) = 5. Мож-

но показать, что рациональные аппроксимации со знаменателями (4) поз-
воляют при x > x0 оценить сверху меру иррациональности числа f(x)
величиной µ̃(x), где lim

x→∞
µ̃(x) = 4. Таким образом, при достаточно боль-

ших x эти аппроксимации улучшают известную оценку меры иррацио-
нальности чисел (1). Настоящая работа содержит подготовительные ре-
зультаты для получения необходимых оценок в этом теоретико-числовом
утверждении.

Отметим, что иррациональность произведения логарифмов при до-
статочно больших целых x была доказана А.И. Галочкиным в работе
[11] в качестве иллюстрации существенно более общего результата. Эф-
фективные оценки в [3], полученные при рассмотрении аппроксимаций
Эрмита–Паде типа I (по классификации Малера [20]), доказывают ир-
рациональность (1) при x > e795. Результат братьев Чудновских [9], ис-
пользующий аппроксимации Эрмита–Паде типа II, позволяет улучшить
границу с e795 до e170.

Рассмотренные Хатой многочлены (3) и рассмотренные нами много-
члены (4) также являются знаменателями диагональных аппроксимаций
Эрмита–Паде типа II для набора из четырех и трех функций соответ-
ственно, каждый из которых содержит функцию (1).

1.2 Аппроксимации Эрмита–Паде

Пусть ~f := (f1, . . . , fr) — вектор ростков аналитических функций в
окрестности бесконечности:

fj(z) =
∞∑
k=0

cjk
zk
, j = 1, . . . , r. (5)

Для вектора ростков ~f и мультииндекса ~n := (n1, . . . , nr) ∈ Zr+ аппрок-
симациями Эрмита–Паде типа II (с общим знаменателем) называется на-
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бор рациональных функций
(
P~n,1
Q~n
, . . . ,

P~n,r
Q~n

)
, таких, что degQ~n 6 |~n| :=

n1 + · · ·+nr и выполнено r интерполяционных условий в бесконечности:

R~n,j(z) := (Q~nfj − P~n,j) (z) = O

(
1

znj+1

)
, z →∞, j = 1, . . . , r. (6)

Такие аппроксимации всегда существуют, нахождение Q~n сводится
к поиску нетривиального решения линейной однородной системы, в ко-
торой количество неизвестных коэффициентов превосходит на единицу
число уравнений. Многочлены P~n,j являются полиномиальными частя-
ми разложений Q~nfj в бесконечности. Функции остатка R~n,j называются
также функциями второго рода.

Для марковских функций:

fj(z) = ŵj(z) :=

∫
∆j

wj(x)dx

z − x
, z ∈ C \∆j, j = 1, . . . , r,

где ∆j — отрезок вещественной оси, а wj — положительный вес на ∆j,
интерполяционные условия эквивалентны соотношениям ортогонально-
сти целым неотрицательным степеням x относительно весов wj: (6)⇔(7),
где ∫

∆j

Q~n(x)xkwj(x)dx = 0, k < nj, j = 1, . . . , r. (7)

Мультииндексы ~n, для которых аппроксимации Эрмита–Паде опре-
делены однозначно (с точностью до постоянного множителя), а степени
Q~n максимальны: degQ~n = |~n|, называются нормальными. Системы (5),
для которых все мультииндексы нормальны, называются совершенными
[20]. Хорошо известны [22] два класса совершенных систем марковских
функций. Это системы Анжелеско и Никишина.

1.3 Система Анжелеско
По определению система Анжелеско [1] соответствует случаю попарно
неперекрывающихся отрезков: cap (∆j ∩∆k) = 0, где cap — логариф-
мическая емкость, для отрезка равная четверти его длины. Из соотно-
шений ортогональности (7) следует, что многочлен Q~n имеет nj пере-
мен знака внутри отрезка ∆j для всех j = 1, . . . , r. Таким образом,
degQ~n = |~n|, а система Анжелеско совершенна. Первый результат об
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асимптотике аппроксимаций Эрмита–Паде для системы Анжелеско по-
лучен в [16], теоретико-числовое приложение рассмотрено в [26]. В работе
[12] на примере системы Анжелеско предложен новый асимптотический
метод, основанный на векторной задаче равновесия логарифмического
потенциала, см. также [13]. Чтобы сформулировать этот результат, вве-
дем необходимые обозначения.

Пусть K — компакт в C, µ — конечная мера с носителем S(µ) ⊆
K, |µ| := µ(K) — положительное число, называемое массой µ. Класс
всех мер массы p > 0 обозначим Mp(K). Для вектора положительных
чисел ~p = (p1, . . . , pr) и набора отрезков ~∆ := (∆1, . . . ,∆r) рассмотрим
прямое произведение множествM~p(~∆) :=Mp1(∆1)×· · ·×Mpr(∆r). Для
матрицы взаимодействия Анжелеско A = (ajk):

A :=


2 1 . . . 1
1 2 . . . 1
... ... . . . ...
1 1 . . . 2


и векторной меры ~µ ∈ M~p(~∆) построим векторный логарифмический
потенциал

(
W ~µ

1 , . . . ,W
~µ
r

)
:

W ~µ
j :=

r∑
k=1

ajkV
µk, V µk(z) :=

∫
ln

1

|z − x|
dµ(x),

где V µk — логарифмический потенциал скалярной меры µk. В классе
M~p(~∆) существует и единственна мера ~λ, удовлетворяющая следующим
условиям равновесия:

W
~λ
j (x)

{
= ωj, x ∈ S(λj),
> ωj, x ∈ ∆j,

j = 1, . . . , r, (8)

где ωj — некоторые постоянные. Таким образом, исходными данными
векторной задачи равновесия (8) являются класс мерM~p(~∆) и матрица
взаимодействия A. Меру ~λ ∈ M~p(~∆) называют векторной равновесной
мерой, соответствующей матрице A. Вопросам существования и един-
ственности широкого класса векторных задач равновесия посвящена ра-
бота [8].

Теперь сформулируем результат [12] о слабой асимптотике аппрокси-
маций Эрмита–Паде для системы Анжелеско.
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Теорема [12]. Пусть Λ ⊂ Zr+ — последовательность мультиин-
дексов, такая, что nj

|~n| → pj, j = 1, . . . , r, при ~n ∈ Λ. Пусть старший
коэффициент Q~n равен единице. Тогда при ~n ∈ Λ имеют место пре-
дельные соотношения:

1

|~n|
ln |Q~n|(z)⇒ −

r∑
j=1

V λj(z), z ∈ K b C \
r⋃
j=1

∆j,

1

|~n|
ln |Rn,j|(z)⇒ V λj(z)− ωj, z ∈ K b C \∆j.

Здесь K — произвольный компакт в указанной области. Справедлива
более точная формулировка, в которой отрезки ∆j заменены на носители
S(λj). В векторных задачах носители равновесных мер могут отличать-
ся от исходных отрезков. Это свойство тесно связано с возникновением
областей расходимости совместных рациональных аппроксимаций. Силь-
ная асимптотика аппроксимаций Эрмита–Паде для системы Анжелеско
исследована в [2], [33]. Перейдем к другому примеру совершенной систе-
мы — системе Никишина.

1.4 Система Никишина
В системе Никишина [21] все отрезки совпадают ∆j = ∆, а на веса wj
наложены некоторые условия «независимости». А именно, пусть ~Γ :=
(Γ1, . . . ,Γr) — набор отрезков вещественной оси, такой, что Γ1 = ∆ и
соседние отрезки попарно не перекрываются: cap (Γj ∩ Γj+1) = 0. Пусть
на каждом из Γj заданы знакопостоянные функции vj, генерирующие
знакопостоянные веса wj на ∆ по следующему правилу:

w1 := v1, wj := 〈v1, . . . , vj〉, j > 2,

где 〈v1, . . . , vj〉 определяются по индукции:

〈v1, v2〉 := v1v̂2,

〈v1, v2, . . . , vj〉 := 〈v1, 〈v2, . . . , vj〉〉, j > 2.

Полное доказательство совершенности системы Никишина было получе-
но в работе [10]. В работе [28] рассмотрена система Никишина, приводя-
щая к доказательству теоремы Апери об иррациональности ζ(3).
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Слабая асимптотика аппроксимаций Эрмита–Паде для системы Ни-
кишина впервые была найдена в работе [14], сильная асимптотика — в
работе [3]. Для целей настоящей работы достаточно ограничиться фор-
мулировкой в случае r = 2. Итак, пусть Γ1,Γ2 — два неперекрывающих-
ся промежутка вещественной оси, v1, v2 — знакопостоянные функции на
них, генерирующие веса w1 = v1, w2 = v1v̂2 на ∆ = Γ1. Пусть ~p := (1, q),
q ∈

(
0, 1

2

]
. В классеM~p(~Γ) определим векторную равновесную меру ~λ с

матрицей взаимодействия Никишина:

A :=

(
2 −1
−1 2

)
.

Теорема [14]. Пусть Λ ⊂ Z2
+ — последовательность мультиин-

дексов, такая, что n1
|~n| → 1 − q, n2

|~n| → q при ~n ∈ Λ. Пусть старший
коэффициент Q~n равен единице. Тогда при ~n ∈ Λ имеют место пре-
дельные соотношения:

1

|~n|
ln |Q~n|(z)⇒ −V λ1(z), z ∈ K b C \∆,

1

|~n|
ln |R~n,1|(z)⇒

(
V λ1 − V λ2

)
(z)− ω1, z ∈ K b C \ (Γ1 ∪ Γ2) ,

1

|~n|
ln |R̃~n,2|(z)⇒ V λ2(z)− ω1 − ω2, z ∈ K b C \ Γ2,

где R̃~n,2 := R~n,2 − v̂2R~n,1.
На самом деле, в работе [14] была предложена конструкция, объеди-

няющая и обобщающая системы Анжелеско и Никишина. Такие системы
удобно ассоциировать с графами-деревьями. Деревья для систем Анже-
леско и Никишина изображены ниже для случая r = 3.

f1

↗
◦ −→ f2 ◦ −→ f1 −→ f2 −→ f3

↘
f3

Доказательство линейной независимости полилогарифмов, основан-
ное на изучении аппроксимаций Эрмита–Паде для систем функций на
бинарных деревьях, получено в [29].
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1.5 Система функций на дереве
Многочлены Хаты (3) являются [17] знаменателями диагональных (для
мультииндекса ~n = (n, n, n, n)) аппроксимациями Эрмита–Паде для си-
стемы функций ~f := (f1, f2, f3, f4), где

f1(z) :=

∫ 1

0

−dx
z − x

= ln

(
1− 1

z

)
, f3(z) :=

∫ 1

0

ln
(
1 + 1

x

)
dx

z − x
,

f2(z) :=

∫ 0

−1

dx

z − x
= ln

(
1 +

1

z

)
, f4(z) :=

∫ 0

−1

ln
(
1− 1

x

)
dx

z − x
.

(9)

Заметим, что сумма функций f3 и f4 дает произведение логарифмов:

(f3 + f4) (z) = − (f1f2) (z) = − ln

(
1− 1

z

)
ln

(
1 +

1

z

)
,

а их разность может быть выражена через дилогарифм Li2. Примеры
явного построения рациональных аппроксимаций для произведений ло-
гарифмов можно найти также в работах [27], [32].

Система функций ~f представляют собой обобщенную систему Ники-
шина (GN-систему, см. [14]), ассоциированную со следующим деревом.

f1 −→ f3

↗
◦
↘

f2 −→ f4

В построении системы (9) участвуют только классические меры Ле-
бега (т.е. все генерирующие функции равны единице). Отметим, что дру-
гой пример системы функций для этого дерева привел к рациональным
приближениям для постоянной Эйлера, см. [4]. Вопрос о совершенно-
сти GN-систем пока остается открытым. В [14] доказана нормальность
индексов ~n, удовлетворяющих условию невозрастания относительно ча-
стичного порядка ≺ на множестве вершин дерева: nj +1 > nk при j ≺ k.
В частности, диагональные индексы для системы (9) нормальны.

Рассмотрим соответствующую (см. [14]) векторную задачу равнове-
сия. Пусть ~F := (F1, F2, F3, F4), где F1 := F4 := [0, 1], F2 := F3 := [−1, 0].
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Пусть ~p = (2, 2, 1, 1), а матрица взаимодействия имеет вид:

A =


2 1 −1 0
1 2 0 −1
−1 0 2 0

0 −1 0 2

 . (10)

В классе M~p(~F ) существует и единственна равновесная (8) мера ~λ с
матрицей взаимодействия (10).

Для того, чтобы сформулировать асимптотический результат для
многочленов (3), которые здесь мы обозначаем Q~n, нам понадобится ин-
формация об их старшем коэффициенте. Старший коэффициент много-
членов (3) равен

a~n :=

(
4n

2n

)(
5n

n

)
, lim

n→∞

ln a~n
n

= 5 ln 5− 4 ln 2 =: a. (11)

Из результата [14] можно вывести следующее утверждение, см. [17].
Утверждение 1. Многочлены Q~n (см. (3)) и их функции второго

рода имеют следующую асимптотику при n→∞:

1

n
ln |Q~n|(z)⇒ −

(
V λ1 + V λ2

)
(z) + a, z ∈ K b C \ [−1, 1],

1

n
ln |R~n,1|(z)⇒

(
V λ1 − V λ3

)
(z)− ω1 + a, z ∈ K b C \ [−1, 1],

1

n
ln |R~n,2|(z)⇒

(
V λ2 − V λ4

)
(z)− ω2 + a, z ∈ K b C \ [−1, 1],

1

n
ln |R̃~n,3|(z)⇒ V λ3(z)− ω1 − ω3 + a, z ∈ K b C \ [−1, 0],

1

n
ln |R̃~n,4|(z)⇒ V λ4(z)− ω2 − ω4 + a, z ∈ K b C \ [0, 1],

где R̃~n,3 := R~n,3 − f2R~n,1, R̃~n,4 := R~n,4 − f1R~n,2.
Найдем явный вид равновесной меры ~λ в терминах алгебраических

функций, подробнее см. [23], [5], [7], [19]. Для этого рассмотрим компакт-
ную риманову поверхность R, которую реализуем в виде склейки вдоль
некоторых разрезов пяти экземпляров сферы Римана. Пусть

R0 := R1 := R2 := C \ [−1, 1],
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R3 := C \ [−1, 0], R4 := C \ [0, 1].

Будем склеивать пары листов вдоль разрезов: верхний берег разреза на
одном листе склеим с нижним берегом на другом листе, и наоборот —
нижний берег на одном листе склеим с верхним берегом на другом. Ли-
сты R0 и R1, а также листы R2 и R4 склеиваются вдоль разреза [0, 1].
Листы R0 и R2, а также R1 и R3 склеиваются вдоль [−1, 0]. Получен-
ная поверхность R имеет по две точки ветвления второго порядка над
точками −1 и 1 и точку ветвления пятого порядка в 0. По формуле
Римана–Гурвица род R равен нулю.

На поверхности R определим рациональную функцию Φ, имеющую
дивизор 4∞0 −

∑4
j=1∞j. Такая функция существует и единственна с

точностью до нормировки. Сужения Φ на листы Rj обозначим Φj.
Можно построить конформное отображение поверхности R на сферу

Римана Cs и найти явный вид функции Φ в координатах s:
Φ = 5s4 − 5s2 + 1,

z =
2s5

5s4 − 5s2 + 1
.

(12)

Равновесная мера ~λ может быть выражена в терминах функции Φ.
Предложение 1. Векторная равновесная мера ~λ для графа-дерева

выражается в терминах функции Φ:

λj(x) =
1

π
Arg Φj(x+ i0), x ∈ Fj, j = 1, 2, 3, 4.

Логарифмические потенциалы V λj компонент равновесной меры вы-
ражаются через ln |Φj|. Свойства Φ и асимптотика из утверждения 1
позволяют доказать сходимость аппроксимаций Эрмита–Паде.

Следствие 1. Диагональные аппроксимации Эрмита–Паде для на-
бора функций ~f сходятся к ним в максимально возможной области:

P~n,j
Q~n

(z)⇒ fj(z), n→∞, z ∈ K b C \ [−1, 1], j = 1, 2, 3, 4.

Сходимость имеет геометрическую скорость, т.е.
∣∣∣P~n,jQ~n
− fj

∣∣∣ < θn, где
величина θ < 1 зависит от компакта K.
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1.6 Система функций на графе
Рассмотрим теперь систему из трех функций ~g = (g1, g2, g3):

g1 := f1, g2 := f2, g3 := −f1f2 = f3 + f4, (13)

где fj определены в (9). Система функций ~g является примером дальней-
шего обобщения систем Никишина на графах. Впервые такое обобщение
возникло в связи с приложениями в задачах о диофантовых приближе-
ниях [30], [31]. Асимптотические вопросы исследовались в [6], [18], [24].

Система функций (13) ассоциирована со следующим графом.

g1

↗ ↘
◦ g3

↘ ↗
g2

Многочлены (4) являются [18] знаменателями диагональных аппрок-
симаций Эрмита–Паде для системы ~g. Степень многочлена (4) равна
6[n2 ]. Нормальными являются только мультииндексы, соответствующие
четным n. Однако для нечетных n аппроксимации Эрмита–Паде также
определены однозначно.

Рассмотрим векторную задачу равновесия, соответствующую такому
графу. Набор компактов ~F определяется так же, как и выше. Матрица
взаимодействия

A =


2 1 −1 0
1 2 0 −1
−1 0 2 1

0 −1 1 2

 (14)

вырождена, имеет ранг три. Определим класс векторных мерM∗(~F ), в
котором фиксируются массы не всех четырех компонент, а задаются три
линейных условия на них:

~µ ∈M∗(~F ) ⇔ S(µj) ⊆ Fj,


|µ3|+ |µ4| = 1,

|µ1| − |µ3| = 1,

|µ2| − |µ4| = 1.
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Рассмотрим задачу равновесия (8) с дополнительным линейным огра-
ничением на постоянные равновесия:

ω1 + ω3 = ω2 + ω4.

Решение ~λ такой задачи существует и единственно. Учитывая единствен-
ность решения и симметрию в задаче, нетрудно убедиться, что λ1(x) =

λ2(−x) и λ3(x) = λ4(−x). Таким образом, ~λ ∈ M~p(~F ) ⊂ M∗(~F ), где
~p :=

(
3
2 ,

3
2 ,

1
2 ,

1
2

)
. Другими словами, в симметричной постановке можно

искать равновесную меру в более узком классе, тогда ограничение на
постоянные равновесия будет выполнено автоматически.

Старший коэффициент многочлена (4) равен

b~n := 22[n2 ]−n
(

4n

2n

)(
n+ 2[n2 ]

n

)(
n+ [n2 ]

n

)
, lim

n→∞

ln b~n
n

= 7 ln 2 =: b.

Слабая асимптотика многочленов (4) и функций второго рода опи-
сывается в следующим утверждении (см. [6], [18]):

Утверждение 2. Многочлены Q~n (см. (4)) и их функции второго
рода имеют следующую асимптотику при n→∞:

1

n
ln |Q~n|(z)⇒ −

(
V λ1 + V λ2

)
(z) + b,

1

n
ln |R~n,1|(z)⇒

(
V λ1 − V λ3

)
(z)− ω1 + b,

1

n
ln |R~n,2|(z)⇒

(
V λ2 − V λ4

)
(z)− ω2 + b,

1

n
ln |R∗~n,3|(z)⇒

(
V λ3 + V λ4

)
(z)− ω + b,

где ω := ω1 +ω3 = ω2 +ω4 и R∗~n,3 := R~n,3− g1R~n,2− g2R~n,1, а сходимость
равномерная на компактах K b C \ [−1, 1].

Найдем теперь явный вид равновесной меры ~λ. Снова рассмотрим
компактную риманову поверхность R∗, на этот раз имеющую четыре
листа. Сделаем разрезы вдоль отрезка [−1, 1] и склеим листы

R∗0 := R∗1 := R∗2 := R∗3 := C \ [−1, 1],

таким образом: лист R∗0 вдоль отрезка [0, 1] склеиваем с R∗1, а вдоль
отрезка [−1, 0] — сR∗2; листR∗3, наоборот, вдоль отрезка [0, 1] склеиваем с
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R∗2, а вдоль [−1, 0] — сR∗1. ПоверхностьR∗ имеет по две точки ветвления
второго порядка над точками −1, 0 и 1, ее род равен нулю.

На поверхности R∗ определим рациональную функцию, имеющую
дивизор 3∞0 −

∑3
j=1∞j. Нам проще будет работать с квадратом этой

функции, который мы обозначим Φ∗. Как и ранее, сужения Φ∗ на листы
R∗j обозначаем Φ∗j .

Можно найти уравнение на алгебраическую функцию Φ∗:
Φ∗ = (4t− 1)(2t− 1)2,

z2 =
4t4

(4t− 1)(2t− 1)2
.

(15)

Аналогично предложению 1 формулируется связь между Φ∗ и равно-
весной мерой ~λ.

Предложение 2. Векторная равновесная мера ~λ для графа выра-
жается в терминах функции Φ∗:

λj(x) =
1

2π
Arg Φ∗j(x+ i0), x ∈ Fj, j = 1, 2, 3.

λ4(x) =
1

2π
Arg Φ∗3(x+ i0), x ∈ F4.

Следствие 2. Диагональные аппроксимации Эрмита–Паде для на-
бора функций ~g сходятся к ним с геометрической скоростью на ком-
пактах в C \ [−1, 1]:

P~n,j
Q~n

(z)⇒ gj(z), n→∞, z ∈ K b C \ [−1, 1], j = 1, 2, 3.

В следующей главе мы докажем предложения 1 и 2 и выведем их
следствия.

2 Доказательства

2.1 Равновесная мера для дерева
Этот подраздел посвящен доказательству предложения 1 и следствия 1.
Пользуясь формулой Родрига (3) и формулой Коши, получим интеграль-
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ное представление для полинома Q~n :

Q~n(z) =
−1

4π2

∫
γz

tn(t2 − 1)n

(t− z)n+1
dt

∫
γt

s2n(s2 − 1)n

(s− t)2n+1
ds. (16)

Здесь γz — замкнутая кривая в плоскости Ct, обходящая точку z, а γt —
замкнутая кривая в Cs, обходящая точку t, направление обхода положи-
тельное. В соответствии с методом перевала основной вклад в асимпто-
тику интеграла (16) дают значения функции

Φ(t, s; z) =
t(t2 − 1)

(t− z)

s2(s2 − 1)

(s− t)2
(17)

в критических точках (t, s):

∂

∂t
ln Φ(t, s; z) =

1

t
+

2t

t2 − 1
− 1

t− z
+

2

s− t
= 0,

∂

∂s
ln Φ(t, s; z) =

2

s
+

2s

s2 − 1
− 2

s− t
= 0.

Выделяя t и s из этой системы и подставляя их в (17), получим алгебра-
ическую функцию Φ от переменной z, заданную параметрически в (12).

Вначале исследуем алгебраическую функцию s от z, см. (12). Поли-
ном 2s5 − z(5s4 − 5s2 + 1) имеет кратные корни только при z = −1, 0, 1.
При z = ±1 у функции s по две точки ветвления второго порядка, в
точке z = 0 — ветвление пятого порядка. Функция s осуществляет кон-
формное отображение римановой поверхности R на Cs. Соответствую-
щие ветви функции s имеют такое поведение в окрестности бесконечно
удаленной точки:

s0(z) ≈ c0z, sj(z) ≈ cj, z →∞, j = 1, 2, 3, 4,

где
c0 =

5

2
,

c1 =

√
5 +
√

5

10
, c3 =

√
5−
√

5

10
,

c2 = −

√
5 +
√

5

10
, c4 = −

√
5−
√

5

10
.
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Отсюда следует, что функция Φ рациональна на поверхности R. Из
представления Φ = 2s5/z вытекает, что Φ имеет следующий дивизор:
полюс четвертого порядка в бесконечности на листе R0 и простые ну-
ли в бесконечных точках на остальных листах. Поведение функции Φ в
окрестности бесконечности и точек ветвления описано ниже.

(1) При z →∞

Φ0(z) ≈ 2c5
0z

4, Φj(z) ≈
2c5

j

z
, j = 1, 2, 3, 4.

(2) В точках z = ±1

Φ1(1) = Φ0(1) = Φ0(−1) = Φ2(−1) = 11 + 5
√

5,

Φ2(1) = Φ4(1) = Φ3(−1) = Φ1(−1) = 11− 5
√

5,

Φ3(1) = Φ4(−1) = 1/16.

(3) В точке z = 0 все Φj(0) = 1.

Нам понадобится следующая лемма.
Лемма 1. Ветви функции Φ обладают следующими свойствами.

1) На отрезке [0, 1] функции Arg Φ1(x+i0) и Arg Φ4(x+i0) возрастают
и имеют следующие приращения:

∆[0,1] Arg Φ1(x+ i0) = 2π,

∆[0,1] Arg Φ4(x+ i0) = π.
(18)

2) На отрезке [−1, 0] функции Arg Φ2(x + i0) и Arg Φ3(x + i0) возрас-
тают и

∆[−1,0] Arg Φ2(x+ i0) = 2π,

∆[−1,0] Arg Φ3(x+ i0) = π.
(19)

3) При z ∈ C \ [−1, 1] выполнены неравенства:

|Φ0(z)| > max(|Φ1(z)|, |Φ2(z)|) >

> min(|Φ1(z)|, |Φ2(z)|) > max(|Φ3(z)|, |Φ4(z)|). (20)



17

Доказательство. Рассмотрим логарифмическую производную Φ:

ϕ(z) :=
Φ′

Φ
(z) =

2s2(2s2 − 1)

z(s4 − 3s2 + 1)
, где s = s(z).

Монотонность Arg Φj(x+i0) при x ∈ (0, 1), и j 6= 3 следует из отсутствия
нулей у Imϕj(x+ i0). Последнее следует из отсутствия у полинома 2s5−
z(5s4 − 5s2 + 1) кратных корней на интервале (0, 1). Формулы (18), (19)
получаем из принципа аргумента. Легко проверить, что Reϕj(x+i0) 6= 0
на (−1, 0) и (0, 1). Отсюда следует монотонность |Φj(x + i0)| на (0, 1) и
(−1, 0). Зная значения Φj в точках −1, 0, 1, проверяем, что неравенства
(20) выполняются как нестрогие на [−1, 1]. Далее пользуемся принципом
максимума. Лемма 1 доказана.

Обозначим λj(x) := 1
π Arg Φj(x + i0) при j = 1, 2, 3, 4 и покажем,

что ~λ = (λ1, λ2, λ3, λ4) — искомая равновесная мера. Из пунктов 1) и 2)
леммы 1 следует, что ~λ ∈M~p(~F ). Далее, используя формулы Сохоцкого
и учитывая поведение Φj в бесконечности, получаем

ln |Φ0| = −V λ1 − V λ2 + ln |2c5
0|, (21)

ln |Φ1| = V λ1 − V λ3 + ln |2c5
1|, ln |Φ3| = V λ3 + ln |2c5

3|,

ln |Φ2| = V λ2 − V λ4 + ln |2c5
2|, ln |Φ4| = V λ4 + ln |2c5

4|.
(22)

Отсюда и из условий склейки листов получаем условия равновесия (8)
с матрицей взаимодействия (10). Таким образом, предложение 1 дока-
зано. При этом имеют место следующие соотношения для постоянных
равновесия:

ω1 = 5 ln
|c0|
|c1|

, ω2 = 5 ln
|c0|
|c2|

, ω3 = 5 ln
|c1|
|c3|

, ω4 = 5 ln
|c2|
|c4|

. (23)

Заметим, что слабый предел (11) старшего коэффициента Q~n (чис-
ло a) совпадает с ln |2c5

0|. Из утверждения 1 и формул (21), (22), (23)
следуют асимптотические формулы при n→∞

n
√
|Q~n|⇒ |Φ0|,

n

√
|R~n,1|⇒ |Φ1|,

n

√
|R̃~n,3|⇒ |Φ3|,

n

√
|R~n,2|⇒ |Φ2|,

n

√
|R̃~n,4|⇒ |Φ4|

равномерно на компактах из C \ [−1, 1]. Отсюда и из неравенств (20)
вытекает сходимость аппроксимаций, т.е. справедливость следствия 1.
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2.2 Равновесная мера для графа
В этом подразделе мы доказываем предложение 2 и следствие из него.
Из формулы Родрига (4) нетрудно получить интегральное представление
для полинома Q~n(z). Для простоты ограничимся четными индексами:

Q2~n(z) =
24n−3i

π3

∫
γz2

(x− 1)nxndx

(x− z2)n+1

∫
γx

sn
√
sds

(s− x)n+1

∫
γs

(t− 1)2nt2ndt√
t(t− s)2n+1

, (24)

где γz2, γx, γs — контуры вокруг точек z2, x и s соответственно. Нахож-
дение асимптотики интеграла (24) сводится к исследованию значений
функции

Φ∗(x, s, t; z) =
(x− 1)xs(t− 1)2t2

(x− z2)(s− x)(t− s)2
(25)

в критических точках (x, s, t):

∂

∂x
ln Φ∗(x, s, t; z) =

1

x− 1
+

1

x
− 1

x− z2
+

1

s− x
= 0,

∂

∂s
ln Φ∗(x, s, t; z) =

1

s
− 1

s− x
+

2

t− s
= 0,

∂

∂t
ln Φ∗(x, s, t; z) =

2

t− 1
+

2

t
− 2

t− s
= 0.

Решения этой системы суть алгебраические функции от z. Подставляя
их в (25), получим алгебраическую функцию Φ∗, имеющую параметри-
ческое представление (15)

Алгебраическое уравнение относительно t (см. (15)) имеет кратные
значения при z = −1, 0, 1 и ∞. Легко проверить, что при z = ±1 функ-
ция t имеет по две точки ветвления второго порядка, при z = 0 — одну
точку ветвления второго порядка, а в точке z = ∞ не имеет ветвле-
ния. Четырехлистная компактная поверхность R∗ является римановой
поверхностью алгебраической функции t.

Функция Φ∗(z) = 4t4(z)/z2 мероморфна на R∗ и, с точностью до
нормировки, определяется своим дивизором: полюс шестого порядка в
бесконечности на R∗0 и нули второго порядка в бесконечных точках на
остальных листах. Перечислим некоторые свойства ветвей (т.е. сужений
на листы R∗j) функции Φ∗, которые сразу следуют из (15).
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(1) Ветви функции Φ∗ симметричны относительно вещественной оси:

Φ∗j(z) = Φ∗j(z).

(2) Ветви функции Φ∗ симметричны относительно нуля:

Φ∗0(z) = Φ∗0(−z), Φ∗1(z) = Φ∗2(−z), Φ∗3(z) = Φ∗3(−z).

(3) При z →∞

Φ∗0(z) ≈ 1024z6, Φ∗1(z) ≈ Φ∗2(z) ≈ 1

4z2
, Φ∗3(z) ≈ 1

64z2
.

(4) При z = 1

Φ∗0(1) = Φ∗1(1) = 17 + 12
√

2, Φ∗2(1) = Φ∗3(1) = 17− 12
√

2.

(5) При z = 0 все Φ∗j(0) = −1.

Теперь установим свойства Φ∗, аналогичные свойствам функции Φ из
леммы 1.

Лемма 2. Ветви функции Φ∗ обладают следующими свойствами.

1) При x ∈ (0, 1) функции Arg Φ∗1(x + i0) и Arg Φ∗3(x + i0) монотонно
возрастают и имеют следующие приращения:

∆[0,1] Arg Φ∗1(x+ i0) = 3π,

∆[0,1] Arg Φ∗3(x+ i0) = π.
(26)

2) При z ∈ C \ [−1, 1] выполнены неравенства:

|Φ∗0(z)| > max(|Φ∗1(z)|, |Φ∗2(z)|) >

> min(|Φ∗1(z)|, |Φ∗2(z)|) > |Φ∗3(z)|. (27)

Доказательство. Обозначим

h(z) :=
(Φ∗)′

Φ∗
(z) =

4t(3t− 1)

z(2t2 − 4t+ 1)
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— логарифмическую производную функции Φ∗. Функция h мероморфна
на R∗. Она удовлетворяет алгебраическому уравнению

z2(1− z2)2h4 + 24z2(1− z2)h2 + 64z(1− z2)h+ 16(4− 3z2) = 0,

из которого видно что Reh(x+ i0) 6= 0 и Imh(x+ i0) 6= 0 при x ∈ (0, 1).
Отсюда следует монотонность Arg Φ∗j(x+i0) и |Φ∗j(x+i0)| на [0, 1]. Теперь
пункт 1) следует из симметрии и принципа аргумента, а пункт 2) — из
симметрии и принципа максимума. Лемма 2 доказана.

Покажем теперь, что

λ1(x) =
1

2π
Arg Φ∗1(x+ i0), λ3(x) =

1

2π
Arg Φ∗3(x+ i0),

λ2(x) =
1

2π
Arg Φ∗2(x+ i0), λ4(x) =

1

2π
Arg Φ∗3(x+ i0)

— суть компоненты векторной равновесной меры ~λ ∈M∗(~F ) с матрицей
взаимодействия (14). Из пункта 1) леммы 2 следует, что λ ∈ M~p(~F ) ⊂
M∗(~F ), где ~p =

(
3
2 ,

3
2 ,

1
2 ,

1
2

)
. Далее по формулам Сохоцкого, учитывая

поведение Φ∗j в бесконечности, получаем следующие соотношения:

1

2
ln |Φ∗0| = −V λ1 − V λ2 + 5 ln 2,

1

2
ln |Φ∗1| = V λ1 − V λ3 − ln 2,

1

2
ln |Φ∗2| = V λ2 − V λ4 − ln 2,

1

2
ln |Φ∗3| = V λ3 + V λ4 − 3 ln 2.

Отсюда и из условий склейки листов получаем условия равновесия (8)
с матрицей (14). Подставим полученные выражения в асимптотические
формулы утверждения 2. Получим, что при n → ∞ имеет место сходи-
мость равномерно на компактах из C \ [−1, 1]:

n

√
|R2~n,1|⇒ 24|Φ∗1|, n

√
|R∗2~n,3|⇒ 24|Φ∗3|,

n

√
|R2~n,2|⇒ 24|Φ∗2|,

n
√
|Q2~n|⇒ 24|Φ∗0|.

Отсюда и из пункта 2) леммы 2 вытекает справедливость следствия 2.
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