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А.В. Бобылев, В.Ю. Быченков, И.Ф. Потапенко

Численное исследование стохастического ускорения электронов плазменны-
ми ВКР волнами
Численно исследуется нагрев и ускорение электронов плазменным кильва-
терным полем, создаваемым лазерным импульсом, на основе кинетическо-
го пространственно-неоднородного уравнения Фоккера–Планка. Релятивист-
ски сильный лазерный импульс распространяется с заданными плотностью и
квазистационарным спектром плазменных полей в плазме. Стохастический
нагрев учитывается с помощью квазилинейной диффузии в пространстве
импульсов. Вычисляется и исследуется структура функции распределения
электронов под действием вынужденного комбинационного рассеяния (ВКР)
вперед. В процессе распространения импульса вблизи за фронтом наблюда-
ется формирование вытянутых хвостов распределения. Численное решение
асимптотически совпадает с полученным аналитическим решением.

Ключевые слова: релятивистский лазерный импульс, вынужденное ком-
бинационное рассеяние, кинетическое уравнение Фоккера-Планка, стохасти-
ческая диффузия, хвосты электронной функции распределения, аналитиче-
ское асимптотическое решение
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Stochastic electron acceleration by plasmic waves stimulated by induced Raman
scattering
Electron heating and acceleration by wakefield caused by the laser pulse is studied
with help of the space nonuniform Fokker–Planck equation. Relativistic intense
laser pulse propagates in a plasma with prescribed values of density and quasi
stationary plasma wave spectrum. Stochastic electron heating is described with
help of quasi linear diffusion in the momentum space. The structure of the electron
distribution function under induced Raman forward scattering is investigated.
Previous to front, the extending distribution function tails is building-up in the
course of impulse propagation. Numerical solution has the coincident asymptotic
form with the obtained analytical solution.
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Введение

Лазерные методы ускорения заряженных частиц являются основным на-
правлением исследований по взаимодействию коротких лазерных импульсов
релятивистской интенсивности с плазмой. При этом, наибольший прогресс
достигнут в ускорении электронов при распространении мощных световых
импульсов в разреженной плазме. В этом случае получены максимальные
энергии электронов, ускоряемых плазменным кильватерным полем, созда-
ваемым фемтосекундным лазерным импульсом [1, 2]. Именно короткий ла-
зерный импульс с продольным размером, сравнимым с длиной волны плаз-
менных колебаний, эффективен для получения коротких моноэнергетических
(квазимоноэнергетических) электронных пучков.

Вместе с тем, представляет интерес и получение распределенных по энер-
гии электронных пучков высоких энергий, например, для моделирования аст-
рофизических потоков электронов [3] или для радиационных испытаний кос-
мической электроники в лаборатории [4]. Такие пучки, например, можно по-
лучить при возбуждении плазменных волн более длинными лазерными им-
пульсами в результате развития вынужденного комбинационного рассеяния
(ВКР) [5] - [8]. В отличие от генерации квазимоноэнергетических сгустков
ультракоротким лазерным импульсом, полный заряд релятивистских элек-
тронов с широким спектром, которые генерируются более длинным лазер-
ным импульсом (когда длительность импульса превосходит длину плазмен-
ной волны), оказывается существенно выше, делая последнюю схему взаи-
модействия привлекательной для упомянутых выше приложений. Отметим,
что для объяснения лазерной генерации электронов с широкими энергети-
ческими спектрами привлекалось представление о стохастическом характере
нагрева электронов при взаимодействии лазерных импульсов как с газовыми,
так и твердотельными мишенями [9] - [14].
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Стохастический нагрев и ускорение электронов турбулентными плазмен-
ными полями, возникающими на нелинейной стадии ВКР, эффективные для
ВКР в направлении вперед (ВКРВ) и для достаточно длинных лазерных им-
пульсов, типичны на уровне времен порядка 1𝑝𝑠. Возникновение высокоэнер-
гетичных электронов объясняется рассеянием частиц на интенсивных ВКРВ
плазменных волнах. Это диффузионное рассеяние электронов в простран-
стве импульсов может быть описано уравнением Фоккера–Планка в квази-
линейном приближении с помощью диффузионного оператора, в котором
коэффициент диффузии пропорционален плотности энергии нерегулярных
(турбулентных) плазменных полей [13]. Такая диффузия приводит к нагреву
электронов и формированию высокоэнергетических хвостов распределения
релятивистски горячих электронов.

Следуя такой модели, в данной работе на основе численного решения ки-
нетического уравнения с использованием явной конечно-разностной схемы
расчета изучается распределение электронов при ВКРВ за фронтом реля-
тивистски сильного лазерного импульса, распространяющегося в плазме с
заданными плотностью и квазистационарным спектром плазменных полей.

Материал данной работы излагается далее в следующем порядке. Обсуж-
даются постановка задачи, кинетическое уравнение для электронов и ана-
лиз взаимодействия входящих в это уравнение операторов. Далее приводятся
дискретная модель и алгоритм численного решения кинетического уравне-
ния для электронов в 1D2V геометрии. Обсуждаются результаты численного
моделирования для различных параметров расчета. Проведенное численное
моделирование дополняется аналитической моделью, в которой рассматрива-
ется решение уравнения Фоккера–Планка при упрощающих предположени-
ях. В заключение, численные результаты сравниваются с асимптотическими
результатами приближенного аналитического подхода. Продемонстрировано
их хорошее совпадение.

Постановка задачи

Стохастический нагрев электронов может быть исследован на основе квази-
линейной диффузии [15], [16] с помощью кинетического уравнения Фоккера—
Планка. Это уравнение описывает эволюцию электронной функции распре-
деления как рассеяние частиц в пространстве импульсов, нагрев электронов и
их ускорение: отрастание высокоэнергетических хвостов функции распреде-
ления. Для медленно меняющейся части функции распределения электронов,
усредненной по периоду плазменного поля, кинетическое уравнение можно
записать в форме квазилинейного оператора. Одномерное по геометрическо-
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му пространству и пространству импульсов 1D1V кинетическое уравнение
имеет вид

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝜃(𝑣𝑔𝑡− 𝑥)

𝜕

𝜕𝑝𝑥

(︂
𝐷𝑥𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑝𝑥

)︂
. (1)

Плотность электронов 𝑛𝑒(𝑥) и коэффициент квазилинейной диффузии
𝐷𝑥𝑥, содержащий информацию о характере взаимодействия с волнами, в про-
странстве электронных импульсов [13] определяются следующим образом:

𝑛𝑒(𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥, 𝑝𝑥, 𝑡) 𝑑𝑝𝑥, 𝐷𝑥𝑥 ≃
8𝜋2𝑒2

|𝑣𝑥|
𝑊

(︂
𝑘𝑥 =

𝜔𝑝𝑒

|𝑣𝑥|

)︂
.

В правой части уравнения (1), с помощью функции единичного скачка 𝜃(𝑥)
(функции Хевисайда), в явном виде введен фронт лазерного импульса 𝑥𝑓(𝑡),
распространяющегося по плазме с групповой скоростью 𝑣𝑔:

𝑥𝑓(𝑡) = 𝑣𝑔 · 𝑡, 𝜃[𝑥𝑓(𝑡) − 𝑥] =

{︃
1, 𝑥𝑓(𝑡) ≥ 𝑥,

0, 𝑥𝑓(𝑡) < 𝑥.
(2)

За фронтом импульса 0 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑓 имеет место диффузионное рассеяние
(нагрев) электронов. Импульс электрона 𝑝 ≡ 𝑝𝑥 связан с его скоростью, 𝑣 ≡
𝑣𝑥, релятивистским соотношением,

𝑣

𝑐
=

𝑝

(𝑚2
𝑒𝑐

2 + 𝑝2)1/2
.

Коэффициент диффузии, 𝐷𝑥𝑥, определяется спектральной плотностью
энергии плазменных волн 𝑊 (𝑘𝑥) для резонансного волнового числа 𝜔𝑝𝑒/𝑣,
где 𝜔𝑝𝑒 – электронная ленгмюровская частота невозмущенной плазмы:

𝜔𝑝𝑒 = (4𝜋𝑒2 𝑛𝑒0/𝑚𝑒)
1/2 .

Как только релятивистски интенсивный лазерный импульс (с безразмер-
ной амплитудой 𝑎 = 𝑒𝐸𝐿/𝑚𝑒𝜔 𝑐 ∼ 1) входит в плазму, за его фронтом воз-
буждаются ВКРВ плазменные колебания с волновым вектором 𝑘𝑥 ≈ 𝑘𝑝 =
𝜔𝑝𝑒/𝑐. Амплитуда этих колебаний нарастает от фронта и, в плазме с элек-
тронной плотностью 𝑛𝑒0, составляющей несколько процентов от критической
плотности, насыщается на уровне порядка 10% от амплитуды лазерного поля
буквально на нескольких длинах плазменной волны [13]. В режиме насыще-
ния спектр продольного электрического поля оказывается обогащен длинны-
ми волнами, 𝑘𝑥 < 𝑘𝑝, и подобен белому шуму с коротковолновой отсечкой при
𝑘𝑥 ≈ 𝑘𝑝. Поэтому далее, в соответствии с вышесказанным, для качественного
описания спектра ВКРВ плазменных волн мы принимаем
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𝑊 = 𝑊0{𝜃(𝑘𝑝 − 𝑘𝑥) + 𝜃(𝑘𝑥 − 𝑘𝑝) exp[(𝑘𝑝 − 𝑘𝑥)/𝛿𝑘]} .

Здесь, 𝑊0 = 𝐸2
𝑝/8𝜋𝑘𝑝 пропорциональна полной плотности энергии плазмен-

ных колебаний

𝐸2
𝑝/8𝜋 =

∞∫︁
0

𝑊𝑑𝑘𝑥, 𝛿𝑘 << 𝑘𝑝 .

Тогда для коэффициента квазилинейной диффузии мы получим следующее
приближенное выражение

𝐷𝑥𝑥 = 𝜔𝑝𝑒(𝑚𝑒𝑐)
2 𝑎2𝑝

𝑐

|𝑣|
exp

[︂(︂
1 − 𝑐

|𝑣|

)︂
𝑘𝑝
𝛿𝑘

]︂
,

где 𝑎2𝑝 = (𝑒𝐸𝑝/𝑚𝑒𝜔𝑝𝑒𝑐)
2 – безразмерная плотность энергии плазменных волн.

Наша цель – найти решение уравнения (1), (2), которое определяет эво-
люцию функции распределения под действием двух механизмов: релятивист-
ского переноса в геометрическом пространстве, а также процесса диффузии в
импульсном пространстве, с движущейся во времени границей диффузионно-
го воздействия, 𝑥𝑓 = 𝑣𝑔𝑡 , которое захватывает новые области невозмущенной
плазмы 𝑥𝑓(𝑡) ≥ 𝑥 > 0.

Кинетическое уравнение для электронов:
перенос и диффузия

Прежде чем перейти к описанию дискретной модели и численному решению,
перенормируем величины, входящие в уравнение (1), (2). Используем в ка-
честве нормировки следующие характерные величины:

𝑓 → 𝑓 · 𝑛0

𝑚𝑒𝑐
, 𝑝𝑥 → 𝑝𝑥·𝑚𝑒𝑐 , 𝑣𝑥 → 𝑣𝑥·𝑐 , 𝑡 → 𝑡· 1

𝜔𝑝𝑒𝑎2𝑝
, 𝑥 → 𝑥· 𝑐

𝜔𝑝𝑒𝑎2𝑝
. (3)

Кинетическое уравнение для электронов в безразмерных переменных примет
вид

𝑓𝑡+𝑢(𝑝)
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝜃(𝑣𝑔𝑡−𝑥)

𝜕

𝜕𝑝

[︂
𝐷(𝑝)

𝜕𝑓

𝜕𝑝

]︂
, 0 ≤ 𝑥 < ∞, −∞ < 𝑝 < ∞, 𝑡 ≥ 0, (4)

где

𝑢(𝑝) =
𝑝√︀

1 + 𝑝2
, 𝐷(𝑝) = 𝐷0 ·

1

|𝑢|
exp

[︂(︂
|𝑢| − 1

𝛿|𝑢|

)︂]︂
, 𝛿 = 𝛿𝑘/𝑘𝑝 . (5)
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Функция 𝑢(𝑝) меняет знак в точке 𝑝 = 0 и достаточно быстро выходит на
практически постоянное значение. Из графика (рис.1) видно, что |𝑢(𝑝)| ≈ 1
уже для 𝑝 ≥ 5. В отсутствие стохастического нагрева решением уравне-
ния (1) являются бегущие волны, распространяющиеся в противоположных
направлениях с изменяющейся скоростью 0 ≤ 𝑢(𝑝) ≤ ±1: правая – для от-
рицательных (по отношению к 𝑥) импульсам и левая – для положительных
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑝) ∼ 𝑓0(𝑡, 𝑥− 𝑢(𝑝) · 𝑡, 𝑝).

Диффузионный оператор выполаживает функцию распределения в им-
пульсном пространстве. Множитель 𝐷0 в коэффициенте 𝐷(𝑝) = 𝐷(|𝑢(𝑝)|)
определяет в уравнении (4) интенсивность нагрева. Для простоты эта посто-
янная в численном решении, при соответствующей нормировке, может счи-
таться равной единице. Коэффициент диффузии 𝐷(𝑝) → 1 при 𝑝 → ∞. По-
стоянная 𝛿 в формуле (5) в рассматриваемой задаче имеет значения порядка
𝛿 ≤ 0.2 ÷ 0.3. Этот параметр определяет зависимость от импульса коэффи-
циента диффузии, который резко изменяется в узкой окрестности значений
импульса 𝑝 = 0 и, по сути, определяет интенсивность (скорость) взаимо-
действия плазмы с волнами. То есть, чем холоднее плазма (у́же начальная
функция распределения электронов), тем больше времени займет процесс
диффузии и, соответственно, стохастического нагрева. На рис. 2 приведена
зависимость 𝐷(𝑝) для 𝛿 = 0.3, из которой видно, что 𝐷(𝑝) ≃ 1 для | 𝑝 |≥ 5
и 𝐷(𝑝) ≃ 0 | 𝑝 |≪ 1. Следовательно, стохастический нагрев вблизи значе-
ния импульса 𝑝 = 0 будет медленным и существенным образом зависит как
от степени размытости начальной функции распределения, так и от времени
расчета (времени действия диффузии). При этом в непосредственной близи
𝑝 = 0 функция распределения 𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡) будет оставаться неизменной.

Рис.1. Зависимость 𝑢(𝑝). Рис.2. Зависимость 𝐷(𝑝).

Эволюция функции распределения электронов определяется в уравне-
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нии (4), (5) взаимодействием операторов переноса по пространству и диффу-
зии в импульсном пространстве. Диффузионный оператор нагревает электро-
ны и формирует высокоэнергетичные хвосты функции распределения. Его
воздействие вблизи фронта зависит от 𝑣𝑔: чем меньше 𝑣𝑔, тем больше раз-
мывание распределения, тем больше нагрев. Обычное значение групповой
скорости близко к скорости света 1 ≥ 𝑣𝑔 ≥ 0.9, однако интересны и мень-
шие значения 𝑣𝑔 ∼ 0.7 − 0.8. Сделаем замену переменных в уравнении (4):
𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡) → 𝑓(𝜉, 𝑝, 𝑡), где 𝜉(𝑡) = 𝑣𝑔𝑡− 𝑥. Получим уравнение

𝑓𝑡 + 𝑢1(𝑝)
𝜕𝑓

𝜕𝜉
= 𝐷̃(𝜉(𝑡), 𝑝)

𝜕2𝑓

𝜕𝑝2
, 0 ≤ 𝜉(𝑡) < 𝑥𝑓(𝑡), −∞ < 𝑝 < ∞, 𝑡 > 0, (6)

в котором 𝑢1(𝑝) = 𝑣𝑔 − 𝑢(𝑝). Это уравнение имеет ту же структуру, что и ис-
ходное уравнение (4), однако в нём явным образом выделено действие груп-
повой скорости 𝑣𝑔, которая входит теперь в характеристику уравнения (6)
𝑢1(𝑝). На рис. 3 показана зависимость функции 𝑢1(𝑝) от импульса для раз-
личных значений 𝑣𝑔. Видно, что 𝑢1(𝑝) имеет небольшие отрицательные зна-
чения для реальных значений групповой скорости 𝑣𝑔. Можно сказать, что
𝑝𝑔

2 = 𝑣2𝑔/(1− 𝑣2𝑔) является точкой, в которой решение левой части уравнения
(уравнение переноса) разбивается на левую и правую волну. Если мы возьмем
𝑣𝑔 > 1, то 𝑢1(𝑝) > 0 для любых значений импульса.

Рис. 3. Зависимость 𝑢1(𝑝) для различных значений параметра 𝑣𝑔.

Действие диффузионного оператора приводит к размыванию начальной
функции распределения электронов, формированию высокоэнергетичных хво-
стов вблизи фронта лазерного импульса с последующим выполаживанием
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распределения в импульсном пространстве далеко за фронтом 0 < 𝑥 << 𝑥𝑓(𝑡)
лазерного импульса, распространяющегося в плазме со скоростью 𝑣𝑔. Чем
больше скорость 𝑣𝑔, тем меньше времени на диффузионное рассеяние элек-
тронов вблизи фронта и тем профиль функции распределения ближе к на-
чальному распределению сразу за фронтом импульса.

Дискретная модель и численный алгоритм

Предполагается, что при 𝑡 = 0 лазерный импульс входит в однородную плаз-
му, находящуюся слева от границы 𝑥 = 0. Начальное распределение электро-
нов однородно по пространству и сосредоточено в узкой области −∆𝑝 ≤ 𝑝 ≤
∆𝑝, ∆𝑝 << 1 (холодная плазма). Например, это может быть распределение
Гаусса, дельта-функция и т.п. Эволюция электронов описывается уравнением

𝑓𝑡 + 𝑢(𝑝)
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝐷(𝑡, 𝑥, 𝑝)

𝜕2𝑓

𝜕𝑝2
, 0 ≤ 𝑥 < ∞, −∞ < 𝑝 < ∞, 𝑡 ≥ 0 ,

где

𝑢(𝑝) =
𝑝√︀

1 + 𝑝2
, 𝐷(𝑡, 𝑥, 𝑝) = 𝐷(𝑝) · 𝜃[𝜉(𝑥, 𝑡)], 𝜉(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑓(𝑡) − 𝑥.

Начальное распределение определяет плотность

𝑛(𝑥) =

∫︁
𝑑𝑝 𝑓0(𝑥, 𝑝).

Вследствие того, что релятивистский импульс захватывает новые области
пространства, плотность плазмы растет со временем. Для удобства числен-
ного рассмотрения можно ввести дополнительную нормировку на функцию
распределения исходя из полного рассматриваемого интервала 𝑥𝑚𝑎𝑥, напри-
мер так, чтобы ∫︁ 𝑥𝑚𝑎𝑥

0

𝑑𝑥𝑛(𝑥, 𝑡) = 1.

Перейдем к описанию дискретной модели для уравнения. Рассмотрим рас-
четную область размера 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 𝐿. Введем пространственно-временную сетку
𝜔 = 𝜔ℎ × 𝜔𝑡, где

𝜔𝑥 = {𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + ∆𝑥, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝐾, 𝑥0 = 0, 𝑥𝐾 = 𝐿},
𝜔𝑡 = {𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛+M 𝑡, 𝑛 = 0, 1, ..., 𝑡0 = 0},
𝜔𝑝 = {𝑝𝑗+1 = 𝑝𝑗 + ∆𝑝, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝐽, 𝑝0 = −𝑝𝑚𝑎𝑥, 𝑝𝐽 = 𝑝𝑚𝑎𝑥}.
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Начальное условие выбираем однородным по пространству, для каж-
дой точки 𝑥 виде гауссового распределения по импульсам с узким разбросом
около 𝑝 = 0. Типичный пример такого распределения в разностном случае
представлен на рис. 4.

Рис. 4. Пример аппроксимации начальной функции распределения.

Плотность электронов, как и другие интегральные характеристики, как
обычно, аппроксимируются суммами

∞∫︁
−∞

𝑑𝑝𝑓 0(𝑥, 𝑝) = 𝑛(𝑥) ∝
∑︁
𝑗

∆𝑝𝑓 0
𝑘,𝑗 = 𝑛𝑘.

Для корректной сшивки начальной функции распределения с граничным
условием введено отступление на шаг ∆𝑥 в точке 𝑥0 = 0 : 𝑓 0(𝑥0, 𝑝𝑗) = 0 для
всех 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝐽 .

Граничные условия. Поскольку мы решаем начально-граничную за-
дачу, нам нужно определить граничные условия по пространству 𝑥 и по мо-
ментному пространству 𝑝.

Граничные условия по импульсу 𝑝 для диффузионного оператора – это
условия отсутствия потока частиц через границы области:[︂

𝐷(𝑝)
𝜕𝑓

𝜕𝑝

]︂𝑝𝑚𝑎𝑥

𝑝𝑚𝑖𝑛

= 0.

Граничные условия для оператора переноса по пространству ставятся,
исходя из характера решения для дифференциального уравнения – бегущей
вправо или влево волны, а также некоторых физических соображений. А
именно, мы предполагаем, что слева от границы 𝑥 ≤ 0 имеется вакуум, т.е.
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частицы не влетают в рассматриваемую область. Следовательно, на левой
границе

𝑥 = 0 : 𝑓 (𝑡, 𝑥 = 0, 𝑝 > 0) = 0

для частиц, летящих внутрь области с 𝑝 > 0. На правой границе, т.е. в об-
ласти, близкой к фронту импульса 𝑥𝑓(𝑡), для функции налетающих частиц с
𝑝 > 0 граничное условие не требуется.

Для частиц, летящих в противоположном направлении, т.е. имеющих от-
рицательные (относительно 𝑥) импульсы, граничное условие имеет вид

𝑥 = 𝑥𝑓(𝑡) : 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑝 < 0) = 𝑓 0
𝑘,𝑗 = 𝛿(𝑝).

На противоположной границе 𝑥 = 0 для налетающих частиц с 𝑝 < 0 гра-
ничное условие для функции распределения не требуется, функция остается
такой, какой она получается из численного решения уравнения.

Заметим, что граничные условия при 𝑥 = 0 могут меняться в соответ-
ствии с другой физической постановкой задачи. Однако в данной работе нас
интересует, главным образом, состояние плазмы вблизи фронта лазерного
импульса, и поэтому условия при 𝑥 = 0 не играют существенной роли.

В разностной схеме граничные условия по импульсу аппроксимируются
соответствующим образом в граничных точках алгебраического уравнения.
Отметим, что в расчетах область импульсного пространства [−𝑝𝑚𝑎𝑥, 𝑝𝑚𝑎𝑥] вы-
биралась достаточно большой так, чтобы функция распределения была близ-
ка к машинному нулю (хотя это и не является обязательным условием).

Мы используем явную конечно-разностную схему расчета. Разностная ап-
проксимация адвективного члена (переноса) 𝜕𝑓/𝜕𝑡 + 𝑢(𝑝) 𝜕𝑓/𝜕𝑥 базируется
на down-wind (производная назад) аппроксимации и выглядит следующим
образом:

𝑇𝑟𝑘,𝑗 =
1

2∆𝑥

[︂
𝑢𝑗

𝑓𝑛𝑘+1,𝑗 − 𝑓𝑛𝑘−1,𝑗

2
− |𝑢𝑗|

(𝑓𝑛𝑘+1,𝑗 − 2𝑓𝑛𝑘,𝑗 + 𝑓𝑛𝑘−1,𝑗)

2

]︂
.

Оператор диффузии в импульсном пространстве аппроксимируется обычным
образом с учетом граничных условий:

𝑇𝑝+𝑘,𝑗 = 𝐷(𝑘)
𝑓𝑛
𝑘,𝑗+1 − 𝑓𝑛

𝑘,𝑗

𝑑𝑝
; 𝑇𝑝−𝑘,𝑗 = 𝐷(𝑘)

𝑓𝑛
𝑘,𝑗 − 𝑓𝑛

𝑘,𝑗−1

𝑑𝑝
; 𝑗 = 2, .., 𝐽 − 1;

𝑇𝑝𝑘,1 = 2
𝑇𝑝+𝑘,𝑗
𝑑𝑝

; 𝑇𝑝𝑘,𝐽 = −2
𝑇𝑝−𝑘,𝑗
𝑑𝑝

; 𝑇𝑝𝑘,𝑗 =
𝑇𝑝+𝑘,𝑗 − 𝑇𝑝−𝑘,𝑗

𝑑𝑝
.

(7)

Тогда сеточная функция распределения на новом шаге 𝑡𝑛+1 (первый порядок
аппроксимации по времени) определяется явным выражением

𝑓𝑛+1 = 𝑓𝑛
𝑘,𝑗 − 𝑑𝑡 · (𝑇𝑟𝑘,𝑗 + 𝑇𝑝𝑘,𝑗) .



12

Шаги сетки, которые мы брали в расчетах, менялись. Обычно выбирался
шаг ∆𝑝 = ∆𝑥 = 0.05 (из-за экономии времени расчета и приемлемого уров-
ня ошибки аппроксимации). Шаг по времени ограничивается максимальной
величиной начальной функции распределения и условием Куранта. Строго
говоря, если 1− 𝜀 ≤ 𝑣𝑔 ≤ 1 + 𝜀 и 𝜀 ∼ 10−4− 10−2, то для малых 𝜀 желательна
более мелкая сетка по импульсам. Кроме того, более мелкая сетка улучшает
аппроксимацию и снижает уровень численной диффузии. Однако мы оста-
вим детальное исследование таких значений на будущее для специально рас-
сматриваемых конкретных приложений, как и функциональную зависимость
коэффициента диффузии, более детально приближенную к конкретному экс-
перименту.

Численные результаты

Приведем иллюстративные графики плотности и энергетической характери-
стики (

∫︀
𝑓𝑝2𝑑𝑝). Как уже отмечалось, при движении фронта лазерного им-

пульса его воздействие захватывает новые фракции плазмы, вследствие чего
плотность числа частиц растет со временем. Вместе с тем, воможен уход ча-
стиц через границу 𝑥 = 0. На рис. 5 слева приведен график плотности (в
произвольных единицах) в зависимости от переменной 𝜉 для различных мо-
ментов времени. Плотность скачком вырастает около значения 𝑣𝑔 · 𝑡 ≈ 𝑥𝑓 .
Справа на рис. 5 дана зависимость от времени энергии, энергии за фронтом
импульса и плотности, общей и сразу за фронтом, нормированные на свое
начальное значение.

Рис. 5. Зависимость от времени плотности электронов 𝑛(𝜉) (слева). За-
висимость энергии и плотности от времени - справа. Пунктирные линии при-
ведены для значений величин в непосредственной близи фронта импульса.
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Видно, что общая энергия слегка растет из-за стохастического нагрева, а
энергия электронов за фронтом импульса нарастает существенно. Общая
(нормированная на свое начальное значение) плотность слегка уменьшает-
ся (утечка через границу), однако плотность около фронта также нарастает
заметно.

Теперь приведем результаты численного расчета эволюции функции рас-
пределения для коэффициента диффузии, зависящего резко от импульса в
окрестности нулевых его значений, 𝛿 = 0.3 (5). Видно, что нормированная на
свое значение при 𝑝 = 0 функция распределения, 𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡)/𝑓(𝑥, 0, 𝑡) состоит
из двух частей (рис. 6) для положительных и отрицательных импульсов с
особенностью в точке 𝑝 = 0. Для положительных импульсов вблизи фронта
отрастают ускоренные хвосты, в то время как для отрицательных импульсов
решение практически не меняется. Сшивка этих двух ветвей решения про-
исходит с начальной функцией распределения, в узкой окрестности 𝑝 = 0.
Справа показан этот график более детально.

Рис. 6. Нормированная функция вблизи фронта лазерного импульса 𝑥𝑓(𝑡).

Как видно из рисунка 6, для момента времени 𝑡2 = 75 (штрих-пунктирная
линия) хвостовое распределение электронов значительно выше, чем для вре-
мени 𝑡1 = 25 (пунктирная линия). Изменение происходит за интервал време-
ни ∆𝑡 = 50. С другой стороны, для моментов времени 𝑡4 = 250 и 𝑡5 = 500
(сплошные линии), то есть за интервал ∆𝑡 = 250, функции меняются мало.
В рассматриваемой области импульсов 0 < 𝑝 ≤ 100 происходит, в целом,
установление функции распределения.

Если мы будем наблюдать за фиксированной точкой 𝑥, то увидим, что
pешение со временем выравнивается по импульсам. На рис. 7 представлена
эволюция функции распределения, которая выполаживается по импульсам со
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временем, при этом максимум нормированной функции смещается в сторону
𝑝 < 0 (справа это видно нагляднее), поскольку в плазму (для положительных
направлений импульса) частицы не влетают и функция распределения равна
0. Фронт импульса уходит вперед и далеко за фронтом функция распределе-
ния электронов размывается, нагревается и выравнивается.

Рис. 7. Эволюция функции распределения во времени для фиксированно-
го значения 𝑥.

Более ясно картина эволюции электронной функции распределения во
времени представлена на рис. 8 для трех значений 𝑥 и 𝑡 в виде ее линий уровня
в координатах 𝑥, 𝑝. Этот график хорошо иллюстрирует вышесказанное.

Рис. 8. Линии уровня функции распределения в координатах 𝑥, 𝑝 для трех
моментов времени 𝑡.
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Рассмотрим упрощенный вариант задачи, когда коэффициент квазили-
нейной диффузии в уравнении (4) постоянен в импульсном пространстве. В
этом случае начальная функция распределения размывается интенсивно в
окрестности нулевого импульса за короткий промежуток времени. Однако
можно ожидать, что в области |𝑝| → ∞ поведение функции распределения
описывается вышеуказанным образом.

В качестве иллюстративного примера приведем расчет функции распре-
деления для постоянного коэффициента 𝐷(𝑝) = 1 и 𝑣𝑔 = 1. Видно (рис. 9),
что общий функциональный характер решения в области |𝑝| >> 1 имеет
такой же вид, как и для случая 𝐷 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 в окрестности 𝑝 = 0. На рис.
9 приводится нормированная функция распределения за фронтом для двух
моментов 𝑥𝑓(𝑡1, 𝑡2) (в логарифмическом масштабе). Решение состоит из двух
частей, сшитых в точке 𝑝 = 0. Хвосты распределения существенно отрастают
для положительных импульсов, в то время как для отрицательных направ-
лений импульса функция практически не меняется. То есть, мы наблюдаем
качественно то же поведение распределения, исключая область |𝑝| < 1.

Рис. 9. Зависимость функции распределения от импульса в разные мо-
менты времени около фронта 𝑥𝑓 .

На рис. 10 функция распределения дана для фиксированного значения
𝑥 и двух моментов времени: один – 𝑡 ≃ 𝑥𝑓 и второй – 𝑡 ≃ 2𝑥𝑓 . Как видно,
со временем электронная функция под постоянным действием диффузии в
областях далеко за фронтом, как и должно быть, выполаживаются, сохраняя
качественно характер распределения и обладая теми же особенностями в об-
ласти |𝑝| >> 1. Максимум смещается в отрицательную область и в области
|𝑝| < 1 функция имеет более плавную зависимость.
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Рис. 10. Зависимость функции распределения от импульса при фиксиро-
ванном значении 𝑥 ≃ 5 в разные моменты времени 𝑡 ≃ 𝑥𝑓 , 𝑡 ≃ 2 · 𝑥𝑓 .

Эти численные расчеты дают идею, как упростить задачу получения ана-
литического решения. А именно, исследовать область, далекую от нулевых
импульсов |𝑝| >> 1, и рассмотреть асимптотическое аналитическое решение
уравнения (4), (5).

Аналитическое решение. Сравнение численного
решения с асимптотикой

Для получения аналитического решения уравнения (4),(5) упростим задачу,
приняв коэффициент квазилинейной диффузии постоянным, не зависящим
от импульса: 𝐷(𝑝) = 1, т.е. равным его значению при | 𝑝 |> 5. Таким обра-
зом, мы отсекаем резкую зависимость распределения от 𝐷(𝑝) в окрестности
0 < |𝑝| < 5 и вносим в этой области дополнительную (нефизическую) диффу-
зию. Однако, в области |𝑝| >> 1 асимптотика должна правильно описывать
решение. Мы не будем приводить подробные выкладки, а приведем наво-
дящие рассуждения и укажем основную идею получения асимптотического
решения.

Пусть |𝑝| >> 1, тогда 𝑢(𝑝) = ±1 и 𝐷(𝑝) = 𝐷0 = 1, 𝑣𝑔 = 1. Уравнение (4)
примет вид

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝜃[𝑥𝑓(𝑡) − 𝑥]

𝜕2𝑓

𝜕𝑝2
. (8)



17

Введем (формально) функции 𝑓± для отрицательных и положительных
импульсов в уравнении (8). Разобьем область решения на две подобласти:
область, где действует оператор квазилинейной диффузии, и область, где он
отсутствует.

Тогда уравнение (8) можно записать в виде системы двух уравнений:{︃
𝑓±
𝑡 ± 𝑓±

𝑥 = 𝑓𝑝𝑝, 𝐷(𝑥, 𝑡) = 1 ;
𝑓±
𝑡 ± 𝑓±

𝑥 = 0, 𝐷(𝑥, 𝑡) = 0 . (9)

Введем новые переменные

𝑧 =
𝑡− 𝑥

2
, 𝑦 =

𝑡 + 𝑥

2
,

для которых система уравнений (9) для "положительной" и "отрицательной"
функций 𝑓± в этих двух подобластях запишется в виде следующей системы:

𝜕𝑓+

𝜕𝑦
= 𝑓𝑝𝑝,

𝜕𝑓−

𝜕𝑧
= 𝑓𝑝𝑝, 𝐷 = 1;

и
𝜕𝑓+

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑓−

𝜕𝑧
= 0 , 𝐷 = 0 .

При этом

𝑦 + 𝑧 = 𝑡, 𝑦 − 𝑧 = 𝑥, 𝑦 =
1 + 𝑣𝑔
1 − 𝑣𝑔

𝑧 .

Единичная функция, зависящая от времени, которая представляет коэффи-
циент стохастической диффузии, примет вид 𝜃[𝑥𝑓(𝑡) − 𝑥] = 𝜃[𝑣𝑔(𝑧 + 𝑦) −
(𝑦 − 𝑧) = 𝑧(1 + 𝑣𝑔) − 𝑦(1 − 𝑣𝑔)] , где 𝑥𝑓 = 𝑣𝑔𝑡 (4).

Не вдаваясь в детали получения асимптотического решения, дадим про-
межуточный результат:

𝑓− ≃ 1√︀
2𝜋(𝑡− 𝑥)

𝑒−
𝑝2

2(𝑡−𝑥) − 𝛾

𝑡 + 𝑥

∞∫︁
𝑝/
√

2(𝑡−𝑥)

𝑑𝑢𝑒−𝑢2

; 𝑝 < 0;

𝑓+ ≃ 𝛽√︀
(𝑡− 𝑥)

𝑥∫︁
0

𝑑𝑠 𝑒−𝑝2/4𝑠√︀
𝑠(𝑥 + 𝑡− 2𝑠)

, 𝑝 > 0,

где 𝛾, 𝛽 – некоторые, приблизительно равные единице, постоянные.
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Окончательно получим для |𝑝| >> 1, 𝑢(𝑝) = ±1; 𝐷0 = 1, 𝑣𝑔 = 1
следующее асимптотическое решение:

𝑓−(𝑥, 𝑝, 𝑡) ≈ 𝐹 · exp[−𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚], 𝑝 < 0, 𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚 =
𝑝2

2(𝑡− 𝑥)
;

𝑓+(𝑥, 𝑝, 𝑡) ≈ 𝐹 · 𝑒𝑟𝑓𝑐[−𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚], 𝑝 > 0, 𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚 =
𝑝

2
√
𝑥

;

𝐹 = 𝑓(𝑥, 0, 𝑡) =
𝑎√︀

2𝜋(𝑡− 𝑥)
, 𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑧) = 1 − 𝑒𝑟𝑓(𝑧); 𝛼 ≈ 1,

(10)

где 𝑒𝑟𝑓(𝑧) – функция ошибок

𝑒𝑟𝑓(𝑧) =
2

𝜋

𝑧∫︁
0

𝑑𝑢𝑒−𝑢2

.

Мы получили функцию распределения электронов, составленную из двух
функций для разнонаправленных импульсов. Эта функция имеет особенность
в точке 𝑝 = 0, в которой два решения уравнения (8) (системы уравнений
(9)) сшиваются. Стоит отметить, что аналитическая функция распределе-
ния электронов для положительно направленных импульсов 𝑓+ зависит от
времени только через множитель 𝐹 , в то время как для отрицательных им-
пульсов зависимость 𝑓− от времени и пространства (𝑡, 𝑥) входит множителем
в аргумент экспоненты. Вблизи фронта 𝑥 = 𝑥𝑓 ≈ 𝑡 функция 𝐹 (𝑥, 𝑡), а сле-
довательно и распределение электронов для положительных импульсов 𝑓+,
резко возрастают. В то же время для отрицательных импульсов в этом случае
имеется резкое спадание 𝑓− из-за экспоненциальной зависимости в аргументе
𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚. Можно сказать, что решение имеет, своего рода, параметр автомодель-
ности 𝜉𝑓(𝑡) = 𝑥𝑓(𝑡) − 𝑥. Напомним, что решение (10) справедливо в области
|𝑝| ≫ 1. В реальной постановке решение в области 𝑝 ≈ 0 будет существенным
образом зависеть от поведения коэффициента диффузии и начальной функ-
ции распределения, которая в этой области остается практически неизменной
в ходе процесса.

Тем не менее, интересно проверить, насколько полученное решение (10)
отвечает реальной постановке задачи и как его можно использовать для оце-
нок поведения электронной функции распределения в ходе распространне-
ния лазерного импульса в плазме. Приведем несколько численных расчетов
для постоянного коэффициента диффузии 𝐷 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и различных значений
групповой скорости 𝑣𝑔 и сравним их с численным решением для 𝐷(𝑝) ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Ниже демонстрируется графики расчетов, представленных в виде линий
уровня функции распределения в координатах (𝜉, ±𝑝2). В этом представле-
нии координата фронта импульса 𝜉 = 0, а 𝜉𝑚𝑎𝑥 = 𝑣𝑔 ·𝑡. Функция нормирована
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на множитель 𝐹 из формулы (10). При такой нормировке выявляется авто-
модельность распределения.

На рис. 11 сравниваются два варианта для 𝑣𝑔 = 0.99, 𝐷(𝑝) = 𝐷0 и двух
коэффициентов диффузии 𝐷1

0 = 0.1 и 𝐷1
0 = 0.25. Функции распределения

приведены в одинаковый момент времени. Разность в размерах расплыва-
ния функции распределения пропорциональна соотношению двух коэффи-
циентов диффузии 𝐷0. Цветом выделены более горячие и холодные участки
распределения электронов.

Рис. 11. Линии уровня функции распределения для 𝑣𝑔 = 0.99, 𝐷1
0 = 0.1 –

слева, и 𝐷2
0 = 0.25 – справа.

Два следующих графика, рис. 12, рис. 13, иллюстрируют два расчета для
постоянного коэффициента 𝐷0 = 1 и двух значений групповой скорости 𝑣𝑔 =
0.8, 𝑣𝑔 = 1.

Рис. 12. Линии уровня функции распределения для 𝑣𝑔 = 0.8, 𝐷0 = 1.
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Рис. 13. Линии уровня функции распределения для 𝑣𝑔 = 1, 𝐷0 = 1.

При сравнении двух графиков видно, что при 𝑣𝑔 = 0.8 линии уровня
"прижаты" к фронту импульса, размытие тем сильнее, чем интенсивнее пе-
ренос. Указано направление наибольшего диффузионного роста функции по
осям; значение 𝑌 соответствует значению 𝜉. Для 𝑣𝑔 = 0.8 значение 𝑌 по-
чти в два раза ниже. Также обозначена величина функции распределения на
последней приведенной линии контура. Для справки полезно посмотреть на
функцию 𝑢1(𝑝) – рис. 3. Для иллюстрации на рис. 14 представлен результат
для значения групповой скорости 𝑣𝑔 = 1.2. В этом случае функция 𝑢1(𝑝) > 0,
адвективный член (перенос) доминирует и фронт лазерного импульса больше
"отрывается" от диффузии.

Рис. 14. Линии уровня функции распределения для 𝑣𝑔 = 1.2 для 𝐷0 = 1.



21

Сравним на одном графике расчеты с постоянным коэффициентом диф-
фузии и зависящим от импульса. Сравнение дано для малых времен. Кроме
отличия в области малых импульсов, для случая 𝐷(𝑝) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 будет допол-
нительный нагрев плазмы. Как можно видеть из рис. 14, аналитический и
численный результаты находятся в хорошем качественном согласии.

Рис. 14. Сравнение аналитической функции распределения (10) и числен-
ной функции распределения.

Теперь представим результат численного расчета для 𝐷(𝑝) из форму-
лы (5) с 𝛿 = 0.3, 𝑣𝑔 = 1 и для трех интервалов времени 𝑡 = 100, 500, 1000.

Рис. 15. Зависимость численной функции распределения за фронтом, нор-
мированной на свое значение при 𝑝 = 0, от координаты 𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚 (10).
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Численная функция распределения на рис. 15 нормирована на свое значение
при 𝑝 = 0, то есть, если следовать решению (10), функция нормирована на
множитель 𝐹 . График дан для координаты 𝑥, которая на шаг сетки меньше
координаты фронта лазерного импульса: 𝑥 = 𝑥𝑓 , 𝑥𝑓 = 𝑡−∆𝑥. По горизонталь-
ной координате отложен нормированный импульс 𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚 из формулы (10). На
приведенном графике видно совпадение численного и асимптотического ре-
шений сразу за фронтом лазерного импульса (за исключением узкой области
размером |𝑝| ≤ 1).

Ниже на рис. 16 дана попытка сравнить численный расчет функции рас-
пределения, используя аналитическое решение для разных значений коорди-
наты 𝑥 и недалеких моментов времени 𝑡. Нормировка функции такая же, как
и в предыдущем примере, поэтому максимум функции равен единице.

Рис. 16. Зависимость численной функции распределения, нормированной
на свое значение при 𝑝 = 0, от координаты 𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚 (10) для различных 𝑥 и 𝑡.

Функции распределения для 𝑥1 = 𝑥𝑓 = 𝑡1 и 𝑥4 = 𝑥𝑓 = 𝑡3, то есть для 𝑥𝑓 =
25 (сплошная линия) и 𝑥𝑓 = 100 (штрих-пунктирная линия), практически
совпадают для небольших значений импульсов.

Интересно проверить, используя асимптотическое решение, как ведут се-
бя функции распределения далеко за фронтом. Для координаты 𝑥 = 25 и
времени 𝑡 = 50 (пунктирная линия) наблюдается отрастание функции для
отрицательных импульсов. Следующая кривая (пунктирная) дана для точки
𝑥2 = 75 в момент времени 𝑡3 = 100. Идея была сравнить, насколько размы-
лись и совпадают ли две кривые для одинакового интервала 𝑡−𝑥. Качествен-
но поведение кривых похоже, однако видно: за более долгий период времени
𝑡3 = 100 стохастический нагрев больше, кривые расходятся.
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Заключение

Численно исследуется нагрев и ускорение электронов плазменным киль-
ватерным полем, создаваемым лазерным импульсом, на основе кинетического
пространственно-неоднородного 1D1V уравнения Фоккера-Планка.

Релятивистски сильный лазерный импульс распространяется с заданными
плотностью и квазистационарным спектром плазменных полей в плазме. Сто-
хастический нагрев учитывается с помощью квазилинейной диффузии в про-
странстве импульсов. Для численного решения выбран конечно-разностный
подход.

Анализируется взаимодействие оператора переноса и диффузионного опе-
ратора. Вычисляется и исследуется структура функции распределения элек-
тронов. В процессе распространения импульса вблизи за фронтом наблюда-
ется формирование вытянутых хвостов распределения.

Численное решение асимптотически совпадает с полученным аналитиче-
ским решением. Функциональное поведение полученных численных распре-
делений подсказало путь к аналитическому подходу для решения рассматри-
ваемого уравнения. В свою очередь, полученное асимптотическое аналитиче-
ское решение является тестом для численного расчета.

Возможное дальнейшее направление деятельности связано с улучшением
и расширением математической модели, численных расчетов для конкрет-
ных физических экспериментальных параметров, получением более сложно-
го аналитического результата.
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