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1. Введение

Рассмотрим вероятностную меру 𝜎, определённую на единичной окруж-
ности и имеющую бесконечно много точек роста. Определим полиномы {𝜑𝑘(𝑧, 𝜎)},
ортонормированные относительно 𝜎, следующим образом∫︁ 𝜋

−𝜋

𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃)𝜑𝑚(𝑒𝑖𝜃) 𝑑𝜎 = 𝛿𝑛,𝑚 , 𝑛,𝑚 = 0,1,2 . . . , coeff(𝜑𝑘, 𝑘) > 0, deg𝜑𝑘 = 𝑘,

(1.1)
где coeff(𝑄, 𝑘) обозначает коэффициент при 𝑧𝑘 в 𝑄. Рассмотрим также ор-
тогональные многочлены {Φ𝑛(𝑧, 𝜎)} с единичным первым коэффициентом,
заданные

degΦ𝑛 = 𝑛, coeff(Φ𝑛, 𝑛) = 1,

∫︁ 𝜋

−𝜋

Φ𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝜎)Φ𝑚(𝑒𝑖𝜃, 𝜎) 𝑑𝜎 = 0 , 𝑚 < 𝑛 .

Впоследствии, нам понадобятся следующие обозначения: для 𝑄𝑛(𝑧) = 𝑞𝑛𝑧
𝑛 +

. . . + 𝑞0 - полинома степени не больше 𝑛, мы рассмотрим (*)–операцию, за-
данную таким образом:

𝑄𝑛(𝑧)
(*)−→ 𝑄*

𝑛(𝑧) = 𝑞0𝑧
𝑛 + . . . + 𝑞𝑛 .

Эта (*)-операция зависит от 𝑛.
В дальнейшем будем использовать такие обозначения. Символ T будет

обозначать единичную окружность. Если для двух неотрицательных функ-
ций 𝑓1(2) справедливо неравенство

𝑓1(𝑥) < 𝐶(𝛼)𝑓2(𝑥)

для всех 𝑥 и константа 𝐶 зависит только от параметра 𝛼, мы будем писать

𝑓1 <𝛼 𝑓2

Если же константа абсолютна, то мы будем писать

𝑓1 . 𝑓2.

Мы будем рассматривать меры, заданные весами, которые удовлетворя-
ют условию Стеклова:

𝑑𝜎 = 𝑤𝑑𝜃, 𝑤 ≥ 𝛿/(2𝜋),

где 𝛿 ∈ (0,1).
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Для мер из класс Сегё, т.е. для 𝜎, удовлетворяющих оценке∫︁ 𝜋

−𝜋

log 𝜎′𝑑𝜃 > −∞,

мы имеем (см., например, [8])

exp

(︂
1

4𝜋

∫︁
T

log(2𝜋𝜎′(𝜃))𝑑𝜃

)︂
≤

⃒⃒⃒⃒
Φ𝑛(𝑧, 𝜎)

𝜑𝑛(𝑧, 𝜎)

⃒⃒⃒⃒
≤ 1, ∀𝑧 ∈ C . (1.2)

Поэтому, для мер из класса Стеклова справедливо неравенство

√
𝛿 ≤

⃒⃒⃒⃒
Φ𝑛(𝑧, 𝜎)

𝜑𝑛(𝑧, 𝜎)

⃒⃒⃒⃒
≤ 1, ∀𝑧 ∈ C . (1.3)

Таким образом, если {Φ𝑛} или {𝜑𝑛} растёт по 𝑛, то и другая последователь-
ност тоже растёт.

Заметим также, что ортогональные полиномы удовлетворяют очевидно-
му шкалированию:

𝜑𝑛(𝑧, 𝜎) = 𝛼1/2𝜑𝑛(𝑧, 𝛼𝜎), Φ𝑛(𝑧, 𝜎) = Φ𝑛(𝑧, 𝛼𝜎), 𝛼 > 0. (1.4)

Проблема оценки равномерной нормы ‖𝜑𝑛(𝑧, 𝑤)‖𝐿∞(T) в классе мер из
класса Стеклова (проблема Стеклова) была изучена в ряде работ (например,
[6, 7]).

Е.А. Рахмановым был получен, например, такой результат:

Теорема 1.1. (Рахманов, [7]) Существует 𝛿0 ∈ (0,1), такое что

sup
𝜎:𝜎′≥𝛿0/(2𝜋)

‖𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝜎)‖𝐿∞(T) > 𝐶

√︂
𝑛

log3 𝑛
,

Верхняя оценка

sup
𝜎:𝜎′≥𝛿/(2𝜋)

‖𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝜎)‖𝐿∞(T) <𝛿

√
𝑛

тривиальна и была известна ранее.
Точные неравенства для задачи Стеклова были недавно получены в [2].
В частности, справедлива следующая теорема

Теорема 1.2. (Аптекарев-Денисов-Туляков, [2]) Для любого 𝛿 ∈ (0,1), 𝑝 <
∞ и 𝐴 > 1, мы имеем

√
𝑛 ≤𝑝,𝛿,𝐴 sup

𝑤:𝑤>𝛿/(2𝜋),‖𝑤‖1=1,‖𝑤‖𝑝<𝐴

‖𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤)‖∞ ≤𝛿

√
𝑛 .
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Используя методы этой работы и одну идею С. Бернштейна, С.А. Дени-
сов и Ф.Л. Назаров получили, в частности, следующий результат:

Теорема 1.3. (Денисов-Назаров, [4],[5]) Рассмотрим

̂︁𝑀𝑛,𝜖 = sup
𝑤∈𝐶(T):‖𝑤−1‖𝐿∞(T)≤𝜖

‖𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤)‖𝐿∞(T) .

Существует 𝜖0 > 0, такое что

𝑛𝐶1𝜖 ≤𝜖
̂︁𝑀𝑛,𝜖 ≤𝜖 𝑛

𝐶2𝜖 (1.5)

для 𝜖 < 𝜖0.

Заметим, что меры, рассмотренные в этой вариационной задаче, не обя-
заны быть вероятностными.

Оценки для полиномов с весами 𝑤, удовлетворяющими свойствам 𝑤,𝑤−1 ∈
𝐵𝑀𝑂(T), были получены в недавней работе [3]. В частности, было показа-
но, что для таких весов оценка сверху

√
𝑛 из Теоремы 1.2 может быть су-

щественно улучшена до 𝑛𝛼, 𝛼 < 1/2, где значение 𝛼 зависит от величины
‖𝑤‖𝐵𝑀𝑂 · ‖𝑤−1‖𝐵𝑀𝑂. В настоящей работе мы используем нижнюю оценку из
предыдущей Теоремы для улучшения одного результата М. Амброладзе.

Теорема 1.4. (М. Амброладзе, [1]) Для произвольной числовой последова-
тельности {𝑎𝑛}, монотонно сходящейся к нулю, существует непрерывный
и положительный вес 𝑤 и подпоследовательность {𝑘𝑛} из N, для которых
справедлива оценка

‖𝜑𝑘𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤)‖𝐿∞(T) ≥ 𝐶(𝑤)𝑎𝑘𝑛 log 𝑘𝑛 .

Амброладзе использовал конструкцию из работы [6], сглаживая сингу-
лярный вес Рахманова свёрткой с подходящим тригонометрическим полино-
мом.

Нашим основным результатом является следующая теорема:

Теорема 1.5. Для произвольной числовой последовательности {𝑎𝑛}, моно-
тонно сходящейся к нулю, существует непрерывный и положительный вес
𝑤* и подпоследовательность {𝑘𝑛}, для которых справедлива оценка

‖𝜑𝑘𝑛(𝑧, 𝑤*)‖𝐿∞(T) ≥ 𝐶(𝑤*) exp (𝐶𝑎𝑘𝑛 log 𝑘𝑛) . (1.6)

Оказывается, что этот результат точен. В своей диссертации K. Rush
использует метод получению верхних оценок в Теореме 1.3 и аргумент Берн-
штейна для доказательства, в частности, такого результата:
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Теорема 1.6. (K. Rush) Если вес 𝑤 положителен и непрерывен на T, то

log ‖𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤)‖𝐿∞(T) = 𝑜(1) log 𝑛 .

Для полноты изложения мы приводим доказательство этого результата
в следующей секции.

2. Принцип локализации и доказательства основных ре-

зультатов

Для доказательства нам необходим следующий несложный принцип ло-
кализации, доказанный, например, в [2].

Рассмотрим вес 𝑤 on [−𝜋, 𝜋] и определим

𝜆(𝑤) = exp

(︂
1

4𝜋

∫︁
T

log(2𝜋𝑤(𝜃))𝑑𝜃

)︂
, Λ(𝑤) =

√︁
‖𝑤‖𝐿1(T) .

Теорема 2.1. ([2]) Пусть 𝑤1(2) - два веса, заданные на [−𝜋, 𝜋] и удовлетво-
ряющие

𝑤1(𝜃) = 𝑤2(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝜖, 𝜖] . (2.1)

Тогда⃒⃒⃒⃒
𝜑𝑛(1, 𝑤1)

𝜑𝑛(1, 𝑤2)

⃒⃒⃒⃒
≤ Λ(𝑤2)

𝜆(𝑤1)
+

4Λ(𝑤1)

𝜖𝜆(𝑤1)

(︂∫︁
|𝜃|>𝜖

|𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤1)𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤2)|(𝑤1 + 𝑤2)𝑑𝜃

)︂
(2.2)

для произвольных 𝑛.

Мы получаем простое следствие:

Лемма 2.1. Пусть

0 < 𝑚1 ≤ 𝑤1(2)(𝑒
𝑖𝜃) ≤ 𝑚2 𝜃 ∈ [−𝜋, 𝜋) (2.3)

и
𝑤1(𝑒

𝑖𝜃) = 𝑤2(𝑒
𝑖𝜃) for 𝜃 ∈ [−𝜖, 𝜖] . (2.4)

Тогда,
𝜖𝑚1

𝑚2
.

⃒⃒⃒⃒
𝜑𝑛(1, 𝑤1)

𝜑𝑛(1, 𝑤2)

⃒⃒⃒⃒
.

𝑚2

𝜖𝑚1
. (2.5)
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Доказательство. Заметим, что∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤1)𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤2)|𝑤1𝑑𝜃 ≤
(︂∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤2)|2𝑤1𝑑𝜃

)︂1/2

,

всилу нормализации и неравенства Коши. Очевидно, что Λ(𝑤1(2)) .
√
𝑚2 и

𝜆(𝑤1(2)) &
√
𝑚1. Поскольку

1 =

∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤2)|2𝑤2𝑑𝜃 ≥ 𝑚1

∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤2)|2𝑑𝜃,

мы получаем ∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤1)𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤2)|𝑤1𝑑𝜃 ≤
(︂
𝑚2

𝑚1

)︂0.5

.

Неравенство с весом 𝑤2 получается так же. Для доказательства нижней оцен-
ки в (2.5), остаётся поменять 𝑤1(2) ролями.

Мы теперь готовы приступить к доказательству основного результата.

Доказательство. (Теоремы 1.5)
Начнём с того, что заметим следующее: класс весов, рассмотренных в

вариационной задаче (1.5) - инвариантен относительно трансляций на окруж-
ности и поэтому можно утверждать, что

sup
𝑤∈𝐶(T):‖1−𝑤‖𝐿∞(T)<𝜖

|𝜑𝑛(1, 𝑤)| = ̂︁𝑀𝑛,𝜖 ≥𝜖 𝑛
𝐶1𝜖 (2.6)

Для каждого 𝑛 и 𝜖, обозначим через 𝑤𝑛,𝜖 такой вес, что

|𝜑𝑛(1, 𝑤𝑛,𝜖)| > 𝐶𝜖𝑛
𝐶2𝜖

и
𝑤𝑛,𝜖 ∈ 𝐶(T), ‖1 − 𝑤𝑛,𝜖‖𝐿∞(T) < 𝜖 . (2.7)

По заданной {𝑎𝑛}, мы будем строить искомый вес 𝑤* и последовательность
{𝑘𝑛} по следующему правилу. Рассмотрим последовательность интервалов
𝐼𝑛 = [𝜃𝑛 − 𝛿𝑛, 𝜃𝑛 + 𝛿𝑛], таких что 0 < 𝜃𝑛 < 𝜃𝑛−1, ∀𝑛 и отрезки {𝐼 ′𝑛} непересе-
каются, где

𝐼 ′𝑛 = [𝜃𝑛 − 2𝛿𝑛, 𝜃𝑛 + 2𝛿𝑛] .

Мы предположим также, что lim𝑛→∞ 𝜃𝑛 = 0 и что 𝛿𝑛+1 ≤ 𝛿𝑛, ∀𝑛. Существова-
ние последовательности таких интервалов не вызывает сомнений. Очевидно,
мы имеем {𝛿𝑛} ∈ ℓ1. Рассмотрим функцию 𝜔, которая удовлетворяет свой-
ствам
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(a) 𝜔(𝜃) = 1 на каждом 𝐼𝑛,
(b) 0 ≤ 𝜔(𝜃) ≤ 1,
(c) 𝜔(𝜃) = 0, если 𝜃 ∈ T∖ ∪𝑛 𝐼

′
𝑛,

(d) 𝜔(𝜃) ∈ 𝐶∞(T∖{0}).
Рассмотрим последовательность параметров {𝜖𝑛} : lim𝑛→∞ 𝜖𝑛 = 0 и 𝑘𝑛 ∈ N,
выбор которых будет сделан позже. Искомый вес определим, как

𝑤* = 1 +
∑︁
𝑛

𝑤(𝜃) · 𝜒𝐼 ′𝑛 ·
(︁
𝑤𝑘𝑛,𝜖𝑛(𝜃 − 𝜃𝑛) − 1

)︁
.

Очевидно, что 𝑤* непрерывен и положителен, если sup𝑛 𝜖𝑛 достаточно мал.
Теперь мы можем задать параметры {𝑘𝑛} и {𝜖𝑛}, чтобы удовлетворить (1.6).

1. Выбираем 𝜖1 < 0.1. Затем берём 𝑘1 настолько большим, чтобы

|𝜑𝑘1(1, 𝑤𝑘1,𝜖1)| > exp (log𝐶𝜖1 + 𝐶1𝜖1 log 𝑘1) > 𝛿−1
1 exp (𝑎𝑘1 log 𝑘1) .

Мы всегда можем это гарантировать, поскольку lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0.
2. Далее, мы фиксируем 𝜖2 и берём 𝑘2 настолько большим, что 𝑘2 > 𝑘1 и

|𝜑𝑘2(1, 𝑤𝑘2,𝜖2)| > exp (log𝐶𝜖2 + 𝐶1𝜖2 log 𝑘2) > 𝛿−1
2 exp (𝑎𝑘2 log 𝑘2) .

3. В общем случае, зафиксировав 𝜖𝑛, мы берём 𝑘𝑛 > 𝑘𝑛−1, так что

|𝜑𝑘𝑛(1, 𝑤𝑘𝑛,𝜖𝑛)| > exp (log𝐶𝜖𝑛 + 𝐶1𝜖𝑛 log 𝑘𝑛) > 𝛿−1
𝑛 exp (𝑎𝑘𝑛 log 𝑘𝑛) .

Теперь, когда все {𝜖𝑛} и {𝑘𝑛} выбраны, остаётся применить (2.5), чтобы по-
лучить

|𝜑𝑘𝑛(𝜃𝑛, 𝑤
*)| > 𝐶𝛿−1

𝑛 𝛿𝑛 exp (𝑎𝑘𝑛 log 𝑘𝑛) ,

и поэтому
‖𝜑𝑘𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤*)‖𝐿∞(T) > 𝐶 exp (𝑎𝑘𝑛 log 𝑘𝑛) .

Доказательство. (Теоремы 1.6). Нам достаточно доказать, что

lim
𝑛→∞

log ‖Φ𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤)‖𝐿∞(T)

log 𝑛
= 0,

где Φ𝑛 - полином с единичным первым коэффициентом. Это следует из того,
что вес удовлетворяет условию Сегё и поэтому |𝜑𝑛| ∼ |Φ𝑛|.

Для произвольного 𝜖 > 0 мы можем найти аналитический полином 𝑃 (𝑧),
такой что

deg𝑃 = 𝑁, ‖𝑤 − 𝑤𝜖‖𝐿∞(T) ≤ 𝜖, 𝑤𝜖 = |𝑃 |−2.
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Тогда,

Φ𝑛(𝑧, 𝑤) = 𝐶𝑛𝜑𝑛(𝑧, 𝑤𝜖) +

∫︁ 𝜋

−𝜋

Φ𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤)
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜑𝑗(𝑧, 𝑤𝜖)𝜑𝑗(𝑒𝑖𝜃, 𝑤𝜖)𝑤(𝜃)𝑑𝜃,

при этом 𝐶𝑛 ∼ 1, что следует из сравнения старших коэффициентов. Кро-
ме того, 𝜑𝑛(𝑧, 𝑤𝜖) = 𝐶(‖𝑤‖1)𝑃 (𝑧) при 𝑛 ≥ 𝑁 по теореме Бернштейна-Сегё.
Поскольку Φ𝑛(𝑧, 𝑤) - ортогонален относительно 𝑤, мы можем написать

Φ𝑛(𝑧, 𝑤) = 𝐶𝑛𝑃+

∫︁ 𝜋

−𝜋

Φ𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤)
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜑𝑗(𝑧, 𝑤𝜖)𝜑𝑗(𝑒𝑖𝜃, 𝑤𝜖)(𝑤(𝜃)−𝑤𝜖(𝜃))𝑑𝜃, 𝑛 ≥ 𝑁 .

По известной формуле для ядра Кристофеля-Дарбу, мы имеем при 𝑛 ≥ 𝑁 :

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜑𝑗(𝑧, 𝑤𝜖)𝜑𝑗(𝑒𝑖𝜃, 𝑤𝜖) =
𝜑𝑛(𝑧, 𝑤𝜖)𝜑𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤𝜖) − 𝜑*

𝑛(𝑧, 𝑤𝜖)𝜑*
𝑛(𝑒𝑖𝜃, 𝑤𝜖)

𝑧𝑒−𝑖𝜃 − 1
=

𝑒𝑖𝜃
𝑃 (𝑧)𝑃 (𝑒𝑖𝜃) − 𝑃 *(𝑧)𝑃 *(𝑒𝑖𝜃)

𝑧 − 𝑒𝑖𝜃
,

где (*) порядка 𝑛. Всилу того, что 𝐶1 ≤ |𝑃 (𝑒𝑖𝜃)| ≤ 𝐶2 при 𝜖 ≪ minT𝑤, мы
получаем оценку

‖Φ𝑛‖𝐿𝑝(T) ≤ 𝐶 + 𝐶𝜖‖Φ𝑛‖𝐿𝑝(T)‖𝐻‖𝑝,𝑝 ,

где ‖𝐻‖𝑝,𝑝- норма оператора Гильберта из 𝐿𝑝(T) в 𝐿𝑝(T), которая не больше
чем 𝐶𝑝 при 𝑝 ∈ [2,∞). Таким образом, по принципу сжатых отображений,
мы имеем

‖Φ𝑛‖𝐿𝑝(T) < 𝐶(1 − 𝐶𝜖𝑝)−1 < 𝐶

при 𝑝 ≪ 𝜖−1. Далее неравенство Никольского даёт

‖Φ𝑛‖𝐿∞(T) < 𝐶1𝑛
𝐶2𝜖,

где 𝑛 > 𝑁(𝜖), а константы 𝐶1(2) зависят лишь от ‖𝑤‖𝐿∞(T), ‖𝑤−1‖𝐿∞(T). По-
этому,

lim sup
𝑛→∞

log ‖Φ𝑛‖𝐿∞(T)

log 𝑛
< 𝐶2𝜖 .

Поскольку 𝜖 сколь угодно мало, мы получаем утверждение Теоремы.
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