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В.А. Балашов1, А.А. Злотник2, Е.Б. Савенков1 . Исследование баротропной квазигид-
родинамической модели двухфазной смеси с учетом поверхностных эффектов

Аннотация

Выполнено исследование баротропной квазигидродинамической системы уравнений
для двухфазной двухкомпонентной смеси с учетом поверхностных эффектов на межфаз-
ных границах и потенциальной массовой силы. При достаточно общих предположениях
о свободной энергии Гельмгольца смеси выведены уравнение энергетического баланса с
неположительным производством энергии и его следствие — закон невозрастания полной
энергии; в том числе охвачены как изотермический, так и изэнтропический случаи. При
дополнительных предположениях получены необходимые и достаточные условия линеа-
ризованной устойчивости постоянных решений (она имеет место отнюдь не всегда).

Построена разностная аппроксимация задачи в двумерном периодическом случае на
неравномерной прямоугольной сетке. Усовершенствована аппроксимация тензора капил-
лярных напряжений в уравнении импульса, что повысило качество численных решений.

Представлены результаты численных экспериментов. Они демонстрируют способность
модели обеспечивать качественно верное описание динамики поверхностных эффектов,
а также применимость критерия линеаризованной устойчивости в исходной нелинейной
постановке.

Ключевые слова: квазигидродинамическая система уравнений, многофазные течения,
диффузная граница, уравнение баланса полной энергии, линеаризованная устойчивость,
разностная схема, численные эксперименты

Balashov V.A., Zlotnik A.A., Savenkov E.B. A study of the barotropic quasi-hydrodynamic
model for the two-phase mixture involving surface effects

Abstract

A study of the barotropic quasi-hydrodynamic system of equations for the two-phase two-
component mixture involving the surface tension and stationary potential force is accomplished.
Under fairly general assumptions on the Helmholtz free energy of the mixture, the energy
balance equation with non-positive energy production together with its corollary, the law of non-
increasing total energy, are derived; in particular, both the isothermal and isentropic cases are
covered. Under additional assumptions, the necessary and sufficient conditions for the linearized
stability of constant solutions are derived (it does not take place always).

A finite-difference approximation of the problem is constructed in the 2D periodic case for
a non-uniform rectangular mesh. Approximation of the capillary stress tensor is improved in
the momentum balance equation thus increasing the quality of numerical solutions.

The results of numerical experiments are presented. They demonstrate the ability of the
model to ensure the qualitatively correct description for the dynamics of surface effects as well
as applicability of the linearized stability criterion in the original nonlinear statement.

Key words and phrases: quasi-hydrodynamic system of equations, multiphase flows,
diffuse interface, the energy balance equation, linearized stability, finite-difference scheme,
numerical experiments
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1 Введение

Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå (ÊÃÄ) è êâàçèãèäðîäèíàìè÷åñêèå (ÊÃÄÄ, ÊÃèÄ)
ñèñòåìû óðàâíåíèé [1�3] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäèôèêàöèè ñèñòåìû
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ äîáàâëåíèåì ôèçè-
÷åñêè ìîòèâèðîâàííûõ äèññèïàòèâíûõ (ðåëàêñàöèîííûõ) ñëàãàåìûõ.

Óêàçàííûå ïîäõîäû àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû. Â òîì ÷èñëå
ïðåäëîæåíû âàðèàíòû ÊÃÄ è/èëè ÊÃÄÄ ñèñòåì äëÿ çàäà÷ òåîðèè ìåëêîé
âîäû [4, 5], óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðåàëüíîãî ãàçà [6], ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíà-
ìèêè [7] è äð. Âåäåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ýòèõ ñèñòåì [8�16].

Â ðàáîòå [17] ïðåäëîæåí âàðèàíò ÊÃÄÄ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ ìíî-
ãîôàçíûõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ òå÷åíèé ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ.
Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òèïà ¾äèôôóçíîé ãðàíèöû¿: ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôàçû ðàçäåëåíû òîíêèì ñëîåì êîíå÷íîé øèðèíû, â ïðåäåëàõ
êîòîðîãî îíè ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî. Øèðèíà ¾ãðàíèöû¿ è åå äèíàìèêà
îïðåäåëÿþòñÿ äåéñòâóþùèìè â æèäêîñòè ñèëàìè ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ [18�22]. Óêàçàííûé ïîäõîä ñ÷èòàåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì
äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðÿìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðÿäà òàêèõ âàæíûõ çàäà÷ êàê
îïèñàíèå ìíîãîôàçíûõ òå÷åíèé íà ìèêðîóðîâíå, â òîì ÷èñëå â ïîðîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå îáðàçöîâ ãîðíûõ ïîðîä.

Îñíîâíîå îòëè÷èå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè îò óæå ñóùåñòâóþùèõ çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïðèñóòñòâèè, ñîãëàñíî ÊÃÄÄ ïîäõîäó, äîïîëíèòåëüíûõ ôèçè÷åñêè ìî-
òèâèðîâàííûõ ñëàãàåìûõ äèññèïàòèâíîãî õàðàêòåðà, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-
âàòü ëîãè÷åñêè ïðîñòûå ÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû. Ýòî äåëàåò óêàçàííóþ ìî-
äåëü ïðàêòè÷åñêè ïðèãîäíîé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ
ìíîãîôàçíûõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ òå÷åíèé ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåê-
òîâ è âîçìîæíîñòè ðàçäåëåíèÿ ôàç è ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîìåðíàÿ áàðîòðîïíàÿ ÊÃÄÄ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõôàçíîé äâóõêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè ñ ó÷åòîì
ïîâåðõíîñòíûõ ýôôåêòîâ, êîòîðàÿ â îñíîâíîì ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì ðàçðà-
áîòàííîé â ðàáîòå [17] ìîäåëè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ýíåðãèè. Äëÿ ñòàíäàðò-
íîãî ñëó÷àÿ îäíîôàçíîé îäíîêîìïîíåíòíîé ñðåäû ïîäîáíàÿ ñèñòåìà èçó÷à-
ëàñü â [9, 10, 13, 16]. Èñïîëüçîâàíî äîñòàòî÷íî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè Ãåëüìãîëüöà ñìåñè â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè; èçîòåðìè÷åñêèé
è èçýíòðîïè÷åñêèé ñëó÷àè ÿâëÿþòñÿ åãî ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè. Â óðàâíåíèÿõ
ó÷òåíà ñòàöèîíàðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ìàññîâàÿ ñèëà.

Âûâåäåíî óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà ñ íåïîëîæèòåëüíûì ïðî-
èçâîäñòâîì ýíåðãèè. Åãî ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ çàêîí íåâîçðàñòàíèÿ ïîëíîé
ýíåðãèè ïðè ïîäõîäÿùèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ èëè â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðîàíàëèçèðîâàíà ëèíåàðèçîâàí-
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íàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîñòîÿííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé: âûâåäåíû ãëî-
áàëüíûå ïî âðåìåíè îöåíêè âîçìóùåíèé è óñòàíîâëåí êðèòåðèé (íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå) èõ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî âðåìåíè â íîð-
ìå 𝐿2. Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àÿ óêàçàííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü êàê
óñòîé÷èâûìè, òàê è íåóñòîé÷èâûìè.

Äëÿ äâóìåðíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñëó÷àÿ âûïèñàíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íà
íåðàâíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì ïîñòðîåííîé
â [23], â êîòîðîé ðàññìîòðåí èçîòåðìè÷åñêèé ñëó÷àé â îòñóòñòâèå ìàññîâîé
ñèëû è äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Âàæíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ òåíçîðà êàïèëëÿðíûõ íàïðÿæåíèé â óðàâíåíèè áàëàíñà èìïóëüñà,
êîòîðàÿ ïîçâîëèëà â ðàñ÷åòàõ óìåíüøèòü ñåòî÷íûé äèñáàëàíñ â ïîëíîé ýíåð-
ãèè, îáåñïå÷èòü íåâîçðàñòàíèå äèñêðåòíîé ïîëíîé ýíåðãèè è óëó÷øèòü êà÷å-
ñòâî ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ïîìèìî ýòîãî èñïîëüçîâàíû àïïðîêñèìàöèè òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è ðåãóëÿðèçóþùåãî òåíçîðà, ïðåäëîæåííûå
â ðàáîòå [24]. Äëÿ çàïèñè ñõåìû ïðèìåíåíà êîìïàêòíàÿ îïåðàòîðíàÿ ôîðìà,
àíàëîãè÷íàÿ äàííîé â [24].

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé ñõåìû,
äåìîíñòðèðóþùèå êà÷åñòâåííóþ êîððåêòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè è ïðåäëîæåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà. Â òîì ÷èñëå ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííîãî êðèòå-
ðèÿ ëèíåàðèçîâàííîé óñòîé÷èâîñòè è â èñõîäíîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ (åñëè íå óêàçà-
íî ïðîòèâíîå): Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R𝑛 (𝑛 = 1, 2, 3) ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé 𝜕Ω, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) � òî÷êà â Ω̄. Îïåðàòîðû div è ∇ = (𝜕1, . . . , 𝜕𝑛)
áåðóòñÿ ïî 𝑥. ×åðåç 𝜕𝑖 è 𝜕𝑡 îáîçíà÷åíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî 𝑥𝑖 è 𝑡 > 0.
Äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà áåðåòñÿ ïî åãî ïåðâîìó èíäåêñó, çíàêè ⊗ è · îçíà÷àþò
òåíçîðíîå è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî, è äëÿ êðàòêî-
ñòè 𝑢∇ = 𝑢 · ∇. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ îáîçíà÷åíî ñèìâîëîì :.
Òàêæå I � åäèíè÷íûé òåíçîð (ïîðÿäêà 𝑛).

2 Баротропная КГДД система уравнений двухфазной

двухкомпонентной смеси и баланс полной энергии

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [17,23] áàðîòðîïíàÿ ÊÃÄÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâóõôàç-
íîé äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè ñîñòîèò èç óðàâíåíèé áàëàíñà ìàññû, èìïóëüñà
è ìàññû êîìïîíåíòà:

𝜕𝑡𝜌 + div 𝑗𝑚 = 0, (2.1)

𝜕𝑡(𝜌𝑢) + div(𝑗𝑚 ⊗ 𝑢) + ∇𝑝(𝜌, 𝐶) = divΠ + 𝜌∇Φ, (2.2)

𝜕𝑡(𝜌𝐶) + div(𝑗𝑚𝐶) = div
(︀
𝑀(𝐶)∇𝜇(𝜌, 𝐶)

)︀
, (2.3)
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ãäå 𝜌 > 0, 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) � ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ãàçà, çàâèñÿùèå îò (𝑥, 𝑡).
Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñìåñè çàäàþòñÿ ¾ëîêàëüíîé¿ ÷àñòüþ ñâîáîä-

íîé ýíåðãèè Ãåëüìãîëüöà

Ψ0(𝜌, 𝐶) = 𝐶Ψ1(𝜌) + (1 − 𝐶)Ψ2(𝜌) + Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶), (2.4)

ãäå Ψ1(𝜌), Ψ2(𝜌) � ñîáñòâåííûå ñâîáîäíûå ýíåðãèè êîìïîíåíò, â áàðîòðîïíîì
ñëó÷àå çàâèñÿùèå òîëüêî îò 𝜌, à ñëàãàåìîå Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶) îòâå÷àåò çà ðàçäåëåíèå
ôàç. Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ïî-ðàçíîìó [19, 25, 26], â òîì
÷èñëå êàê

Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶) = 𝐴𝜓𝐶
2(1 − 𝐶)2, ãäå 𝐴𝜓 > 0. (2.5)

Ïðè ýòîì òåðìîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

𝑝(𝜌, 𝐶) = 𝜌2Ψ′
0𝜌(𝜌, 𝐶) = 𝐶𝜌2Ψ′

1𝜌(𝜌) + (1 − 𝐶)𝜌2Ψ′
2𝜌(𝜌). (2.6)

Çäåñü è íèæå (·)′𝜌 è (·)′𝐶 îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî 𝜌 è 𝐶. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî Ψ1,Ψ2 ∈ 𝐶2(0,∞), à Ψ𝑠𝑒𝑝 ∈ 𝐶𝑘(0, 1) ñ 𝑘 = 1 â äàííîì ðàçäåëå
ëèáî 𝑘 = 2 â ðàçäåëå 3. Ïîëîæèì 𝛿Ψ := Ψ1 − Ψ2.

Ðåãóëÿðèçîâàííûé ïîòîê ìàññû 𝑗𝑚 = (𝑗𝑚1, . . . , 𝑗𝑚𝑛) çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

𝑗𝑚 = 𝜌(𝑢−𝑤), 𝑤 =
𝜏

𝜌

[︀
𝜌(𝑢∇)u + ∇𝑝− 𝜌∇Φ + divQ

]︀
. (2.7)

Çäåñü è íèæå 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) � ¾äîïîëíèòåëüíàÿ¿ ñêîðîñòü, íàëè÷èå êîòî-
ðîé ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ ÊÃÄÄ ïîäõîäà, à 𝜏 = 𝜏(𝜌,𝑢, 𝐶) > 0 � ïàðàìåòð,
èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Ïðè îïèñàíèè òå÷åíèé ïëîòíûõ ãàçîâ è æèä-
êîñòåé ñëàãàåìûå ñ 𝜏 ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ôèçè÷åñêè ìîòèâèðîâàííûå
ðåãóëÿðèçàòîðû. Â äàëüíåéøåì îíè îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü öåíòðàëü-
íûõ ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â óðàâíåíè-
ÿõ. Òåðìèí ¾ôèçè÷åñêè ìîòèâèðîâàííûå¿ çäåñü îòðàæàåò êàê ñïîñîá ïîëó-
÷åíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ÊÃÄÄ ñèñòåìû, òàê è ôàêò íàëè-
÷èÿ ó íåå òàêèõ íåîáõîäèìûõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìèêè
ñâîéñòâ, êàê âûïîëíåíèå âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè è ïðàâèëüíîñòü áà-
ëàíñà ïîëíîé ýíåðãèè.

ÒåíçîðΠ = Π𝑁𝑆−Q+Π𝜏 ñîñòîèò èç òåíçîðîâ âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå-
Ñòîêñà Π𝑁𝑆 è êàïèëëÿðíûõ íàïðÿæåíèé Q, à òàêæå ðåãóëÿðèçóþùåãî òåí-
çîðà Π𝜏 :

Π𝑁𝑆 = 2𝜂D(u) +
(︀
𝜁 − 2

3𝜂)(divu)I−Q, D(u) = 1
2(∇u + ∇u𝑇 ),

Q = 𝜆1𝜌∇𝐶 ⊗∇𝐶, Π𝜏 = 𝜌𝑢⊗𝑤,

ãäå ∇𝑢 = {𝜕𝑖𝑢𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, à 𝜂 = 𝜂(𝜌,𝑢, 𝐶) > 0 è 𝜁 = 𝜁(𝜌,𝑢, 𝐶) > 0 � êîýôôèöè-
åíòû äèíàìè÷åñêîé è îáúåìíîé âÿçêîñòè ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàêæå â (2.3) îáîáùåííûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

𝜇(𝜌, 𝐶) = Ψ′
0𝐶(𝜌, 𝐶) − 𝜆1

𝜌
div(𝜌∇𝐶), (2.8)

à âåëè÷èíà 𝑀(𝐶) > 0.
Ïðè 𝜏 = 0 èìååì 𝑤 = 0, è äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåõîäèò â ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà âÿçêîé ñæèìàåìîé áàðîòðîïíîé äâóõôàçíîé
äâóõêîìïîíåíòíîé ñìåñè.

Â óðàâíåíèÿõ (2.2), (2.7) âåêòîð�ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥, 𝑡) = ∇Φ(𝑥) � ñòàöèîíàð-
íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ìàññîâàÿ ñèëà. Êàê è â [10,13], ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå
îáùèé ñëó÷àé 𝑓(𝑥, 𝑡) = ∇Φ(𝑥) + ̃︀𝑓(𝑥, 𝑡), ãäå ̃︀𝑓 � ïðîèçâîëüíîå âîçìóùåíèå
ïîòåíöèàëüíîé ñèëû, íî ýòî íå äåëàåòñÿ âî èçáåæàíèå èçëèøíåé ãðîìîçäêî-
ñòè èçëîæåíèÿ.

Ñèñòåìà (2.1)�(2.3) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝜌|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥), 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0(𝑥), 𝐶|𝑡=0 = 𝐶0(𝑥) (2.9)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè, êîíêðåòíûé âèä êîòîðûõ áóäåò óêàçàí íèæå.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè êðàåâûõ óñëîâèé 𝑗𝑚 ·𝑛|𝜕Ω = 0, 𝜕𝑛𝜇|𝜕Ω = 0,

ãäå 𝑛 � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê 𝜕Ω è 𝜕𝑛 = 𝑛 · ∇ � ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè
ê 𝜕Ω, ñïðàâåäëèâû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìàññû è ìàññû îòäåëüíîãî
êîìïîíåíòà:∫︁

Ω

𝜌 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

𝜌0 𝑑𝑥,

∫︁
Ω

𝜌𝐶 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

𝜌0𝐶0 𝑑𝑥 ïðè 𝑡 > 0. (2.10)

Íàïîìíèì, ÷òî â èçîòåðìè÷åñêîì (äëÿ îáîèõ êîìïîíåíòîâ) ñëó÷àå

Ψ𝑖(𝜌) = 𝑐2𝑖𝑠 ln
𝜌

𝜌𝑖
(𝑖 = 1, 2), 𝑝(𝜌, 𝐶) =

(︀
𝑐21𝑠𝐶 + 𝑐22𝑠(1 − 𝐶)

)︀
𝜌, (2.11)

ãäå 𝑐𝑖𝑠 > 0 � ñêîðîñòè çâóêà (ïîñòîÿííûå), 𝜌𝑖 > 0 � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàí-
íûå çíà÷åíèÿ 𝜌. Â èçýíòðîïè÷åñêîì (äëÿ îáîèõ êîìïîíåíòîâ) ñëó÷àå

Ψ𝑖(𝜌) =
𝑝1𝑖

𝛾𝑖 − 1
𝜌𝛾𝑖−1+Ψ𝑖0 (𝑖 = 1, 2), 𝑝(𝜌, 𝐶) = 𝑝11𝐶𝜌𝛾1 +𝑝12(1−𝐶)𝜌𝛾2, (2.12)

ãäå 𝛾𝑖 > 1 � ïîêàçàòåëè àäèàáàò, 𝑝1𝑖 > 0, Ψ𝑖0 � ïîñòîÿííûå.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâÿçàíà ñ îáîáùåíèåì óòâåðæäåíèÿ 1 â [13] äëÿ ñòàí-

äàðòíîãî ñëó÷àÿ îäíîêîìïîíåíòíîé îäíîôàçíîñé ñðåäû.

Теорема 1. Для баротропной КГДД системы уравнений двухфазной двух-
компонентной среды справедливо уравнение энергетического баланса

𝜕𝑡
[︀
1
2𝜌|u|2 + 𝜌Ψ0(𝜌, 𝐶) + 1

2𝜆1𝜌|∇𝐶|2 − 𝜌Φ
]︀
+

+ 2𝜂|D(𝑢)|2 +
(︀
𝜁 − 2

3𝜂
)︀

(divu)2 + 𝑀(𝐶)|∇𝜇|2 +
𝜌

𝜏
|𝑤|2 + div𝑎 = 0, (2.13)
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в котором |D(𝑢)|2 = D(𝑢) : D(𝑢) и

𝑎 :=
[︀
1
2 |𝑢|2 + 𝐶(𝜌Ψ1)

′
𝜌 + (1 − 𝐶)(𝜌Ψ2)

′
𝜌 + Ψ𝑠𝑒𝑝(𝐶) + 1

2𝜆1|∇𝐶|2 − Φ
]︀
𝑗𝑚−

− (Π𝑁𝑆 + Π𝜏)𝑢− (𝜕𝑡𝐶)𝜆1𝜌∇𝐶 −𝑀(𝐶)𝜇∇𝜇. (2.14)

Здесь 2𝜂|D(𝑢)|2 +
(︀
𝜁 − 2

3 𝜂
)︀

(div𝑢)2 > 0, и поэтому производство энер-
гии — взятая со знаком минус сумма 2-го, 3-го, 4-го и 5-го слагаемых в ле-
вой части (2.13) — неположительно.

Доказательство. 1. Óðàâíåíèå (2.1) óìíîæèì íà 𝜎 − Φ, ãäå
𝜎 := 𝐶(𝜌Ψ1)

′
𝜌 + (1 − 𝐶)(𝜌Ψ2)

′
𝜌, è ïîëó÷èì

𝐶𝜕𝑡(𝜌Ψ1) + (1 − 𝐶)𝜕𝑡(𝜌Ψ2) − 𝜕𝑡(𝜌Φ) + div
(︀
𝑗𝑚(𝜎 − Φ)

)︀
− 𝑗𝑚 ·∇(𝜎 − Φ) = 0.

Âûïîëíèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

∇𝜎 = (∇𝐶)
(︀
𝜌𝛿Ψ

)︀′
𝜌

+
[︀
𝐶(𝜌Ψ1)

′′
𝜌𝜌 + (1 − 𝐶)(𝜌Ψ2)

′′
𝜌𝜌

]︀
∇𝜌 =

= (∇𝐶)𝛿Ψ + (∇𝐶)𝜌𝛿Ψ′
𝜌 +

1

𝜌

[︀
𝐶(𝜌2Ψ′

1𝜌)
′
𝜌 + (1 − 𝐶)(𝜌2Ψ′

2𝜌)
′
𝜌

]︀
∇𝜌 =

= (∇𝐶)𝛿Ψ +
1

𝜌
∇𝑝, (2.15)

ãäå â çàêëþ÷åíèå èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (2.6). Ïîñêîëüêó 𝑗𝑚 = 𝜌(𝑢−𝑤), òî
òåì ñàìûì

𝐶𝜕𝑡(𝜌Ψ1) + (1 − 𝐶)𝜕𝑡(𝜌Ψ2) − 𝜕𝑡(𝜌Φ) − 𝑗𝑚 · (∇𝐶)𝛿Ψ+

+ (𝜌∇𝑝− 𝜌Φ) · (𝑤 − 𝑢) + div
(︀
𝑗𝑚(𝜎 − Φ)

)︀
= 0. (2.16)

3. Óðàâíåíèå (2.2) óìíîæèì íà 𝑢. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

𝜕𝑡(𝜌𝑢) · 𝑢 = 1
2𝜕𝑡(𝜌|𝑢|2) + 1

2(𝜕𝑡𝜌)|𝑢|2,
[div(𝑗𝑚 ⊗ 𝑢)] · 𝑢 = 1

2 div(|𝑢|2𝑗𝑚) + 1
2(div 𝑗𝑚)|𝑢|2,

(div Π) · 𝑢 = div(Π𝑢) − Π : ∇𝑢

è óðàâíåíèÿ (2.1) ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ âûâåäåì

1
2𝜕𝑡(𝜌|𝑢|2) + (∇𝑝− 𝜌∇Φ) · 𝑢 + Π : ∇𝑢 + div(12|𝑢|2𝑗𝑚 − Π𝑢) = 0. (2.17)
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Äàëåå âûïîëíèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

(∇𝑝− 𝜌∇Φ) ·𝑤 + Π : ∇𝑢 =
[︀
2𝜂D(𝑢) +

(︀
𝜁 − 2

3𝜂)(div𝑢)I
]︀
: ∇𝑢−

−Q : ∇𝑢 + 𝜌(𝑢⊗𝑤) : ∇𝑢 + (∇𝑝− 𝜌∇Φ) ·𝑤 =

= 2𝜂|D(𝑢)|2 +
(︀
𝜁 − 2

3𝜂)(div𝑢)2 +

+ 𝑤 ·
(︀
𝜌(𝑢∇)𝑢 + ∇𝑝− 𝜌∇Φ + divQ

)︀
−𝑤 · divQ−Q : ∇𝑢 =

= 2𝜂|D(𝑢)|2 +
(︀
𝜁 − 2

3𝜂)(div𝑢)2 + 𝜌
𝜏 |𝑤|2 −𝑤 · divQ−Q : ∇𝑢, (2.18)

ãäå ó÷òåíà âòîðàÿ ôîðìóëà (2.7).
2. Óðàâíåíèå (2.3) ïåðåïèøåì ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (2.1) â âèäå

𝜌𝜕𝑡𝐶 + 𝑗𝑚 ·∇𝐶 − div
(︀
𝑀∇𝜇

)︀
= 0 (2.19)

è óìíîæèì ðåçóëüòàò íà 𝜇. Òîãäà, âî-ïåðâûõ, ñíîâà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ
(2.1) èìååì

(𝜌𝜕𝑡𝐶 + 𝑗𝑚 ·∇𝐶)Ψ′
0𝐶 = 𝜌(𝜕𝑡𝐶)Ψ′

0𝐶 + 𝑗𝑚 · [(∇𝐶)𝛿Ψ + ∇Ψ𝑠𝑒𝑝] =

= 𝜌(𝜕𝑡𝐶)Ψ′
0𝐶 + 𝑗𝑚 · (∇𝐶)𝛿Ψ + (𝜕𝑡𝜌 + div 𝑗𝑚)Ψ𝑠𝑒𝑝 + 𝑗𝑚 ·∇Ψ𝑠𝑒𝑝 =

= (𝜕𝑡𝜌)Ψ𝑠𝑒𝑝 + 𝜌(𝜕𝑡𝐶)Ψ′
0𝐶 + 𝑗𝑚 · (∇𝐶)𝛿Ψ + div

(︀
𝑗𝑚Ψ𝑠𝑒𝑝

)︀
.

Âî-âòîðûõ, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå 𝑢𝑚 = 𝑢−𝑤, èìååì

− (𝜌𝜕𝑡𝐶 + 𝑗𝑚 ·∇𝐶)
𝜆1

𝜌
div(𝜌∇𝐶) =

= − div
{︀

[𝜕𝑡𝐶 + 𝑢𝑚 ·∇𝐶]𝜆1𝜌∇𝐶
}︀

+ 𝜆1𝜌∇𝐶 ·∇[𝜕𝑡𝐶 + 𝑢𝑚 ·∇𝐶],

è äàëåå

𝜆1𝜌∇𝐶 ·∇𝜕𝑡𝐶 = 1
2𝜆1𝜌𝜕𝑡

(︀
|∇𝐶|2

)︀
= 1

2𝜕𝑡
(︀
𝜆1𝜌|∇𝐶|2

)︀
− 1

2𝜆1(𝜕𝑡𝜌)|∇𝐶|2,

𝜆1𝜌∇𝐶 ·∇[𝑢𝑚 ·∇𝐶] = 𝜆1𝜌∇𝐶 · {[∇(∇𝐶)] · 𝑢𝑚 + [∇𝑢𝑚] ·∇𝐶} =

= 1
2𝜆1∇(|∇𝐶|2) · 𝑗𝑚 + (∇𝑢−∇𝑤) : Q = 1

2𝜆1 div
(︀
𝑗𝑚|∇𝐶|2

)︀
−

− 1
2𝜆1|∇𝐶|2 div 𝑗𝑚 + ∇𝑢 : Q− div(Q𝑤) + 𝑤 · divQ.

Â-òðåòüèõ, ìîæíî çàïèñàòü

−𝜇 div
(︀
𝑀∇𝜇

)︀
= − div

(︀
𝑀𝜇∇𝜇

)︀
+ 𝑀 |∇𝜇|2.

Â èòîãå ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (2.1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(𝜕𝑡𝜌)Ψ𝑠𝑒𝑝 + 𝜌(𝜕𝑡𝐶)Ψ′
0𝐶 + 𝑗𝑚 · [(∇𝐶)𝛿Ψ] + 𝜕𝑡

[︀
1
2𝜆1𝜌|∇𝐶|2

]︀
+

+ 𝑀 |∇𝜇|2 + ∇𝑢 : Q + 𝑤 · divQ + div 𝑏 = 0, (2.20)
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ãäå

𝑏 :=
(︀
Ψ𝑠𝑒𝑝 + 1

2𝜆1|∇𝐶|2
)︀
𝑗𝑚 − (𝜕𝑡𝐶 + 𝑢𝑚 ·∇𝐶)𝜆1𝜌∇𝐶 −Q𝑤 −𝑀𝜇∇𝜇 =

=
(︀
Ψ𝑠𝑒𝑝 + 1

2𝜆1|∇𝐶|2
)︀
𝑗𝑚 − (𝜕𝑡𝐶)𝜆1𝜌∇𝐶 −Q𝑢−𝑀𝜇∇𝜇.

4. Ñëîæèì ðàâåíñòâà (2.16), (2.17), (2.20), à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìó-
ëàìè (2.18) è

𝜕𝑡(𝜌Ψ0) = (𝜕𝑡𝜌)(𝜌Ψ0)
′
𝜌 + (𝜕𝑡𝐶)𝜌Ψ′

0𝐶 =

= 𝐶𝜕𝑡(𝜌Ψ1) + (1 − 𝐶)𝜕𝑡(𝜌Ψ2) + (𝜕𝑡𝜌)Ψ𝑠𝑒𝑝 + 𝜌(𝜕𝑡𝐶)Ψ′
0𝐶 .

Ïðèâåäÿ ïîäîáíûå (ïðè ýòîì ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (2.16),
ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (2.18) è ñëàãàåìîå −Q𝑢 â 𝑏 ñîêðà-
òÿòñÿ), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà (2.13) ñ äèâåðãåíòíûì
ñëàãàåìûì a âèäà (2.14).

Ââåäåì ïîëíóþ ýíåðãèþ

ℰ :=

∫︁
Ω

(︀
1
2𝜌|u|2 + 𝜌Ψ0 + 1

2𝜆1𝜌|∇𝐶|2 − 𝜌Φ
)︀
𝑑𝑥.

Следствие 1. 1. Пусть выполнены краевые условия

𝑢|𝜕Ω = 0, 𝑗𝑚 · 𝑛|𝜕Ω = 0,
[︀
(𝜕𝑡𝐶)𝜆1𝜌𝜕𝑛𝐶 + 𝑀𝜇𝜕𝑛𝜇

]︀⃒⃒
𝜕Ω

= 0. (2.21)

Тогда при 𝑡 > 0 справедливо уравнение баланса полной энергии

𝜕𝑡ℰ +

∫︁
Ω

[︁
2𝜂|D(𝑢)|2 +

(︀
𝜁 − 2

3 𝜂
)︀

(div𝑢)2 + 𝑀 |∇𝜇|2 +
𝜌

𝜏
|𝑤|2

]︁
𝑑𝑥 = 0. (2.22)

В частности, из него следует невозрастание полной энергии

𝜕𝑡ℰ 6 0 при 𝑡 > 0. (2.23)

2. Пусть уравнения системы выполнены во всем пространстве R𝑛 и вме-
сто краевых условий (2.21) выполнено условие 𝑋 := (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) – пери-
одичности решения, функций 𝑗𝑚, ∇𝜇, 𝑎 и Φ, 𝜌0, 𝐶0 по (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), где
𝑋1 > 0,..., 𝑋𝑛 > 0. Тогда предыдущие результаты, включая законы со-
хранения (2.10), справедливы с Ω = Ω𝑋 := (0, 𝑋1) × . . .× (0, 𝑋𝑛).

3. Если выполнены краевые условия

𝑢|𝜕Ω = 0, 𝑗𝑚 · 𝑛
⃒⃒
𝜕Ω

= 0, 𝜕𝑛𝜇
⃒⃒
𝜕Ω

= 0, (2.24)
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то уравнение баланса полной энергии принимает вид

𝜕𝑡ℰ +

∫︁
Ω

[︁
2𝜂|D(𝑢)|2 +

(︀
𝜁 − 2

3 𝜂
)︀

(div𝑢)2 + 𝑀 |∇𝜇|2 +
𝜌

𝜏
|𝑤|2

]︁
𝑑𝑥+

+

∫︁
𝜕Ω

[𝑗𝑚 ·∇𝐶 − div (𝑀∇𝜇)]𝜆1𝜕𝑛𝐶 𝑑𝑥 = 0 при 𝑡 > 0. (2.25)

Оно легко получается с применением уравнения (2.19).

Ïðè 𝜏 = 0 â òåîðåìå è ñëåäñòâèè ñëàãàåìûå (𝜌/𝜏)|𝑤|2 èñ÷åçàþò, è îíè
ñòàíîâÿòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà âÿçêîé ñæèìàåìîé
áàðîòðîïíîé äâóõôàçíîé äâóõêîìïîíåíòíîé æèäêîñòè.

3 Анализ линеаризованной устойчивости

постоянных решений

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.8) ñ Φ = 0. Ïîñòîÿííûå 𝜌 > 0, 𝑢̄, 0 < 𝐶 < 1
óäîâëåòâîðÿþò èì â êà÷åñòâå 𝜌, 𝑢, 𝐶. Ïðîàíàëèçèðóåì âîïðîñ îá óñòîé÷è-
âîñòè òàêèõ ïîñòîÿííûõ ðåøåíèé â ëèíåàðèçîâàííîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ ýòîãî
çàïèøåì ðåøåíèÿ â âèäå 𝜌 = 𝜌 + 𝛿𝜌, 𝑢 = 𝑢̄ + 𝛿𝑢, 𝐶 = 𝐶 + 𝛿𝐶. Ïîäñòàâèì
èõ â óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.8), âîñïîëüçóåìñÿ ïîñòîÿíñòâîì 𝜌, 𝑢̄, 𝐶 è, îòáðîñèâ
ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé 𝛿𝜌, 𝛿𝑢, 𝛿𝐶
(è èõ ïðîèçâîäíûõ), âûâåäåì äëÿ âîçìóùåíèé ëèíåàðèçîâàííóþ ÊÃÄÄ ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé

𝜕𝑡𝛿𝜌 + div
[︀
𝑢̄𝛿𝜌 + 𝜌(𝛿𝑢− 𝛿𝑤)

]︀
= 0, (3.1)

𝜌𝜕𝑡𝛿𝑢 + 𝜌(𝑢̄∇)𝛿𝑢 + 𝑝′𝜌(𝜌, 𝐶)∇𝛿𝜌 + 𝜌2𝛿Ψ′
𝜌(𝜌)∇𝛿𝐶 =

= div
[︀
2𝜂D(𝛿u) +

(︀
𝜁 − 2

3𝜂)(div 𝛿u)I + 𝜌𝑢̄⊗ 𝛿𝑤
]︀
, (3.2)

𝛿𝑤 = 𝜏
[︁
(𝑢̄ ·∇)𝛿𝑢 +

1

𝜌

(︁
𝑝′𝜌(𝜌, 𝐶)∇𝛿𝜌 + 𝜌2𝛿Ψ′

𝜌(𝜌)∇𝛿𝐶
)︁]︁

, (3.3)

𝜌𝜕𝑡𝛿𝐶 + 𝜌(𝑢̄∇)𝛿𝐶 = 𝑀(𝐶)
[︀
𝛿Ψ′

𝜌(𝜌)∆𝛿𝜌 + Ψ′′
𝑠𝑒𝑝(𝐶)∆𝛿𝐶 − 𝜆1∆

2𝛿𝐶
]︀
, (3.4)

ãäå 𝜏 = 𝜏(𝜌, 𝑢̄, 𝐶), 𝜂 = 𝜂(𝜌, 𝑢̄, 𝐶), 𝜁 = 𝜁(𝜌, 𝑢̄, 𝐶), à ∆ = div∇ � îïåðàòîð Ëà-
ïëàñà è Ψ′′

𝑠𝑒𝑝 � âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ψ𝑠𝑒𝑝. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (3.2) óäîáíî
ïðåäâàðèòåëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

𝜕𝑡(𝜌𝑣) + div(𝑗𝑚𝑣) = 𝜌𝜕𝑡𝑣 + 𝑗𝑚 ·∇𝑣,

à ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (3.4) � ôîðìîé (2.19) óðàâíåíèÿ äëÿ êîíöåíòðàöèè.
Ó÷òåíî, ÷òî 𝑝′𝐶(𝜌, 𝐶) = 𝜌2𝛿Ψ′

𝜌(𝜌).
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Ïðè óñëîâèè 𝛿Ψ′
𝜌(𝜌) = 0: óêàçàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñóùåñòâåííî óïðî-

ùàåòñÿ: òîãäà â óðàâíåíèÿõ (3.2) è (3.3) èñ÷åçàþò ñëàãàåìûå ñ ∇𝛿𝐶, à â óðàâ-
íåíèè (3.4) � ñëàãàåìîå ñ ∆𝛿𝜌, è îíà ðàñïàäàåòñÿ íà ñèñòåìó óðàâíåíèé
(3.1)�(3.3) äëÿ 𝛿𝜌, 𝛿𝑢 è îòäåëüíîå óðàâíåíèå (3.4) äëÿ 𝛿𝐶. Íèæå îãðàíè÷èì-
ñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî âìåñòå ñ åñòåñòâåííûì óñëîâèåì
𝑝′𝜌(𝜌, 𝐶) > 0.

Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà (3.1)�(3.3) áûëà ðàíåå èçó÷åíà â [9], ãäå
äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ 𝛿𝜌|𝜕Ω = 0, 𝛿𝑢|𝜕Ω = 0, à òàêæå â ïåðè-
îäè÷åñêîì ñëó÷àå, áûëè óñòàíîâëåíû ðàâíîìåðíûå ïî 𝑡 > 0 îöåíêè ðåøåíèÿ
â 𝐿2(Ω) è 𝐻1(Ω) (ýòî ñäåëàíî ïðè 𝜁 = 0, ÷òî íà ñàìîì äåëå íåñóùåñòâåííî).

Ïðîàíàëèçèðóåì óðàâíåíèå (3.4). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåãî ñèòóàöèÿ
ðåçêî îòëè÷àåòñÿ îò óñòàíîâëåííîé äëÿ ñèñòåìû (3.1)�(3.3) è óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèé èìååò ìåñòî îòíþäü íå âñåãäà. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïåðâîé ÷àñòè
ðåçóëüòàòà ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñà-
ìîñîïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà 4-ãî ïîðÿäêà

𝜆1∆
2𝑣 − Ψ′′

𝑠𝑒𝑝(𝐶)∆𝑣 = 𝜆𝑣 â Ω, 𝑣|𝜕Ω = 𝜕𝑛𝑣|𝜕Ω = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝜆(𝑘), 𝑣(𝑘)}∞𝑘=1 åå (îáîáùåííûå) ñîáñòâåííûå ïàðû. Ïóñòü ïðè
ýòîì 𝜆(1) 6 𝜆(2) 6 . . . (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü êîíå÷íîêðàòíûìè),
à {𝑣(𝑘)}∞𝑘=1 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â 𝐿2(Ω) (òàê ÷òî ‖𝑣𝑘‖𝐿2(Ω) = 1,
𝑘 > 1). Èçâåñòíî, ÷òî 𝜆(𝑘) → +∞ ïðè 𝑘 → ∞. Âûïîëíåíèå ýòèõ ñâîéñòâ
ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðèåé ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîäîá-
íî [27, ãë. II, �4 è ãë. V, �1].

Теорема 2. Пусть 𝛿Ψ′
𝜌(𝜌) = 0.

1. Рассмотрим уравнение (3.4) с 𝑢̄ = 0 для 𝑥 ∈ Ω, при краевых условиях

𝛿𝐶|𝜕Ω = 0, 𝜕n𝛿𝐶|𝜕Ω = 0 (3.5)

и начальном условии 𝛿𝐶|𝑡=0 = 𝛿𝐶0 ∈ 𝐿2(Ω). Тогда

𝛿𝐶0(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝛿𝐶0,𝑘𝑣𝑘(𝑥), где 𝛿𝐶0,𝑘 =

∫︁
Ω

𝛿𝐶0𝑣𝑘 𝑑𝑥,

а решение представимо в виде ряда

𝛿𝐶(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝛿𝐶0,𝑘𝑣𝑘(𝑥)𝑒−𝛼̄𝜆
(𝑘)𝑡 с 𝛼̄ = 𝑀(𝐶)/𝜌.

Как следствие, верна оценка

‖𝛿𝐶(·, 𝑡)‖𝐿2(Ω) 6 𝑒−𝛼̄𝜆
(1)𝑡‖𝛿𝐶0‖𝐿2(Ω) при 𝑡 > 0. (3.6)
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2. Рассмотрим уравнение (3.4) для 𝑥 ∈ R𝑛 и вместо краевых усло-
вий (3.5) наложим условие 𝑋 –периодичности решения (вместе с ∇𝛿𝐶,
∆𝛿𝐶, ∇∆𝛿𝐶) и 𝛿𝐶0 по 𝑥. Тогда

𝛿𝐶0(𝑥) =
∑︁
k∈Z𝑛

𝛿𝐶0,k𝑒
𝑖𝜉k·𝑥,

где

𝛿𝐶0,k =
1

|Ω|

∫︁
Ω

𝛿𝐶0(𝑥)𝑒−𝑖𝜉k·𝑥 𝑑𝑥, 𝜉k =

(︂
2𝜋𝑘1
𝑋1

, . . . ,
2𝜋𝑘𝑛
𝑋𝑛

)︂
(функцию 𝛿𝐶0 можно считать комплекснозначной), k = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛) —
мультииндекс, 𝑖 — мнимая единица, Ω = Ω𝑋 , |Ω| = 𝑋1 . . . 𝑋𝑛, а решение
представимо в виде ряда

𝛿𝐶(𝑥, 𝑡) =
∑︁
k∈Z𝑛

𝛿𝐶0,k𝑒
𝑖𝜉k·(𝑥−𝑢̄𝑡)−𝛼̄𝜆(k)𝑡, где 𝜆(k) = |𝜉k|2

(︀
Ψ′′
𝑠𝑒𝑝(𝐶) + 𝜆1|𝜉k|2

)︀
.

Как следствие, верна оценка

‖(𝛿𝐶 − ⟨𝛿𝐶⟩)(·, 𝑡)‖𝐿2(Ω) 6 𝑒−𝛼̄𝜆
(1)𝑡‖𝛿𝐶0 − ⟨𝛿𝐶0⟩‖𝐿2(Ω) при 𝑡 > 0, (3.7)

где ⟨𝜙⟩ =
∫︀
Ω 𝜙𝑑𝑥/|Ω| — среднее значение функции 𝜙 на Ω, а 𝜆(1) = min

k∈Z𝑛,k ̸=0
𝜆(k).

В частности, при Ψ′′
𝑠𝑒𝑝(𝐶) + 2𝜆1(2𝜋/𝑋max)

2 > 0 имеем

𝜆(1) =

(︂
2𝜋

𝑋max

)︂2
[︃

Ψ′′
𝑠𝑒𝑝(𝐶) + 𝜆1

(︂
2𝜋

𝑋max

)︂2
]︃
, где 𝑋max = max{𝑋1, . . . , 𝑋𝑛},

а также верна оценка

‖𝛿𝐶(·, 𝑡)‖𝐿2(Ω) 6 ‖𝛿𝐶0‖𝐿2(Ω) при 𝑡 > 0. (3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì è ðåàëèçóåò ìåòîä Ôó-
ðüå ïîäîáíî [27, ãë. III, �4.3 è ãë. V, �2]. Â ÷àñòíîñòè, îöåíêè (3.6)�(3.8) íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ïðåäñòàâëåííûõ ôîðìóë äëÿ ðåøåíèé.

Ïîäîáíûå îöåíêè íåòðóäíî âûâåñòè íå òîëüêî â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâà Ëå-
áåãà 𝐿2(Ω), íî è â íîðìàõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà 𝑊 𝑘

2 (Ω).

Замечание 1. В условиях п. 2 справедлив закон сохранения

⟨𝛿𝐶(·, 𝑡)⟩ = ⟨𝛿𝐶0⟩, 𝑡 > 0. (3.9)

Именно поэтому оценка (3.7) записана в несколько ином виде, чем (3.6).
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Замечание 2. Оценки (3.6)–(3.8) могут быть доказаны также энерге-
тическим методом. Так, в пп. 1 и 2 верно энергетическое равенство

1

2
𝜌𝜕𝑡

∫︁
Ω

(𝛿𝐶)2 𝑑𝑥 + 𝑀(𝐶)

∫︁
Ω

[︀
Ψ′′
𝑠𝑒𝑝(𝐶)|∇𝛿𝐶|2 + 𝜆1|∆𝛿𝐶|2

]︀
𝑑𝑥 = 0. (3.10)

При этом в п. 1 оно, а поэтому и оценка (3.6), верны при любом 𝑢̄. В п. 2
с учетом закона сохранения (3.9) энергетическое равенство сохранит силу
при замене 𝛿𝐶 на 𝛿𝐶 − ⟨𝛿𝐶⟩.

Ñîãëàñíî ïîñëåäíåé òåîðåìå, îöåíêà âèäà (3.8), ò.å. ðàâíîìåðíàÿ ïî 𝑡 > 0
óñòîé÷èâîñòü â 𝐿2(Ω) ðåøåíèé çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.4), â ïï. 1 è 2 èìååò
ìåñòî тогда и только тогда, когда 𝜆(1) > 0. Ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ
ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ‖𝛿𝐶(·, 𝑡)‖𝐿2(Ω) ïî 𝑡 (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
îòâå÷àþùèé 𝜆(1) êîýôôèöèåíò 𝛿𝐶0,𝑘 èëè 𝛿𝐶0,k îòëè÷åí îò 0).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå (2.5) èìååì Ψ′′
𝑠𝑒𝑝(𝐶) = 2𝐴𝜓(6𝐶2−6𝐶+1) è ïîýòîìó

ñâîéñòâî 𝜆(1) > 0, ò.å. Ψ′′
𝑠𝑒𝑝(𝐶) + 𝜆1(2𝜋/𝑋max)

2 > 0, âûïîëíåíî îòíþäü íå
âñåãäà, à òîëüêî ëèáî ïðè ⃒⃒⃒⃒

𝐶 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
>

1

2
√

3
(3.11)

ëèáî ïðè⃒⃒⃒⃒
𝐶 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
<

1

2
√

3
, 𝜆1

(︂
2𝜋

𝑋max

)︂2

> 𝐴𝜓

(︃
1 − 12

⃒⃒⃒⃒
𝐶 − 1

2

⃒⃒⃒⃒2)︃
. (3.12)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝐶 = 1/2 ýòî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ 𝜆1(2𝜋/𝑋max)
2 > 𝐴𝜓.

4 Разностная схема

Ïîñòðîèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ ÊÃÄÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1)�(2.8) ïðè
(𝑥1, 𝑥2) = (𝑥, 𝑦) ∈ R2 ñ óñëîâèåì (𝑋, 𝑌 )�ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ ïî (𝑥, 𝑦).
Ïðè ýòîì çà îñíîâó áóäåò âçÿòà ñõåìà äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè èç [23], ñ îáîáùå-
íèåì íà íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó è Φ ̸≡ 0 â äóõå [24]. Âàæíûì íîâûì ýëåìåíòîì
áóäåò èíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òåíçîðà Q â óðàâíåíèè áàëàíñà èìïóëüñà (2.2).
Ïóñòü 𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦) è Ω = (0, 𝑋) × (0, 𝑌 ).

Ïðè çàïèñè ðàçíîñòíîé ñõåìû áóäåì â îñíîâíîì ñëåäîâàòü îáîçíà÷åíèÿì
èç [24]. Ââåäåì íà [0, 𝑋] ïðîèçâîëüíóþ íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî ïåðåìåííîé
𝑥 ñ óçëàìè 0 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑁𝑥

= 𝑋 è ïðîäîëæèì åå ïåðèîäè÷åñêè
ñ ïåðèîäîì𝑋 íà âñþ ïðÿìóþ. Ïîëó÷åííóþ ñåòêó ñ óçëàìè 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ Z îáîçíà÷èì
÷åðåç 𝜔̄𝑥ℎ. Ïóñòü ℎ𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 � åå øàãè.
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Ââåäåì òàêæå äâîéñòâåííóþ ñåòêó 𝜔̄*
𝑥ℎ ñ óçëàìè 𝑥𝑖+1/2 = (𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1)/2 è

øàãàìè ℎ̂𝑖 = 𝑥𝑖+1/2 − 𝑥𝑖−1/2 = (ℎ𝑥𝑖 + ℎ𝑥(𝑖+1))/2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç𝐻(𝜔) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå 𝜔. Äëÿ 𝑣 ∈

𝐻(𝜔̄𝑥ℎ) è 𝑧 ∈ 𝐻(𝜔̄*
𝑥ℎ) ââåäåì ñåòî÷íûå óñðåäíåíèÿ è ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ

(𝑠𝑥𝑣)𝑖−1/2 =
𝑣𝑖−1 + 𝑣𝑖

2
, 𝛿𝑥𝑣𝑖−1/2 =

𝑣𝑖 − 𝑣𝑖−1

ℎ𝑥𝑖
,

∘
𝛿𝑥𝑣𝑖 =

𝑣𝑖+1 − 𝑣𝑖−1

2ℎ̂𝑥𝑖
,

(𝑠*𝑥𝑧)𝑖 =
ℎ𝑥𝑖

2ℎ̂𝑥𝑖
𝑧𝑖−1/2 +

ℎ𝑥(𝑖+1)

2ℎ̂𝑥𝑖
𝑧𝑖+1/2, 𝛿*𝑥𝑧𝑖 =

𝑧𝑖+1/2 − 𝑧𝑖−1/2

ℎ̂𝑥𝑖
.

ßñíî, ÷òî 𝑠𝑥, 𝛿𝑥: 𝐻(𝜔̄𝑥ℎ) → 𝐻(𝜔̄*
𝑥ℎ), à 𝑠*𝑥, 𝛿

*
𝑥: 𝐻(𝜔̄*

𝑥ℎ) → 𝐻(𝜔̄𝑥ℎ). Îòìåòèì, ÷òî

𝛿*𝑥𝑠𝑥 = 𝑠*𝑥𝛿𝑥 =
∘
𝛿𝑥: 𝐻(𝜔̄𝑥ℎ) → 𝐻(𝜔̄𝑥ℎ).

Ñåòêè 𝜔̄𝑦ℎ (ñ 𝑁𝑦 + 1 óçëîì íà [0, 𝑌 ]), 𝜔̄*
𝑦ℎ è îïåðàòîðû 𝑠𝑦, 𝛿𝑦,

∘
𝛿𝑦, 𝑠*𝑦, 𝛿

*
𝑦 ïî

ïåðåìåííîé 𝑦 ââîäÿòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.
Ââåäåì òàêæå íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑇𝑁𝑡

= 𝑇 ïî 𝑡
ñ øàãàìè ∆𝑡𝑚 = 𝑡𝑚 − 𝑡𝑚−1 è ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

𝛿𝑡𝜌
𝑚 =

𝜌𝑚+1 − 𝜌𝑚

∆𝑡𝑚+1
.

Èñïîëüçóåìàÿ ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé (2.1)�(2.3) íà îñíîâ-
íîé ñåòêå 𝜔̄𝑥ℎ × 𝜔̄𝑦ℎ òàêîâà:

𝛿𝑡𝜌 + 𝛿*𝑥𝑗𝑚𝑥 + 𝛿*𝑦𝑗𝑚𝑦 = 0,

𝛿𝑡(𝜌𝑢𝑥) + 𝛿*𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑠𝑥𝑢𝑥) + 𝛿*𝑦(𝑗𝑚𝑦𝑠𝑦𝑢𝑥) +
∘
𝛿𝑥𝑝 = 𝛿*𝑥Π𝑥𝑥 + 𝛿*𝑦Π𝑦𝑥 + 𝑠*𝑥

[︀
(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥Φ

]︀
,

𝛿𝑡(𝜌𝑢𝑦) + 𝛿*𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑠𝑥𝑢𝑦) + 𝛿*𝑦(𝑗𝑚𝑦𝑠𝑦𝑢𝑦) +
∘
𝛿𝑦𝑝 = 𝛿*𝑥Π𝑥𝑦 + 𝛿*𝑦Π𝑦𝑦 + 𝑠*𝑦

[︀
(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦Φ

]︀
,

𝛿𝑡(𝜌𝐶) + 𝛿*𝑥(𝑗𝑚𝑥𝑠𝑥𝐶) + 𝛿*𝑦(𝑗𝑚𝑦𝑠𝑦𝐶) = 𝛿*𝑥
[︀
𝑀(𝑠𝑥𝐶)𝛿𝑥𝜇

]︀
+ 𝛿*𝑦

[︀
𝑀(𝑠𝑦𝐶)𝛿𝑦𝜇

]︀
.

Çäåñü â ñîîòâåòñòâèè ñ [2,3] (è â îòëè÷èå îò [28]) âñå îñíîâíûå èñêîìûå âåëè-
÷èíû 𝜌, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝐶, à òàêæå ôóíêöèÿ Φ îïðåäåëåíû íà îñíîâíîé ñåòêå.

Àïïðîêñèìàöèÿ êîìïîíåíò 𝑗𝑚, 𝑤 èìååò âèä:

𝑗𝑚𝑥 = (𝑠𝑥𝜌)
(︀
𝑠𝑥𝑢𝑥 − 𝑤(𝑥)

𝑥

)︀
, 𝑗𝑚𝑦 = (𝑠𝑦𝜌)

(︀
𝑠𝑦𝑢𝑦 − 𝑤(𝑦)

𝑦

)︀
,

𝑤(𝑥)
𝑥 =

𝑠𝑥𝜏

𝑠𝑥𝜌

[︀
(𝑠𝑥𝜌)(𝑠𝑥𝑢𝑥)𝛿𝑥𝑢𝑥 + (𝑠𝑥𝜌)(𝑠𝑥𝑢𝑦)

∘
𝛿𝑦𝑠𝑥𝑢𝑥 +

+ 𝛿𝑥𝑝− (𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥Φ + 𝛿𝑥𝑄𝑥𝑥 + 𝛿*𝑦𝑄
(𝑥,𝑦)
𝑦𝑥

]︀
, (4.1)
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𝑤(𝑦)
𝑦 =

𝑠𝑦𝜏

𝑠𝑦𝜌

[︀
(𝑠𝑦𝜌)(𝑠𝑦𝑢𝑥)

∘
𝛿𝑥𝑠𝑦𝑢𝑦 + (𝑠𝑦𝜌)(𝑠𝑦𝑢𝑦)𝛿𝑦𝑢𝑦 +

+ 𝛿𝑦𝑝− (𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦Φ + 𝛿*𝑥𝑄
(𝑥,𝑦)
𝑥𝑦 + 𝛿𝑦𝑄𝑦𝑦

]︀
. (4.2)

Êîìïîíåíòû 𝑗𝑚𝑥, 𝑤
(𝑥)
𝑥 îïðåäåëåíû íà 𝜔̄*

𝑥ℎ × 𝜔̄𝑦ℎ, êîìïîíåíòû 𝑗𝑚𝑦, 𝑤
(𝑦)
𝑦 � íà

𝜔̄𝑥ℎ × 𝜔̄*
𝑦ℎ. Ïàðàìåòð 𝜏 îïðåäåëåí íà îñíîâíîé ñåòêå.

Àïïðîêñèìàöèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Π = Π𝑁𝑆 −Q + Π𝜏 èìååò âèä

Π𝑥𝑥 = Π𝑁𝑆
𝑥𝑥 −𝑄

(𝑥)
𝑥𝑥 + Π𝜏

𝑥𝑥, Π𝑦𝑥 = Π𝑁𝑆
𝑦𝑥 −𝑄

(𝑦)
𝑦𝑥 + Π𝜏

𝑦𝑥,

Π𝑥𝑦 = Π𝑁𝑆
𝑥𝑦 −𝑄

(𝑥)
𝑥𝑦 + Π𝜏

𝑥𝑦, Π𝑦𝑦 = Π𝑁𝑆
𝑦𝑦 −𝑄

(𝑦)
𝑦𝑦 + Π𝜏

𝑦𝑦.

Êîìïîíåíòû Π𝑥𝑥, Π𝑥𝑦 è èõ ñëàãàåìûå îïðåäåëåíû íà 𝜔̄*
𝑥ℎ×𝜔̄𝑦ℎ, à Π𝑦𝑥, Π𝑦𝑦 è èõ

ñëàãàåìûå � íà 𝜔̄𝑥ℎ× 𝜔̄*
𝑦ℎ. Çäåñü, âî-ïåðâûõ, äëÿ òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé

Íàâüå�Ñòîêñà èìååì

Π𝑁𝑆
𝑥𝑥 =

[︀
𝑠*𝑦
(︀
4
3𝜂 + 𝜁

)︀]︀
𝛿𝑥𝑢𝑥 + 𝑠*𝑦

[︀(︀
𝜁 − 2

3𝜂
)︀
𝛿𝑦𝑠𝑥𝑢𝑦

]︀
, Π𝑁𝑆

𝑦𝑥 = (𝑠*𝑥𝜂)𝛿𝑦𝑢𝑥 + 𝑠*𝑥
(︀
𝜂𝛿𝑥𝑠𝑦𝑢𝑦

)︀
,

Π𝑁𝑆
𝑦𝑦 = 𝑠*𝑥

[︀(︀
𝜁 − 2

3𝜂
)︀
𝛿𝑥𝑠𝑦𝑢𝑥

]︀
+
[︀
𝑠*𝑥
(︀
4
3𝜂 + 𝜁

)︀]︀
𝛿𝑦𝑢𝑦, Π𝑁𝑆

𝑥𝑦 = 𝑠*𝑦
(︀
𝜂𝑠𝑥𝛿𝑦𝑢𝑥

)︀
+
(︀
𝑠*𝑦𝜂
)︀
𝛿𝑥𝑢𝑦

êàê â [24] (êîýôôèöèåíòû 𝜂 = 𝜂(𝑠𝑥𝑠𝑦𝜌, 𝑠𝑥𝑠𝑦𝑢, 𝑠𝑥𝑠𝑦𝐶), 𝜁 = 𝜁(𝑠𝑥𝑠𝑦𝜌, 𝑠𝑥𝑠𝑦𝑢, 𝑠𝑥𝑠𝑦𝐶)
îïðåäåëåíû íà 𝜔̄*

𝑥ℎ×𝜔̄*
𝑦ℎ); âî-âòîðûõ, äëÿ òåíçîðà êàïèëëÿðíûõ íàïðÿæåíèé �

𝑄
(𝑥)
𝑥𝑥 = 𝜆1𝑠𝑥

{︀
𝑠*𝑥[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶] ·

∘
𝛿𝑥𝐶

}︀
, 𝑄

(𝑦)
𝑦𝑥 = 𝜆1𝑠

*
𝑥

{︀
𝑠𝑥[(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶] · 𝑠𝑦𝛿𝑥𝐶

}︀
,

𝑄
(𝑥)
𝑥𝑦 = 𝜆1𝑠

*
𝑦

{︀
𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶] · 𝑠𝑥𝛿𝑦𝐶

}︀
, 𝑄

(𝑦)
𝑦𝑦 = 𝜆1𝑠𝑦

{︀
𝑠*𝑦[(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶] ·

∘
𝛿𝑦𝐶

}︀
,

(4.3)

ãäå ñèìâîë · îçíà÷àåò óìíîæåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé; â-òðåòüèõ, äëÿ ðåãóëÿ-
ðèçóþùåãî òåíçîðà �

Π𝜏
𝑥𝑥 = (𝑠𝑥𝑢𝑥)(𝑠𝑥𝜌)𝑤

(𝑥)
𝑥 , Π𝜏

𝑦𝑥 = (𝑠𝑦𝑢𝑦)𝑠
*
𝑥𝑠𝑦[(𝑠𝑥𝜌)𝑤

(𝑥)
𝑥 ],

Π𝜏
𝑥𝑦 = (𝑠𝑥𝑢𝑥)𝑠𝑥𝑠

*
𝑦[(𝑠𝑦𝜌)𝑤

(𝑦)
𝑦 ], Π𝜏

𝑦𝑦 = (𝑠𝑦𝑢𝑦)(𝑠𝑦𝜌)𝑤
(𝑦)
𝑦

(â ñîîòâåòñòâèè ñ [24]), ïðè÷åì â äîïîëíåíèå ê (4.1), (4.2)

𝑤(𝑦)
𝑥 =

𝑠𝑦𝜏

𝑠𝑦𝜌

[︀
(𝑠𝑦𝜌)(𝑠𝑦𝑢𝑥)

∘
𝛿𝑥𝑠𝑦𝑢𝑥 + (𝑠𝑦𝜌)(𝑠𝑦𝑢𝑦)𝛿𝑦𝑢𝑥 +

+
∘
𝛿𝑥𝑠𝑦𝑝− (𝑠𝑦𝜌)

∘
𝛿𝑥𝑠𝑦Φ + 𝛿*𝑥𝑄

(𝑥,𝑦)
𝑥𝑥 + 𝛿𝑦𝑄𝑦𝑥

]︀
,

𝑤(𝑥)
𝑦 =

𝑠𝑥𝜏

𝑠𝑥𝜌

[︀
(𝑠𝑥𝜌)(𝑠𝑥𝑢𝑥)𝛿𝑥𝑢𝑦 + (𝑠𝑥𝜌)(𝑠𝑥𝑢𝑦)

∘
𝛿𝑦𝑠𝑥𝑢𝑦 +

+
∘
𝛿𝑦𝑠𝑥𝑝− (𝑠𝑥𝜌)𝑠𝑥

∘
𝛿𝑦Φ + 𝛿𝑥𝑄𝑥𝑦 + 𝛿*𝑦𝑄

(𝑥,𝑦)
𝑦𝑦

]︀
.
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ (4.3) îòëè÷àåòñÿ îò èñïîëüçîâàííîé â [23].
Îíà ïîñòðîåíà íà îñíîâå àíàëèçà ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè áàëàíñà äèñêðåòíîé
ïîëíîé ýíåðãèè ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ñâÿçàííûõ ñ Q ñåòî÷íûõ äèñáàëàíñîâ
(ýòîò àíàëèç çäåñü îïóñêàåòñÿ).

Â ôîðìóëàõ (4.1), (4.2) è äâóõ ïîñëåäíèõ ôîðìóëàõ èñïîëüçóþòñÿ òàêæå
ñëåäóþùèå àïïðîêñèìàöèè êîìïîíåíò òåíçîðà Q íà îñíîâíîé ñåòêå:

𝑄𝑥𝑥 = 𝜆1𝜌
(︀∘
𝛿𝑥𝐶

)︀2
, 𝑄𝑦𝑥 = 𝜆1𝜌

(︀∘
𝛿𝑥𝐶

)︀∘
𝛿𝑦𝐶 = 𝑄𝑥𝑦, 𝑄𝑦𝑦 = 𝜆1𝜌

(︀∘
𝛿𝑦𝐶

)︀2
,

è íà äâîéñòâåííîé ñåòêå 𝜔̄*
𝑥ℎ × 𝜔̄*

𝑦ℎ:

𝑄(𝑥,𝑦)
𝑥𝑥 = 𝜆1(𝑠𝑥𝑠𝑦𝜌)

(︀
𝛿𝑥𝑠𝑦𝐶

)︀2
, 𝑄(𝑥,𝑦)

𝑦𝑥 = 𝜆1(𝑠𝑥𝑠𝑦𝜌)(𝛿𝑥𝑠𝑦𝐶)𝛿𝑦𝑠𝑥𝐶 = 𝑄(𝑥,𝑦)
𝑥𝑦 ,

𝑄(𝑥,𝑦)
𝑦𝑦 = 𝜆1(𝑠𝑥𝑠𝑦𝜌)

(︀
𝛿𝑦𝑠𝑥𝐶

)︀2
.

Íàêîíåö, àïïðîêñèìàöèÿ îáîáùåííîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà 𝜇 íà îñ-
íîâíîé ñåòêå èìååò âèä:

𝜇 = Ψ′
0𝐶(𝜌, 𝐶) − 𝜆1

𝜌

{︀
𝛿*𝑥
[︀
(𝑠𝑥𝜌)𝛿𝑥𝐶

]︀
+ 𝛿*𝑦

[︀
(𝑠𝑦𝜌)𝛿𝑦𝐶

]︀}︀
.

Ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íà òðåõ-
ìåðíûé ñëó÷àé.

5 Численные эксперименты

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ïåðè-
îäè÷åñêîì ñëó÷àå, âûïîëíåííûõ ïî ðàçíîñòíîé ñõåìå èç ðàçäåëà 4.

Èçó÷åí èçýíòðîïè÷åñêèé ñëó÷àé (2.12) òå÷åíèÿ äâóõ æèäêîñòåé ñ îäèíàêî-
âûìè ïîêàçàòåëÿìè àäèàáàòû 𝛾 = 2 è ñîáñòâåííûìè ñâîáîäíûìè ýíåðãèÿìè
Ψ1(𝜌) = Ψ2(𝜌) = 𝑝1𝜌, ãäå 𝑝1 � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ. Òîãäà òåðìîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå � ýòî 𝑝(𝜌) = 𝑝1𝜌

2; åìó îòâå÷àåò
ñêîðîñòü çâóêà 𝑐𝑠 =

√
2𝑝1𝜌. Èñïîëüçîâàíà ôóíêöèÿ (2.5) äëÿ îïèñàíèÿ ðàç-

äåëåíèÿ ôàç; ìàññîâàÿ ñèëà îòñóòñòâóåò (Φ = 0).
Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ âçÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ: êî-

ýôôèöèåíòû âÿçêîñòè 𝜂 = 0.08Ïà · ñåê è 𝜁 = 0, 𝜆1 = 0.25Äæ · ì5/êã2,
𝑝1 = 14002 ì5/(ñ2 · êã), äëèíû 𝑋 = 𝑌 = 1ì. Çàäàíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ñêî-
ðîñòè 𝑢0 = 0 è ïëîòíîñòè 𝜌0 = 1.0 êã/ì3, à íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè
𝐶0 áðàëèñü ïî-ðàçíîìó.

Èñïîëüçîâàíà ðàâíîìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ ñåòêà ñ øàãîì ℎ ïî îáåèì êîîðäè-
íàòàì 𝑥, 𝑦 è ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî 𝑡 ñ øàãîì ∆𝑡. Ïàðàìåòð 𝜏 çàäàí â âèäå
𝜏 = 𝛼*ℎ/𝑐𝑠 ñ 𝛼* = 0.5.
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(a) 𝑡 = 0.0 с (b) 𝑡 = 0.01 с

(c) 𝑡 = 0.04 с (d) 𝑡 = 0.06 с

(e) 𝑡 = 0.12 с (f) 𝑡 = 0.45 с

Ðèñ. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû ýâîëþöèè êàïëè êâàäðàòíîé ôîðìû
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Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ℰ àïïðîêñèìèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ℰℎ = ℎ2

𝑁𝑥−1∑︁
𝑖=0

𝑁𝑦−1∑︁
𝑗=0

[︂
1

2
𝜌(𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦) + 𝜌Ψ0(𝐶)

]︂
𝑖,𝑗

+

+
1

2
𝜆1

⎧⎨⎩ℎ2

𝑁𝑥∑︁
𝑖=1

𝑁𝑦−1∑︁
𝑗=0

[︁
(𝑠𝑥𝜌)

(︀
𝛿𝑥𝐶

)︀2]︁
𝑖−1/2,𝑗

+ ℎ2

𝑁𝑥−1∑︁
𝑖=0

𝑁𝑦∑︁
𝑗=1

[︁
(𝑠𝑦𝜌)

(︀
𝛿𝑦𝐶

)︀2]︁
𝑖,𝑗−1/2

⎫⎬⎭ .

5.1 Эволюция «квадратной» капли

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýâîëþöèè êàïëè, â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè èìåþùåé êâàäðàòíóþ ôîðìó. Ïóñòü 𝐴𝜓 = 0.25Äæ/êã è êîýôôèöè-
åíò ïîäâèæíîñòè𝑀(𝐶) = 10−6𝐶(1 − 𝐶) êã · ñ/ì3. Âûáðàíà ñåòêà èç 250×250
ÿ÷ååê (ò.å. ñ øàãîì ℎ = 1/250ì) è øàã ïî âðåìåíè ∆𝑡 = 10−6 ñ.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè 𝐶0 âçÿòî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì,
ñì. ðèñ. 1a, ãäå ÷åðíûì öâåòîì ïîêàçàíà îáëàñòü ñ 𝐶0 = 0.85, à ñåðûì �
ñ 𝐶0 = 0.15.

Ýâîëþöèÿ êîíöåíòðàöèè 𝐶 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1b�1f; íà íèõ áåëàÿ ëèíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ 𝐶 = 0.5. Ïîñòåïåííî ãðàíèöà êàïëè íà÷èíàåò ðàçìû-
âàòüñÿ, ÷òî åñòåñòâåííî äëÿ ìîäåëåé òèïà ¾äèôôóçíîé ãðàíèöû¿. Ïåðâûìè
íà÷èíàþò îêðóãëÿòüñÿ óãëû ãðàôèêà 𝐶, ïîñêîëüêó â ýòèõ òî÷êàõ íàèáîëü-
øàÿ êðèâèçíà ãðàíèöû è, êàê ñëåäñòâèå, íàèáîëüøàÿ âåëè÷èíà ïîâåðõíîñò-
íûõ ñèë. Ôèíàëüíî ÷åðåç îïðåäåëåííîå âðåìÿ êàïëÿ ïðèîáðåòàåò êðóãëóþ
ôîðìó, ñì. ðèñ. 1f.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå àïïðîêñè-
ìàöèÿ (4.3) òåíçîðà Q óëó÷øèëà êà÷åñòâî ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïî ñðàâíåíèþ
ñ èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòå [23]. Íà ðèñ. 2a ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ýâîëþöèè
ïîëíîé ýíåðãèè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èç [23] îíà âîçðàñòàåò â íà÷àëå ðàñ÷åòà,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 1 è ïîýòîìó íåôèçè÷íî, à äëÿ íîâîé àïïðîêñè-
ìàöèè ýòîò íåäîñòàòîê îòñóòñòâóåò. Íà ðèñ. 2b äàíû ãðàôèêè êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè 𝑢𝑥 âäîëü îòðåçêà ïðÿìîé 𝑦 = 𝑌/2 (ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ðàñ÷åò-
íîé îáëàñòè ïàðàëëåëüíî îñè 𝑂𝑥) íà ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 5 · 10−4 ñ. Ïåðåõîä
ê íîâîé àïïðîêñèìàöèè Q ðåçêî óìåíüøèë àìïëèòóäó îñöèëëÿöèé 𝑢𝑥.

5.2 Слияние двух капель

Ñëåäóþùèé ðàñ÷åò ïîñâÿùåí ñëèÿíèþ äâóõ äîñòàòî÷íî áëèçêî ðàñïîëî-
æåííûõ êàïåëü. Ïóñòü 𝐴𝜓, 𝑀(𝐶), ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâó è ∆𝑡 ïðåæíèå.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè 𝐶0 ñíîâà âçÿòî êóñî÷íî-ïîñòîÿí-
íûì, ñì. ðèñ. 3a, ãäå ÷åðíûì öâåòîì ïîêàçàíà îáëàñòü ñ 𝐶0 = 0.9, à ñåðûì �
ñ 𝐶0 = 0.1.
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(a) Зависимость полной энергии ℰℎ от вре-
мени при расчете эволюции «квадратной»
капли
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Данная работа

(b) Распределение 𝑢𝑥 вдоль отрезка прямой
𝑦 = 𝑌/2 в момент времени 𝑡 = 2 · 10−4 с при
расчете эволюции «квадратной» капли

Ðèñ. 2. Ýâîëþöèÿ ¾êâàäðàòíîé¿ êàïëè: ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî ñõåìàì
èç [23] è äàííîé ðàáîòû

Ýâîëþöèÿ 𝐶 âî âðåìåíè ïîêàçàíà íà ïîñëåäóþùèõ ðèñ. 3b�3f; íà íèõ áå-
ëàÿ ëèíèÿ îïÿòü ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ 𝐶 = 0.5. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó-
÷àå, ãðàíèöû êàïåëü ïîñòåïåííî íà÷èíàþò ðàçìûâàòüñÿ. Â îïðåäåëåííûé ìî-
ìåíò îíè ñîïðèêàñàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, îáðàçóåòñÿ ¾øåéêà¿, è êàïëè äîâîëü-
íî áûñòðî ñëèâàþòñÿ. Çàòåì âíîâü îáðàçîâàâøàÿñÿ åäèíàÿ êàïëÿ ïîñòåïåííî
ïðèíèìàåò êðóãëóþ ôîðìó.

Ïðîâåðåíî, ÷òî äèñêðåòíàÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ℰℎ íå âîçðàñòàåò è â ýòîì ðàñ-
÷åòå, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñî ñëåäñòâèåì 1.

5.3 Самопроизвольный «распад» однородной смеси

Öåëüþ ïîñëåäíåé ñåðèè ðàñ÷åòîâ ÿâëÿëàñü ïðàêòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà êðè-
òåðèÿ ëèíåàðèçîâîííîé óñòîé÷èâîñòè (3.11), (3.12) â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå
â èñõîäíîé нелинейной ïîñòàíîâêå.

Ïóñòü 𝐴𝜓 = 104Äæ/êã,𝑀(𝐶) = const = 5 ·10−8 êã ·ñ/ì3. Áðàëèñü ñåòêà ïî
ïðîñòðàíñòâó èç 200× 200 ÿ÷ååê (ò.å. ñ øàãîì ℎ = 1/200ì) è øàã ïî âðåìåíè
∆𝑡 = 1.25 · 10−6 ñ. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàñ÷åòàõ, çàäàâàëèñü íà÷àëüíûå
ñêîðîñòü 𝑢0 = 0 è ïëîòíîñòü 𝜌0 = 1 êã/ì3; íà÷àëüíàÿ æå êîíöåíòðàöèÿ òåïåðü
áðàëàñü êàê

𝐶0(𝑥, 𝑦) = 𝐶 + 0.005 sin
8𝜋𝑥

𝑋
sin

8𝜋𝑦

𝑌
,

ò.å. êàê ïîñòîÿííàÿ 0 < 𝐶 < 1 ñ ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì ìàëîé àìïëè-
òóäû.
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(a) 𝑡 = 0.0 с (b) 𝑡 = 0.008 с

(c) 𝑡 = 0.016 с (d) 𝑡 = 0.075 с

(e) 𝑡 = 0.2 с (f) 𝑡 = 1.25 с

Ðèñ. 3. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ýòàïû ýâîëþöèè ñëèÿíèÿ äâóõ êàïåëü
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(a) 𝐶 = 0.2, устойчивость
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(b) 𝐶 = 0.5, неустойчивость
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(c) 𝐶 = 0.75, неустойчивость
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(d) 𝐶 = 0.25, неустойчивость

Ðèñ. 4. Ñàìîïðîèçâîëüíûé ¾ðàñïàä¿ îäíîðîäíîé ñìåñè: ýâîëþöèÿ ìàêñèìàëü-
íîãî 𝐶max è ìèíèìàëüíîãî 𝐶min çíà÷åíèé 𝐶 äëÿ ðàçëè÷íûõ 𝐶.
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè 𝐶 = 0.2, 0.8 ñ ðîñòîì âðåìåíè
çíà÷åíèÿ 𝐶 âî âñåõ óçëàõ ñåòêè ñòðåìèëèñü ê 𝐶, ò.å. íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ
óìåíüøàëèñü è íå ïðîèñõîäèëî ¾ðàñïàäà¿ ñìåñè íà äâà îòäåëüíûõ êîìïî-
íåíòà. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îá óñòîé÷èâîñòè òàêèõ çíà÷åíèé 𝐶. Íà ðèñ. 4a
ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ýâîëþöèè ìàêñèìàëüíîãî 𝐶max è ìèíèìàëüíîãî 𝐶min

çíà÷åíèé 𝐶 ïðè 𝐶 = 0.2.
Èíà÷å äåëî îáñòîèò ïðè 𝐶 ∈ {0.25, 0.5, 0.75}: ñ ðîñòîì âðåìåíè çíà÷å-

íèÿ êîíöåíòðàöèè 𝐶 â óçëàõ ñåòêè ñòðåìèëèñü ëèáî ê 1, ëèáî ê 0, ò.å. òàêèå
çíà÷åíèÿ 𝐶 îêàçàëèñü íåóñòîé÷èâûìè. Íà ðèñ. 4b�4d ïðåäñòàâëåíû ãðàôè-
êè ýâîëþöèè âåëè÷èí 𝐶max è 𝐶min äëÿ ñëó÷àåâ 𝐶 = 0.5, 0.75, 0.25. Âèäíî,
÷òî 𝐶max ñðàçó íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ, à 𝐶min � óìåíüøàòüñÿ. Âíà÷àëå ýòî
ïðîèñõîäèò ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííî, íî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè ïðîöåññ óñêîðÿåòñÿ è â èòîãå ñìåñü ¾ðàñïàäàåòñÿ¿ íà äâà êîìïîíåíòà.
Óïîìÿíåì, ÷òî èíîãäà â ïîäîáíûõ ðàñ÷åòàõ íàáëþäàëñÿ âûõîä çíà÷åíèé 𝐶
çà ïðåäåëû èíòåðâàëà (0, 1), ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåôèçè÷íûì àðòåôàêòîì.

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåìîå â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïîâåäåíèå êîíöåí-
òðàöèè 𝐶 ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ êðèòåðèåì ëèíåàðèçîâàííîé óñòîé÷èâî-
ñòè (3.11), (3.12).

Äîïîëíèòåëüíî íà ðèñ. 5 äëÿ ñëó÷àÿ 𝐶 = 0.25 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå
𝐶 íà ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 12.75 ñ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëîþ ñ íîìåðîì 1.02 · 107

ïî âðåìåíè. Íà íåì ñåðûì öâåòîì ïîìå÷åíû çîíû ñî çíà÷åíèåì 𝐶 ≈ 0.098,
à ÷åðíûì � ñ 𝐶 ≈ 0.9973.

Îòìåòèì, ÷òî áûë òàêæå âûïîëíåí ðÿä ðàñ÷åòîâ äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà 𝐴𝜓. Â íèõ ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé ëèíåàðèçîâàííîé óñòîé÷èâîñòè
ñàìîïðîèçâîëüíûé ðàñïàä ñìåñè òàêæå íàáëþäàëñÿ, íî âðåìÿ åãî íàñòóïëå-
íèÿ ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàëîñü.

Â öåëîì âûïîëíåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëüçó-
åìàÿ ÊÃÄÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé êà÷åñòâåííî âåðíî îïèñûâàåò ýôôåêòû, ñâÿ-
çàííûå ñ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì è ðàçäåëåíèåì ôàç.
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Ðèñ. 5. Ñàìîïðîèçâîëüíûé ¾ðàñïàä¿ îäíîðîäíîé ñìåñè: ðàñïðåäåëåíèå 𝐶
íà ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 12.75 ñ â ñëó÷àå 𝐶 = 0.25
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