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ÓÄÊ 534.1+539.3+532.59+517.9+519.6
Áàõîëäèí È.Á. Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â òðóáàõ

ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè è àíàëèç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

âîëí â òðóáàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè, ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ èõ ðàñ÷åòà è àíàëè-
çó ðåøåíèé, ñîäåðæàùèõ îáðàòèìûå ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ, äëÿ ìîäåëè òðó-
áû ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû æèäêîñòüþ, à òàêæå
àíàëèçó ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ìîäåëåé ñ äèñïåðñèåé. Äëÿ ñòåíîê òðóáû
èñïîëüçîâàíà ìîäåëü ìåìáðàíû è ìîäåëü ïëàñòèíû. Ðàçðàáîòàíà ÷èñëåííàÿ
ìåòîäèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Ïðîâåäåí àíàëèç âîçìîæíîñòè ñòàáèëèçàöèè
÷èñëåííûõ ñõåì ïîñðåäñòâîì âêëþ÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî
ïîðÿäêà. Ðåøåíà çàäà÷à î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþò ðàíåå ðàçðàáîòàííîé òåîðèè îáðàòèìûõ ðàçðûâîâ.
Âûâåäåíû óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ äëèííûõ âîëí, óðàâíåíèÿ äëÿ íåëèíåé-
íûõ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû äëÿ òðóáû ñ æèäêîñòüþ, óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûõ
àêóñòè÷åñêèõ âîëí äëÿ òðóáû ñ ãàçîì. Àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðîêè-
äûâàíèÿ âîëí. Ïðîàíàëèçèðîâàíû äâóõøàãîâûå ÷èñëåííûå ñõåìû, ñôîðìó-
ëèðîâàíû îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðàñ÷åòà êëàññè÷åñêèõ è îáîáùåííûõ ðåøå-
íèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáà, óïðóãîñòü, æèäêîñòü, äèñïåðñèÿ, íåëèíåéíîñòü,
ñòðóêòóðà ðàçðûâà, ÷èñëåííûé ìåòîä, çàäà÷à î ðàñïàäå ðàçðûâà.

Bakholdin I. B. Investigation of wave propagation in tubes with
elastic walls and analysis of numerical methods

The paper is devoted to development of models for description of waves in
tubes with elastic walls. It is also devoted to development and analysis of numer-
ical methods for models with dispersion and analysis of solutions with reversible
shock structures. Membrane model and plate model are used for tube. Numer-
ical methods for solving equations are developed. The ability of stabilization of
numerical method by the aid of inclusion of additional term with higher-order
derivatives is analyzed. Riemann problem is solved. Results obtained for �uid-
�lled tube correspond to theory of reversible shocks. Simpli�ed equations for
description of long waves, equations for waves of nonlinear small amplitude for
tube �lled by �uid and equations for nonlinear acoustic waves for tube �lled
by gas are derived. Two-step numerical schemes are analyzed. Main features for
calculation of classic and generalized solutions are presented.

Keywords: tube, elasticity, �uid, dispersion, nonlinearity, shock structure, nu-
merical method, Riemann problem.
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1 Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Îñóùåñòâëåí àíàëèç è óñîâåðøåíñòâîâàíû èçâåñòíûå ìîäåëè óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ âîëíû â òðóáàõ. Ýòî óðàâíåíèÿ ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì [1]
è óðàâíåíèÿ òðóáû ñ æèäêîñòüþ [2], [3]. Ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ó÷åòà
âÿçêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ñòåíîê òðóáû, ó÷åòà æåñòêîñòè íà èçãèá ñòåíîê
òðóáû, âîçìîæíîñòü ó÷åòà ñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà òðóáû, à òàêæå çàìå-
íû æèäêîñòè ãàçîì. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà òðóáû ñ æèä-
êîñòüþ. Ðàññìîòðåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà è
ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî íàéäåííûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò òåîðèè îáðàòè-
ìûõ ðàçðûâîâ [4]-[8]. Ðàíåå àíàëèòè÷åñêè è ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî àíàëèçà
äåòàëüíî áûëè èññëåäîâàíû óåäèíåííûå âîëíû è ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ äëÿ
òðóáû ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì [9], [10], íî ó÷åò ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá
è ìåòîäèêà ðàñ÷åòà äëÿ òðóáû, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, áûëè ðàçðàáîòàíû
òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíî, ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëå-
íî èìåííî ýòèì âîïðîñàì. Äëÿ òðóáû ñ æèäêîñòüþ âûâåäåíû óïðîùåííûå
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äëèííûå âîëíû, à òàêæå óðàâíåíèÿ áåç ó÷åòà ïðî-
äîëüíûõ âîëí, óðàâíåíèÿ áåç ó÷åòà ïðîäîëüíûõ âîëí âûâåäåíû è äëÿ òðóáû
ñ ãàçîì. Â ñâÿçè ñî ñëîæíîñòüþ èññëåäóåìîé ìîäåëè ïîòðåáîâàëñÿ äåòàëüíûé
àíàëèç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ñîïîñòàâëåíèå ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ
äðóãèõ ìîäåëåé ñ äèñïåðñèåé. Ýòî ïîçâîëèëî ñäåëàòü íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ.
Ïîýòîìó äàëåå ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè:
ïðîàíàëèçèðîâàíî ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íåîáõîäèìîå äëÿ êîððåêòíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, è ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òðåáóåìîå
äëÿ èñïîëüçóåìîé ÷èñëåííîé ñõåìû, ïðîíàëèçèðîâàíû ìåòîäû ñòàáèëèçà-
öèè ÷èñëåííûõ ñõåì, ðàññìîòðåíû äèñïåðñèîííûå è äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà
äâóõøàãîâûõ ñõåì è òðåõñëîéíûõ ñõåì, à òàêæå ìåòîäû èõ êîððåêöèè, ñäåëà-
íû íåêîòîðûå âûâîäû îá îñîáåííîñòÿõ ðàñ÷åòà êëàññè÷åñêèõ è îáîáùåííûõ
ðåøåíèé.

2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è îáîáùåíèÿ ìîäåëè
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âîëí â òðóáå ñ íåñæèìàåìûìè óïðóãèìè ñòåíêàìè
è ôèêñèðîâàííûì âíóòðåííèì è âíåøíèì äàâëåíèåì èìåþò âèä [1]:

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− P ∗rr′ = ρRz̈, (2.1)

(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
− σ2

λ2
+ P ∗rz′ = ρRr̈; (2.2)

λ1 =
√
r′2 + z′2, λ2 =

r

R
, λ3 =

h

H
, P ∗ =

P

H
, σi = λi∂W/∂λi − p, i = 1, 2, 3.

3



Çäåñü ′ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé Z, ÿâëÿþùåéñÿ íà-
÷àëüíîé Ëàãðàíæåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé, íàïðàâëåííîé âäîëü
òðóáû, ˙îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t,H è h� òîëùèíà ñòåí-
êè òðóáû â íåíàïðÿæåííîì è íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, W = W (λ1, λ2, λ3) �
óïðóãèé ïîòåíöèàë; p � äàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ íåñæèìàåìîñòüþ ìàòåðèàëà
(ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà). Ïàðàìåòð P � ðàçíîñòü ìåæäó âíóòðåííèì è âíåø-
íèì äàâëåíèåì. Ïàðàìåòð ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà íà åäèíèöó ïëîùàäè.
Äëÿ îïèñàíèÿ òðóáû èñïîëüçóåòñÿ ìåìáðàííàÿ ìîäåëü, íåèçâåñòíûå z è r
çàäàþò ïîâåðõíîñòü òðóáû â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñü z ýòîé
ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ öåíòðàëüíîé ëèíèåé òðóáû. Çäåñü λi � ãëàâíûå ðàñòÿ-
æåíèÿ, à σi � ãëàâíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Èíäåêñû 1, 2, 3 ñî-
îòâåòñòâóþò ìåðèäèàíàëüíîìó, øèðîòíîìó è îðòîãîíàëüíîìó íàïðàâëåíèþ
äåôîðìèðóåìîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè íàãðóç-
êè z = Z, r = R, h = H. Ìîäåëü ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì ïðèãîäíà
â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû æèäêîñòüþ èëè ãàçîì ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé
ïëîòíîñòüþ. Äàâëåíèå ïîääåðæèâàåòñÿ çà ñ÷åò ïåðåòåêàíèÿ â òðóáó ñðåäû
èç ðåçåðâóàðà áîëüøîãî îáúåìà èëè ðàáîòû êîìïðåññîðà.

Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåðèàëà òðóáû âÿçêîóïðóãîé ìîäå-
ëè òèïà Êåëüâèíà�Ôîéòõà [11] ëîãè÷íî äîáàâèòü âÿçêèå íàïðÿæåíèÿ, íàïðè-
ìåð, òàê: σi → σi+σiv, σiv = εivλ̇i, i = 1, 2, 3, êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè ìîãóò
çàâèñåòü îò äåôîðìàöèè. Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [9], [10] â êà÷åñòâå äèññè-
ïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäëàãàëîñü äîáàâëÿòü â ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ÷ëåíû
ñ ż′′ è ṙ′′ ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïðåä-
ëàãàåìîì âûøå ñïîñîáå ó÷åòà âÿçêîñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû äåéñòâèòåëüíî ïî-
ÿâëÿþòñÿ â óðàâíåíèÿõ ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, íî åñòü è
äðóãèå ÷ëåíû.

Ìàòåðèàë ñòåíêè ñ÷èòàåòñÿ íåñæèìàåìûì, ïîýòîìó

λ1λ2λ3 = 1, σi = λi∂Ŵ/∂λi, Ŵ = W (λ1, λ2, 1/(λ1, λ2)), i = 1, 2.

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ Ŵ1,2 = ∂Ŵ/∂λ1,2. Ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîð-
ìóëà äëÿ íàïðÿæåíèé σ1 è σ2 âûâîäèòñÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâåíñòâå íóëþ
ïîïåðå÷íûõ íàïðÿæåíèé σ3 (ìåìáðàííàÿ ìîäåëü), òî÷íåå ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî âåëè÷èíû p è λ3∂W/∂λ3 âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé ðàçíîñòè
äàâëåíèé P . Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîé âûøå âÿçêîóïðóãîé ìîäåëè
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì σiv = εivλ̇i−ε3v

˙(1/(λ1λ2)), i = 1, 2. Â ñëó÷àå
ó÷åòà ñæèìàåìîñòè ìàòåðèàëà òðóáû, êîãäà âåëè÷èíà p îïðåäåëÿåòñÿ óïðó-
ãèìè äåôîðìàöèÿìè, ñì. ðàçä. 3, òàêæå ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ σ1 è
σ2, íå ñîäåðæàùèå λ3, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäïîëîæåíèåì σ3 = 0. Â ñëó÷àå
áîëüøîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ Pe ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå σ3 = −Pe.

Åñëè æå ñ÷èòàòü äàâëåíèå â òðóáå, íàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, íå ïîñòîÿí-
íûì, òî ñëåäóåò âêëþ÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ æèäêîñòè [2]:

ṙz′ − r′ż + vr′ +
1

2
rv′ = 0, (2.3)
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ρf(v̇z
′ − v′ż + vv′) + P ′ = 0. (2.4)

Çäåñü v � ñêîðîñòü æèäêîñòè, ρf � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.
Ïîòåíöèàë â äàííîé ðàáîòå ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ìàòåðèàëà Ãåíòà, ñ÷è-

òàþùåéñÿ ïðèãîäíîé äëÿ ðåçèíîïîäîáíûõ ìàòåðèàëîâ:

W = −µJm ln

(
1− λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 − 3

Jm

)
. (2.5)

Âîçìîæíîå èñïîëüçîâàíèå èíîãî ïîòåíöèàëà íå ìåíÿåò ìåòîäèêó èññëåäî-
âàíèÿ èëè ó÷åò ñæèìàåìîñòè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðóêòóðû
ðàçðûâà òèïà êëàññè÷åñêîãî êèíêà, ñì. ðàçä. 5, ñóùåñòâåííî ñâîéñòâî íåëè-
íåéíîãî óñèëåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè, õàðàêòåðíîå äëÿ ðåçèí,
ìåòàëëû îáëàäàþò ïðîòèâîïîëîæíûìè ñâîéñòâàìè.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ óäîáíî áðàòü ðàñïðåäåëåíèÿ
r(Z) è z′(Z). Òîãäà

z(Z)=

∫ Z

0
z′(ζ)dζ.

Äàííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà (çàäà÷è Ðè-
ìàíà) áåðóòñÿ òàêèìè, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàâíîâå-
ñèÿ: P ∗ = Ŵ2(r±∞, z′±∞)/(r±∞z′±∞). Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìîãóò âûÿâ-
ëÿòüñÿ îäíîðîäíûå îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðûì äðóãèì ñîñòîÿíè-
ÿì ðàâíîâåñèÿ.

3 Ó÷åò ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá
Öåëåñîîáðàçíîñòü ó÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ ñòåíîê òðóáû íà èçãèá îáóñëîâëåíà
òåì, ÷òî ïîìèìî òîãî, ÷òî ýòî ìîæåò óòî÷íèòü ìîäåëü, áûëî ïîêàçàíî [9],
[10], ÷òî âêëþ÷åíèå æåñòêîñòè íà èçãèá â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî äëÿ
êîððåêòíîñòè óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå óïðîùåííîãî âàðèàí-
òà âêëþ÷åíèÿ æåñòêîñòè îêàçàëîñü óäîáíûì äëÿ ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííûõ
ñõåì.

Ðèñ. 1: Ê âûâîäó óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá

Ó÷òåì ñîïðîòèâëåíèå íà èçãèá ïî àíàëîãèè ñ èçâåñòíûì óðàâíåíèåì êî-
ëåáàíèé ïëàñòèíû: −Mxx + (σηx)x + P = ρηtt, M = Dηxx. Çäåñü η � ñìå-
ùåíèå ïî âåðòèêàëè, x � ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà, D � æåñòêîñòü íà
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èçãèá, σ � íàòÿæåíèå, P � äàâëåíèå íà ïëàñòèíó, M � ìîìåíò. Ó÷òåì âëè-
ÿíèå ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá, ôîðìàëüíî âêëþ÷èâ â óðàâíåíèÿ (2.1)-(2.2)
äîïîëíèòåëüíîå äàâëåíèå:

P→P + Pb,

Pb = −cosα
[
∂2

∂x2

(
D
∂2

∂x2r

)
−tgα ∂2

∂x2

(
D
∂2

∂x2z

)]
,
∂

∂x
=

cosα
z′

∂

∂Z
, tgα=

r′

z′
.

Çäåñü α(Z) � óãîë íàêëîíà ïî îòíîøåíèþ ê îñè Z êàñàòåëüíîé ê êðèâîé,
îáðàçîâàííîé ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè òðóáû ñ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç åå îñü, x � êîîðäèíàòà â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñü êîòîðîé
íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé ê ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé â íåêîòîðîé òî÷êå
(r0(Z), z0(Z)), ðèñ. 1; â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ η =
[(r−r0)−(z−z0)tgα0]cosα0.

Æåñòêîñòü íà èçãèá âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðóãîãî ïîòåíöè-
àëà W , ëèíåàðèçîâàííîãî îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé λ10(Z) = (r′2 + z′2)1/2,
λ20(Z) = r/H, λ30(Z)=(λ10λ20)

−1, çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå
íà èçãèá íåâåëèêî, ïîñêîëüêó òðóáà òîíêîñòåííàÿ. Óðàâíåíèÿ áåãóùèõ âîëí,
îïèñûâàþùèå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, ïðè òàêîé ìîäèôèêàöèè óðàâíåíèé
(2.1)-(2.2) èìåþò âîñüìîé ïîðÿäîê. Â íàèáîëåå óïðîùåííîì âàðèàíòå (α≈0,
z′≈1, h≈H, r≈R) èìååòñÿ èçîòðîïèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî ïîòåíöèàëà, ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó D=Eh3/[12(1−ν2)], ïðèìåíÿåìóþ äëÿ
îáû÷íîãî ëèíåéíî óïðóãîãî ìàòåðèàëà, E � ìîäóëüÞíãà, ν � êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà. Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î ñëàáîé ñæèìàåìîñòè
ìàòåðèàëà (âåëèê ïåðâûé ïàðàìåòð Ëàìå λ), E = µ(3λ + 2µ)/(λ + µ)≈ 3µ,
ν = λ/[2(λ+ µ)]≈1/2, D= µh3/3.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå óïðîùåííîãî ó÷åòà æåñòêîñòè íà èçãèá òîëüêî â ïðà-
âóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.2) äîáàâëÿåòñÿ ÷ëåí −cbr′′′′, ãäå cb = DR/H =
µH2R/3:

−cbr′′′′ +
(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
− σ2

λ2
+ P ∗rz′ = ρRr̈. (3.1)

Ïðè òàêîì óïðîùåííîì ó÷åòå æåñòêîñòè íà èçãèá óðàâíåíèÿ áåãóùèõ
âîëí èìåþò øåñòîé ïîðÿäîê â ñëó÷àå òðóáû ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì
è âîñüìîé ïîðÿäîê â ñëó÷àå òðóáû, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ (èç-çà íàëè÷èÿ
äîïîëíèòåëüíûõ èíòåãðàëîâ â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîðÿäîê óðàâíåíèé áåãóùèõ
âîëí ìîæåò áûòü ïîíèæåí).

Â ñëó÷àå ëèíåéíî óïðóãîãî ìàòåðèàëà ïðèâåäåííûå âûøå êîýôôèöèåí-
òû æåñòêîñòè íà èçãèá ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ
ñòåíîê òðóáû. Äëÿ íåëèíåéíî óïðóãîãî ìàòåðèàëà, èññëåäóåìîãî çäåñü, êî-
ýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ èíîé.

Ïóñòü êîìïîíåíòû ëèíåàðèçîâàííîãî òåíçîðà äåôîðìàöèè îïèñûâàþòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

∆σi = λ̂i(e11 + e22 + e33) + 2µ̂ieii, i = 1, 2, 3. (3.2)
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ãäå eii � êîìïîíåíòû òåíçîðà ìàëîé äåôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ,
îáîçíà÷åííîãî èíäåêñîì 0, à µ̂i è λ̂i � àíèçîòðîïíûå àíàëîãè ïàðàìåòðîâ Ëà-
ìå. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà è îáîáùåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà æåñò-
êîñòè ïëàñòèíû íà èçãèá [12] ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó

D =

[
λ̂1 + 2µ̂1 − λ̂1λ̂3

λ̂3 + 2µ̂3

]
h3

12
.

Èíäåêñîì 1 çäåñü îòìå÷åíî íàïðàâëåíèå âäîëü ïëàñòèíû, à èíäåêñîì 3 �
îðòîãîíàëüíîå íàïðàâëåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë ñæèìàåì è íàïðÿæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì:

σi = λf(λ1λ2λ3) + λiWi, i = 1, 2, 3. (3.3)
Çäåñü f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, ïðè λ→∞ ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü íåñæèìàåìîãî ìàòå-
ðèàëà. Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå, ïðèãîäíîå äëÿ âûâîäà
êîýôôèöèåíòà D äëÿ íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà, òàêîå:

σi = λ(λ1 + λ2 + λ3) + λiWi.

Íî (3.3) ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì ìàòåðèàëàì. Ôîðìóëîé òàêîãî âèäà
îïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ìàòåðèàë Ãåíêè (ìîäåëü, ïðèìåíÿåìàÿ äëÿ ýëàñòî-
ìåðîâ): σi = λ ln(λ1λ2λ3)+2µ ln(λi) [13]. Íåêîòîðûå äðóãèå ìîäåëè íåëèíåé-
íî óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ (â òîì ÷èñëå è ñëàáî ñæèìàåìûõ), òàêæå ïðèâîäÿùèå
ïðè ëèíåàðèçàöèè ê ñîîòíîøåíèþ (3.2), äàíû â ðàáîòå [14]. Ïîäñòàâëÿÿ çíà-
÷åíèÿ îáîáùåííûõ ïàðàìåòðîâ Ëàìå, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ëèíåàðèçàöèè
ôîðìóëû (3.3), íàõîäèì

D =

[
λλ20λ30 + 2W1 − λ2f ′20 λ20λ30λ20λ10

λf ′0λ20λ10 + 2W3

]
h3

12
.

Ïðè ïåðåõîäå ê íåñæèìàåìîé ìîäåëè λ→∞, D = (W1 +W3)h
3/6.

Ïðè ïîëíîì ó÷åòå æåñòêîñòè íà èçãèá ïîðÿäîê óðàâíåíèé áåãóùèõ âîëí
ïîâûøàåòñÿ íà äâà ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðîùåííûì âàðèàíòîì.

Â ðàíåå ðàçðàáîòàííîé òåîðèè îáðàòèìûõ ñòðóêòóð ðàçðûâîâ áûëà äàíà
êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ýâîëþöèîííûõ òèïîâ ñòðóêòóð. Èññëåäîâàëèñü â
îñíîâíîì ìîäåëè, ïðèâîäÿùèå ê ñèñòåìàì áåãóùèõ âîëí ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà, íî ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè áûëè àáñòðàêòíûå, îíè áûëè äàíû
äëÿ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåííûå çäåñü èññëåäîâàíèÿ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ñèñòåìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ðåàëüíî ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè óðàâíåíèé, èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ÷òî ïîäòâåðæäàåò
öåëåñîîáðàçíîñòü òàêîãî àáñòðàêòíîãî ïîäõîäà.
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4 Ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè ðàñ÷åòà
äëÿ òðóáû ñ æèäêîñòüþ

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà óðàâíåíèé ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì áûëà ðàçðàáîòà-
íà â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [9], [10], ïîýòîìó îñíîâíîå âíèìàíèå çäåñü óäåëåíî
ñëó÷àþ óðàâíåíèé òðóáû, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ óðàâíåíèé òðóáû, çàïîëíåííîé æèäêî-
ñòüþ, áûëî âûâåäåíî â [2]. Óåäèíåííûå âîëíû èçó÷àëèñü â [3]. Îñíîâíîå
îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ óðàâíåíèé ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì ñîñòîèò â òîì,
÷òî âñå ÷åòûðå äèñïåðñèîííûå âåòâè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå ω = 0, k = 0,
òîãäà êàê â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ òîëüêî äâå èç íèõ ïåðåñåêà-
þò íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñ êàæäûì òàêèì ïåðåñå÷åíèåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
î ðàñïàäå ðàçðûâà ñâÿçàíà íåêîòîðàÿ ñòðóêòóðà ðàçðûâà èëè öåíòðèðîâàí-
íàÿ ïðîñòàÿ âîëíà, ïîýòîìó â ñëó÷àå ó÷åòà ìàññû æèäêîñòè â òðóáå ðåøåíèÿ
îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ðàñ÷åòà òàêèõ óðàâíåíèé � çàìåíèòü æèäêîñòü ñëà-
áî ñæèìàåìûì ãàçîì. Òðåáóåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè
óðàâíåíèé äàíà íèæå:

(ρ̇fz
′ − ρ′f ż)r2 + 2ρfr(ṙz

′ − r′ż) + (ρfvr
2)′ = 0,

P = P (ρf).

Çäåñü ìîäèôèöèðîâàíî óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû (2.3). Äîáàâëåíî óðàâ-
íåíèå ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíÿòü ÿâíóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó,
îäíàêî òðåáîâàíèå ñëàáîé ñæèìàåìîñòè, íåîáõîäèìîå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðèâåäåò ê ìåëêîìó âðåìåííîìó øàãó äëÿ îáåñïå-
÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè è îáåñïå÷åíèÿ ïðàâèëüíîé îáëàñòè çàâèñèìîñòè â ðàñ-
÷åòå. Â ýòîé ìîäåëè ïîÿâÿòñÿ åùå äâå äèñïåðñèîííûå âåòâè, ñâÿçàííûå ñ
ðàñïðîñòðàíåíèåì çâóêîâûõ âîëí. Â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ ñîáñòâåííî ãàçî-
íàïîëíåííîé òðóáû, ïîòðåáóåòñÿ åùå âêëþ÷åíèå óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ñ ó÷åòîì
òåðìîäèíàìèêè. Â èçîòåðìè÷åñêîì è àäèàáàòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ ìîæíî îáîé-
òèñü óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ.

Äðóãîé ñïîñîá � èñêëþ÷èòü äàâëåíèå è ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ v, r,
z è q = ż. Äëÿ âûâîäà ýòèõ óðàâíåíèé äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà ṙ èç (2.3) â
(2.2), â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ z̈ èç (2.1), çàòåì èç ïîëó÷åííîãî
óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ P è äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà â (2.4) è (2.1) . Ôîðìóëà
äëÿ äàâëåíèÿ èìååò âèä:

P ∗ + P ∗b =
P + Pb
H

=
−1

1 + r′2
z′2

[
r′ρR
rz′2

v̇ +
ρR

2z′2
v̇′ + P

]
,
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P =

(
Rσ1

r′
λ2

1

)′
− r′

z′

(
Rσ1

z′
λ2

1

)′
− σ2

λ2

rz′

− ρR
rz′2

(q − v)

(
z′q − vr′ − 1

2rv
′

z′

)′
− ρR

rz′3
(r′q − vr′ − 1

2
rv′)(

1

2
v′ − q′).

Óðàâíåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà òåïåðü òàêèå:
[
ρ∗fz

′ −
(

r′ρR2

rz′2

1 + r′2
z′2

)′]
v̇ −

[(
r′ρR2

rz′2

1 + r′2
z′2

)
+

(
ρR2

2z′2

1 + r′2
z′2

)′]
v̇′ −

(
ρR2

2z′2

1 + r′2
z′2

)
v̇′′ =

ρ∗f(v
′q − vv′) +

[
−P ∗b +

P
1 + r′2

z′2

]′
+ {cv2v

′′} − {cv4v
′′′′}, ρ∗f =

ρf
H ,

(4.4)
ṙz′ − r′q + vr′ +

1

2
rv′ = 0 + {cr6r′′′′′′z′}, (4.5)

ż = q − {cz4z′′′′}, ρRq̇ =

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− (P ∗ + P ∗b )rr′. (4.6)

Â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ çäåñü äîáàâëåíû íåêîòîðûå ÷ëåíû, èíîãäà ïîëåç-
íûå äëÿ ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííûõ ñõåì. Â ñëó÷àå âÿçêîóïðóãîé ìîäåëè, ñì.
ðàçä. 2, äëÿ ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîãî íèæå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîòðåáóåòñÿ
åùå èñêëþ÷åíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ ṙ′ è ṙ′′ â ôîðìó-
ëàõ äëÿ σiv ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (2.3).

Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè ðåøåíû ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè äâóõøàãîâîé ñõåìû.
Ýòî ñõåìà òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, â êîòîðîé íà øàãå ïðåäèêòîð ðàñ-
÷åò îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ïîëîâèíû âðåìåííîãî øàãà. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ è àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ïðîèçâîäíûõ íà øàãå êîððåêòîð, â ñõåìå ïðåäèêòîð ýòè çíà÷åíèÿ áåðóò-
ñÿ ñ íèæíåãî ñëîÿ. Âñå àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ öåí-
òðèðîâàííûå. Ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïî
âðåìåíè è îáëàäàåò íèçêîé ñõåìíîé âÿçêîñòüþ, îïèñûâàåìîé ïðîèçâîäíûìè
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè òðåáóåòñÿ
íåÿâíàÿ ñõåìà. Ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïðîãîíêè íåÿâ-
íîñòü ââîäèëàñü òîëüêî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ v̇′, v̇′′ (äëÿ ýòèõ
÷ëåíîâ íåÿâíîñòü ñîâåðøåííî íåîáõîäèìà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ñîîáðàæåíè-
ÿì) è v′ (çäåñü íåÿâíîñòü íå îáÿçàòåëüíà, íî îíà óëó÷øàåò óñòîé÷èâîñòü
ñõåìû, ÿâíûé âàðèàíò òàêæå èñïîëüçîâàëñÿ):

v̇′ → vn+1
k+1 − vn+1

k−1 − (vnk+1 − vnk−1)

2ζτ
,

v̇′′ → vn+1
k+1 + vn+1

k+1 − 2vn+1
k − (vnk+1 + vnk−1 − 2vnk )

ζ2τ
,
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v′ → vn+1
k+1 − vn+1

k−1 + (vnk+1 − vnk−1)

4ζ
.

Çäåñü ζ è τ � ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå øàãè, k � ïðîñòðàíñòâåííûé
èíäåêñ, n � âðåìåííîé, àïïðîêñèìàöèÿ äàíà äëÿ øàãà êîððåêòîð, äëÿ øàãà
ïðåäèêòîð âðåìåííîé øàã óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà. Ìåòîä ïðîãîíêè çäåñü
õîðîøî îáóñëîâëåí ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ øàãàõ ïî âðåìåíè. Ñèñòåìû
óðàâíåíèé, ïîðîæäåííûå íåÿâíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè, ìîæíî ðåøàòü òàê-
æå ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè [9]. Íî ïðîãðàììà ñ ìåòîäîì ïðîãîíêè ðàáî-
òàåò áûñòðåå. Âíà÷àëå ðàññ÷èòûâàëîñü ïåðâîå óðàâíåíèå. Ïîñëå åãî ðàñ÷åòà
çíà÷åíèå v̇ â ôîðìóëå äëÿ äàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìîé â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè,
ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì. Ïðè âûáîðå âðåìåííîãî øàãà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè
ñõåìû τ < Cζ (èëè τ < Cζ2 â ñëó÷àå ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ æåñòêîñòè íà
èçãèá èëè âÿçêîñòè) îïðåäåëÿëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ðàñ÷åò ïî àíàëîãè÷-
íîé òðåõñëîéíîé öåíòðèðîâàííîé ñõåìå òàêæå âîçìîæåí. Àïïðîêñèìàöèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ òàêàÿ:

v̇′ → vn+1
k+1 − vn+1

k−1 − (vn−1
k+1 − vn−1

k−1)

4ζτ
,

v̇′′ → vn+1
k+1 + vn+1

k+1 − 2vn+1
k − (vn−1

k+1 + vn−1
k−1 − 2vn−1

k )

2ζ2τ
,

v′ → vn+1
k+1 − vn+1

k−1 + (vn−1
k+1 − vn−1

k−1)

8ζ
.

Îñòàëüíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ íà ñëîå n çà
èñêëþ÷åíèåì äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ. Äèññèïàòèâ-
íûå ÷ëåíû â ñëó÷àå ïîÿâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè àïïðîêñèìèðóþòñÿ íà ñëîå
n− 1 èëè ïî øàáëîíó "ðîìá", êàê â ñõåìå Äþôîðòà�Ôðàíêåëÿ, ñì. ðàçä. 12,
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Íî ïðè òàêîé ñõåìå íå óäàåòñÿ îáåñïå÷èòü
êðàåâóþ óñòîé÷èâîñòü áåç âêëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ çîí
(âáëèçè ëåâîé ãðàíèöû îíà ðàçâèâàåòñÿ áûñòðåå, åñëè v > 0). Êîýôôèöèåíò
âÿçêîñòè ïðè ýòîì áðàëñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâåííîìó
øàãó, àïïðîêñèìàöèÿ ïî ñõåìå Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ. Â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ ââåäåíèÿ äèññèïàòèâíûõ çîí îò ïðèìåíåíèÿ òðåõñëîéíîé ñõåìû áûëî
ðåøåíî îòêàçàòüñÿ.

Ïðè ðàñ÷åòå áåç ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ áûëà îáíàðóæåíà ìåäëåííî ðàçâèâàþùàÿñÿ íåëèíåéíàÿ ÷èñëåííàÿ íå-
óñòîé÷èâîñòü â îáëàñòè ñ áîëüøèì ãðàäèåíòîì âåëè÷èíû r. Îíà íå óñòðàíÿ-
åòñÿ ïðè óìåíüøåíèè τ , íî óñòðàíÿåòñÿ ïóòåì âêëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
æåñòêîñòè íà èçãèá ïî óïðîùåííîìó âàðèàíòó, ò.å. ñ ìîäèôèêàöèåé òîëüêî
óðàâíåíèÿ (2.2), çàìåíîé åãî íà (3.1). Ïðè ýòîì äëÿ ñõîäèìîñòè ñõåìû äîñòà-
òî÷íî âûáðàòü âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà cb = cζ2, c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
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Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ äâóõøàãîâàÿ ñõåìà èìååò âòîðîé ïî-
ðÿäîê òî÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòèðîâêà íå ìåíÿåò ïîðÿäîê àïïðîê-
ñèìàöèè. Ìîæíî òàêæå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âêëþ÷èòü âûñøóþ äèññèïà-
öèþ, îïèñûâàåìóþ ïðîèçâîäíîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â óðàâíåíèå (4.4), ñì.
÷ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ, âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà cv4 òàêæå âûáèðàåòñÿ
ïîðÿäêà êâàäðàòà ïðîñòðàíñòâåííîãî øàãà. Çàìåòèì, ÷òî íåò ñõîäèìîñòè â
ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ òàêèì ñïîñîáîì îáû÷íîé äèññèïàöèè, îïèñûâàåìîé ïðî-
èçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà, õîòÿ ðàñ÷åòû íà ãðóáûõ ñåòêàõ äåëàòü ìîæíî.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íî-
ñòè, ñì. ðàçä. 10. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü ÷èñëåííàÿ ñõåìà èìååò
àïïðîêñèìàöèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, òî êîýôôèöèåíò ïðè äîáàâëÿåìûõ ÷ëå-
íàõ áåðåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì êâàäðàòó øàãà èëè íèæå, òàêèì îáðàçîì,
ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè îòêîððåêòèðîâàííîé ñõåìû íå ìåíÿåòñÿ. Ïðîáëåìó
òàêîé ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè óñòðàíÿåò òàêæå ñõåìà òèïà ïðåäèêòîð-
êîððåêòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè. Ýòà ñõåìà îòëè÷àåòñÿ îò
îïèñàííîé âûøå ñõåìû òåì, ÷òî â ïðåäèêòîðå èñïîëüçóåòñÿ ïîëíûé âðåìåí-
íîé øàã, à íå ïîëøàãà. Â ñâÿçè ñ îäíîòèïíîñòüþ ìåòîäèêè ðàñ÷åòà äëÿ îáåèõ
ñõåì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ îäíà ïðîãðàììà, êóäà ââîäèòñÿ ïàðàìåòð äîëè
âðåìåííîãî øàãà, èñïîëüçóåìîãî â ïðåäèêòîðå. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì ñòè-
ëå, ò.å. ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäèêòîðà, ïðèâîäÿùåãî ê àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ñêîíñòðóèðîâàíà è ñõåìà Ãîäóíîâà, îáëàäàþùàÿ âûñîêîé óñòîé÷è-
âîñòüþ ïðè ðàñ÷åòàõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé. Îäíàêî ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçàëè, ÷òî òàêàÿ ñõåìà ñ öåëûì øàãîì â ïðåäèêòîðå, êàê è ñõåìà Ãîäóíî-
âà, îáëàäàåò çàìåòíîé ñõåìíîé âÿçêîñòüþ, ïîýòîìó îíà íå èñïîëüçîâàëàñü,
ìåòîä êîððåêòèðîâêè îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíåå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, ðåãóëè-
ðóÿ âåëè÷èíó âðåìåííîãî øàãà â ïðåäèêòîðå, â ïðèíöèïå ìîæíî óïðàâëÿòü
âåëè÷èíîé ñõåìíîé âÿçêîñòè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ ôîðìàëüíîå âêëþ÷åíèå æåñòêîñòè ïî óïðîùåííîìó âàðèàíòó ñ ïðî-
èçâîëüíûì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà cb òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
äèññèïàöèè, îïèñûâàåìîé ïðîèçâîäíîé øåñòîãî ïîðÿäêà, â óðàâíåíèå (4.5),
÷ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Íî ñëó÷àå ìàëûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà æåñò-
êîñòè ýòîãî íå òðåáóåòñÿ, à ýòî èìåííî òàê äëÿ òîíêîñòåííûõ òðóá.

5 Ðàñ÷åò çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà
Ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ â áåçäèññèïàòèâíîì ñëó÷àå îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
óðàâíåíèé îáðàòèìîãî òèïà, äëÿ êîòîðûõ áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ áåçäèñ-
ñèïàòèâíûõ ðàçðûâîâ [4]-[7]. Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû çàäà÷è î ðàñïàäå ðàç-
ðûâà. Íà÷àëüíûå äàííûå áðàëèñü â âèäå ñãëàæåííîé ñòóïåíüêè. Áûëè âû-
ÿâëåíû òèïè÷íûå ðàíåå âñòðå÷àâøèåñÿ ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ. Êàê è â ñëó÷àå
êîòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ áûë âûÿâ-
ëåí ôëàòòåð, à òàêæå íåóñòîé÷èâîñòü ñòðóêòóð ñîëèòîííîãî òèïà. Íà ðèñ. 2

11



Ðèñ. 2: Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà

ïðèâåäåí ïðèìåð ãðàôèêîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà. Â êà÷åñòâå
íà÷àëüíûõ äàííûõ áûëà âçÿòà ñãëàæåííàÿ ñòóïåíüêà äëÿ r è z′, ñêà÷êà äàâ-
ëåíèÿ è ñêîðîñòè íå áûëî, vf = 0.1, R = 1, ρ = 1, ρ∗f = 1, µ = 2, Jm = 30,
z′−∞ = 1.1, cb = 0.001, t = 1000. Âèäíû êèíê è ñòðóêòóðû ñîëèòîííîãî òèïà
(äîïóñêàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå èç íèõ íå ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ñîëèòîííûìè
ñòðóêòóðàìè â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì ÷ëåíà c âûñøåé ïðîèçâîäíîé è ìàëûì êî-
ýôôèöèåíòîì cb). Çäåñü çàìåòíû áîëåå ìåäëåííûå, â îñíîâíîì ïîïåðå÷íûå,
âîëíû è áîëåå áûñòðûå, â îñíîâíîì ïðîäîëüíûå, âîëíû.

Ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåò âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà cb íà õàðàêòåð ñòðóêòóðû
ðàçðûâà, çäåñü äàííûå òå æå, ÷òî è äëÿ ðèñ. 2, íî cb = 0.1 (äëÿ ñòàáèëèçàöèè
÷èñëåííîé ñõåìû ïðè ζ = 0.1 äîñòàòî÷íî âûáðàòü cr6 = 10−6 ). Ñîëèòîííàÿ
ñòðóêòóðà äëÿ ïðîäîëüíûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ âïðàâî, çàìåíÿåòñÿ ðàçðûâîì
ñ èçëó÷åíèåì, à ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà äëÿ ïðîäîëüíûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ
âëåâî, çàìåùàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé ñòðóêòóðîé õàîòè÷åñêîãî òèïà ñ âîëíî-
âûìè çîíàìè ïî îáå ñòîðîíû îò ðàçðûâà. Õàðàêòåð îñòàëüíûõ ñòðóêòóð íå
èçìåíèëñÿ, õîòÿ íåçíà÷èòåëüíî èçìåíèëàñü ñêîðîñòü èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
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Ðèñ. 3: Èçìåíåíèå òèïà ñòðóêòóðû ðàçðûâà â ðåçóëüòàòå âëèÿíèÿ æåñòêîñòè
íà èçãèá

Ðèñ. 4: Ðàçâèòèå ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñîëèòîííîé ñòðóêòóðû

Ðèñ. 4 èëëþñòðèðóåò ðàçâèòèå ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè ñîëèòîííîé ñòðóê-
òóðû ðàçðûâà äëÿ (â îñíîâíîì)ïðîäîëüíûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ âïðàâî, t =
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2400; 2600; 2800; 3000, vf = 0.5, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òå æå, ÷òî è äëÿ
ðèñ. 2. Ïðè èçìåëü÷åíèè øàãà ñåòêè ñêîðîñòü ðîñòà àìïëèòóäû ïåðâîé âîë-
íû óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ÷èñëåííûé ýôôåêò, óñòðàíèìûé ââåäåíèåì äîïîëíè-
òåëüíîãî äèññèïàòèâíîãî ÷ëåíà cZ4Z

′′′′ â óðàâíåíèè äëÿ ïðîäîëüíîé âîëíû,
âåëè÷èíà cZ4 áðàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíîé ζ2. Îí ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî óåäèíåííàÿ
âîëíà ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà (êëàññ 0) [7] îáëàäàåò íåéòðàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòüþ. Åñëè êàêèå-òî âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ èëè íàîáîðîò
ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû, òî âîëíà íå âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå,
à ñîõðàíÿåò íîâóþ àìïëèòóäó è íîâóþ ñêîðîñòü. Åñëè ÷èñëåííûå ýôôåê-
òû òàêîâû, ÷òî îíè ñèñòåìàòè÷åñêè ñíèæàþò àìïëèòóäó âîëíû, òî ýòî íå
âëèÿåò íà êà÷åñòâåííûé âèä ðåøåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå ñòðóêòóðû ñîëèòîííîãî
òèïà, ïîñêîëüêó òàêîå ñíèæåíèå êîìïåíñèðóåòñÿ çà ñ÷åò ïðèòîêà ýíåðãèè â
ñòðóêòóðó ðàçðûâà. Åñëè æå ÷èñëåííûå ýôôåêòû íàîáîðîò ñèñòåìàòè÷åñêè
óâåëè÷èâàþò àìïëèòóäó ïåðâîé âîëíû, òî ó íåå ìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü, îíà ñî
âðåìåíåì îòðûâàåòñÿ îò ñòðóêòóðû, à ðîñò àìïëèòóäû ïðîäîëæàåòñÿ. Ñî
âðåìåíåì ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê îñòàíîâêå ðàñ÷åòà âñëåäñòâèå âû÷èñëèòåëü-
íîãî áëîóàïà.

Ðàñ÷åòû ïî âåðñèè ïðîãðàììû ñ ïîëíûì ó÷åòîì æåñòêîñòè íà èçãèá òàê-
æå ïðîâîäèëèñü, îäíàêî â ñëó÷àå òîíêèõ ñòåíîê äëÿ áîëüøèíñòâà íà÷àëüíûõ
äàííûõ ðåçóëüòàòû ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ, êîãäà òàêîãî ó÷åòà íåò. Êîð-
ðåêöèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâî-
ñòè, ðàññìîòðåííîé â ðàçä. 4, äåëàëàñü ñ ïîìîùüþ ÷ëåíà cv4r

′′′′ â óðàâíåíèè
(4.4). Òàêîé ó÷åò äëÿ òîíêîñòåííûõ òðóá ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì â ñëó÷àå
ñëàáîãî ïðîäîëüíîãî íàòÿæåíèÿ èëè ïðè σ1 < 0, áåç òàêîãî ó÷åòà óðàâíåíèÿ
â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñòàíîâÿòñÿ íåêîððåêòíûìè [10].

6 Óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ
Óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå äëÿ îïèñàíèÿ íå âîëíîâûõ çîí â çà-
äà÷å î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà, ïîëó÷àåì îòáðàñûâàíèåì âûñøèõ
ïðîèçâîäíûõ:

ρ∗fz
′v̇ = ρ∗f(v

′q − vv′)−
(
σ2

λ2z′

)′
, ρ∗f =

ρf
H
,

ṙz′ − r′q + vr′ +
1

2
rv′ = 0,

ż = q, ρRq̇ =

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− σ2

λ2z′
r′, λ1 = z′.

Ó ëèíåàðèçîâàííîãî âàðèàíòà ýòèõ óðàâíåíèé äâå äèñïåðñèîííûå âåòâè,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðÿìûå. Îäíàêî ýòî íå êëàññè÷åñêèå ãèïåðáîëè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè íå ÿâëÿþòñÿ êâàçèëèíåéíûìè è èõ íåâîç-
ìîæíî çàïèñàòü êàê óðàâíåíèÿ â õàðàêòåðèñòèêàõ. Äëÿ áîëåå ÿñíîãî ïîíè-
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ìàíèÿ ñâîéñòâ ýòèõ óðàâíåíèé ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ u = z′. Óðàâíåíèÿ
òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ρ∗fuv̇ = ρ∗f(v
′q − vv′)−

(
σ2

λ2u

)′
, ρ∗f =

ρf
H
, q =

∂

∂t

∫
udZ

ṙz′ − r′q + vr′ +
1

2
rv′ = 0,

ρRü =

(
Rσ1

u

λ2
1

)′′
−
(
σ2

λ2z′
r′
)′
, λ1 = u.

Ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò x/t îäíà-
êî èõ ñâîéñòâà îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ðåøåíèé, ðàíåå ðàññìàòðèâàâøèõñÿ
óïðîùåííûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðå-
äû (â òîì ÷èñëå è â ñëó÷àå óðàâíåíèé òðóáû ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíè-
åì), ïîñêîëüêó ýòî òåïåðü èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Àíàëî-
ãè÷íûå óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîëíîâûå çîíû òîæå äîëæíû
îòíîñèòüñÿ ê ýòîìó òèïó. Â ðàñ÷åòàõ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà â ÷àñòíîñòè
íàáëþäàëîñü ïðèìûêàíèå êëàññè÷åñêîãî êèíêà ê îáëàñòè ñ íåïîñòîÿííûìè
çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ, ÷òî ðàíåå íå âñòðå÷àëîñü. Òèïè÷íûì ñòàëî òàêæå
âêëþ÷åíèå ñîëèòîííîé ñòðóêòóðû âíóòðü îáëàñòè ñ íåïîñòîÿííûìè çíà÷å-
íèÿìè ïåðåìåííûõ. Íà ðèñ.5 ïîêàçàíû ãðàôèêè ýâîëþöèè ðåøåíèÿ ñî âðå-
ìåíåì, õîðîøî èëëþñòðèðóþùèå ñêàçàííîå âûøå, t = 300 − 2700, cb = 0,
vf = 0.4.

Ðèñ. 5: Ýâîëþöèÿ ðåøåíèÿ ñî âðåìåíåì
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7 Óðàâíåíèÿ áåç ó÷åòà ïðîäîëüíûõ âîëí
â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû æèäêîñòüþ

Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî èñõîä-
íîãî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ r0, z′0 è äëèííûõ âîëí, âîçìóùåíèÿ ïðî-
äîëüíûõ äåôîðìàöèé áóäóò èìåòü ïîðÿäîê êâàäðàòà ïîïåðå÷íûõ âîçìóùå-
íèé ïîïåðå÷íûõ äåôîðìàöèé. Ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðîäîëüíûìè âîëíàìè è
âûâåñòè óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå êëàññè÷åñêèì èëè îáîáùåííûì (åñëè ó÷è-
òûâàåòñÿ æåñòêîñòü íà èçãèá) óðàâíåíèÿì Áóññèíåñêà:

ρ∗fz
′
0v̇ −

ρR2

2z′20
v̇′′ = −ρ∗fvv′ + (−P ∗b + P)′ , ṙz′0 + vr′ +

1

2
rv′ = 0.

P =

(
Rσ10

r′

λ2
10

)′
− σ2
λ2

rz′0
− ρR

rz′20
(−v)

(−vr′ − 1
2rv

′

z′0

)′
− ρR

rz′30
(−vr′ − 1

2
rv′)

1

2
v′,

Pb = −Dr0r
′′′′;

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ äîïóñòèìî íåêîòîðîå äàëü-
íåéøåå óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ P : çàìåíà â íåêîòîðûõ ÷ëåíàõ r íà r0,
èñïîëüçîâàíèå ëèíåàðèçàöèè ïðè âû÷èñëåíèè σ2, íî ýòî íå âíîñèò ñóùå-
ñòâåííûõ èçìåíåíèé â õàðàêòåð óðàâíåíèé. Âîçìîæíî òàêæå èñêëþ÷åíèå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïóòåì ïîä-
ñòàíîâêè íèçøåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû v, íî ïîëåçíîñòü òàêîãî èç-
ìåíåíèÿ íå î÷åâèäíà. Â ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿõ ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîðîòêèõ âîëí áóäåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîé äàæå ïðè îò-
ñóòñòâèè ó÷åòà æåñòêîñòè íà èçãèá, ÷òî íå àäåêâàòíî ðåàëüíîñòè, òðåáóåòñÿ
òàêæå ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè óðàâíåíèé.

Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû, èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî âûâåñòè îáû÷-
íîå èëè îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Âðèçà à òàêæå óïðîùåííûå
óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

8 Óðàâíåíèÿ áåç ó÷åòà ïðîäîëüíûõ âîëí
äëÿ ñëó÷àÿ çàïîëíåíèÿ òðóáû ãàçîì

Êàê è â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ æèäêîñòüþ, äëÿ ìàëûõ îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìà-
öèé ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ïðîäîëüíûå âîëíû. Èìååì ñèñòåìó èç òðåõ óðàâ-
íåíèé:

(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
− σ2

λ2
+ (P ∗b + P ∗)rz′0 = ρRr̈; (8.7)
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ρ̇fz
′
0r

2 + 2ρfrṙz
′
0 + (ρfvr

2)′ = 0, (8.8)
ρf(v̇z

′
0 + vv′) + P ′ = 0. (8.9)
P = P (ρf)

Òåïåðü ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþùèå òîëüêî àêóñòè÷åñêèå âîëíû.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

−σ2

λ2
+ (P ∗)rz′0 = 0

ÿâëÿþùèìñÿ ïðèáëèæåíèåì óðàâíåíèÿ (8.7) â íèçøåì ïîðÿäêå. Íàéäåì çà-
âèñèìîñòü r = F (P ), äàëåå âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, íàéäåì
çàâèñèìîñòü r = r(ρf). Äàëåå ïîäñòàâëÿåì ýòó çàâèñèìîñòü â âûðàæåíèÿ
ñ ïðîèçâîäíûìè îò r â óðàâíåíèå (8.7). Íàéäåì óòî÷íåííóþ çàâèñèìîñòü
r = f(ρf , ρ

′
f , ρ

′′
f , ρ̈f) Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîé çàâèñèìîñòè âìåñòî r â óðàâíå-

íèÿ (8.9) è (8.8) è óäàëåíèÿ ëèøíèõ ÷ëåíîâ ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷-
íûå óðàâíåíèÿì Áóññèíåñêà.

9 Îá îïðîêèäûâàíèè âîëí
è êîððåêöèè ìîäåëè

Â ñëó÷àå óðàâíåíèé òðóáû ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì äèñïåðñèÿ âûçûâà-
åòñÿ ÷ëåíàìè ñ íèçøèìè ïðîèçâîäíûìè. Åñëè èõ âûáðîñèòü è îñòàâèòü òîëü-
êî ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà, òî ïîëó÷èòñÿ íåëèíåéíàÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ýòà ñèñòåìà ïðèìåíèìà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïðîèç-
âîäíûõ è íå ïðåäïîëàãàåò êîìïåíñàöèþ äèñïåðñèè íåëèíåéíîñòüþ. Ìîæíî
ïðåäâèäåòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ôîðìàëüíî íåïðåðûâíî-
ãî ðåøåíèÿ íåò. Â äàííîì ñëó÷àå îïðîêèäûâàíèå âîëíû ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ âïîëíå äîïóñòèìî. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ Ëàãðàíæåâà
íà÷àëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî ïðè íåêîòîðîì èñïðàâëåíèè çíàêîâ óðàâ-
íåíèé â îáëàñòè ïîñëå îïðîêèäûâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íûì ðåøåíèåì, â êîòîðîì åñòü íåïðåðûâíîñòü íåèçâåñòíûõ, íî ïðî-
èçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â äâóõ òî÷êàõ. Ïðàâèëüíî ìîæåò îïè-
ñûâàòü ÿâëåíèÿ òàêîå ðåøåíèå òîëüêî â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ,
â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ ãàçîì èëè æèäêîñòüþ ôîðìàëüíî òàêîå ðåøåíèå âîç-
ìîæíî, íî îíî ïðîòèâîðå÷èò ãèïîòåçàì, ñäåëàííûì ïðè âûâîäå óðàâíåíèé.
Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå îïðîêèäûâàíèÿ óïðóãèõ âîëí òðóáà äîëæ-
íà áûòü íå ðàñòÿíóòà à ñæàòà, ò.å. óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåêîððåêòíûìè.
Âûõîä â íåêîððåêòíóþ îáëàñòü äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå â ðàñ÷åòå âîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå âîëíû
ñ ðàñòóùåé àìïëèòóäîé è ïîñëåäóþùèé âû÷èñëèòåëüíûé áëîóàï, ïðè÷åì,
÷åì ìåëü÷å ñåòêà, òåì áûñòðåå îí íàñòóïàë, ñõåìíûå ýôôåêòû îáåñïå÷èâàþò
íåêîòîðîþ êîððåêòèðîâêó ñèñòåìû íà ãðóáûõ ñåòêàõ. Âêëþ÷åíèå æåñòêîñòè
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íà èçãèá èëè âÿçêîñòè ïî óïðîùåííîìó âàðèàíòó (ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ëèíåé-
íîñòüþ) ïðåâðàùàåò ñèñòåìó â òèïè÷íóþ äèñïåðñèîííóþ ñèñòåìó, ãäå äèñ-
ïåðñèÿ ñâÿçàíà ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè, íåêîððåêòíîñòü èñ÷åçàåò, â ýòîì
ñëó÷àå îïðîêèäûâàíèÿ âîëí íåò, ïîëó÷àþòñÿ ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ ñ õàîòè-
÷åñêèìè âîëíîâûìè çîíàìè, ÷òî è ñëåäîâàëî îæèäàòü. Âêëþ÷åíèå æå ýòèõ
ýôôåêòîâ ñ ïîëíûì ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè òîæå êîððåêòèðó-
åò ñèñòåìó, ïðåäîòâðàùàåò èçëîìû ñòåíîê òðóáû (ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ), íî
â ïðèíöèïå íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü îïðîêèäûâàíèÿ âîëí. Òàê ÷òî íåëü-
çÿ îäíîçíà÷íî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ äàííîé ìîäåëè îïðîêèäûâàíèå âîëí íå
âîçìîæíî.

Ïðèìåð åùå îäíîé ñèñòåìû ñ íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè ñ âûñøèìè ïðîèç-
âîäíûìè � óðàâíåíèÿ ýëåêòðîííîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïëàçìû [4],
[15]. Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðè ñîõðàíåíèè òîëüêî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ âîç-
íèêàþò óðàâíåíèÿ âèäà

∂

∂x

d

dt
(v, w,By, Bz) = 0,

d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x

Çäåñü v, w è By, Bz � îðòîãîíàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè è ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, u � ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè. Íàëè÷èå ïîëíîé ïðîèç-
âîäíîé â óðàâíåíèÿõ ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü îïðîêèäûâàíèå âîëíû äëÿ
ïðîèçâîäíûõ îò íåèçâåñòíûõ. Ìîæíî äîïóñòèòü îòñóòñòâèå êëàññè÷åñêèõ
ðåøåíèé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ. Åñëè â ýòè óðàâíåíèÿ âêëþ÷àåòñÿ ìàãíèòíàÿ
èëè îáû÷íàÿ âÿçêîñòü, òî îíà îïèñûâàåòñÿ ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿä-
êà, è âîçìîæíî êîìïåíñèðóåò íåëèíåéíûå ýôôåêòû îïðîêèäûâàíèÿ âîëí íå
âñåãäà.

Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóþò áåçäèññèïàòèâíûå è äèññèïàòèâíûå ñòðóê-
òóðû ðàçðûâîâ, íî âîçìîæíà è ñèòóàöèÿ, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ, íàïðèìåð ïðèâîäÿùèõ ê áîëüøèì çíà÷åíèÿì âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ,
íåò êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Òàêèå ñâîéñòâà ñèñòåì ìîãóò ïîðîæäàòü è ÷èñ-
ëåííóþ íåóñòîé÷èâîñòü, ïîñêîëüêó áîëüøèå ïðîèçâîäíûå ìîãóò âîçíèêàòü è
â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýôôåêòîâ. Îòñóòñòâèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê äåôåêò ñèñòåìû óðàâíåíèé, ýòî òðåáóåò óòî÷íåíèÿ
ìîäåëè, èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, íå îáÿçàòåëüíî ïîòðåáóþòñÿ
îáîáùåííûå ðåøåíèÿ èëè äîáàâëåíèå ôèçè÷åñêîé âÿçêîñòè èëè äèñïåðñèè.

10 Î ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííûõ ñõåì
Óðàâíåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùèå ÷èñëåííóþ ñõåìó, ìîãóò ñîäåðæàòü ÷ëåíû ñ
ïðîèçâîäíûìè âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïðèâîäÿùèìè ê íåêîððåêòíîñòè. Âîïðîñ î
ñïîñîáàõ êîððåêòèðîâêè íåêîððåêòíûõ óðàâíåíèé îáñóæäàëñÿ â [10] íà ïðè-
ìåðå îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà. Âûâîä òàêîé: ñ ïîìîùüþ ÷ëåíîâ
ñ ïðîèçâîäíûìè áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ïîðÿäîê ÷ëåíîâ, âûçâàâøèõ
íåêîððåêòíîñòü, íå óäàåòñÿ êîððåêòèðîâàòü óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
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òèïà. Ïðè ïðèìåíåíèè æå ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà âåëè÷èíà
êîýôôèöèåíòà ïðè êîððåêòèðóþùåì ÷ëåíå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìà-
ëîé. Î÷åâèäíî, ýòîò ïðèíöèï ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ÷èñëåííûå ñõåìû.
Íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíû-
ìè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî, âåðîÿòíî, âû÷èñëèòåëüíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîððåêòíîñòü óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ â êà÷åñòâå
äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ÷èñëåííîé ñõåìû. Ïîýòîìó êîððåêòèðî-
âàòü íåóñòîé÷èâóþ ÷èñëåííóþ ñõåìó è äîáèâàòüñÿ åå ñõîäèìîñòè óäàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿ ÷ëåíîâ ñ ïðîèçâîäíûìè áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà, ÷åì ÷ëåíû, àïïðîêñèìàöèÿ êîòîðûõ âûçâàëà ÷èñëåííóþ íåóñòîé-
÷èâîñòü. Â ñëó÷àå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, òàêàÿ íåêîððåêòíîñòü
ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà äîïîëíèòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñ ïðîèçâîäíûìè íà äâà
ïîðÿäêà âûøå, ÷åì ÷ëåíû â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäàâ-
ëåíèÿ ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè, ïîðîæäåííîé àïïðîêñèìàöèåé ÷ëåíîâ ñ
ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü êîððåêòèðóþùèé ÷ëåí
ñ ïðîèçâîäíîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà êîððåêòèðóþòñÿ ïðîèçâîäíûìè øåñòîãî ïîðÿäêà, ñì. ðàçä. 4.

Â ðÿäå ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ñõåì äëÿ ðàñ÷åòîâ ãàçîâîé äèíàìèêè
ïðèìåíÿåòñÿ êîððåêöèÿ ñõåìû, îñíîâàííàÿ íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà. Òàêàÿ
êîððåêöèÿ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ïðè íàëè÷èè ðàçðûâîâ, ò.å. ðàñ÷å-
òû îáîáùåííûõ ðåøåíèé, è â òî æå âðåìÿ îáåñïå÷èâàòü íèçêóþ ñõåìíóþ
âÿçêîñòü èëè åå îòñóòñòâèå äëÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî
òàêàÿ êîððåêöèÿ ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî óñòðàíÿòü è íåëèíåéíóþ ÷èñëåí-
íóþ íåóñòîé÷èâîñòü, íàïðèìåð, ìåäëåííî ðàçâèâàþùóþñÿ íåóñòîé÷èâîñòü
öåíòðèðîâàííîé ñõåìû. Ïðè ðàñ÷åòàõ ìîäåëåé ñ äèñïåðñèåé íå äèññèïàòèâ-
íîãî òèïà êîððåêöèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ðàçðûâîâ íå òðåáóåòñÿ, ðåøåíèÿ ãëàäêèå.
Íî ïðîáëåìû íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè îñòàþòñÿ, à ïðèíöèï ìàêñèìóìà
íå âûïîëíÿåòñÿ, âîçíèêíîâåíèå íîâûõ êîëåáàíèé � åñòåñòâåííîå ñâîéñòâî
ñàìîé ìîäåëè, ïîýòîìó êîððåêöèþ íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ñòà-
áèëèçàöèè íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèìåíèòü çäåñü íåëüçÿ. Äîáàâëåíèå
÷ëåíîâ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé àëüòåðíàòèâîé.
Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðèìåíÿòü êîððåêöèþ êàê äèññèïàòèâ-
íûìè, òàê è íåäèññèïàòèâíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Â ñëó÷àå ÷èñëåííûõ ñõåì äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñïåêòðàëüíûì ìå-
òîäîì ìîæíî èññëåäîâàòü òîëüêî ïðèìåíåíèå ñõåì ê ëèíåàðèçîâàííûì âà-
ðèàíòàì óðàâíåíèé. Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ó÷àñòêîâ ìîæíî òàêæå ïûòàòüñÿ èñ-
êàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Íî íàëè÷èå ëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè íå èñêëþ-
÷àåò âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè, âñòðå÷àâøåé-
ñÿ âûøå.
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11 Àíàëèç äèññèïàòèâíûõ è äèñïåðñèîííûõ
ñâîéñòâ íåêîòîðûõ äâóõøàãîâûõ ñõåì

Ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ äâóõøàãîâûõ ÷èñëåííûõ ñõåì, à
èìåííî äâóõøàãîâàÿ ñõåìà ïðèìåíÿëàñü âûøå, ñîïîñòàâèì èõ íà ïðèìåðå
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (òàêèå ñõåìû èíîãäà íàçûâàþòñÿ ñõåìàìè òèïà Ëàêñà-
Âåíäðîôôà). Ïðèâåäåì íèæå íåêîòîðûå èç íèõ. Íàèìåíîâàíèÿ êëàññè÷å-
ñêèõ ñõåì òèïà Ëàêñà�Âåäðîôôà äàíû ñîãëàñíî [16].

Äâóõøàãîâàÿ ñõåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà (Ðèõòìàåðà), ïåðåõîäÿùàÿ â êëàñ-
ñè÷åñêóþ îäíîøàãîâóþ ñõåìó Ëàêñà-Âåíäðîôôà äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

u
n+1/2
k − unk+1+unk−1

2

τ/2
+ c

unk+1 − unk−1

2h
= 0

un+1
k − unk
τ

+ c
u
n+1/2
k+1 − un+1/2

k−1

2h
= 0

Äâóõøàãîâàÿ ñõåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà (Á¼ðíñòåéíà):

u
n+1/2
k+1/2 −

unk+1+unk
2

τ/2
+ c

unk+1 − unk
h

= 0

un+1
k − unk
τ

+ c
u
n+1/2
k+1/2 − u

n+1/2
k−1/2

h
= 0

Èñïîëüçîâàííàÿ âûøå ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

u
n+1/2
k − unk
τ/2

+ c
unk+1 − unk−1

2h
= 0

un+1
k − unk
τ

+ c
u
n+1/2
k+1 − un+1/2

k−1

2h
= 0

Èñïîëüçîâàííàÿ âûøå ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

ũnk − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2h
= 0

un+1
k − unk
τ

+ c
ũnk+1 − ũnk−1

2h
= 0

Ïîñëåäíèå äâå ñõåìû âðÿä ëè ìîæíî ìîæíî íàçûâàòü ñõåìàìè òèïà
Ëàêñà-Âåíäðîôôà, ïîñêîëüêó â íèõ îòñóòñòâóåò óñðåäíåíèå unk+1+unk−1

2 , ÷òî
êàê ðàç õàðàêòåðíî äëÿ ñõåìû Ëàêñà [16]. Èñïîëüçîâàííóþ âûøå ñõåìó âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ìîæíî íàçûâàòü ñõåìîé ñ àïïðîêñèìàöèåé ïî âðåìåíè ïî ìå-
òîäó Ðóíãå-Êóòòà.
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Îäíîøàãîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ñòàðøèå îñòàòî÷íûå äèññèïàòèâíûå è îá-
ðàòèìûå äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé ïðè àïïðîêñèìà-
öèè ñõåì òàêèå:

un+1
k − unk
τ

+ c
unk+2 − unk−2

4h
− c2τ

unk+2 + unk−2 − 2unk
8h2 = 0

(− 1

3!
τ 2uttt − c 4

3!
h2uxxx − c2(

4

3!
− 4

4!
)τh2uxxxx − 1

4!
τ 3utttt)

un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2h
− c2τ

unk+1 + unk−1 − 2unk
2h2 = 0

(− 1

3!
τ 2uttt − c 1

3!
h2uxxx − c2(

1

3!
− 1

4!
)τh2uxxxx − 1

4!
τ 3utttt)

un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2h
− c2τ

unk+2 + unk−2 − 2unk
8h2 = 0

(− 1

3!
τ 2uttt − c 1

3!
h2uxxx − 1

4!
τ 3utttt)

un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2h
− c22τ

unk+2 + unk−2 − 2unk
8h2 = 0

(+c2 1

2
τuxx − 1

3!
τ 2uttt − c 1

3!
h2uxxx +

1

4
c2τ 3utxx + c2 1

3!
τh2uxxxx − 1

4!
τ 3utttt)

Ïðè àíàëèçå îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìà çàìåíà ut =
−cux äëÿ ïðèâåäåíèÿ ÷ëåíîâ.

Ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîäîáíûõ ñõåì âòîðîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè íà ïÿòèòî÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâåííîì øàáëîíå, åãî ìîæíî ñî-
çäàòü çà ñ÷åò ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîìáèíàöèé øèðîêîãî è óçêîãî øàáëîíà
äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà.

Èñïîëüçîâàííàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè èìååò íóëåâóþ ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ âÿçêîñòü, ò.å. ìèíèìàëüíóþ èç âñåõ âîçìîæíûõ, à èìåþùàÿñÿ
âðåìåííàÿ âÿçêîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà τ 3, ò.å. ïóòåì óìåíüøåíèÿ âðåìåííîãî
øàãà åå ìîæíî ñäåëàòü î÷åíü ìàëîé. Â òî æå âðåìÿ ñõåìà ïåðâîãî ïðÿäêà
òî÷íîñòè îêàçûâàåòñÿ ñ âÿçêîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çàìåòèì, ÷òî óïðàâ-
ëÿÿ âåëè÷èíîé øàãà â ïðåäèêòîðå ìîæíî ïðè íåîáõîäèìîñòè óïðàâëÿòü è
ñõåìíîé âÿçêîñòüþ.

Ïðèâåäåííûå ÷èñëåííûå ñõåìû ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîððåê-
öèþ ïðîñòåéøåé îäíîøàãîâîé öåíòðèðîâàííîé ïî ïðîñòðàíñòâó ñõåìû ïóòåì
äîáàâêè â íåå âÿçêîñòè. Îäíîøàãîâàÿ ñõåìà è îñòàòî÷íûå ÷ëåíû, âûÿâëÿå-
ìûå ïðè àíàëèçå àïïðîêñèìàöèè èìåþò, âèä:

un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2h
= 0
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(−c2 1

2
τuxx − 1

3!
τ 2uttt − c 1

3!
h2uxxx − 1

4
c2τ 3utxx − 1

4!
τ 3utttt)

Ó ýòîé ñõåìû âûÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûé äèññèïàòèâíûé ÷ëåí ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ÷òî ïðåäïîëàãàåò íåêîððåêòíîñòü. Íåóñòîé÷èâîñòü ñõåìû âûÿâëÿ-
åòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå u = qn exp ikφ, max |q| =

√
1 + c2τ 2/h2. Íî max |q| =

1 + c2C2τ/2, åñëè τ < Ch2, C � íåêîòîðîå ÷èñëî, ÷òî ìåíüøå exp c2C2τ/2.
Ðàñ÷åò âîçìîæåí [17], íî âîçìóùåíèÿ ïðè òàêîì ðàñ÷åòå ðàñòóò ñî âðåìå-
íåì ïî ýêñïîíåíòå, õîòÿ ïîêàçàòåëü ðîñòà ìîæíî ñäåëàòü êàê óãîäíî ìàëûì.
Ñõåìà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ââåäåíèåì âÿçêîñòè

un+1
k − unk
τ

+ c
unk+1 − unk−1

2h
− h2

τ

unk+1 + unk−1 − 2unk
2h

= 0

Ýòîò âàðèàíò êîððåêöèè ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé Áåðíñòàéíà, â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî áðàòü τ < Ch. Ýòà ñõåìà â ðàáîòå [17] íàçâàíà "òðåíîãà".

Äëÿ èñïîëüçóåìîé äâóõøàãîâîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

q = 1− i(cτ/h) sinφ+ (c2τ 2/h2)(cos 2φ− 1)/4

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè τ < Ch. Äëÿ èñïîëüçîâàíîé ñõåìû
ïåðâîãî ïîðÿäêà óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè àíàëîãè÷íîå.

Êëàññè÷åñêàÿ äâóõøàãîâàÿ ñõåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà (Ðèõòìàåðà) íåóñòîé-
÷èâà ïðè âêëþ÷åíèè äèôôóçèîííûõ ÷ëåíîâ [16], ìîæíî ïðîâåðèòü íåóñòîé-
÷èâîñòü äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïî ñõåìå Áåðíàñòàéíà ñ óçêèì
øàáëîíîì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ äëÿ ïðåäèêòîðà àïïîðîêñèìèðîâàòü íåâîç-
ìîæíî. Òðåáóþòñÿ àëüòåðíàòèâíûå ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè äèôôóçíûõ ÷ëå-
íîâ. Â èñïîëüçîâàííûõ æå â äàííîé ðàáîòå ñõåìàõ äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû
ñ÷èòàþòñÿ îäíîòèïíî ñ íåäèññèïàòèâíûìè, ÷òî óïðîùàåò ðàçðàáîòêó ïðî-
ãðàìì.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêöèÿ, ñäåëàííàÿ âûøå, àíàëîãè÷íà, íî êîððåêòèðó-
åòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü íà íåîäíîðîäíîì ôîíå èëè íåëèíåéíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü
âîçìóùåíèé.

12 Î êîððåêöèè òðåõñëîéíîé ñõåìû
Òðåõñëîéíàÿ ñõåìà òèïà êðåñò îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïðè íàëè÷èè äèñ-
ñèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ, ðàññìîòðèì ìåòîäû åå êîððåêöèè íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ïðîñòåéøàÿ òðåõñëîéíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íåóñòîé-
÷èâà

un+1
k − un−1

k

2τ
= a2u

n
k+1 + unk−1 − 2unk

h2

22



Íåóñòîé÷èâîñòü âûÿâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðè-
çíàêà, íî åå ìîæíî è ïðåäâèäåòü, ïîñêîëüêó àïïðîêñèìàöèÿ ñîäåðæèò ÷ëåí
ñ uxxxxh2 â ïðàâîé ÷àñòè. Äîáàâëåíèå äèññèïàòèâíîãî ÷ëåíà ñ ïðîèçâîäíîé
ïî ïðîñòðàíñòâó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ îáðàòíûì çíàêîì ñ öåëüþ êîìïåíñè-
ðîâàòü ýòó íåóñòîé÷èâîñòü òîëüêî çàìåäëèò åå, ïîñêîëüêó îñòàíóòñÿ íåêîð-
ðåêòíûå ÷ëåíû ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè.

Äâóõñëîéíàÿ ÿâíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè óñëîâíî óñòîé-
÷èâà, íî â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ äâóõñëîéíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ äèññèïàòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ è òðåõñëîéíîé äëÿ îáðàòèìûõ ÷ëåíîâ ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷è-
âîñòü, íå óñòðàíèìàÿ óìåíüøåíèåì âðåìåííîãî øàãà. Îäíî èç ðåøåíèé ïðî-
áëåìû � àïïðîêñèìàöèÿ äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ïî íèæíåìó ñëîþ:

uxx → a2u
n−1
k+1 + un−1

k−1 − 2un−1
k

h2

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðåøåíèÿ ñîáñòâåííî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,
òàêàÿ ñõåìà ïðèâîäèò ôàêòè÷åñêè ê äâóì íåçàâèñèìûì ðàñ÷åòàì.

Êîððåêöèÿ òðåõñëîéíîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè âîçìîæ-
íà òàêæå ïóòåì äîáàâëåíèÿ ÷ëåíà ñ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìå-
íè, ñõåìà Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ:

un+1
k − un−1

k

2τ
= a2u

n
k+1 + unk−1 − un+1

k − un−1
k

h2

= a2u
n
k+1 + unk−1 − 2unk

h2 − a2 τ
2

h2

un+1
k + un−1

k − 2unk
τ 2

Îíà àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå

ut + a2 τ
2

h2utt + a2 τ
4

h2

2

4!
utttt = a2uxx + a2 2

4!
h2uxxxx

Ñõåìà àáñîëþòíî óñòîé÷èâà, ò.å. íå èìååò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà øàã ïî
âðåìåíè. Àïïðîêñèìàöèÿ äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ïî ñõåìå Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ
íå âûçûâàåò íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ðàñ÷åòàõ óðàâíåíèé ñ îñíîâíûìè îáðàòè-
ìûìè ÷ëåíàìè. Åñëè ïîääåðæèâàåòñÿ óñëîâèå τ < h2, òî ñ÷èòàåòñÿ óðàâíå-
íèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Åñëè æå τ = h, òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ a ôàê-
òè÷åñêè ñ÷èòàåòñÿ ãèáðèäíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
è êàê óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è êàê âîëíîâîå óðàâíåíèå. Ïðè ðàñ÷å-
òàõ ñ áîëüøèì êîýôôèöèåíòîì âÿçêîñòè, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå, äëÿ
óñòðàíåíèÿ ãðàíè÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè, âëèÿíèå ÷ëåíà ñ ut ïðåíåáðåæèìî
ìàëî, ôàêòè÷åñêè ñ÷èòàåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî ìàòåìàòè-
÷åñêè íåîáõîäèìîå ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óñëîâèé,
íåîáõîäèìûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñõåìû.

Àíàëîãè÷íûå ñõåìû ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè
÷åòâåðòîãî è øåñòîãî ïîðÿäêà
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un+1
k − un−1

k

2τ
=a2u

n
k+3+unk−3−6unk+2−6unk−2+15unk+1+15unk−1−10un+1

k −10un−1
k

h6

= a2u
n
k+3 + unk−3 − 6unk+2 − 6unk−2 + 15unk+1 + 15unk−1 − 20unk

h6

+10a2u
n+1
k + un−1

k − 2unk
h6

ut + 10a2 τ
2

h2utt = a2uxxxxxx + a2 2

4!
(34 − 226 + 15)h2uxxxxxxxx

Óñòîé÷èâîñòü (ïî êðàéíåé ìåðå óñëîâíàÿ) ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåê-
òðàëüíîãî ïðèçíàêà.

Ïîïûòêà óñòðàíèòü ãðàíè÷íóþ íåóñòîé÷èâîñòü äëÿ óðàâíåíèé òðóáû ñ
æèäêîñòüþ ñ ïîìîùüþ ïîãëîùàþùåé çîíû ñ ïðîèçâîäíîé øåñòîãî ïîðÿäêà
îêàçàëàñü íåóäà÷íîé. Òåì íå ìåíåå ïîãëîùàþùèå çîíû ñ äîïîëíèòåëüíûì
÷ëåíîì ñ ïðîèçâîäíîé øåñòîãî ïîðÿäêà ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿëèñü äëÿ îáîá-
ùåííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Âðèçà ñ ïðîèçâîäíîé ïÿòîãî ïîðÿäêà, ýòî
îáåñïå÷èâàåò äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó
çàäà÷è.

Ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð ñ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè
èíîãäà ââîäÿò è äëÿ ðàñ÷åòîâ óðàâíåíèé òèïà óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà:

ut + a2utt + cux = 0

Ýòî ìîæåò ïîçâîëèòü îáîéòè óñëîâèå Êóðàíòà è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷å-
òîâ íåîäíîðîäíûõ ñðåä â ñëó÷àå íàëè÷èÿ óçêèõ ó÷àñòêîâ ñ áîëüøèìè ñêî-
ðîñòÿìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

13 Î ÷èñëå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
Ñóùåñòâóåò ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïî äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ ÷èñëà ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè
çàäà÷è â ñëó÷àå óðàâíåíèé ýâîëþöèîííîãî òèïà [4], [18], [19]. Ïóñòü ñóùå-
ñòâóåò B > 0 òàêîå ÷òî, åñëè Imω > B, òî âñå êîðíè k(ω) ðàñïîëîæåíû
ñòðîãî â âåðõíåé èëè íèæíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòî óñëîâèå êîð-
ðåêòíîñòè óðàâíåíèé. ×èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåâà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì
êîðíåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, à ÷èñëî óñëîâèé ñïðàâà � ÷èñëîì êîðíåé
â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðåäûäóùèå èññëåäîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ çàäà÷è Êîøè ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå ïðåâûøåíèÿ ÷èñëà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, ÷òî ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòÿìè ÷èñëåííûõ ñõåì, ðàñ÷åò îáû÷íî ïðî-
âîäèòü ìîæíî.
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Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñëåâà è ñïðàâà â âèäå n|m,
ãäå n è m � öåëûå ÷èñëà. Â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ ÷èñëî ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé ïðàâèëüíîå � 2|2 äëÿ ñõåìû êðåñò è äëÿ ñõåìû Ëàêñà-
Âåíäðîôôà â âåðñèè Áåðíñòàéíà è íåïðàâèëüíîå, ïîâûøåííîå, � 4|4 äëÿ
èñïîëüçóåìîé äâóõøàãîâîé ñõåìû è êëàññè÷åñêîé ñõåìû Ëàêñà-Âåíäðîôôà.

Ïðè ãàçîäèíàìè÷åñêîì âàðèàíòå óðàâíåíèé ïðàâèëüíîå ÷èñëî óñëîâèé �
3|3 ïðè äîçâóêîâîì ðåæèìå è 4|2 èëè 2|4 ïðè ñâåðõçâóêîâîì ðåæèìå. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñõåìû êðåñò ñòàâèòñÿ 4|4 óñëîâèé, ïðè ïðèìåíÿåìîé äâóõ-
ñëîéíîé ñõåìå � 8|8, ò.å. áîëüøå, ÷åì íóæíî.

Â òðóáå ñ æèäêîñòüþ ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿåìîå ïî äèñ-
ïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ � 2|2. Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëå ïðè ïåðåõîäå îò
ãàçîâîé äèíàìèêè ê íåñæèìàåìîé æèäêîñòè � 3|3. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõå-
ìû êðåñò ïî îïèñàííîé âûøå ìåòîäèêå ñòàâèòñÿ 3|3 óñëîâèÿ, íî íåò óñòîé-
÷èâîñòè íà ãðàíèöå. Ïðè ïðèìåíåíèè äâóõøàãîâîé ñõåìû ÷èñëî ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé � 6|6, óñòîé÷èâîñòü íà ãðàíèöå åñòü. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ãèä-
ðàâëèêè (à ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ åå ðàñøèðåíèåì) ïèøóòñÿ òîëüêî îáûêíî-
âåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ρfr

2)′ = 0 è (P +ρfv
2/2)′ = 0. Çäåñü

âñåãî äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàñïðåäåëåíû ïî ïðàâîé
è ëåâîé ãðàíèöå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ ñ óñòîé÷èâîñòüþ íà ãðàíèöå âñòðå÷àëàñü äëÿ óðàâíå-
íèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïëàçìû, ãäå òàêæå èìåëèñü ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûå ïðîèçâîäíûå [4], [15]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïëàçìû íåîáõîäèìîå ÷èñ-
ëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 3|3 èëè 4|2 (2|4), 5|1 (1|5), 6|0 (0|6) â çàâèñèìîñòè îò
ñêîðîñòè ñèñòåìû êîîðäèíàò íàáëþäàòåëÿ. Ïðè ïðèìåíåíèè ñõåìû êðåñò ê
èñõîäíûì óðàâíåíèÿì ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé áûëî 6|6 , âîçíèêàëà ãðà-
íè÷íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Óðàâíåíèÿ áûëè ïðåîáðàçîâàíû òàê, ÷òîáû â êàæ-
äîì áûëè âðåìåííûå è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïðîèçâîäíûå òîëüêî îò
îäíîãî íåèçâåñòíîãî. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî â óðàâíåíèÿõ ïîÿâèëèñü ïðîñòðàí-
ñòâåííûå ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà, òåïåðü ñ ãðàíè÷íîé íåóñòîé÷èâî-
ñòüþ , â óñòîé÷èâûõ ñõåìàõ, ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ñõåìû êðåñò �
10|10, à äëÿ äâóõøàãîâîé � 20|20, óñòîé÷èâîñòü íà ãðàíèöå åñòü.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñòîé÷èâîñòü íà ãðàíèöå äîñòèãíóòà óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ïðàâèëüíîå ÷èñëî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî ñõåìå êðåñò äëÿ óðàâíåíèé, ìî-
æåò áûòü äîñòèãíóòî äëÿ óðàâíåíèé ñî ñòàðøèìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðî-
èçâîäíûìè ÷åòíîãî ïîðÿäêà. Íî è â ñëó÷àå íå÷åòíûõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ
äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñõåìû òèïà êðåñò c
ïîëóöåëûì ðàñïîëîæåíèåì ÷àñòè íåèçâåñòíûõ. Òîãäà äîáèòüñÿ ïðàâèëüíîãî
÷èñëà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òîæå ìîæíî, íàïðèìåð, òàêàÿ ñõåìà îáû÷íî èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ìîæíî åùå ââîäèòü äèññèïàòèâíûå
çîíû ñ ÷åòíûìè ïðîèçâîäíûìè âáëèçè ãðàíèö, òîãäà òîæå ïðàâèëüíîå ÷èñëî
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äîñòèæèìî. Ýòî òàêæå óñòðàíÿåò îòðàæåííûå âîëíû è
ïîìîãàåò óìåíüøèòü îáëàñòü ðàñ÷åòà.
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Ââåäåíèå äèññèïàòèâíîé çîíû ñ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ñõåìå
Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ, ñäåëàííîå âûøå, â ïðèíöèïå èñïðàâëÿåò ÷èñëî ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, àíàëîãîì êîòîðîãî äëÿ íåèçâåñòíîãî
v â íåêîòîðîé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé èñ-
êëþ÷åíèåì äàâëåíèÿ, íî çäåñü ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîýòîìó ïîëíîå èñïðàâ-
ëåíèå íå äîñòèãàåòñÿ. Ââåäåíèå äèñññèïàòèâíîé çîíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
÷èñòî íåÿâíîé ñõåìå çäåñü ïîìîãàåò, íî íóæåí áîëüøèé êîýôôèöèåíò äèñ-
ñèïàöèè è íàâåðíîå íóæíî îäíîâðåìåííîå ââåäåíèå äèññèïàòèâíîé çîíû äëÿ
r. Íå óäàåòñÿ äîáèòüñÿ íóæíîãî ýôôåêòà ïðè ïðèìåíåíèè äèññèïàòèâíûõ
çîí ÷åòâåðòîãî è øåñòîãî ïîðÿäêà ïî ñõåìå Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ, à òàêæå
âêëþ÷åíèåì â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïåðàòîðà vtt.

14 Íåêîòîðûå âûâîäû î ìåòîäèêàõ ðàñ÷åòà
îáîáùåííûõ è êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé
ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ

Îñíîâíûå îòëè÷èÿ ìåòîäèê. Åñòü íåêîòîðûå ïðèíöèïèàëüíûå ðàçëè÷èÿ
â ìåòîäèêàõ ðàñ÷åòà êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé è îáîáùåííûõ ðåøåíèé (ðåøå-
íèé ñ ðàçðûâàìè íåèçâåñòíîé èëè åå ïðîèçâîäíûõ). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîñòî-
âåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì àïïðîêñèìàöèè
óðàâíåíèé è íàëè÷èåì ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè óìåíüøåíèè øàãîâ ñåòêè.
Íî â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî íåïðåðûâíîå, à âî âòîðîì � êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå
ðåøåíèå èëè ðåøåíèå ñ ðàçðûâàìè ïðîèçâîäíûõ.

Ïðè ðàñ÷åòå îáîáùåííûõ ðåøåíèé âîçíèêàåò ðÿä ïðîáëåì.
Ïåðâàÿ ïðîáëåìà � íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íà ðàçðûâàõ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæíî áûëî ïðèìåíÿòü ïðàêòè÷åñêè,
ýòî äîëæíû áûòü ôèçè÷åñêè àäåêâàòíûå óñëîâèÿ íà ðàçðûâàõ, îáû÷íî îíè
ïîëó÷àþòñÿ èç ôèçè÷åñêè âûïîëíÿåìûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, â ýòîì ñëó-
÷àå îáîáùåííîå ðåøåíèå ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå èíòåãðàëü-
íîé ôîðìû óðàâíåíèé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðåáóþòñÿ åùå äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåìûå êàê óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðóêòóðû ðàçðûâà.
Ïîýòîìó ÷èñëåííàÿ ñõåìà äîëæíà îáåñïå÷èâàòü âûïîëíåíèå ýòèõ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ (êîíñåðâàòèâíîñòü) è äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Â òî æå âðåìÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ôîðìàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé êîððåêòíî ââîäèìûõ è èíûìè ñïîñîáàìè, íå ñâÿçàííûìè ñ çà-
êîíàìè ñîõðàíåíèÿ, ìîæåò áûòü ìíîãî. Ïðè îòñóòñòâèè êîíñåðâàòèâíîñòè
÷èñëåííîé ñõåìû èëè âûïîëíåíèè â ÷èñëåííîé ñõåìå íå òîãî çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ, êîòîðûé íóæåí, òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðåäåëüíîå ðåøåíèå,
êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé,
íî òàêîå ðåøåíèå íå èìååò ïðèëîæåíèé. Ïîäîáíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå. Îáîáùåííîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèé âèäà ut = fx(t,u,ux) îïðåäåëÿþò êàê ïðåäåëüíîå ðåøåíèå
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ñèñòåìû (u(t + τ) − u(t))/τ = fx(t + τ,u,ux) ïðè τ → 0, ìîæíî îæèäàòü,
÷òî òàêîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ÷èñòî íåÿâíîé ñõåìû. Äëÿ
òåïëîâûõ çàäà÷ è ãàçîâîé äèíàìèêè ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå íåèçâåñòíûõ
îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îáîáùåííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, â
êîòîðîì óñëîâèÿ íà ðàçðûâå îïðåäåëåíû îáùåïðèíÿòûì ñïîñîáîì èç ôèçè-
÷åñêè çíà÷èìûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Âòîðàÿ ïðîáëåìà � âû÷èñëèòåëüíûé áëîóàï. Âî ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ñõå-
ìàõ ÷àñòî âîçíèêàåò âû÷èñëèòåëüíûé áëîóàï ïðè ïîïûòêå ðàñ÷åòà ðåøåíèé
ñ ðàçðûâàìè. Ýòîò áëîóàï ìîæåò áûòü óñòðàíåí çà ñ÷åò ñõåìíîé èëè èñêóñ-
ñòâåííîé âÿçêîñòè. Â ñëó÷àå ñõåìíîé âÿçêîñòè åå âîçäåéñòâèå ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ äëÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè, ýòî îáû÷íî ïîç-
âîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åò íà ãðóáûõ ñåòêàõ, íî äëÿ íåêîòîðûõ ñõåì åñòü è
ïðåäåëüíîå ðåøåíèå ñ ðàçðûâàìè, øèðèíà ðàñ÷åòíîé ñòðóêòóðû ðàçðûâà
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëü-
çîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ðàçðûâå ïðèäåòñÿ ëèáî âûäåëÿòü ðàç-
ðûâ, ëèáî ðàññ÷èòûâàòü ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ðåàëüíîé âÿçêîñòüþ è
äèñïåðñèåé. Â ñëó÷àå èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè ôàêòè÷åñêè ðàññ÷èòûâàåòñÿ
íåêîòîðàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé, îíà ñîäåðæèò äîïîëíè-
òåëüíûå âÿçêèå ÷ëåíû, ïðîòÿæåííîñòü ñòðóêòóðû ðàçðûâà ïðè óìåíüøåíèè
øàãà ñåòêè îñòàåòñÿ êîíå÷íîé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïèñàííàÿ âûøå êîððåêöèÿ
óðàâíåíèé ïðèâîäèò èìåííî ê ñõåìíîé âÿçêîñòè èëè ñõåìíîé äèñïåðñèè è
äåëàåòñÿ íå ñ öåëüþ ðàñ÷åòà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé, à äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ÷èñ-
ëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì óðàâíåíèé (ãèïåðáîëè÷åñêèå
ñèñòåìû, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà) ñïðàâåä-
ëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ñîãëàñíî êîòîðîìó â ðåøåíèè íå äîëæíî âîçíè-
êàòü íîâûõ êîëåáàíèé. Åñëè ýòî âûïîëíåíî è äëÿ ÷èñëåííîé ñõåìû, òî ñõåìà
ñ÷èòàåòñÿ ìîíîòîííîé. Â íåêîòîðûõ ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ñõåìàõ èñïîëü-
çóåòñÿ êîððåêöèÿ, îñíîâàííàÿ íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà. Îíà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ëèøíèå êîëåáàíèÿ ëèáî óäàëÿþòñÿ ëèáî ââîäèòñÿ ÷òî-òî âðîäå âÿçêîñòè
êàêèì-òî îáðàçîì ðàñòóùåé ñ ðîñòîì ýòèõ íîâûõ êîëåáàíèé. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ìîíîòîííîñòü íå ïîëíàÿ è â ÷èñëåííûõ ñòðóêòóðàõ ðàçðûâîâ âîçíè-
êàþò êîëåáàíèÿ. Ïðè íàëè÷èè àïïðîêñèìàöèè (ñ ó÷åòîì êîððåêöèè) äëèíà
÷èñëåííûõ ñòðóêòóð ðàçðûâîâ äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè
øàãà ñåòêè. Åñëè êîëåáàíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ è ïðè èçìåëü÷åíèè øàãà ñåòêè,
òî ýòî ìîæåò ñîçäàòü íåêîòîðûå íåóäîáñòâà, ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå íåèçâåñòíîé áóäåò áîëüøèì (èëè ìåíüøèì), ÷åì çíà÷åíèå íà ïðàâîé
èëè ëåâîé ñòîðîíå îò ðàçðûâà. Îäíàêî ñ ôîðìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ðàñ÷åò äàåò âåðíûå ðåçóëüòàòû, ïîñêîëüêó â òî÷êå ðàçðûâà çíà÷åíèå
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íå îïðåäåëåíî. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ ïðàêòè÷å-
ñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîòðåáóåò ïîñëåäóþùåé êîððåêöèè. Àíàëèç ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ìåòîäû êîððåêöèè, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà, ïîçâîëÿþò
íå òîëüêî ðàññ÷èòûâàòü ðåøåíèÿ ñ ðàçðûâàìè, íî è óñòðàíÿþò ÷èñëåííóþ
íåóñòîé÷èâîñòü.
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Òðåòüÿ ïðîáëåìà � ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, äî
ñèõ ïîð íå äîêàçàíî ÷òî îáîáùåííûå ðåøåíèÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò äëÿ ãàçî-
âîé äèíàìèêè ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé Ýéëåðà â äâóìåðíîì è òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå. Ïðè òàêèõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ÷àñòî íàáëþäàþòñÿ
âèõðåâûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå èíîãäà ñâÿçàíû ñ äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâà-
ìè ñõåìû, ìîæíî ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì, à ïðîâåðèòü ïîòî÷å÷-
íóþ ñõîäèìîñòü íå óäàåòñÿ âîçìîæíî èç-çà íåäîñòàòî÷íîñòè âû÷èñëèòåëü-
íûõ ðåñóðñîâ. Ïðè ïðèìåíåíèè íåêîòîðûõ ñõåì âìåñòî âèõðåâûõ ñòðóêòóð
âîçíèêàþò òàíãåíöèàëüíûå ðàçðûâû, êîòîðûå ñîãëàñíî òåîðèè äîëæíû áûòü
íåóñòîé÷èâûìè. Ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî äîïóñòèòü íàëè÷èå òàêèõ ðàçðûâîâ. Ïðàêòè÷åñêàÿ ïðè-
ìåíèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ òðåáóåò îòäåëüíîãî àíàëèçà â êàæäîì
êîíêðåòíîì ñëó÷àå, ÷àñòî àïåëëèðóþò ê íàòóðíîìó ýêñïåðèìåíòó.

Âîçìîæíî ïî óêàçàííûì âûøå ïðè÷èíàì èíîãäà âîçíèêàþò âûñêàçûâà-
íèÿ î òîì, ÷òî è ïðè íàëè÷èè àïïðîêñèìàöèè ïðåäåëüíîå ðåøåíèå ìîæåò íå
ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Â ñèñòåìàõ ñ äèñïåðñèåé (çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ äèñïåðñèÿ, ïîðîæäåí-
íàÿ êàê äèññèïàòèâíûìè, òàê è íåäèññèïàòèâíûìè ÷ëåíàìè) êàê ïðàâèëî
äèñïåðñèÿ îáóñëîâëåíà ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè, ïî-
ýòîìó íåëèíåéíûå ýôôåêòû ïîäàâëÿþòñÿ äèñïåðñèåé è ðàçðûâîâ íå âîçíè-
êàåò (åñëè òîëüêî ðàçðûâû îíè íå çàëîæåíû â ñàìîé ñòðóêòóðå óðàâíåíèé,
êàê íàïðèìåð â òåïëîâûõ çàäà÷àõ ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè). Ðàññ÷èòûâàþò-
ñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ðåøåíèÿ è ïðè íàëè÷èè àïïðîêñèìàöèè ïðåäåëüíîå
÷èñëåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé íåçàâèñèìî îò íàëè÷èÿ
êîíñåðâàòèâíîñòè èëè ìîíîòîííîñòè. Êðîìå òîãî, äëÿ ñèñòåì ñ äèñïåðñè-
îííûìè ÷ëåíàìè îáðàòèìîãî (íåäèññèïàòèâíîãî) òèïà ïðèíöèï ìàêñèìóìà
íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîÿâëåíèå íîâûõ êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå � åñòåñòâåííîå
ñâîéñòâî ðåøåíèÿ. Ìåòîäû êîððåêöèè, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà,
â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿòü íåëüçÿ. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå äëÿ óñòðàíåíèÿ
÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèìåíÿëèñü ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà âêëþ÷å-
íèè ÷ëåíîâ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè. Ìîæíî ïðåäâèäåòü, ÷òî óñòðàíåíèå
ðàçðûâîâ çà ñ÷åò äèñïåðñèè äîñòèãàåòñÿ íå äëÿ âñåõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ñì
ðàçä.9.

Ïðèçíàêîì îòñóòñòâèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå
ìîæåò ñëóæèòü âû÷èñëèòåëüíûé áëîóàï, íå óñòðàíèìûé ïóòåì êîððåêöèè
ñõåìû ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ ñõåìíîé âÿçêîñòè èëè îáðàòèìîé ñõåìíîé äèñ-
ïåðñèè, îòñóòñòâèå ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ, ñõîäèìîñòü ê ðåøåíèþ ñ ðàçðû-
âàìè. Â ñëó÷àå ðåàëüíîãî, à íå âû÷èñëèòåëüíîãî áëîóàïà ïðè óìåíüøåíèè
øàãà ñåòêè âðåìÿ åãî âîçíèêíîâåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê âïîëíå îïðåäåëåííîìó çíà-
÷åíèþ, ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè èìååòñÿ ïðåäåëüíîå ðåøåíèå.

Î âëèÿíèè ñõåìíûõ ýôôåêòîâ íà êà÷åñòâåííûé âèä ðåøåíèÿ.
Îñíîâíîå âíèìàíèå çäåñü îáðàùåíî èìåííî íà ñõåìíóþ âÿçêîñòü, à íå íà îá-
ðàòèìóþ ñõåìíóþ äèñïåðñèþ, ïîñêîëüêó èìåííî îò íåå çàâèñèò êà÷åñòâåí-

28



íûé âèä ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå öåíòðèðîâàííûõ òðåõñëîéíûõ ñõåì â
íåäèññèïàòèâíîì ñëó÷àå îáû÷íî ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì äâóõøàãîâûõ ñõåì.
Â ýòèõ ñõåìàõ â ñèëó îáðàòèìîñòè íàëè÷èå óáûâàþùåé ñî âðåìåíåì âîëíû
îçíà÷àåò íàëè÷èå è ðàñòóùåé âîëíû, òî åñòü íåóñòîé÷èâîñòü. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â óñòîé÷èâûõ ñëó÷àÿõ ñõåìíàÿ âÿçêîñòü îòñóòñòâóåò. Îáðàòèìàÿ ñõåìíàÿ
äèñïåðñèÿ ëèáî ñóììèðóåòñÿ ñ äèñïåðñèåé óðàâíåíèé è îêàçûâàåò íåêîòîðîå
âëèÿíèå íà äëèíû âîëí â âîëíîâûõ çîíàõ, ëèáî ïîðîæäàåò êîðîòêèå äîïîë-
íèòåëüíûå âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû, îòñóòñòâèå êîòîðûõ ïðåäñêàçûâàåòñÿ
òåîðèåé, äëèíà ýòèõ âîëí ñèëüíî çàâèñèò îò øàãà ñåòêè, à àìïëèòóäà ýòèõ
âîëí ðåçêî óìåíüøàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè øàãà, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî óñòðà-
íèòü ýòîò ÷èñëåííûé ýôôåêò óìåíüøåíèÿ øàãà ñåòêè.

Î íàêîïëåíèè âîëí çà ñ÷åò äèñïåðñèîííûõ ñõåìíûõ ýôôåê-
òîâ. Îáû÷íî òàêèå âîëíû ñíîñÿòñÿ ê ãðàíèöàì è, åñëè âñå âðåìÿ ðàñøè-
ðÿòü îáëàñòü ðàñ÷åòà èëè ñòàâèòü ëîâóøêè-ïîãëîòèòåëè âáëèçè ãðàíèöû,
òî ýòî íå ìåøàåò ðàñ÷åòó. Â íåêîòîðûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ äðóãèõ ìîäåëåé (ïëàç-
ìà, îáîáùåííîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà) âíóòðè ðàñ÷åòíîé îáëà-
ñòè, âñòðå÷àëîñü íàêîïëåíèå è ðîñò àìïëèòóäû êîðîòêèõ âîëí, ïîðîæäåí-
íûõ ñõåìíûìè ýôôåêòàìè. Ýòî ðàçíîâèäíîñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Åå íàâåðíîå
ìîæíî êîððåêòèðîâàòü âêëþ÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ ÷ëå-
íîâ.

Î êîððåêöèè äâóõøàãîâûõ è òðåõñëîéíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì. Ïðè
ïðèìåíåíèè äâóõøàãîâîé ñõåìû ñ àïïðîêñèìàöèåé ïî ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòà
óäàåòñÿ óñòðàíèòü íåóñòîé÷èâîñòü ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ
äèñïåðñèîííûõ èëè äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîä-
íûìè. Â òî æå âðåìÿ ïðè ïðèìåíåíèè òðåõñëîéíîé ñõåìû òèïà êðåñò ìåòîäû
êîððåêöèè îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè îíè òðåáóþò äîáàâëåíèÿ ÷ëåíîâ ñ
ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè èëè ïðîèçâîäíûìè ñìåøàííîãî òèïà.

Î ïðèìåíåíèè ñõåì ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ðàññìàòðè-
âàåìûå óðàâíåíèÿ ñëîæíûå, ôîðìóëû äëÿ ñõåì ïîëó÷àþòñÿ ñëîæíûìè è áåç
ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè âûøå âòîðîãî. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü
ñîáñòâåííî âîçìîæíîñòè ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòà, ò.å. óñòðàíåíèÿ íåóñòîé÷èâî-
ñòè. Âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ñõåì ïîâûøåííîé òî÷íîñòè óëó÷øèò ðàñ÷åòû
ñëîæíûõ ðåøåíèé, íàïðèìåð, ñòðóêòóð ðàçðûâîâ êîëåáàòåëüíîãî òèïà, íî
çäåñü âîçíèêàþò è äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ðóíãå-
Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè âìåñòî ìåòîäà Íüþ-
òîíà ïåðâîãî ïîðÿäêà äåéñòâèòåëüíî óñòðàíÿåò íåóñòîé÷èâîñòü öåíòðèðî-
âàííîé ïî ïðîñòðàíñòâó ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Îäíàêî, íåò ãàðàí-
òèè, ÷òî òàê áóäåò â îáùåì ñëó÷àå. Ñõåìà ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
òîæå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâîé, à êîððåêòèðîâàòü åå áóäåò òðóäíåå. Â
ñèëó ñëîæíîãî ñòðîåíèÿ òàêèõ ñõåì ïðè ðàñ÷åòàõ áóäåò è áîëüøàÿ ìàøèí-
íàÿ ïîãðåøíîñòü, à â ñëó÷àå ðàñ÷åòîâ íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ïðîèñõîäèò
óñèëåíèå òàêèõ îøèáîê ñî âðåìåíåì, ðàñòåò õàîòèçàöèÿ.

Î äîñòîâåðíîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Â êëàññå ãëàäêèõ ðåøåíèé
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íàèáîëåå äîñòîâåðíû ðàñ÷åòû äëÿ íåáîëüøèõ ïåðèîäîâ âðåìåíè, ïðåäåëüíîå
ðåøåíèå ïîëó÷èòü óäàåòñÿ. Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî äîñòîâåðíî ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü ðàñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ óåäèíåííûõ âîëí. Ïðè áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ
âðåìåíè äîñòîâåðíî ñ÷èòàþòñÿ òàêæå ðåøåíèÿ, ñòàöèîíàðíûå â íåêîòîðîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò íàáëþäàòåëÿ, àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ, à òàêæå ðåøåíèÿ
ñ àâòîìîäåëüíûìè çîíàìè îãèáàþùåé, ðåøåíèÿ ñî ñòîÿ÷èìè âîëíàìè, ò.å.
ðåøåíèÿ ñòðåìÿùèåñÿ ê ÷åìó-òî, ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèåñÿ. Ïðè ýòîì íàèáî-
ëåå äîñòîâåðåí êà÷åñòâåííûé âèä ðåøåíèÿ, äëèíà àâòîìîäåëüíûõ çîí, êî-
ëè÷åñòâî âîëí, çàïîëíÿþùèõ èõ, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîæåò ïîñòåïåííî îò-
êëîíÿòüñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ, íî òàêîå îòêëîíåíèå íîñèò ñèñòåìàòè÷åñêèé
õàðàêòåð è íå ìåøàåò èññëåäîâàíèþ òàêèõ ðåøåíèé. Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëü-
íîñòè ðåøåíèé ñ àâòîìîäåëüíûìè çîíàìè îãèáàþùåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ðàíåå ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïîèñêà ñòðóêòóð ðàçðûâîâ è ìåòîä óñðåäíåí-
íûå óðàâíåíèé. Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà èññëåäîâàíèè îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîýòîìó îíè äîñòàòî÷íî òî÷íûå. Â ñëó÷àå íà-
ëè÷èÿ íåóñòîé÷èâûõ âîëí, èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî õàðàêòå-
ðà ïðè áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ïðè ñòðåìëåíèè øàãà ñåòêè ê íóëþ
ïîëó÷èòü ïðåäåëüíîå ðåøåíèå îáû÷íî íå óäàåòñÿ èç-çà íàêîïëåíèÿ îøèá-
êè êàê â ñëåäñòâèå ñõåìíûõ ýôôåêòîâ, òàê è ìàøèííûõ îøèáîê. Çàìåòèì,
÷òî ïðè íàëè÷èè ëèíåéíî íåóñòîé÷èâûõ âîëí ïðè ïðîâåðêå ÷èñëåííîé ñõå-
ìû ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì òîæå âûÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ïîýòîìó ïðè-
õîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ðàñøèðåííûé ïðèçíàê óñòîé÷èâîñòè |q| ≤ expCτ . Ïðè
ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè áûñòðî íàðàñòàþò, ðàñ÷åò ïðèõîäèòñÿ âåñòè
ñ ìåëêèì øàãîì ïî âðåìåíè. Ïóòåì óâåëè÷åíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñõåìû
ìîæíî ÷àñòè÷íî óñòðàíèòü ñõåìíûå îøèáêè, íî ìàøèííûå îøèáêè ïðè ýòîì
âîçðàñòàþò çà ñ÷åò óñëîæíåíèÿ ñõåìû, íåîáõîäèìî èñêàòü íåêîòîðûé îïòè-
ìàëüíûé âàðèàíò ñõåìû. Â ÷àñòíîñòè îïûò ðàñ÷åòà íåóñòîé÷èâûõ èíâàðè-
àíòíûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîêàçàë, ÷òî ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà
ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì ýòîò æå ìåòîä òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå âîçíèêíî-
âåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåæèìà ìîæíî íàäåÿòüñÿ, íà íàëè÷èå ñõîäèìîñòè â
ñðåäíåì, òðåáóþòñÿ êàêèå-òî ìåòîäû ïðîâåðêè. Â ãàçîâîé äèíàìèêå îáû÷íî
îòñûëàþò ê íàòóðíîìó ýêñïåðèìåíòó.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Fu Y.B., Pearce S. P. Characterization and stability of localized

bulging/necking in in�ated membrane tubes // IMA J. Appl. Math. 2010.
V. 75. P. 581-602.

[2] Fu Y.B., Il'ichev A. Solitary waves in �uid-�lled elastic tubes: existence,
persistence, and the role of axial displacement // IMA J. Appl. Math. 2010.
V. 75. P. 257-268.

30



[3] Ilichev A.T., Fu I.B. Stability of aneurism solutions in �uid-�lled elastic
membrane tube// Acta Mechanica Sinica. 2012. V. 28. P. 1209-1218.

[4] Áàõîëäèí È.Á. Áåçäèññèïàòèâíûå ðàçðûâû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðå-
äû. Ìîñêâà: Ôèçìàòëèò. 2004. 318 ñ.

[5] Áàõîëäèí È.Á. Ðàçðûâû, îïèñûâàåìûå îáîáùåííûìè óðàâíåíèÿìè
Êîðòåâåãà�äå Âðèçà // Èçâ. ÐÀÍ. Ìåõ. æèäê. è ãàçîâ. 1999. �4. Ñ.
95-109.

[6] Áàõîëäèí È.Á. Ñòàöèîíàðíûå è íåñòàöèîíàðíûå ñòðóêòóðû ðàçðû-
âîâ äëÿ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì Êîðòåâå-
ãà�Áþðãåðñà // ÏÌÌ. 2011. T. 75. Âûï. 2. C. 271�302.

[7] Áàõîëäèí È.Á. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, òåîðèÿ è êëàññèôèêàöèÿ îáðàòè-
ìûõ ñòðóêòóð â ìîäåëÿõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà// Ïðåïðèíòû ÈÏÌ
èì. Ì.Â.Êåëäûøà. 2013. �30. 40 ñ.
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2013-30

[8] Áàõîëäèí È.Á. Òåîðèÿ è êëàññèôèêàöèÿ îáðàòèìûõ ñòðóêòóð ðàçðûâîâ
â ìîäåëÿõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà // ÏÌÌ. 2014. T. 78. Âûï. 6.

[9] Áàõîëäèí È.Á. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óåäèíåííûõ âîëí è îáðàòèìûõ
ñòðóêòóð ðàçðûâîâ â òðóáàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè// Ïðåïðèíòû ÈÏÌ
èì. Ì.Â.Êåëäûøà. 2014. � 73. 32 c.
URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2014-73.

[10] Áàõîëäèí È.Á. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå óåäèíåííûõ âîëí è ñòðóêòóð
ðàçðûâîâ â òðóáàõ ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì// Æóðí. Âû÷. Ìàòåì.
è Ìàòåì. Ôèçèêè. 2015. Ò. 55. � 11. C. 120�136.

[11] Êóëèêîâñêèé À. Ã., Ñâåøíèêîâà Å.È. Íåëèíåéíûå âîëíû â óïðóãèõ ñðå-
äàõ. Ì.:Ìîñêîâñêèé ëèöåé. 1998. 412 ñ.

[12] Ñà÷åíêîâ À.À. Öèêë ëåêöèé ïî òåîðèè èçãèáà ïëàñòèí.// Ó÷åáíîå ïî-
ñîáèå. Êàçàíü, 2012.-53 c. http://www.kpfu.ru/f5/bin_�les/ip!158doc. Ïî-
äðîáíîñòè: http://repository.kpfu.ru/?p_id=51751

[13] Êîðîáåéíèêîâ Ñ.Í., Îëåéíèêîâ À.À., Ëàðè÷êèí À.Þ., Áàáè÷åâ À.Â.,
Àëåõèí Â.Â., ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâêè îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé èçîòðîïíîãî ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà Ãåíêè//
Äàëüíåâîñò. ìàòåì. æóðí. 2013. Ò. 13. � 2. Ñ. 222�249.

[14] Àäàìîâ À.À. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõêîíñòàíòíûõ îáîáùåíèé çà-
êîíà Ãóêà äëÿ èçîòðîïíûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðè êîíå÷íûõ äåôîð-
ìàöèÿõ// Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà. 2001. Ò. 42. �5.
Ñ. 183-192.

31



[15] Áàõîëäèí È.Á., Åãîðîâà Å.Ð., Èññëåäîâàíèå ìàãíèòîçâóêîâûõ óåäè-
íåííûõ âîëí äëÿ óðàâíåíèé ýëåêòðîííîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè//
Æóðí. âû÷. ìàòåì. è ìàòåì. ôèçèêè. 2011. Ò. 51. � 3. Ñ. 515-528.

[16] Ðîó÷ Ï. Äæ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà. - Ì.: Ìèð, 1980. - 616 ñ.

[17] Áàõâàëîâ Í.Ñ., Æèäêîâ Í.Ï., Êîáåëüêîâ Ã.Ì. ×èñëåííûå ìåòîäû.
Ì.:ÁÈÍÎÌ. 2003. 632ñ.

[18] Êóëèêîâñêèé À. Ã. Îá óñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé // Ïðèêë.
ìàòåì. è ìåõ. 1966. Ò. 30, Âûï. 1. Ñ. 148-153.

[19] Êóëèêîâñêèé À.Ã., Ñâåøíèêîâà Å.È., ×óãàéíîâà À.Ï. Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû èçó÷åíèÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñèñòåì óðàâíåíèé. Ëåêöèîííûå êóðñû ÍÎÖ. Âûïóñê 16. 2010. Ìîñêâà:
ÌÈÀÍ. 120 ñ.

Îãëàâëåíèå
1. Ñòðóêòóðà ðàáîòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è îáîáùåíèÿ ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3
3. Ó÷åò ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5
4. Ðàçðàáîòêà ìåòîäà ðàñ÷åòà äëÿ òðóáû ñ æèäêîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . 8
5. Ðàñ÷åò çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
6. Óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
7. Óðàâíåíèÿ áåç ó÷åòà ïðîäîëüíûõ âîëí â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ

òðóáû æèäêîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
8. Óðàâíåíèÿ áåç ó÷åòà ïðîäîëüíûõ âîëí äëÿ ñëó÷àÿ çàïîëíåíèÿ

òðóáû ãàçîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
9. Îá îïðîêèäûâàíèè âîëí è êîððåêöèè ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
10. Î ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííûõ ñõåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
11. Àíàëèç äèññèïàòèâíûõ è äèñïåðñèîííûõ ñâîéñòâ íåêîòîðûõ

äâóõøàãîâûõ ñõåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
12. Î êîððåêöèè òðåõñëîéíîé ñõåìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
13. Î ÷èñëå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
14. Íåêîòîðûå âûâîäû î ìåòîäèêàõ ðàñ÷åòà îáîáùåííûõ è

êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ 26
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

32




