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Áîðîâèê Å.Â., Êðàñíîâ Ì.Ì., Ðûêîâ Þ.Ã., Øàëûãà Ä.Ê.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷¼òà íà

îñíîâå ENO-ñõåì òå÷åíèé â êàíàëàõ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ ñ ãî-

ðåíèåì

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ ãàçî-
âîé ñìåñè â êàíàëå ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ ñ ãîðåíèåì. Ñòðîèòñÿ âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ìåòîäèêà íà îñíîâå ENO-ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îñîáåííîñòüþ
àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ðàñøè-
ðåííîé âñëåäñòâèå ó÷¼òà ãîðåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè,
ñîñòîÿùåé èç øåñòè óðàâíåíèé. Â öåëîì ðàáîòà èìååò ïðîïåäåâòè÷åñêèé
õàðàêòåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà : ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà, çàäà÷à
Ðèìàíà, ãîðåíèå, ñõåìû ENO âûñîêîãî ïîðÿäêà, êàíàë ïåðåìåííîãî ñå-
÷åíèÿ

Ekaterina Vladimirovna Borovik, Mikhail Mikhailovich Krasnov,

Yuri Germanovich Rykov, Dmitriy Konstantinovich Shalyga

The mathematical model and numerical approach based on ENO

schemes for the �ows in variable cross-section channels with combus-

tion

In this paper it is considered the model of solution for gas mixture one-
dimensional �ow in the channel of variable cross-section with combustion.
The use of the Riemann problem solution for the extended system of gasdynamic
equations, consisting of six ones due account of the combustion, is the feature
of the algorithm. The numerical method based on high order ENO schemes
is built. In general, the paper has a propaedeutic nature.

Key words : extended system of Euler equations, Riemann problem, combus-
tion, high-order ENO schemes, channel of variable cross-section

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî
ôîíäà (ïðîåêò � 14-21-00025).
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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåì ïðåïðèíòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à, ïðåäëî-
æåííàÿ À.Ì. Ëèïàíîâûì [1], êîòîðàÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ îäíî-
ìåðíîé çàäà÷åé, à ñ äðóãîé, òåì íå ìåíåå, èìååò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíå-
íèå ïðè ðàñ÷¼òå ïîëåòà óñòðîéñòâ, èñïîëüçóþùèõ â êà÷åñòâå äâèæèòåëÿ
ðàêåòíûé äâèãàòåëü òâ¼ðäîãî òîïëèâà (ÐÄÒÒ), ñì., íàïðèìåð, [2]. Òîï-
ëèâîì äëÿ ìîäåëüíîãî ÐÄÒÒ, ðàáîòó êîòîðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññ÷è-
òàòü, ñëóæèò íàáîð ïîðîõîâûõ øàøåê. Ïóáëèêàöèÿ èìååò ïðîïåäåâòè-
÷åñêèé õàðàêòåð, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåò òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé áåç ïîëíîãî ó÷¼òà ñîïóòñòâó-
þùèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è òî÷íûõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíò.
Ïîëíûé ó÷¼ò ôèçèêè äåëà, à òàêæå îáîáùåíèå ÷èñëåííîé ìåòîäèêè íà
ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé áóäóò ïîñòåïåííî ðåàëèçîâûâàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ
ïóáëèêàöèÿõ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ôàêòè÷åñêè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â êàíàëå ïå-
ðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, â êîòîðóþ äîáàâëåíû ïðîöåññû ãîðåíèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ýòà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò ñëóæèòü õîðîøèì ¾ïîëèãîíîì¿ äëÿ
îòðàáîòêè ðàçíîîáðàçíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäèê ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äè-
íàìèêè ñ ãîðåíèåì. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, íà÷èíàÿ
îò ðàçðàáîòîê ãèïåðçâóêîâûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, ðàêåò íà òâ¼ðäîì
òîïëèâå è êîí÷àÿ õèìè÷åñêèìè ïðåâðàùåíèÿìè ïðè ñèíòåçå âåùåñòâ â
ïîòîêàõ óãëåâîäîðîäîâ.

Ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå ÐÄÒÒ èìååò ïðî÷íûé êîðïóñ, ê ïåðåäíå-
ìó äíèùó êîòîðîãî ïåðåäíèìè òîðöàìè ïðèêðåïëåíû íåñêîëüêî øàøåê.
Êàæäàÿ øàøêà èìååò âíóòðåííèé êàíàë öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû, êðî-
ìå òîãî, èìåþòñÿ çàçîðû è ìåæäó øàøêàìè, îäíàêî èõ ôîðìà óæå íå
áóäåò öèëèíäðè÷åñêîé, à áóäåò èìåòü áîëåå ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ. Äëÿ
èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òîâ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëó÷à-
þùèåñÿ õàðàêòåðèñòèêè ÐÄÒÒ óêàçàííîãî òèïà ïðè ïîìîùè ¾áàçîâîãî¿
ðàñ÷¼òà òå÷åíèÿ ãàçà ñ ãîðåíèåì â êàíàëå è ïîñëåäóþùåãî óñðåäíåíèÿ ïî
êàíàëàì ðàçíîãî òèïà (âíóòðè øàøêè, ìåæäó øàøêàìè, ìåæäó øàøêîé
è ñòåíêîé äâèãàòåëÿ è ò.ï.). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîò ôàêò,
÷òî ñòåíêè êàíàëà â ¾áàçîâîì¿ ðàñ÷åòå ÿâëÿþòñÿ òâ¼ðäûì òîïëèâîì è,
ïî ìåðå ðîñòà òåìïåðàòóðû, íà÷èíàþò ãîðåòü. Òî åñòü ¾áàçîâûé¿ ðàñ÷¼ò
ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷¼òîì â êàíàëå ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, ãåîìåòðèÿ êîòîðîãî
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðèì ÐÄÒÒ (ñì. ðèñ. 1), ñîñòîÿùèé èç ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî êîðïóñà, êîòîðûé çàêàí÷èâàåòñÿ ñîïëîì Ëàâàëÿ. Â ñîïëå
Ëàâàëÿ óñòàíîâëåíà ñïåöèàëüíàÿ çàãëóøêà, êîòîðàÿ ðàçðóøàåòñÿ òîëü-
êî ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì çàäàííîì äàâëåíèè. Â ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè
êîðïóñà ðàçìåù¼í íàáîð ïîðîõîâûõ øàøåê, ãîðåíèå êîòîðûõ ïðèçâàíî
îáåñïå÷èòü ÐÄÒÒ íåîáõîäèìóþ òÿãó. Ïåðåä çàãëóøêîé óñòàíîâëåí âîñ-
ïëàìåíèòåëü, çàäà÷åé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîäæèã ïîðîõîâûõ øàøåê. Ïðè
äåòîíàöèè âîñïëàìåíèòåëÿ (ïðåäóñìîòðåíà òàêàÿ ìîùíîñòü, êîòîðàÿ ñî-
õðàíèò öåëîñòíîñòü çàãëóøêè) â îáú¼ìå êîðïóñà ôîðìèðóåòñÿ óäàðíàÿ
âîëíà, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü êàíàëîâ ðàçíîãî òèïà â ñèñòåìå
øàøåê è çà ñ÷¼ò ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû ¾îðãàíèçóåò¿ ïîäæèã ïîðî-
õîâûõ çàðÿäîâ. Äàëåå äàâëåíèå â ñèñòåìå ïîâûøàåòñÿ, çàãëóøêà ðàçðó-
øàåòñÿ è âñëåäñòâèå íà÷èíàþùåãîñÿ èñòå÷åíèÿ ãàçîâ èç ñîïëà Ëàâàëÿ
ñîçäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òÿãà.

Ðèñ. 1. Îáîçíà÷åíèå: 1 � îáå÷àéêà êîðïóñà äâèãàòåëÿ, 2 � ïåðåäíåå äíèùå äâèãàòåëÿ,
3 � ñîïëîâîå äíèùå äâèãàòåëÿ,ïåðåõîäÿùåå â ñîïëî, 4 � ðàñøèðÿþùàÿñÿ ÷àñòü ñîïëà
(êîíôóçîð), 5 � øàøêà òâ¼ðäîòîïëèâíîãî çàðÿäà, 6 � êàíàë øàøêè, 7 � çàçîð ìåæäó
íàðóæíîé ïîâåðõíîñòüþ øàøêè è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòüþ êîðïóñà äâèãàòåëÿ, 8
� çàçîð ìåæäó øàøêàìè, 9 � êîðïóñ âîñïëàìåíèòåëÿ, 10 � îòâåðñòèå â êîðïóñå
âîñïëàìåíèòåëÿ, 11 � çàðÿä äûìíîãî ðóæåéíîãî ïîðîõà (ÄÐÏ), 12 � çàãëóøêà, 13
� ïðåäñîïëîâîé îáú¼ì.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîïåäåâòè÷åñêîå îïèñàíèå ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ðåëåâàíòíîé ÷èñëåííîé ìåòîäèêè äëÿ ðàñ÷¼òà ïðî-
öåññà äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû â êàíàëå ñ ãîðþ÷èìè ñòåíêàìè, âîñïëà-
ìåíåíèÿ è ãîðåíèÿ ýòèõ ñòåíîê è ïîëó÷åíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïî çàâåðøåíèè ïðîöåññà. Óêàçàííûé íàáîð õàðàêòåðèñòèê èãðàåò
îñíîâíóþ ðîëü äëÿ ðàçðàáîòêè èíæåíåðíûõ ìåòîäèê îöåíêè ýôôåêòèâ-
íîñòè ðàáîòû îïèñàííîé ðàçíîâèäíîñòè ÐÄÒÒ (ñì. [3], [4]).
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è
ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííàÿ îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà òå÷åíèÿ â
êàíàëå ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ:

∂U

∂t
+
∂F (U, x, t)

∂x
= G(U, x, t). (1)

Â óðàâíåíèè (1) t îáîçíà÷àåò âðåìÿ, à x � ïåðåìåííóþ ïî ïðîñòðàíñòâó
âäîëü ÐÄÒÒ. Ïðè ýòîì x = 0 ñîîòâåòñòâóåò çîíå ôîðìèðîâàíèÿ óäàðíîé
âîëíû (ãðàíèöû øàøêè, áëèæàéøåé ê âîñïëàìåíèòåëþ), à x = 1 � òîðöó
øàøêè, ïðèêðåïë¼ííîìó ê òîðöó äâèãàòåëÿ. Ôîðìà ïîòîêà F è ïðàâàÿ
÷àñòü G îïðåäåëÿþò ñïåöèôèêó çàäà÷è ñ ãîðåíèåì.

Êîíñåðâàòèâíûå ïåðåìåííûå U è êîìïîíåíòû F (U, x, t) íåâÿçêîé ïî-
òîêîâîé ôóíêöèè çàäàþòñÿ â âèäå:

U =



u1
u2
u3
u4
u5
u6

 ≡


Aρ

Aρu

AE
Aβ1ρ

Aβ2ρ

Aβ3ρ

 , F (U, x, t) =



Aρu
(Aρu)2

Aρ
+ AP

Aρu

Aρ
(AE + AP )

Aβ1ρu

Aβ2ρu
Aβ3ρu


, (2)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ãàçîâîé ñìåñè;
u � ñêîðîñòü;
P � äàâëåíèå;

E = ρ

(
E +

u2

2

)
� ïîëíàÿ ýíåðãèÿ;

E =
P + ρ0c

2
0

ρ(γ − 1)
− c20
γ − 1

� âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ;

γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû;
ρ0, c0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷¼ì äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà c0 = 0;
β1, β2, β3 � êîíöåíòðàöèè ïðîäóêòîâ ãîðåíèÿ;
A � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà øàøêè (ïðè îòñóòñòâèè

ãîðåíèÿ ïîñòîÿííà).
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Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü íåñóùåãî ãàçà è ïðîäóê-
òîâ ñãîðàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ èäåàëüíûõ ãàçîâ, à çíà÷èò ïîêàçàòåëü
àäèàáàòû γ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

γ =
cp
cv

= 1 +
R

cv
,

R =
3∑
i=1

βi(Ri −R0) +R0,

cv =
3∑
i=1

βi(c
i
v − c0v) + c0v,

(3)

ãäå R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ ñìåñè;
Ri, i = 0, 3 � ãàçîâûå ïîñòîÿííûå, ïðèíÿòûå äëÿ êîìïîíåíò ñìåñè;
cp � óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè äëÿ ñìåñè;
cv � óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáú¼ìå äëÿ ñìåñè;
civ, i = 0, 3 � óäåëüíûå òåïëî¼ìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáú¼ìå äëÿ

êîìïîíåíò ñìåñè.

Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë áóäåì èñïîëüçîâàòü íàáëþäå-
íèå, ÷òî γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíóþ ïî êîíñåðâàòèâíûì ïåðåìåí-
íûì u1, u4, u5, u6 ôóíêöèþ.

Ïîñêîëüêó ïëîùàäü ïîïåðå÷åíîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà øàøêè èçìåíÿåò-
ñÿ îò ìîìåíòà íà÷àëà ãîðåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òî âåëè÷èíà A åñòü
ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x è t. Îíà óäîâëåòâîðÿåò ñèëüíî íåëèíåéíîìó óðàâ-
íåíèþ òèïà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (ñì. [5]):

∂A

∂t
= ũP σ

√
4πA+

(
∂A

∂x

)2

, (4)

ãäå êîíñòàíòû ũ � ñêîðîñòü ãîðåíèÿ è σ < 1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ôèçè÷å-
ñêèõ ñîîáðàæåíèé.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå:

∂U

∂t
+ F ′U(U, x, t)

∂U

∂x
= G(U, x, t)− F ′x(U, x, t), (5)
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ãäå âåêòîðû ïðàâîé ÷àñòè èìåþò âèä:

G(U, x, t) =



ρÒ
∂A

∂t
δC

δCP
∂A

∂x
+ (1− δC) 2τÒÐ

√
π

A

ρTHT
∂A

∂t
δC + (1− δC) 2αÄB(T − TS)

√
π

A

ρT
∂A

∂t
δC

0
0


,

F ′x(U, x, t) =



0

ρ0c
2
0

∂A

∂x

ρ0c
2
0u
∂A

∂x
0
0
0


,

(6)

ïðè ýòîì δC � èíäèêàòîð ãîðåíèÿ (ñì. [5]),

δC =

{
0, ãîðåíèÿ íåò,
1, ãîðåíèå íà÷àëîñü

;

ρÒ � ïëîòíîñòü òîïëèâà;
τTP � êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ òðåíèÿ, êîòîðûé îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê (ñì. [6]):

τTP =
ρu2

2
· λTP

4
, λTP = 0.0032 +

0.221

Re0.237
, Re =

ρu

ν
dÝÔ;

λTP � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ;
Re � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà;
ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü;
dÝÔ = 2R � ýôôåêòèâíûé (âíóòðåííèé) äèàìåòð øàøêè;
αÄÂ � êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è;
T � òåìïåðàòóðà ãàçà;
TS � òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè êàíàëà, êîòîðàÿ ðàñò¼ò ñ òå÷åíèåì âðå-

ìåíè;
HT = cpTp � òåïëîâûäåëåíèå ïðè ãîðåíèè.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), çàïèñàííàÿ â âèäå (5), ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãî ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé, òî åñòü ìàòðèöà F ′U(U, x, t) èìååò êðàòíûå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà, íî â òî æå âðåìÿ ñèñòåìà èç å¼ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû F ′U(U, x, t):

λ1 = u− c, λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = u, λ6 = u+ c, (7)

ãäå ñêîðîñòü çâóêà c =

√
γP + ρ0c

2
0

ρ
.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (5), êîòîðàÿ ñîäåðæèò êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà,
òàê è óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ ãîðåíèÿ, ñêîðîñòü çâóêà âûðàæà-
åòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â ãàçîâîé äèíàìèêå. Ýòîò ôàêò åñòü ñëåäñòâèå
îäíîðîäíîñòè ôóíöèè γ (ñì. (3)).

Ïðèâåä¼ì âûðàæåíèÿ äëÿ ëåâûõ li è ïðàâûõ ri ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
i = 1, 6:

l1 =

(
εγ′0 +

u2

2
(γ − 1) + uc+ c20;−(γ − 1)u− c; γ − 1; εγ′1; εγ

′
2; εγ

′
3

)
,

r1 =

(
1;u− c; u

2

2
− uc+

c2 − c20
γ − 1

; β1; β2; β3

)
,

l2 =

(
u2

2
− c2 − c20

γ − 1
;−u; 1; 0; 0; 0

)
, r2 =

(
1;u;

u2

2
− εγ′0 + c20

γ − 1
; 0; 0; 0

)
,

l3 = (−β1; 0; 0; 1; 0; 0) , r3 =

(
−εγ′1;−εuγ′1; 0; εγ′0 + c20 −

u2

2
(γ − 1); 0; 0

)
,

l4 = (−β2; 0; 0; 0; 1; 0) , r4 =

(
−εγ′2;−εuγ′2; 0; 0; εγ′0 + c20 −

u2

2
(γ − 1); 0

)
,

l5 = (−β3; 0; 0; 0; 0; 1) , r5 =

(
−εγ′3;−εuγ′3; 0; 0; 0; εγ′0 + c20 −

u2

2
(γ − 1)

)
,

l6 =

(
εγ′0 +

u2

2
(γ − 1)− uc+ c20;−(γ − 1)u+ c; γ − 1; εγ′1; εγ

′
2; εγ

′
3

)
,

r6 =

(
1;u+ c;

u2

2
+ uc+

c2 − c20
γ − 1

; β1; β2; β3

)
,

(8)

ãäå ε = A

(
E − ρu2

2

)
;
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γ′0 ≡
∂γ

∂u1
, γ′i−3 ≡

∂γ

∂ui
, i = 4, 5, 6.

Ââåä¼ì ìàòðèöó L, ñòðîêè êîòîðîé ñóòü âåêòîðà li, è ìàòðèöó R,
ñòîëáöû êîòîðîé ñóòü âåêòîðà ri. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L−1 ìàòðèöó, îáðàò-
íóþ ê L. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà â îòñóòñòâèå ãîðåíèÿ ïðè ñîîò-
âåòñòâóþùåé íîðìèðîâêå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âåðíî ðàâåíñòâî L−1 =
R. Íàëè÷èå ïðîöåññîâ ãîðåíèÿ âëå÷¼ò çà ñîáîé ïîòåðþ ñòðîãîé ãèïåðáî-
ëè÷íîñòè ñèñòåìû, è ýòî ðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñîâîêóïíîé ñèñòåìû (1) è (4) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàñ-
ùåïëåíèÿ. À èìåííî, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå äàâëåíèÿ P ñ ïðåäûäóùåãî øà-
ãà, ðåøàåì óðàâíåíèÿ (4), à äàëåå ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùåãî ENO-
àëãîðèòìà ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (1), ñì. ðàçäåë 3.

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (4) íå èìååò ñèëüíûõ îñî-
áåííîñòåé, òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:



ẋ = − ũP σAx√
4πA+ A2

x

,

Ȧ = ũP σ 4πA√
4πA+ A2

x

,

Ȧx = ũP σ
x

√
4πA+ A2

x +
2πAxũP

σ√
4πA+ A2

x

.

(9)

Ñèñòåìà (9) ðåøàåòñÿ ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòû âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷òî
ïîçâîëÿåò ãàðìîíè÷íî âêëþ÷èòü å¼ â îáùóþ ìåòîäîëîãèþ ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (1) (ñì. ðàçäåë 3). Ïðè èñïîëüçîâàíèè èíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåîá-
õîäèìî êîíòðîëèðîâàòü æåëàåìûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè âûáðàííîé ÷èñëåí-
íîé ñõåìû.

2. Î ìîäèôèêàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñè-
ñòåìû (5) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè îáðàùàþòñÿ â íîëü, ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíî íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ îáû÷íîé ãàçîâîé
äèíàìèêè. Äëÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíû
òðè ñåìåéñòâà ïðîñòûõ âîëí, èç êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Ðè-
ìàíà, ðèñ.2.
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Ðèñ. 2. Ñåìåéñòâà ïðîñòûõ âîëí ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ îáû÷íîé ãàçîâîé äèíà-
ìèêè: I è III � óäàðíûå âîëíû è âîëíû ðàçðåæåíèÿ, II � êîíòàêòíûé ðàçðûâ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), çàïèñàííîé â ôîð-
ìå (5), òðåáóåòñÿ âûïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû (5) â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ñíà÷àëà
èçó÷èì ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëí ðàçðåæåíèÿ è óäàðíûõ âîëí
(ñì. [7], [8]).

2.1. Âîëíû ðàçðåæåíèÿ

Â êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ (2) ñêîðîñòü çâóêà c èìååò òàêîå æå
âûðàæåíèå, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé Ýéëåðà, çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì.
Âåëè÷èíà γ òåïåðü íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

γ = 1 +
R0u1 + (R1 −R0)u4 + (R2 −R0)u5 + (R3 −R0)u6
c0vu1 + (c1v − c0v)u4 + (c2v − c0v)u5 + (c3v − c0v)u6

. (10)

Âîëíû ðàçðåæåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ òîëüêî âåêòîðàìè r1 è r6, ïîñêîëüêó
îñòàëüíûå âåêòîðû îòíîñÿòñÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ = u, äëÿ êîòî-
ðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðîñòûå âîëíû ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè ðàçðû-
âàìè. Âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ òð¼õ êîìïîíåíò âåêòîðîâ r1 è r6 ñîâïàäàþò
ñ êîìïîíåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåêòîðîâ äëÿ îáû÷íûõ óðàâíåíèé
ãàçîâîé äèíàìèêè. Ïîêàæåì, ÷òî âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé â
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ôàçîâîé ïëîñêîñòè äëÿ âîëí ðàçðåæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåìå (5),
âåëè÷èíà γ îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé. Â ýòèõ ñèñòåìàõ óðàâíåíèé (U̇ ‖ r1 èëè
U̇ ‖ r6) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

dui
du1

=
ui
u1
, i = 4, 5, 6, (11)

ðåøåíèåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìîñòè ui = Ciu1, ãäå Ci � íåêîòî-
ðûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà èç ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè (10) è ïîëó÷àåì òðå-
áóåìîå óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî (u1, u2, u3) êðèâûõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîë-
íàì ðàçðåæåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé êðèâûõ äëÿ îáû÷íîé ãàçîâîé äè-
íàìèêè, íî ñî ñâîèì çíà÷åíèåì γ, êîòîðîå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè
òðàåêòîðèè âîëí ðàçðåæåíèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

2.2. Óäàðíûå âîëíû

Îïèñàíèå óäàðíûõ âîëí äëÿ ñèñòåìû (5) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé Ðåíêèíà-
Ãþãîíèî:

s(U − U−) = F (U, x, t)− F (U−, x, t), (12)

ãäå s � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàçðûâà. Áîëåå ïîäðîáíî, ñïðàâåäëè-
âû ôîðìóëû:

s



u1 − u−1
u2 − u−2
u3 − u−3
u4 − u−4
u5 − u−5
u6 − u−6

 =



u2 − u−2
u22
u1

+ (γ − 1)

(
u3 −

u22
2u1

)
+ c20(u1 − Aρ0)− {. . .}−

u2
u1

[
u3 + (γ − 1)

(
u3 −

u22
2u1

)
+ c20(u1 − Aρ0)

]
− {. . .}−

u4
u2
u1
− u−4

u−2
u−1

u5
u2
u1
− u−5

u−2
u−1

u6
u2
u1
− u−6

u−2
u−1


(13)

ãäå ÷åðåç {. . .}− îáîçíà÷åíî ñîîòâåòñòâóþùåå òåêóùåé ñòðî÷êå âûðàæå-
íèå, íî âçÿòîå ïðè çíà÷åíèè êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ U = U−. Íà-
ïîìíèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (13) γ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ïå-
ðåìåííûõ u1, u4, u5, u6.
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Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû (13), ïîñëåäíèå òðè óðàâíåíèÿ
ýòîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåé ôîðìå:(

u2
u1
− u−2
u−1

)
·
(
uiu
−
1 − u1u−i

)
= 0, i = 4, 5, 6. (14)

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî ñðàçó âûäåëèòü äâà êðóïíûõ êëàññà ðåøåíèé
ñèñòåìû (13), à èìåííî:

1. ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðûõ
u2
u1

=
u−2
u−1

;

2. ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðûõ
ui
u1

=
u−i
u−1
, i = 4, 5, 6.

Âñïîìèíàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ (2), çàêëþ-
÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿ ïåðâîãî êëàññà � ýòî òàêèå ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ, íà
êîòîðûõ íåïðåðûâíà ôóíêöèÿ ñêîðîñòè u, òî åñòü ýòî êîíòàêòíûå ðàç-
ðûâû. Ïðè ýòîì íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ u4, u5, u6 íå íàêëàäûâàåòñÿ
íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, è ôîðìà êîíòàêòíîãî ðàçðûâà
îïðåäåëÿåòñÿ èç ïåðâûõ òð¼õ óðàâíåíèé (13), òî åñòü ñîâïàäàåò ñ êðèâîé
êîíòàêòíîãî ðàçðûâà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ îáûêíîâåííîé ãàçîâîé
äèíàìèêè. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíêðåòíàÿ âåëè÷è-
íà γ ñïðàâà è ñëåâà îò êîíòàêòíîãî ðàçðûâà òåïåðü îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
êîíñåðâàòèâíûå ïåðåìåííûå u1, u4, u5, u6 èëè ÷åðåç êîíöåíòðàöèè β1, β2,
β3.

Äëÿ ðåøåíèé âòîðîãî êëàññà âåëè÷èíà γ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ðàçðûâ, ñì. ôîðìóëó (10). Ïîýòîìó ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (13) îïðåäåëÿþò ðåøåíèÿ â âèäå óäàðíûõ âîëí, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñåìåéñòâàì ñ ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè.
Ýòè òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå áóäóò èäåíòè÷íû òðàåêòîðè-
ÿì, ïîëó÷åííûì äëÿ îáû÷íîé ãàçîâîé äèíàìèêè (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè A, ñì. (9)) äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ γ, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè U−.
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Ðèñ. 3. Ñåìåéñòâà ïðîñòûõ âîëí ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ðàñøèðåííîé ãàçîâîé
äèíàìèêè: I è III � óäàðíûå âîëíû è âîëíû ðàçðåæåíèÿ, II ïëþñ R3 � êîíòàêòíûå
ðàçðûâû

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñì. [7], [9]). Ïîñêîëüêó ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîé,
òî äëÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëà-
áûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ÷åì äëÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì [9].
À èìåííî, äëÿ ðàçðûâîâ ñåìåéñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíêðåòíîìó ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà:

λ1 = u− c
{
s 6 λ−1 6 λ−2 6 . . . 6 λ−6
λ+1 6 s 6 λ+2 6 . . . 6 λ+6

λ2 = u

{
λ−1 6 s 6 λ−2 6 . . . 6 λ−6

λ+1 6 λ+2 6 s 6 λ+3 6 . . . 6 λ+6

λ3 = u

{
λ−1 6 λ−2 6 s 6 λ−3 6 . . . 6 λ−6

λ+1 6 λ+2 6 λ+3 6 s 6 λ+4 6 . . . 6 λ+6

λ4 = u

{
λ−1 6 . . . 6 λ−3 6 s 6 λ−4 6 . . . 6 λ−6
λ+1 6 . . . 6 λ+4 6 s 6 λ+5 6 λ+6

λ5 = u

{
λ−1 6 . . . 6 λ−4 6 s 6 λ−5 6 λ−6
λ+1 6 . . . 6 λ+5 6 s 6 λ+6

λ6 = u+ c

{
λ−1 6 . . . 6 λ−5 6 s 6 λ−6
λ+1 6 . . . 6 λ+6 6 s

(15)
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Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè âûïîëíåíû.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû (5) â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî ïóò¼ì ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäèôèêàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé îáû÷íîé ãàçîâîé äèíàìèêè (ñì. [8]).

3. Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïî ìåòîäèêå ENO

3.1. Ñåòêè è ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè

Îïèñàííûå íèæå àëãîðèòì îñíîâàí íà ðàáîòå [10].

Ðàñ÷¼ò áóäåì âåñòè íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b], íà êîòîðîì îïðåäåëèì
äâå íåðàâíîìåðíûå ñåòêè:

X : x1 < x2 < . . . < xM−1 < xM , (16)

Xh : a = x1/2 < x3/2 < . . . < xM−1/2 < xM+1/2 = b (17)

ñ øàãàìè hm = xm+1 − xm;
ãäå xm =

xm−1/2 + xm+1/2

2
, m = 1,M ,

h = max
16m6M

hm.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Im = [xm−1/2, xm+1/2], m = 1,M. (18)

Ïóñòü k îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè êîíñòðóèðóåìîé ðàçíîñò-
íîé ñõåìû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â öåíòðàõ xm ÿ÷ååê Im çàäàíû ñðåäíèå
ïî ÿ÷åéêàì Um çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé U . Îïðåäåëèì ¾ðàçäå-
ë¼ííûå ðàçíîñòè¿ ïîðÿäêà l > 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè
{ϕm}, îïðåäåë¼ííîé êàê ñðåäíèå ïî Im äëÿ âåëè÷èíû ϕ, ïðè ïîìîùè
èíäóêòèâíîãî ñîîòíîøåíèÿ

D1
ϕ

[
xm−1/2, xm+1/2

]
≡ ϕm;

Dl
ϕ

[
xm−1/2, . . . , xm+l−1/2

]
≡

≡
Dl−1
ϕ

[
xm+1/2, . . . , xm+l−1/2

]
−Dl−1

ϕ

[
xm−1/2, . . . , xm+l−3/2

]
xm+l−1/2 − xm−1/2

(19)
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èëè â ýêâèâàëåíòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

D1
ϕ[Im] ≡ ϕm; (20)

Dl
ϕ[Im, . . . ,Im+l−1] ≡

Dl−1
ϕ [Im, . . . ,Im+l−1]−Dl−1

ϕ [Im, . . . ,Im+l−2]

xm+l−1/2 − xm−1/2
.

Ââåä¼ííûå íåðàâíîìåðíûå ñåòêè X è Xh äîïîëíÿþòñÿ ôèêòèâíûìè
ÿ÷åéêàìè ñëåâà è ñïðàâà, ÷òî äà¼ò ðàñøèðåííûå ñåòêè ïðè k > 1:

X+ : x2−k < . . . < x1 < x2 < . . . < xM−1 < xM < . . . < xM+k−1 è

X+
h : x3/2−k < . . . < a = x1/2 < x3/2 < . . . < xM−1/2 < xM+1/2 =

= b < . . . < xM+k−1/2.

Ïðè ðàñøèðåíèè ñåòêè âëåâî (è âïðàâî) äîáàâëÿþòñÿ òî÷êè ñ øàãîì

hm−k = hm = xm+1/2 − xm−1/2,

ãäå hM+k = hM ñîîòâåòñòâåííî, k > 1, 1 6 m 6M .
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé â öåíòðàõ ÿ÷ååê ðàñøèðåííîé ñåòêè X+

âîñïîëüçóåìñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèåé (ïîëèíîì Ëàãðàíæà). Ïðè
îöåíêå ïîãðåøíîñòè ýêñòðàïîëÿöèè ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðàâèëî Ðóíãå.

Ïîëèíîì ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå:

Lk(x) =
M∑
i=1

yi

M∏
j=1
j 6=i

x− xj
xi − xj

,

ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â äîáàâëåííûõ òî÷êàõ ñóòü çíà÷åíèå â íèõ
äàííîãî ïîëèíîìà. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî òî÷åê èíòåðïîëÿöèè íàïðÿ-
ìóþ çàâèñèò îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

3.2. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ñîäåðæàòñÿ â ìàòðèöå Um ïîðÿäêà 6×M+2(k−
−1) (ñ ó÷¼òîì ñåòêè X+), òàê ÷òî: U 1

m = (Aρ)m, U
2
m = (Aρu)m, U

3
m =

(AE), U 4
m = (Aβ1ρ)m, U

5
m = (Aβ2ρ)m, U

6
m = (Aβ3ρ)m.

Íà÷àëüíûå ôóíêöèè Ut=0 çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ íåðàâíîìåð-
íîé ñåòêè X. Çàäàíèå ïðîäîëæåíèé íà ðàñøèðåííûå ñåòêè X+, X+

h òðå-
áóåò àêêóðàòíîñòè â ïðèìåíåíèè, â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé çàäà÷è.

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ Ux=a,b îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ âñåõ t çíà÷åíèÿìè â
òî÷êàõ x1/2, xM+1/2.
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Òàêèì îáðàçîì, íà ïðåäûäóùåì øàãå ïî âðåìåíè t èìååì çíà÷åíèÿ
Um(t), 1 6 m 6 M . Øàã τ çàäà¼òñÿ ïî h â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé (25), ñì. íèæå. Ïðè îáû÷íîé
ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ñõåìû âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

τ 6 æ · h

maxX |λl|
, l = 1, 6,

ãäå æ � ÷èñëî Êóðàíòà.

3.3. Øàã ïî âðåìåíè: t→ t+ τ

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ U â òî÷êàõ ñåòêè Xh, ò.å. Um+1/2 =
Um + Um+1

2
.

Äàëåå âû÷èñëèì ìàòðèöó Lm+1/2 = L(Um+1/2), 1 6 m 6M − 1;
U1/2, UM+1/2 � ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

3.3.1. Âû÷èñëåíèå ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé

Äëÿ êàæäîãî 1 6 l 6 k âû÷èñëÿåì ìàññèâ Dl
U(Im, . . . ,Im+l−1),

2 − l 6 m 6 M ðàçìåðà 6 × (M + l − 1), ïðè÷¼ì êàæäûé ýëåìåíò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ðàçäåë¼ííóþ ðàçíîñòü¿ ïîðÿäêà l.

Â òî÷êàõ xm+1/2, 1 6 m 6M − 1 âû÷èñëÿåì íàáîð ïðåîáðàçîâàííûõ
¾ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé¿:

Dl
Ô(Ij, . . . ,Ij+l−1) = Lm+1/2 ·Dl

U(Ij, . . . ,Ij+l−1), m− l + 1 6 j 6 m.

Òàêæå ðàññ÷èòàåì íîâûå ñåòî÷íûå âåëè÷èíû:

Ôj = Lm+1/2 · Uj, m− k + 1 6 j 6 m+ k − 1.

3.3.2. Ïîñòðîåíèå øàáëîíà äëÿ ÿ÷åéêè Im

Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Ôl, l = 1, 6 âåêòîðà Ô âûáåðåì íåîáõîäèìûé
øàáëîí äëÿ ÿ÷åéêè Im. Øàáëîí äîëæåí ñîñòîÿòü èç k ÿ÷ååê (âêëþ÷àÿ
ñàìó Im). Ïîñòðîåíèå ïðîèñõîäèò èíäóêòèâíûì îáðàçîì ïî ñëåäóþùåìó
àëãîðèòìó. Ïóñòü íà j-ì øàãå èìååòñÿ øàáëîí, ñîñòîÿùèé èç j > 1 ÿ÷ååê:{

Im−rj , . . . ,Im+sj

}
, rj + sj = j − 1, rj, sj > 0.

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà ìîæíî âûáðàòü ëèáî øàáëîí{
Im−rj−1, . . . ,Im+sj

}
, (21)
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ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê óæå èìåþùåìóñÿ ñîñåäíåé ëåâîé ÿ÷åéêè, ëè-
áî øàáëîí {

Im−rj , . . . ,Im+sj+1

}
, (22)

ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê óæå èìåþùåìóñÿ ñîñåäíåé ïðàâîé ÿ÷åéêè.
Äëÿ âûáîðà íóæíîãî øàáëîíà ðàññ÷èòûâàåì ðàçäåë¼ííûå ðàçíîñòè

D− ≡ Dj+1
Ô

(
Im−rj−1, . . . ,Im+sj

)
, D+ ≡ Dj+1

Ô

(
Im−rj , . . . ,Im+sj+1

)
è äàëåå âûáèðàåì øàáëîí (21) ïðè |D−| < |D+|, è øàáëîí (22) â èíîì
ñëó÷àå. Ïîñòðîåíèå çàâåðøàåòñÿ ïðè j = k.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Ôl, l = 1, 6 ìû ïîñòðîèëè
ñâîé øàáëîí{

Im−r
Ôl
, . . . ,Im+s

Ôl

}
, rÔl + sÔl + 1 = k, l = 1, 6. (23)

3.3.3. Ðåêîíñòðóêöèÿ âåëè÷èí Ô±
m∓1/2

Äàëåå ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê 1 6 m 6M − 1:

Ô−m+1/2 =
k−1∑
j=0

crÔ,jÔm−rÔ+j,

Ô+
m−1/2 =

k−1∑
j=0

crÔ−1,jÔm−rÔ+j,

(24)

ãäå êîýôôèöèåíòû â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîé ñåòêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå:

cÔj =


k∑

s=j+1

k∑
r=0
r 6=s

k∏
q=0
q 6=s,r

(
xi+1/2 − xi−Ô+q−1/2

)
∏k

r=0
r 6=s

(
xi−Ô+s−1/2 − xi−Ô+r−1/2

)
∆xi−Ô+j,

à â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè � ïî ôîðìóëå:

cÔj =
k∑

s=j+1

k∑
r=0
r 6=s

k∏
q=0
q 6=s,r

(Ô− q + 1)

∏k
r=0
r 6=s

(s− r)
.

Âû÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñîäåð-
æàòñÿ â òàáëèöå 2.1, ñòð. 10 (ñì. [10]).
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3.3.4. Âîçâðàò ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì

Çàòåì âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ U±m+1/2 = L−1m+1/2Ô
±
m+1/2. Äàëåå ïî âåëè÷è-

íàì U±m+1/2 ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìà-

íà (ñì. êîíåö ðàçäåëà 2) âû÷èñëÿåì âåëè÷èíû ïîòîêîâ F̂m+1/2.
Ñëåäóþùèì øàãîì ñòðîèì äèâåðãåíòíîå çàìûêàíèå, òî åñòü ðåøàåì

ñèñòåìó óðàâíåíèé

dUm(t)

dt
= − 1

hm

(
F̂m+1/2 − F̂m−1/2

)
+G(U)− Fx (25)

ìåòîäîì k-ãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû). Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ Um(t+ τ) íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå.

3.3.5. Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû

s-ñòàäèéíûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû k-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (ãäå n � ýòî
ïîðÿäîê ñèñòåìû) èìååò âèä:

Un+1 = Un + τKn, Kn =
s∑
i=1

σik
(i)
n ,

k(1)n = ~f (tn, Un) ,

k(2)n = ~f
(
tn + a2τ, Un + τb21k

(1)
n

)
,

k(3)n = ~f
(
tn + a3τ, Un + τ

(
b31k

(1)
n + b32k

(2)
n

))
,

...

k(s)n = ~f

(
tn + anτ, Un + τ

s−1∑
j=1

bsjk
(j)
n

)
.

(26)

Êîýôôèöèåíòû s, σi, ai, bij âûáèðàþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé àïïðîêñèìà-

öèè è òî÷íîñòè. ~f(·) � âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé ñèñòåìû.
Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ÷åòûð¼õýòàïíûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ÷åò-

â¼ðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

Un+1 = Un + τKn, Kn =
1

6

(
k(1)n + 2k(2)n + 2k(3)n + k(4)n

)
,

k(1)n = ~f (tn, Un) , k
(2)
n = ~f

(
tn +

τ

2
, Un +

τ

2
k(1)n

)
,

k(3)n = ~f
(
tn +

τ

2
, Un +

τ

2
k(2)n

)
, k(4)n = ~f

(
tn + τ, Un + τk(3)n

)
.
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Îäíèì èç âàðèàíòîâ ìîäèôèöèêàöèè ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû ÿâëÿåòñÿ
ìåòîä Ãèëëà, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü áîëåå îïòèìàëü-
íûé ðàñõîä ïàìÿòè:

y := y0; K := τf(y); y := y + 0.5K; q := K;

K := τf(y); y := y +
(

1−
√

0.5
)

(K − q);

q :=
(

2−
√

2
)
K +

(
−2 + 3

√
0.5
)
q;

K := τf(y); y := y +
(

1 +
√

0.5
)

(K − q);

q :==
(

2 +
√

2
)
K +

(
−2− 3

√
0.5
)
q;

K := τf(y); y := y +
K

6
− q

3
.

Íà ýòîì âûïîëíåíèå øàãà ïî âðåìåíè çàâåðøàåòñÿ.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò À.Ì. Ëèïàíîâà çà îçíàêîìëåíèå àâòîðîâ ñ òåìà-
òèêîé è ïîñòàíîâêó çàäà÷è, à òàêæå âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü À.È.
Àïòåêàðåâó, Â.Ò. Æóêîâó, Î.Á.Ôåîäîðèòîâîé è Í.Ä. Íîâèêîâîé çà ïî-
ëåçíûå îáñóæäåíèÿ â ïðîöåññå ðàáîòû íàä ýòîé çàäà÷åé.
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