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Моделирование радиационной проводимости статистическим методом частиц 

Рассматривается перенос электронов проводимости и дырок валентной 

зоны в полупроводниках и диэлектриках.  Использованы квантовые кинетиче-

ские уравнения для функций распределения электронов и дырок в фазовом про-

странстве координат и квазиимпульсов.  Интеграл столкновения моделируется 

с помощью статистического метода частиц. Рассмотрены основные типы рассе-

яния носителей заряда. Проведён расчёт дрейфовой скорости в чистом и леги-

рованном кремнии. 

Ключевые слова: кинетическое уравнение, метод частиц, метод Монте-Карло, 

частота рассеяния, дрейфовая скорость  

 

 

Andrei Vsevolodovich Berezin, Volkov Yuri Aleksandrovich, Kazymov Shamil 

Adil Ogly, Markov Mikhail Borisovich, Tarakanov Ilia Alekseevich  

Modelling of radiation conductivity by statistic particle method 

The transfer of conduction electrons and valence band holes in semiconductors 

and dielectrics is considered. Quantum kinetic equations for conduction electron and 

valence band hole distribution functions in phase space of position and quasi-

momentum are used. The scattering integral is modeled by statistic particle method. 

Main types of carriers scattering are considered. Calculation of drift velocity is car-

ried out in non-doped and doped silicon. 

Key words: kinetic equation, particle method, Monte-Carlo method, scattering rate, 

drift velocity 

 

 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-

дований, проект 14-01-00350, 15-01-03027_2015. 

 

 

 

 

 

 
 



3 

 

Введение 

Ионизирующее излучение космического пространства является одной из 

причин отказов микроэлектронных приборов космических аппаратов [1]. Иони-

зирующие излучения имеют разный состав: электроны и протоны радиацион-

ных поясов Земли, тяжелые заряженные частицы солнечных вспышек, гамма-

излучение, а также источники техногенного происхождения. Одним из каналов 

воздействия таких излучений на приборы являются объемные ионизационные 

эффекты, являющиеся следствием рассеяния воздействующих излучений в ак-

тивной зоне изделий микроэлектроники [2]. Рассеяние электронов и фотонов 

приводит к возникновению радиационной проводимости активной зоны, мно-

гократно превышающей собственную проводимость ее материала. Характери-

стики прибора при этом отклоняются от штатных значений. При достаточно 

высоком уровне воздействия в приборе возникает сбой.  

Радиационная проводимость обусловлена многими взаимосвязанными 

процессами. Среди них перенос излучения космического пространства в мате-

риалах прибора, генерация и движение в активной зоне избыточных носителей 

заряда – электронов проводимости и дырок валентной зоны, передача их энер-

гии фононам кристалла, а также многие другие. В активных зонах микроэлек-

тронных приборов распределено внешнее электрическое поле, созданное штат-

ными токами и напряжениями, которое необходимо учитывать при движении 

зарядов. 

В данной работе представлена математическая модель радиационной про-

водимости невырожденных полупроводников с зонной структурой электронно-

го спектра. Для конкретизации задачи в качестве ионизирующего воздействия 

рассматривается тормозное излучение электронов сильноточного ускорителя 

[3]. Фотоны тормозного излучения в результате комптоновского рассеяния и 

фотопоглощения генерируют в преграде – кристалле полупроводника – поток 

свободных электронов с энергиями до 1 МэВ. Рассеяние этих электронов по-

рождает в кристалле избыточные носители заряда с энергией порядка 1 эВ. Их 

состояние описывается в приближении скалярной эффективной массы с по-

правкой на ее зависимость от энергии [4-6]. В качестве материала преграды вы-

бран кремний, поскольку плотность энергетических состояний для него иссле-

дована детально [7-9]. Это позволяет вычислить эффективные массы и группо-

вые скорости электронов и дырок, определяющие кинетику носителей заряда.  

Для газовой плазмы в некоторых случаях можно ограничиться бесстолкно-

вительными моделями. Тогда задача переноса заряда сводится к решению 

уравнения Власова, например, методом частиц. В моделях плазмы твёрдого те-

ла и задачах твердотельной электроники бесстолкновительное приближение не 

реализуется [6]. По этой причине перенос заряда в кристаллических полупро-

водниках и диэлектриках исследуется методом Монте-Карло [7], [8], [10-15]. 

Данный метод является классическим для линейного уравнения переноса и эф-

фективно применяется для моделирования движения и рассеяния носителей за-

ряда в активной зоне изделия микроэлектроники. Линейность предполагает, что 
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внешнее излучение не изменяет рассеивающих свойств кремния, а носители за-

ряда движутся в заданном штатном электрическом поле работающего прибора. 

Данная работа сохраняет первое из вышеуказанных приближений. Уровни 

воздействия ионизирующих излучений ограничиваются значениями, при кото-

рых перераспределением вещества активной зоны и влиянием ее нагрева на ча-

стоты рассеяния можно пренебречь. При этом рассматривается влияние тока 

свободных электронов и радиационной проводимости на электрическое поле в 

активной зоне.  

По указанным причинам модель строится на основе метода частиц, допол-

ненного статистическим описанием столкновений [14,16]. Отличие предлагае-

мого подхода от метода Монте-Карло заключается в следующем. Метод Монте-

Карло предполагает независимость испытаний. После того, как носитель заряда 

пройдет всю свою траекторию и внесет вклад в показания детектора, например, 

в ток радиационной проводимости через заданную поверхность, его можно ис-

ключить из рассмотрения. В действительности электрическое поле определяет-

ся текущей плотностью тока всех носителей заряда, что не позволяет рассчиты-

вать траектории частиц отдельно друг от друга.  

Движение частицы под действием силы Лоренца, подвержено случайным 

возмущениям, которые соответствуют различным процессам рассеяния. Други-

ми словами, движение частиц описывается стохастическими дифференциаль-

ными уравнениями [17] и представляет собой случайный процесс [18,19]. Это 

не нарушает основополагающий принцип кинетической теории, а именно мак-

роскопические характеристики среды есть средние от характеристик отдельных 

частиц. 

Интеграл столкновений в кинетических уравнениях 

Рождающиеся под действием ионизирующего излучения носители заряда 

обладают энергией bk T , где bk  – постоянная Больцмана, T  – температура 

кремния. Поэтому функции распределения электронов проводимости 

 , ,e ef f t r p  и дырок валентной зоны  , ,p pf f t r p  далеки от равновесных 

распределений и зависят от времени t , координат r  и квазиимпульса p. Они 

подчинены квантовым кинетическим уравнениям [20] с интегралами столкно-

вений, описывающими рассеяние электронов на дефектах решетки: 

  
1

[ , ]e e e
e e e

f f f
e I f f Q

t c

   
     

   
v E vH

r p
, (1) 

  
1

[ , ]
p p p

p p p

f f f
e I f f Q

t c

   
     

   
v E vH

r p
. (2) 

Электромагнитное поле в (1) и (2) в общем случае создается как рабочим 

напряжением прибора, так и движением всех заряженных частиц: свободных 
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электронов и носителей заряда в кристалле. Уравнения (1) и (2) дополняются 

уравнениями Максвелла 

 
1 4 1

rot , rot
c t c c t

 
  

 

E H
H j E , (3) 

  
 

 
 

03 3

2 2
, , , ,

2 2
p e ext

d d
e f t f t

 

 
    

 
 
 

p p
j v r p v r p j j . (4) 

Первое слагаемое в правой части (4) описывает плотность тока электронов 

проводимости и дырок. Свободные электроны генерируют в кремнии плотность 

тока 
0j . Она, также, как и источник неравновесных носителей Q , вычисляется 

как функционал функции распределения свободных электронов. Электрическое 

поле прибора устанавливается плотностью тока extj , генерирующей ток заряже-

ния прибора в его внешней цепи. Влиянием магнитного поля на движения но-

сителей заряда можно пренебречь. 

В невырожденном электронном и дырочном газах интеграл столкновений 

имеет вид: 

         
 3

[ , ] , ,
2

d
I f f W f W f




   

p
p p p p p p . (5) 

Электроны проводимости и дырки валентной зоны испытывают упругое 

рассеяние на акустических фононах (AC-фононы); неупругое рассеяние на не-

полярных оптических фононах (TO-фононы); упругое рассеяние на заряженных 

примесях (для сильно легированных полупроводников); ударную ионизацию; 

неупругое рассеяние на полярных оптических фононах (LO-фононы). 

Каждый элементарный процесс рассеяния описывается в терминах скоро-

сти рассеяния ( )( , ), , , ,iW i a b c p p  для реакции p p . Если учитываются 

сразу несколько элементарных процессов, то полная скорость переходов явля-

ется суммой по всем процессам 
( )i

i
W W . Скорость перехода отлична от ну-

ля только при сохранении квазиимпульса, т.е. 

  p p q  

в случае поглощения фонона и  

  p p q  
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в случае его испускания. Испусканию или поглощению фонона с квазиимпуль-

сом   q p p  соответствует уменьшение или увеличение энергии электро-

на на величину кванта   

  ( ) ( ) ( )     p p p p .  

Таким образом, вероятности переходов содержат дельта-функцию 

( ' ).     Верхний и нижний знаки относятся к испусканию или поглоще-

нию фонона, соответственно.  

В соответствии с принципом детального равновесия отношение вероятно-

стей поглощения и испускания зависит от разности энергий начального и ко-

нечного состояний электрона: / exp( )abs emis

opt BW W T   . Подставляя сюда 

характерные значения энергии оптического фонона 0.1эВopt  и тепловой 

энергии электрона 1 40эВBT  , получим / 0.02abs emisW W  . По этой причине 

для быстрых ( BT  ) электронов вклад поглощения во времена рассеяния 

мал по сравнению с испусканием. 

В качестве величины, описывающей рассеяние носителя заряда, удобно 

использовать время релаксации i : 

 
1

, , ( )i

i

W g d d     


    ,  

где p ,   - косинус угла рассеяния, ' 'pp pp , ( )g   - плотность энергетиче-

ских состояний. 

Величиной, обратной времени релаксации, является частота рассеяния. Ре-

зультаты расчёта частот рассеяния для различных приближений относительно 

плотности состояния можно найти в [7], [15], [21].  

Рассмотрим общие сведения о механизмах рассеяния носителей заряда. 

Рассеяние на AC-фононах. Потерями энергии электронов пренебрегается, 

полагая 0ac  . Теория деформационного потенциала дает [22] 

 

2

1
2

1 ( )

( )
b

ac s

C k T g

c

 

  


 , (6) 

где 1C  - константа деформационного потенциала,  - плотность вещества,  sc - 

скорость звука в данном веществе. Рассеяние изотропно по углам.  

Рассеяние на заряженных примесях имеет резерфордовское сечение. Поте-

рями энергии электронов пренебрегается, полагая 0  . В этом случае для 

транспортного времени имеется формула Конвелл-Вейскопфа [23]  
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  4

3 2

0

ln(1 ) 1 )1

( ) 2pr d

e n x x x

m



   

  
 ,  

где 0,33d em m  – масса электропроводности электрона, em  – масса покоя элек-

трона, n   – концентрация примесей, 2 28 ex m Z h  , Z  – параметр экраниро-

вания (обратный дебаевский радиус): 

 2

1

4
Si t

D

Z
r ne

 


  .  

В формуле для дебаевского радиуса Si  – диэлектрическая проницаемость 

кремния, t  тепловая энергия электрона. 

Угловое распределение рассеянных частиц имеет вид 

 

20
2 1/3

2

1 ( )
1

( ) ln
1 ( ( / 2) )

e nP
c ctg

 




 
 

  
 

 

,    

2

0
2 1/3

ln 1c
e n

   
      

. (7) 

На рис. 1 показана зависимость вероятности рассеяния электронов в леги-

рованном кремнии от угла рассеяния для разных концентраций примесей. 

Рис. 1. Зависимость вероятности от угла рассеяния электронов на примесях в Si 

для концентрации примеси 1015, 1016, 1017, 1018 1/см3.  

Энергия рассеиваемого электрона 0.5 эВ. 
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Рассеяние на примесях имеет пороговый угол, который зависит от концен-

трации примеси. Чем больше концентрация примеси, тем меньше вероятность 

рассеяния на малые углы. На рис. 2 изображена зависимость ( )P   при задан-

ных энергиях электрона. 

Рис.2. Зависимость вероятности от угла рассеяния электронов на примесях в Si 

для различных энергий электрона. 

Предельный угол зависит от энергии рассеиваемого электрона, при малых 

энергиях электрона возможно рассеяние лишь на большие углы. Например, для 

тепловых электронов с энергией 0.025эВ   угол рассеяния превысит 145 гра-

дусов. 

Изменение энергии электрона при рассеянии на LO-фононах квантовано 

величиной LO   , где LO  – энергия оптического фонона соответствую-

щей ветви. Теория Фрелиха дает [15], [22], [24] 

 

2 2

2

1 11
( ) ln

( ) 16 1 1

LOLO
ph

LO e LO

e
g N

m

 
 

    

 


 
, (8) 

где 01 1    ,   – динамическая диэлектрическая проницаемость, 0  – 

статическая диэлектрическая проницаемость вещества. При достижении порога 

испускания 

 

2 2

2

1 11
( ) ln

( ) 16 1 1

LOLO
ph

LO e LO

e
g N

m

 
 

    

 


  
, (9) 

что соответствует поглощению. Рассеяние изотропно по азимутальному углу, 

но сильно зависит от полярного угла  
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2

2 cos( )1
( ) ln

( )

LO LO

LO

P
c

      


  

     
     

, (10) 

 ln LO

LO

c
  

  

  
     

.  

На рис. 3 и 4 изображены зависимости вероятностей рассеяния электронов 

в диоксиде кремния от угла рассеяния при взаимодействии с первой или второй 

ветвью оптических продольных фононов. 

 
Рис. 3. Зависимость вероятности от угла рассеяния электронов на продольных 

оптических фононах первой ветви в SiO2 для различных энергий электрона. 
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Рис. 4. Зависимость вероятности от угла рассеяния электронов на продольных 

оптических фононах второй ветви в SiO2 для различных энергий электрона. 
 

 

Изменение энергии электрона при рассеянии на TO-фононах составляет 

величину TO   , где TO  – энергия поперечного оптического фонона. 

Теория деформационного потенциала дает [22]: 

 

2

21
( )

( ) 2

ph

TO

TO TO

C N
g  

  
    . (11) 

Здесь 2C - константа деформационного потенциала,   - плотность веще-

ства. Вероятность рассеяния не зависит от углов, поэтому формально рассеяние 

изотропно по углам. 

Частота ударной ионизации зависит от энергии падающей частицы, кото-

рую ей передает свободный электрон или электрическое поле. Существует по-

роговая энергия, ниже которой частота ударной ионизации не превышает одно-

го процента от суммарной частоты рассеяния [26]. Для кремния эта энергия со-

ставляет 2.5 эВ.  

Начальный спектр носителей заряда в кристалле сосредоточен в области 

энергий менее 2.5 эВ. Доля электронов с энергиями больше 2.5 эВ составляет 

приблизительно 0.0015 [27]. 

Напряжённость электрического поля, в котором электрон достигает энер-

гии в 2.5 эВ можно оценить в приближении непрерывного торможения [20]. 

Приращение энергии ( ) ( )t t t    и скорости частицы ( ) ( )t t t v v  в посто-

янном электрическом поле выражаются следующим образом: 
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    
[ ( )]

( ) ( )exp [ ( )] (1 exp [ ( )] )
[ ( )]

e

eff

q m t
t t t t t t t

m t

  
   

 
     

E
v v ,  

 

 
   

[ ( )]
( ) ( )exp [ ( )] ( ) (1 exp [ ( )] )

2

t
t t t t t qe t t t

 
          Ev

. 

 

где   - усредненное по функции распределения время релаксации. 

При [ ( )]t t   потеря энергии на рассеяние уравновешивается ее при-

ращением в поле 

 
( )

( )
e

eff

q m

m

  

 

 


E
v ,     

( )

2
qe

 
  Ev .  

Отсюда напряженность электрического поля выражается формулой: 

 
2 2

2 ( )

( )

eff

e

m
E

q e m

 

  



. (12) 

Энергия 2.5 эВ достигается в поле с напряженностью 37000 ед. СГСЭ, что 

превышает электрическую прочность кремния. По указанным причинам удар-

ной ионизацией можно пренебречь. 

Алгоритм решения кинетических уравнений 

Движение электрона проводимости между столкновениями описывается 

уравнением движения 

 
e

e

d e

dt m


u
E . (13) 

Напряжённость электрического поля подчиняется уравнениям Максвелла 

(3). Алгоритм их численного решения изложен в [25]. При интегрировании 

уравнений движения поле не изменяется. 

Выбор времени свободного пробега значительно упрощается, если сум-

марная частота 1t i
i

   всех процессов рассеяния является постоянной. По-

скольку в реальных ситуациях частота рассеяния зависит от энергии и не явля-

ется постоянной, то в список процессов дополнительно включается эффектив-

ный процесс «саморассеяния», который не приводит к изменению параметров 

траектории. Возможный выбор частоты t иллюстрирует рис. 5. 
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Рис. 5. Определение максимальной частоты рассеяния t  

После того, как величина t выбрана, вероятность нахождения времени 

свободного пробега в интервале (0, )  равна 

 
0

0 exp( ') ' 1 exp( )t t tP t t dt


           . (14) 

Обозначим t  - шаг интегрирования уравнений Максвелла,    - время сво-

бодного пробега частицы, R  - время, которое осталось частице до конца шага, 

  - случайные числа, равномерно распределённые от 0 до 1. Схема алгоритма 

изображена на рис. 6. 
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Рис. 6. Схема алгоритма 

Угловое рассеяние осуществляется в два этапа (рис.7): 

1. 1
ˆ' Sv v - поворот относительно оси  v z  на угол  , согласно форму-

лам (7(10), в зависимости от типа рассеяния. 

2. 2
ˆ'' 'Sv v - поворот относительно оси v  на угол  . 

Подробный вид матриц поворота 1Ŝ  и 2Ŝ
 
представлен в приложении 1. 
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Рис. 7. Определение углов рассеяния  и . 

Результаты 

Проверка модели и алгоритма проведена путем расчета средней дрейфовой 

скорости электронов в электрическом поле. В состоянии равновесия с темпера-

турой решетки T  полупроводник имеет собственную проводимость 

 e pen en    , (15) 

где e  - заряд электрона, n  - равновесная концентрация электронов и дырок. 

Подвижность носителей заряда в (15) определяется средним временем потерь 

импульса  

 ( ) ( ) ( )e p e p e pe m    . (16) 

Угловые скобки  означают осреднение по функции распределения ча-

стиц. Для невырожденного газа  

    3 2 1 2

0 0

2
( ) exp exp

3
b b

b

k T d k T d
k T

 

           . (17) 

В электрическом поле электрон приобретает дрейфовую составляющую 

скорости 

 d v E ,        e Be m T   . (18) 

 
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Подвижность, а вместе с ней и дрейфовая скорость, определяются средней 

длиной свободного пробега в газе 
Tv    .  

Дрейфовая скорость [28], [29] перестает зависеть от напряженности элек-

трического поля в определенном интервале ее значений. Наблюдается эффект 

«насыщения» – дрейфовая скорость с ростом напряженности электрического 

поля выходит на постоянное значение 710 см/с. 

В работе [20] приведены результаты по расчёту дрейфовой скорости в 

приближении непрерывного торможения. Приближение позволяет получить 

совпадение с экспериментом, особенно в зоне низких значений напряжённости 

электрического поля. Это связано с тем, что при этих значениях напряжённости 

электроны имеют энергию ниже, чем энергия кванта оптического фонона 

(0.062 эВ). Модель непрерывного торможения адекватно описывает именно 

взаимодействие с акустическими фононами. 

Применение прямого моделирования столкновений позволяет достичь бо-

лее точного совпадения с экспериментом в зоне насыщения дрейфовой скоро-

сти (рис. 8). 

Точность расчёта предлагаемым методом сильно зависит от количества ча-

стиц. Если частиц недостаточно, то не набирается приемлемая статистика и 

дрейфовая скорость не выходит на стационарное значение. Особенно это за-

метно при малых значениях напряженности электрического поля (рис. 8-10). 

 

Рис. 8. Сравнение расчётных зависимостей дрейфовой скорости  

от напряжённости электрического поля с экспериментом. 

В рамках предложенной модели исследовался дрейф электронов и дырок в 

стационарном электрическом поле в легированном кремнии с различными кон-

центрациями доноров или акцепторов. На рис. 9 и 10 представлены графики за-

висимости дрейфовой скорости от напряженности электрического поля при 
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концентрациях примесей от 1012 до 1018 см-3. Рассеяние на примесях концентра-

цией до 1015 см-3 не вносит заметного вклада в дрейф электронов и дырок в ле-

гированном кремнии. Если легирование достигает 1019 см-3, то скорость дрейфа 

при малых значениях напряженности электрического поля снижается.  

Рис. 9. График зависимостей дрейфовой скорости электронов от напряжённости 

электрического поля в легированном кремнии  

для разных концентраций примесей. 

Рис. 10. График зависимостей дрейфовой скорости дырок от напряжённости 

электрического поля в легированном кремнии  

для разных концентраций примесей. 
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Заключение 

Представленная модель радиационной проводимости полупроводников 

разработана как составная часть технологии суперкомпьютерного моделирова-

ния функционирования изделий микроэлектроники в условиях воздействия 

ионизирующих излучений космического пространства. Данная технология 

предполагает использование библиотеки функций, обеспечивающей моделиро-

вание переноса ионизирующего излучения в материалах космического аппарата 

и окружающей среды, расчет распределений плотности тока свободных заря-

женных частиц и носителей заряда в полупроводниках, диэлектриках и газах, а 

также электромагнитных эффектов. Поэтому модель построена на тех принци-

пах, которые применены для моделирования рассеяния падающего излучения 

[16]. Отличие заключается в использовании квантовых кинетических уравнений 

для электронов проводимости и дырок валентной зоны. Такой подход оказался 

вполне оправданным хотя бы потому, что прямое моделирование столкновений 

электронов проводимости и дырок валентной зоны повысило точность вычис-

ления радиационной проводимости.  

Приложение 1 

Пусть    ρ  - единичный вектор, направленный вдоль оси враще-

ния. Матрица вращения вокруг вектора  ρ  на угол   имеет вид [30]. 

 

2

2

2

(1 cos ) cos (1 cos ) sin (1 cos ) sin

(1 cos ) sin (1 cos ) cos (1 cos ) sin

(1 cos ) sin (1 cos ) sin (1 cos ) cos

          

          

          

      
 

      
       

    (19) 

Используя определение углов рассеяния (рис. 7) и формулу (19),  

получим вид матрицы поворота 1Ŝ  относительно вектора  

 2 2 2 2

y x y x yv / (v v ) v / (v v ) 0x   :
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2 2 2 2 2 2

2

1 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
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y y x x

y x y x y x

x y yx

y x y x y x
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y x y x
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v v v v v v

v v vv
S
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   
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  

 
     
   
 
 
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Матрица поворота 2Ŝ  относительно вектора   yv v vx z  имеет вид:
  

 

2

2

2

2

(1 cos ) cos (1 cos ) sin (1 cos ) sin

ˆ (1 cos ) sin (1 cos ) cos (1 cos ) sin

(1 cos ) sin (1 cos ) sin (1 cos ) cos

x x y z x z y

x y z y y z x

x z y y z x z
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v v v v v v v
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     

     

      
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